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Giris

Analiz 3, noktasal yakinsakliktan diizgiin yakinsakliga gecis yaparak fonksiyon dizilerinin ve serilerinin
analitik yapilarini inceler; ardindan Fourier serileriyle periyodik fonksiyonlarin dogasimna iner ve genel-
lestirilmis integrallerle sinirlari sonsuza tasir.

1 Not

Analiz 3'tn butin bagliklarinin notlar1 hazirdir ve asagidaki baglantilardan ulagilabilir. Dersin

dayandig1 temel i¢in Analiz 1 ve Analiz 2 notlarina bakilabilir. Dért Analiz dersinin listesi i¢in Analiz
sayfasina bakabilirsiniz.
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1.1

1. Fonksiyon Dizilerinde Noktasal
Yakinsaklik

Analiz 1'de terimleri reel say1 olan dizileri, Analiz 2'nin sonunda da terimleri say1 olan serileri inceledik.
Simdi bir adim yukari ¢ikiyoruz: dizinin terimleri artik say1 degil, fonksiyon olacak. Ornegin x, 22, 23, ...
fonksiyonlar1 bir dizi olusturur ve dogal soru sudur: n buytudiikce bu fonksiyonlar bir fonksiyona
“yaklagir” mi?

Bu sorunun en yalin yaniti, her noktaya ayr1 ayr1 bakmaktir. z sabitlenince z, 2%, 23, ... siradan bir say1
dizisi olur ve limitini Analiz 1'in araglariyla buluruz. Bu bakis noktasal yakinsaklik adini alir. Hesab:
kolaydir, ama bir kusuru vardir: stirekli fonksiyonlarin noktasal limiti stirekli ¢cikmayabilir, integrallene-
bilir fonksiyonlarin noktasal limiti integrallenemeyebilir. Bu kusur, sonraki boliimiin konusu olan diizgiin
yakinsakliga duyulan ihtiyac1 dogurur.

Bu bélimde fonksiyon dizisini ve noktasal yakinsakligi tanimliyor, noktasal limitin nasil hesaplandigini
orneklerle gorityor ve noktasal limitin hangi 6zellikleri koruyup hangilerini korumadigini inceliyoruz.

2

Fonksiyon Dizisi

Bir say1 dizisi, her dogal say1ya bir reel say1 karsilik getiren bir kuraldir. Fonksiyon dizisinde her dogal
sayiya bir fonksiyon karsilik gelir.

Tanim 1.1 (Fonksiyon Dizisi). E C R bos olmayan bir kiime olsun. Her n € N i¢in bir f,, : E — R
fonksiyonu verilmigse n > f,, eslemesine E tizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi denir ve (f,,),,cn Y2
da kisaca (f,,) ile gosterilir.

Yani bir fonksiyon dizisi, hepsi ayni E kiimesinde tamimlt f;, f5, f5, ... fonksiyonlarinin sirali bir listesidir.
Onemli gézlem sudur: bir z € E noktasi sabitlenince

( fn(x))neN = ( fl(x)a f2($)a fg(fl?), )

bir reel say1 dizisi olur. Boylece bir fonksiyon dizisi, E’nin her noktas: i¢in bir tane olmak iizere,
say1 dizilerinden olusan bir aile gibi dustintlebilir. Say1 dizileri i¢in bildigimiz her kavram (yakinsaklik,
siurlilik, monotonluk) bu dizilere uygulanabilir.

Boliim boyunca bize eglik edecek temel 6rnek sudur: E = [0, 1] ve her n € Nigin f, () = z™. Dizinin ilk

terimleri f, (z) = , fy(z) = 22, f3(x) = 23 fonksiyonlaridir. z = 3 noktasi sabitlenirse

(:6)-Gzw-)

"\2/)) \272272%"7"

sayl1 dizisi elde edilir; bu dizi 0’a yakinsar. = 1 sabitlenirse (1,1,1,...) sabit dizisi ¢ikar; bu dizi 1’e
yakinsar.
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1.2

1.1 Fonksiyon Dizisi 9

n =230

noktasal limit 0,5 1

Sekil 1.1: fi(x) = x"dizisinin n = 1, 2, 3, 5, 10, 30 terimleri. [0, 1) Gizerinde egriler yatay eksene ¢oker; (1, 1)
noktasi ise yerinde kalir. Noktasal limit x = 1'de si¢rar.

Sekilde n biytiditk¢e grafiklerin [0, 1) iizerinde yatay eksene dogru ¢oktiigii, ama (1, 1) noktasinin hig
kipirdamadigy gorilir.

Noktasal Yakinsaklik

Her noktada ayr1 ayri limit alma fikrini tanima dékelim.

Tanim 1.2 (Noktasal Yakinsaklik ve Noktasal Limit). (f,), E C R iizerinde taniml bir fonksiyon
dizisi ve f : E — R bir fonksiyon olsun. Her z € F i¢in

lim £, () = f(z)

ise (f,,) dizisi E izerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. f fonksiyonuna (f,) dizisinin
noktasal limiti denir ve

fn = f (noktasal, E)

yazilir. Acik yazimiyla: her € > 0 ve her z € E i¢in éyle bir N = N (g, z) € N vardir kin > N olan her
n igin

| fulz) = flz) | <e

olur.

Yani noktasal yakinsaklik, £’nin her noktasinda ayr1 bir say1 dizisi limiti almaktir; fazladan higbir sey
istemez. Tanimdaki NV sayisinin hem £’a hem de z’e bagh olduguna dikkat edelim: ayni € i¢in bir noktada
N = 5 yeterken bagka bir noktada N = 5000 gerekebilir. Bu bagimlilik, sonraki boliimde diizgin yakin-
saklikla noktasal yakinsaklig ayiran tek sey olacaktir.

Bir say1 dizisinin limiti tek oldugundan (bkz. Analiz 1) noktasal limit de varsa tektir.
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10 Boliim 1. Fonksiyon Dizilerinde Noktasal Yakinsaklik

Tanim 1.3 (Bir Noktada ve Bir Kiimede Iraksaklik). (f,, ), E tizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi
ve a € E olsun. ( f,(a) ) say1 dizisi yakinsaksa (f,,) dizisi a noktasinda yaksaktir, iraksaksa a
noktasinda 1raksaktir denir. (f,,) dizisi E’nin her noktasinda iraksaksa F iizerinde raksaktir denir.

Yani bir fonksiyon dizisi bazi noktalarda yakinsayip bazilarinda iraksayabilir. E iizerinde noktasal
yakinsak olmasi i¢in E’nin her noktasinda yakinsamasi gerekir; tek bir noktada iraksamasi noktasal
yakinsaklig1 bozar.

@ U¢ adimda noktasal limit

1. Noktay1 sabitle. z € E bir sabit gibi distiniiliir; degisken yalniz n’dir.

2. Ozel noktalar1 ayir. Formiiliin davranisinin degistigi noktalar (z = 0, x = 1, payda sifirlar1 gibi)
ayr1 ayrl incelenir.

3. Sayi dizisi limitini al. Her durumda lim
nunda toplanir.

f,, () hesaplanir; sonuclar parcali bir f fonksiyo-

n—oo

Ornek 1.1 (Kuvvet Dizisinin Noktasal Limiti). E = [0,1] iizerinde f,(z) = 2" ile taniml (f,))
dizisinin noktasal limitini bulunuz ve 0 < z < 1 i¢in tamimdaki N (g, ) sayisini agikca yaziniz.

Coziim.
Noktay: sabitleyip ti¢ durumu ayiralim.

« x = 0igin her n’de f,,(0) = 0°dir; dolayisiyla lim,,_,  f,,(0) = 0.

« x = ligin her n’de f,,(1) = 1™ = 1’dir; dolayisiyla lim,,_,  f,, (1) = 1.

+ 0 <z < 1igin (™) ortak carpani 1’den kiigiik bir geometrik dizidir ve lim,, , . 2™ = 0’dur (bkz.
Analiz 1).

Oyleyse dizi [0, 1] {izerinde noktasal yakinsaktir ve noktasal limiti
0,0<z <1

fonksiyonudur.
Nsayis. 0 <z <1lve0<e<1lolsun | 2" —0 | =2z" < ¢ esitsizliginin iki yaninin logaritmasin
alalm: nlnz < Ine. Burada In z < 0 oldugundan béliince esitsizlik yon degistirir:

Ine
n>-—.
Inz
Dolayisiyla
Ine
N =|— 1
o= |me |+

lne
secilebilir: n > N ise n > ha ve buradan ™ < € olur. (¢ > 1 ise her n i¢in " < 1 < € oldugundan
nx

N =1 yeter.)
Bu N gergekten z’e baghdir. Ornegin € = 0,01 igin x = 0,5 noktasinda N = 7 yeterken z = 0,99
noktasinda N = 459 gerekir. x sayis1 1’e yaklastikca In z — 0 olur ve N siursiz biytr. B

Ornek 1.2 (Tepesi Sola Kayan Bir Dizi). E = [0, 1] iizerinde £, (z) ile tanumli (f,,) dizisi

T 1+ n2z2
noktasal yakinsak midir? Yakinsaksa limitini e-N tanimiyla dogrulayimiz.

Cozim.
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1.2 Noktasal Yakinsaklik 11

0,25 0,5 1

Sekil 1.2: fi(x) = 2nx/(1 + n®x®) dizisinin n = 1, 2, 4, 8, 20 terimleri. Tepe noktasi (1/n, 1) sola kayar ama
alcalmaz; her sabit x noktasinda degerler yine de 0'a gider.

Dizinin ilk terimleri

2z 4z 6z
f1(90)—1+—x27 fa(m)—m, f3($)—m
fonksiyonlaridir.
Limit aday1. z = 0 i¢in her n’de f,,(0) = 0 oldugundan lim
paydayi n? ile bolelim:

fn(0) =0’dir. 0 < = < 11i¢in pay ve

n—o0

2 2 0
lim —% i - — — 0.

n—oo 1 —+ ’n,2;132 n—oo # —+ _'L'z 0 =+ :1,‘2

Oyleyse limit aday1 f(z) = 0 sabit fonksiyonudur.
Tanimla dogrulama. € > 0 ve = € (0, 1] verilsin. Payday: kiiciilterek kesri bityiitelim: 1 4+ n?z? >
n2z? oldugundan

2nx - 2nx < 2nx _ 2
1+ n2z2 T 140222 T n222  nx

2 <eol icin n > 2 ter. Dol 1
— < € olmasi i¢in n > — yeter. Dolayisiyla
i ¢ P y1sty

N(e,x) = {EJ +1

ET

segilirsen > N igin| f,,(z) — 0 | < e olur. x = 0 noktasinda her N ige yarar. Sonug: f,, — 0 (noktasal,

[0, 1]).
Bir gézlem. (1 —nx)? > 0 esitsizligi 2nz < 1 + n?z? demektir; yani her z icin f,,(z) < 1’dir ve

esitlik # = — noktasinda saglanir: f, | — | = 1. Her f, ’nin grafiginde yiiksekligi 1 olan bir tepe vardir;
n n

n bityiidiikce tepe sola kayar ama alcalmaz. Her sabit  noktasinda degerler 0’a gittigi halde grafikler
bir biitiin olarak 0 fonksiyonuna yaklagsmaz. Bu olguyu Diizgiin Yakinsaklik bolimiinde yeniden ele
alacagiz. m
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12 Boliim 1. Fonksiyon Dizilerinde Noktasal Yakinsaklik

Noktasal yakinsamama

Bir dizinin verilen bir fonksiyona noktasal yakinsamadigini géstermek i¢in tanimin olumsuzunu yazmak
gereKkir.

Onerme 1.1 (Noktasal Yakinsamamanin Sembolik ifadesi). (f,,), E iizerinde tanimli bir fonksiyon
dizisive f : E — R olsun. (f,,) dizisinin E iizerinde f’ye noktasal yakinsamamast igin gerek ve yeter kosul
sudur: oyle bir e > 0 ve 6yle bir x, € E vardir ki her N € N icin

ny =N ve | an(a’?o)—f(xo) | > &g
olacak bicimde bir n; € N bulunur.

Ispat.

Noktasal yakinsaklik, “her © € E icin f,(x) — f(x)” onermesidir. Olumsuzu, “en az bir x, € E icin
( fu(zo) ) dizisi f(zo) a yakinsamaz” 6nermesidir. Bir say: dizisinin verilen bir sayiya yakinsamamas
ise tam olarak su demektir (bkz. Analiz 1): éyle bir ey > 0 vardir ki her N icinny > N ve | fry(To) —
f(zy) | > € olacak bicimde bir ny bulunur. Iki adim birlesince iddia ¢ikar. m

Ornek 1.3 (Hicbir Noktada Yakinsamayan Bir Dizi). E = (0, +00) iizerinde f, (z) = nz ile tanimlt
(f,,) dizisinin F {izerinde noktasal yakinsak olmadigini gosteriniz.

Cozim.

Sekil 1.3: f(x) = nx dogrular1. x = 1 noktasindaki degerler 1, 2, 3, ... say1 dizisini olusturur ve bu dizi
wraksaktur.

x € E sabit olsun. > 0 oldugundan

lim f,(z) = lim nx = +o0
n—oo n—oo
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1.2 Noktasal Yakinsaklik 13

olur; ( fn(x) ) dizisi sinirsizdir, dolayisiyla iraksaktir (bkz. Analiz 1). Dizi E’nin her noktasinda iraksa-
digindan E tizerinde 1raksaktir; hicbir f fonksiyonuna noktasal yakinsamaz.

- 1
Ayni sonucu Onerme 1.1 ile de gérelim. f : E — R herhangi bir fonksiyon olsun. z, =1 ve g, = 5
alalim. N € N verilsin. Arsimet 6zellifine gére n)y > N veny > | f(1) | + 1 olan bir n 5 dogal sayist
vardir. Bu say1 i¢in

e = FQ) |2y~ ) [ 215 2 =<

olur. Dikkat edilirse ( fn(1) ) = (1,2,3,4,...) bir reel say1 dizisidir ve wraksakligi dogrudan goériilir. m

Ornek 1.4 (Yatiklasan Dogrular). E = [0, +c0) iizerinde f,(z) = % ile tanimli (f,,) dizisi noktasal
yakinsak midir?

Coziim.

x = 0 i¢in her n’de f,,(0) = 0 oldugundan lim,,_,  £,,(0) = 0’dwr. z > 0 i¢in

. 1
lim —=2z-lim —=2-0=0
n—oo M n—oo N

olur. Limit aday1 f(z) = 0 fonksiyonudur. Tanumla dogrulayalim: € > 0 ve £ > 0 verilsin. n > N i¢in

| fal®) =0 ] =

<

:m
=z| =

oldugundan % <e¢, yani N > 2 olmast yeter. N(g,x) = {
€

[0, +00)).
Burada da N sayis1 z’e baghdir ve x biiytidiik¢e sinirsiz bityiir. B

o |8

J + 1 secilir. Sonug: f,, — 0 (noktasal,

Noktasal Limitin Cebirsel Ozellikleri

Noktasal limit her noktada bir say1 dizisi limiti oldugundan, say: dizilerindeki limit aritmetigi fonksiyon
dizilerine aynen tasinir.

Teorem 1.1 (Noktasal Limitin Cebirsel Ozellikleri). E C R bos olmayan bir kiime, (f,,) ve (g,,)
dizileri E iizerinde tanmimli fonksiyon dizileri, c € R olsun. E iizerinde f,, — f ve g, — g noktasal yakin-
siyorsa:

() f, + g, = f+ g (noktasal, E),
(ii) ¢ f, — c- f (noktasal, E),
(iii) f, - g, — f g (noktasal, E),
(V) herz € E ve hern € N icin g, (z) # 0 ve g(x) # 0 ise == In g (noktasal, E).

TL

Ispat.
i)e>0vexeE \éerilsin. fn(z) = f(z) oldugundan éyle bir Ny = N (e, x) vardir ki n > Nj icin
| fo(z) — f(x) | < = olur g, (z) — g(z) oldugundan oyle bir Ny, = Ny(e,z) vardir ki n > N, icin

| 9,(z) —g(z) | < 3 olur. N = max{N;, Ny} alahim.n > N igin iicgen esitsizligiyle
| (fn 4 90)(z) = (f +9)(z ] —f(@) )+ (gn(x) —g(2) ) |

(fu
f() f@) [+ 9,(z) —g(2) |

+§:E

N
wlm——
™

bulunur. Oyleyse f,, + g,, — [ + g (noktasal).
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14 Boliim 1. Fonksiyon Dizilerinde Noktasal Yakinsaklik

(ii), (iii), (iv)x € E sabit olsun. ( f,,(z) ) ve( g, (x) ) yakinsak say: dizileridir; limitleri f (x) ve g(z) 'tir.
Say dizileri i¢in limit aritmetigi (bkz. Analiz 1) geregi

cfu() = cf(z),  fol2)gn(z) = f(2) g(2)
n(z)  flz)
g

~

olur; ayrica (iv) iin kosullari altinda g,,(x) # 0 veg(x) # 0 oldugundan olur.x € E keyfi

oldugundan ti¢ yakinsama da E iizerinde noktasaldir. B

Noktasal Limit Neleri Korumaz?

Bir dizinin biitiin terimleri iyi bir 6zellige sahipse limit fonksiyonunun da o 6zellige sahip olmasim
bekleriz. Noktasal yakinsaklik bu beklentiyi karsilamaz. Ug temel 6zellige sirayla bakalim.

Ornek 1.5 (Siirekli Fonksiyonlarin Siireksiz Noktasal Limiti). Siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyon-
lardan olusan, ama noktasal limiti siirekli olmayan bir fonksiyon dizisi veriniz.

Coziim.
[0,1] tizerinde f,(z) = ™ alalim. Her f,, bir polinomdur; [0, 1] tizerinde siirekli ve tiirevlenebilirdir.

Ornek 1.1 geregi noktasal limit
0,0<z <1
fle) = {1,x =1

fonksiyonudur. f, © = 1 noktasinda siirekli degildir: z — 1~ iken f(z) =0 — 0 olur, ama f(1) =
1’dir. Bir noktada siirekli olmayan fonksiyon o noktada tiirevlenebilir de olamaz; dolayisiyla f, x =
1’de tiirevlenebilir degildir.

Oyleyse siirekli fonksiyonlarin noktasal limiti siirekli olmayabilir; tiirevlenebilir fonksiyonlarm nok-
tasal limiti tiirevlenebilir olmayabilir. B

Ornek 1.6 (Integrallenebilir Fonksiyonlarin Integrallenemeyen Noktasal Limiti). [0, 1] iizerinde
Riemann integrallenebilir fonksiyonlardan olusan, ama noktasal limiti integrallenebilir olmayan bir
fonksiyon dizisi veriniz.

Cozim.
Her n € Nigin [0, 1] araligindaki, paydasi en ¢ok n olan kesirlerin kiimesini

A, = {% :me{l,..,n},pe{0,1, ...,m}}

ile gosterelim ve

l,Lx e A,
Inl@) = {o,m e[0,1]\ 4,

tanimlayalim.
Her f,, integrallenebilirdir. A, sonlu bir kiimedir. f,, fonksiyonu, sifir fonksiyonundan yalniz bu
sonlu sayida noktada ayrilir. Sonlu sayida noktada deger degi§tirmek integrallenebilirligi ve integrali

etkilemediginden (bkz. Analiz 2) f,, integrallenebilirdir ve fo fo(z)dx = 0’dir.

Noktasal limit. z € [0,1] rasyonel olsun; £ = =— yazalim. n > m olan her n i¢in x € A, yani
m

fn(x) = ’dir; dolayisiyla f,, (x) — 1. z irrasyonelse hicbir A, ’ye ait degildir ve her n i¢in f,, (z) =
0’dir; dolayisiyla f,, () — 0. Noktasal limit

1,z € QnNJ0,1]
f(‘””):{o,xe[o,ll\@

Dirichlet fonksiyonudur.

Limit integrallenemez. Dirichlet fonksiyonu [0, 1] izerinde Riemann integrallenebilir degildir (bkz.
Analiz 2).
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1.4 Noktasal Limit Neleri Korumaz? 15

Oyleyse integrallenebilir fonksiyonlarin noktasal limiti integrallenebilir olmayabilir. m

Ornek 1.7 (Stnirh Fonksiyonlarin Sinirsiz Noktasal Limiti). (0, 1] tizerinde smirli fonksiyonlardan
olusan, ama noktasal limiti sinirli olmayan bir fonksiyon dizisi veriniz.

Coziim. n
(0, 1] tizerinde f,,(x) = alalim. z > 0 i¢in 1 4+ nz > 1 oldugundan
1+nz
n
O =
< ful(@) Tons <™

olur; her f,, smirlidir (siur n’ye baghdir). Noktasal limit i¢in pay ve payday1 n ile bdlelim:

. n . 1 1
lim = lim 5 = —.
n—oo 1 + nx ’n,*)oo;—}—aj x

1 1

Noktasal limit f(z) = = fonksiyonudur ve (0, 1] tizerinde sinirh degildir: # — 0% iken — — 400 olur.
x x

|

Ug 6rnegin ortak dersi sudur: noktasal yakinsaklik, limit fonksiyonu hakkinda ¢ok az bilgi tasir. Sorunun
kaynag1, yakinsama hizinin noktadan noktaya sinirsizca yavaslayabilmesidir.

1.5 Alistirmalar

n
Alistirma 1.1 (Ug Parcali Bir Noktasal Limit). E = [0, +00) iizerinde f,, (z) = g ile tanimh
x
dizinin noktasal limitini bulunuz.
Cozim.
x > 0 sabit olsun. (z™) geometrik dizisinin davramsgi z’in 1’e gére konumuna baghdir; {i¢ durumu
ayiralim.
0
* 0 <z <1lisez™ — 0 olur. Dolaysiyla f, (z) — T70° 0
1 1
* x=1isehernicin f, (1) = 131 E’dir. Dolayisiyla f,, (1) — 7

« & > lise "™ — 400 olur. Pay ve payday1 2™ ile bolelim:

Dizi [0, +00) iizerinde noktasal yakinsaktir ve limiti

0,0<z <1
fl@)=q52=1
l,z>1

fonksiyonudur. Her f,, siirekli oldugu halde f, z = 1 noktasinda stireksizdir. m

Alistirma 1.2 (Sifirda Sigrayan Bir Limit). E = [0, 1] tizerinde f, (z) = T _T:x ile taniml dizinin
nx
noktasal limitini bulunuz ve 0 < z < 1 i¢in N (e, z) sayisin belirleyiniz.
Cozim.
x = 0igin her n’de f,,(0) = 0°dir; £,,(0) — 0.0 < z < 1 i¢in pay ve payday1 n ile bolelim:
x x
T)= ——=1.
fale) = o

n
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16 Boliim 1. Fonksiyon Dizilerinde Noktasal Yakinsaklik

Noktasal limit

0,z=0
f(m)_{1,o<x§1

fonksiyonudur.
N sayis1. 0 < x < 1vee > 0 verilsin.

a) =1 = | =1 = <o

1+nx7 1+nz nr

1 1 1
oldugundan — < ¢, yani n > — olmast yeter. N (¢, z) = {—J + 1 segilir. m
nx ex ex

Alistirma 1.3 (Tek Noktada Yakinsayan Bir Dizi). E = R iizerinde f,(z) = (—1)"x ile tanimli
dizinin hangi noktalarda yakinsadigini bulunuz.

Coziim.

2 = 0igin her n’de f,,(0) = 0°dir; dizi bu noktada 0’a yakinsar.

z # 0 olsun. ( f,(z) )= (-2, —=, 2, ...) dizisinin cift indisli terimleri z, tek indisli terimleri —z
sabitidir. Iki alt dizi farkli limitlere (z # —x) yakinsadigindan dizi iraksaktir.

Oyleyse (f,,) yalniz z = 0 noktasinda yakinsar; R {izerinde noktasal yakinsak degildir. m

Alistirma 1.4 (Arktanjantla Isaret Fonksiyonu). E = R iizerinde f,,(x) = arctan(nz) ile taniml
dizinin noktasal limitini bulunuz. Limit fonksiyonu stirekli midir?

Coziim.
x sabit olsun.

« £ =0icin f,(0) = arctan 0 = 0; limit 0’dur.

* z > 0i¢in n — oo iken nx — +oo olur ve lim,_, arctant = g oldugundan f,(z) — g
* = < 0i¢in nx — —oo olur ve lim, , _ arctant = —g oldugundan f, (z) — —g.
Noktasal limit
—5,2<0
flz)=<0, z=0
3, >0

fonksiyonudur. Sagdan limit g soldan limit —g oldugundan f, x = 0 noktasinda siirekli degildir; oysa
her f,, biitiin R’de siireklidir. m

All§t§rma 1.5 (Parametreli Bir Rasyonel Dizi). a > 0 olmak iizere E = [a, +00) iizerinde f,,(z) =
mox

———— ile tamimli dizinin noktasal limitini bulunuz.
34+ ndz2

Coziim.
x > a > 0 sabit olsun. Pay ve payday1 n? ile bolelim:

. T3z . Tx Tx 7
ilm ——=1lm —= — = —

n—oo 3 + n3x2 n—oo % + x2 x2 xz
n

. 7
Oyleyse f,, — f (noktasal, [a,+00)) ve f(z) = —’tir. Bu yakinsamanmn diizgiin olup olmadigi Alis-
x

tirma 2.1 aligtirmasinda incelenir. B
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1.5 Alistirmalar 17

Alistirma 1.6 (Cebirsel Ozelliklerle Limit). E = [0, 1) {izerinde h,,(z) = (:c” + f) (3 +t71 Zw )
n nx
ile tanimli dizinin noktasal limitini Teorem 1.1 yardimiyla bulunuz.

Coziim.
[0,1) iizerinde ™ — 0 (Ornek 1.1) ve AN 0 (Ornek 1.4) noktasal yakinsar. Teorem 1.1 (i) geregi birinci
n

x
carpan " + — — 0 noktasal yakinsar.
no ong

Ikinci carpanda 1 dizisi, Alistirma 1.2 geregi x = 0’da 0’a, 0 < x < 1 i¢in 1’e yakinsar. Sabit 3

ne
dizisiyle toplaninca ikinci ¢carpanin noktasal limiti

g(z) = {3’$ =0

4, 0<zx<1
olur. Teorem 1.1 (iii) geregi carpimin noktasal limiti, limitlerin ¢arpimidir: h,, — 0- g = 0 (noktasal,

0,1)). m

Noktasal yakinsakligin siirekliligi, integrallenebilirligi ve sinirliligi koruyamadigini gordiik. Bu eksikligi
gideren, N sayisinin z’ten bagimsiz segilebilmesini isteyen daha giiclii kavrami Diizgiin Yakinsaklik
bolimiinde tanimliyoruz.
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2.1

2. Diizgiin Yakinsaklik

Noktasal yakinsaklik taniminda N sayist hem €’a hem de x noktasina bagliydi ve bu bagimlilik yiiziinden
limit fonksiyonu stirekliligi, integrallenebilirligi, sinirliligs yitirebiliyordu. Care, bagimliligin bir yarisini
kaldirmaktir: verilen € icin tek bir N sayisinin kiimenin biitiin noktalarina birden yetmesini isteyecegiz.
Bu kigiik degisiklik bityiik bir fark yaratir. Noktasal yakinsaklikta her nokta kendi hizinda yakinsar;
diizgiin yakinsaklikta ise biitiin noktalar ayni anda, ortak bir hizla yakinsar. Geometrik olarak bu, f,,
grafiginin bir biitiin olarak f grafiginin {izerine oturmas: demektir.

Bu béliimde diizgiin yakinsakligi tanimliyor, tanimin olumsuzunu yaziyor, ikisini de 6rnekler iizerinde
calistiriyor ve diizgiin limitin cebirsel islemlerle nasil davrandigini inceliyoruz.

Diizgiin Yakinsakligin Tanimi

Noktasal yakinsaklik tanimindaki niceleyicilerin sirasini degistirerek basliyoruz.

Tanim 2.1 (Diizgiin Yakinsaklik). E C R bos olmayan bir kiime, (f,,) dizisi F iizerinde tanimli bir
fonksiyon dizisi ve f : E — R olsun. Her € > 0 i¢in 6yle bir N = N(¢) € N varsakin > N olan her n
ve her z € F igin

| fale) = fz) | <e
olsun, o zaman (f,,) dizisi E tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir ve

31 (E)

yazilir. f fonksiyonuna (f,,) dizisinin diizgiin limiti denir.

Yani diizgiin yakinsaklikta N say1s1 yalniz £’a baglidir; z’e bagh degildir. Iki tanimi yan yana yazinca fark
goriliir:

Tablo 2.1: Noktasal ve diizgiin yakinsaklikta niceleyici sirasi

Niceleyici sirasi

Noktasal her € > 0 ve her x € F i¢in bir N (e, z) vardir

Diizgiin her € > 0 i¢in bir N(¢) vardir; bu N her z € E
icin gecerlidir

Tamimdaki esitsizlik, n > N olan her n ve her z € F icin
f(@)—e < fu(z) < f(z) +e

biciminde de yazilabilir. Bunun geometrik anlami sudur: y = f(z) — e ve y = f(x) + € egrileri arasinda
kalan bélgeye f’nin cevresindeki e-seridi diyelim. Diizgiin yakinsaklik, N’den sonraki biitiin f,, grafik-
lerinin F tizerinde bu geridin tamamen i¢inde kalmas1 demektir.
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2.1 Diizgiin Yakinsakligi Tanimi 19

E

Sekil 2.1: Diizgiin yakinsakligin geometrik anlami: n = Nolan her f, grafigi, E kiimesinin tamami izerinde
fnin cevresindeki e-seridinin i¢inde kalir.

Diizgiin yakinsaklik noktasal yakinsakliktan daha gii¢lii bir kosuldur.

Onerme 2.1 (Diizgiin Yakinsak Dizi Noktasal Yakinsaktir). (f,) dizisi E iizerinde f fonksiyonuna
diizgiin yakinsiyorsa E iizerinde f’ye noktasal da yakinsar.

Ispat.

€ > 0 vex € E verilsin. Diizgiin yakinsaklik geregi yalniz €’a baglh bir N = N () vardir ven > N olan
hern, hery € E icin| f,(y) — f(y) | < € saglamir. Ozel olarak y = x igin de saglanir. Oyleyse noktasal
yakinsaklik tanimindaki N (e, z) olarak bu N alinabilir; f, (x) — f(z) olur. x keyfi oldugundan f,, —
f (noktasal, E). m

Bu 6nermenin iki kullanish sonucu vardir. Birincisi: bir dizi diizgiin yakinsiyorsa diizgiin limiti, noktasal
limitinden bagka bir fonksiyon olamaz. Ikincisi: bir dizi E iizerinde noktasal yakinsamiyorsa diizgiin de
yakinsamaz. Onermenin tersi dogru degildir; noktasal yakmsak bir dizi diizgiin yakinsak olmayabilir
(Ornek 2.2).

© iki adimda diizgiin yakinsaklik incelemesi

1. Noktasal limiti bul. Diizgiin limit varsa noktasal limite esittir; bu ytizden tek aday noktasal
limit f’dir.

2. Farki 2’ten bagimsiz smurla. | f,,(z) — f(z) | ifadesi, x icermeyen ve 0’a giden bir sayiyla
iistten sinirlanabiliyorsa yakinsama diizgiindiir. Stnirlanamryorsa tanimin olumsuzu (Onerme 2.2)
denenir.
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20 Boliim 2. Diizgiin Yakinsaklik

sin(nz) |

N ile

Ornek 2.1 (Biitiin Dogruda Diizgiin Yakinsayan Bir Dizi). E = R iizerinde f, (z) =
tanuml (f,,) dizisi R tizerinde diizgiin yakinsak midir?

Cozim.
Noktasal limit. 2 € R sabit olsun. Her n i¢in | sin(nz) | < 1 oldugundan

1
< —

NG

sin(nz)

N

0<L

1
olur. — — 0 oldugundan sikistirma teoremi (bkz. Analiz 1) geregi f,,(x) — 0’dir. Noktasal limit
n

f(z) = 0 fonksiyonudur.
Diizgiin yakinsaklik. € > 0 verilsin. Her x € Rve n > N icin

| sin(nz) |

Sl-
-

1 1
olur. — < € olmast icin N > — yeter;
€

VN
NE) = | 5] +1

secilir. Bu N yalniz e’a baglidir ve n > N olanher n,her x € Ricin| f,,(z) — 0 | < € saglanir. Oyleyse
o2 O®).m

Diizgiin Yakinsamama

Bir dizinin diizgiin yakinsamadigin gostermek icin tanimin olumsuzu gerekir.

Onerme 2.2 (Diizgiin Yakinsamamanin Sembolik ifadesi). (f,) dizisi E iizerinde tanimli bir fonk-
siyon dizisi ve f : E — R olsun. (f,,) dizisinin E iizerinde f’ye diizgiin yakinsamamasu igin gerek ve yeter
kosul sudur: 6yle birey > 0 vardir ki her N € N icin

ny =N ve | an(mN) — flzy) [ 2 &
olacak bicimde birny € N ve birx )y € E bulunur.

Ispat.

Diizgiin yakinsaklik tanimi su 6nermedir: “her € > 0 i¢in 6yle bir N vardir ki her n > N ve her x €
E i¢in | f,(z) — f(z) | < € olur” Bir énermenin olumsuzu alinirken “her” ile “vardir” yer degistirir ve
sondaki kosul olumsuzlanir: “6yle bir ey > 0 vardiwr ki her N i¢in | f, (z) — f(z) | > ¢, olacak bicimde
birn > N ve birz € E bulunur” Bulunan n ve x, N 'ye bagh olduklarindan ny ve x; ile gosterilir.

Noktasal yakinsamamada (Onerme 1.1) kétii davranan tek bir z,, noktas: bulmak gerekiyordu. Burada
ise x noktasi1 N ile birlikte degisebilir: her N i¢in, o anda hala “geride kalmis” bir nokta gostermek
yeterlidir.

Ornek 2.2 (Kuvvet Dizisi Birim Aralikta Diizgiin Yakinsamaz). E = [0, 1] {izerinde f,,(z) = 2" ile
tanuml (f,,) dizisinin noktasal limitine diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.

Coziim.
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2.2 Diizgiin Yakinsamama 21

N=25

0,5 1

€, = 1/4 seridi

0,5 1

Sekil 2.2: y = xVegrileri (N = 3, 8, 25) ve noktasal limitin ¢evresindeki g, = 1/4 seridi. Her egri xy = 27%
Nnoktasinda 1/2 yiksekligine ulasir ve seridin digina cikar.

Ornek 1.1 geregi noktasal limit, 0 < z < 1icin f(x) = 0 ve f(1) = 1 olan fonksiyondur.

0=y alalim. IV € N verilsin. n; = N ve

1
{L‘NZN—\/§€[O,1)

secelim. z 5 < 1 oldugundan f(z,) = 0’dir ve
N
1 1 1
| fn(zy) — flzy) | = (N_\/i) :Q >Z:50

olur. Onerme 2.2 geregi (f,,) dizisi [0, 1] iizerinde f’ye diizgiin yakinsamaz.
ekil olup biteni gosterir: N ne kadar biiyiik olursa olsun y = 2% egrisi, 1’e yeterince yakin bir noktada

3 yiiksekligine ulasir ve ,-seridinin digina ¢ikar. B

Ornek 2.3 (Ayn1 Sonucun Celiskiyle Elde Edilmesi). f,(z) = 2" dizisinin [0, 1] {izerinde diizgiin
yakinsamadigini, diizgiin yakinsadigini varsayip celiskiye ulasarak gosteriniz.

Coziim.
(f,,) dizisinin [0, 1] Gizerinde noktasal limiti f’ye diizgiin yakinsadigini varsayalim. Tanimi € = — igin
uygulayalim: dyle bir NV, vardir ki n > N; olan her n ve her x € [0,1] i¢in | f,,(z) — f(z) | < 3 olur.
Ozel olarak n = N ve z € [0, 1) i¢in f(z) = 0 oldugundan
1
xN1<§ 0<z<1) (1)

elde edilir. Ote yandan x + x™V1 fonksiyonu siireklidir ve

lim zM =1M =1
rx—1-
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1
olur. (1) esitsizliginde x — 1~ limiti alinirsa limitlerde siralama korundugundan 1 < — ¢ikar. Bu bir

celiskidir. Oyleyse varsayim yanlistir; dizi [0, 1] {izerinde diizgiin yakinsamaz. B

Ornek 2.4 (Sinirsiz Kiimede Diizgiin Yakinsamayan Bir Dizi). E = [0, +c0) iizerinde f,, ()

ile taniml (f,,) dizisinin diizgiin yakinsak olmadigin gésteriniz.

X

Cozim.

Ornek 1.4 geregi dizi [0, +00) lizerinde f(z) = 0 fonksiyonuna noktasal yakinsar; diizgiin limit varsa
o da 0 olmalidur.

€ =3 alalim. N € Nverilsin. nyy = 2N > N vexy = N € [0, +00) secelim:

| fry(@n) — flzn) | =

N2

N 1_1
IN _ 0’ = - =£.
ny 3
Onerme 2.2 geregi dizi [0, +00) iizerinde diizgiin yakinsamaz. Geometrik olarak: y = z dogrusu ne

n
kadar yatik olursa olsun, yeterince saga gidildiginde yatay eksenden istenildigi kadar uzaklagir. m

Ornek 2.5 (Yiikselen ve Daralan Cadirlar). [0, 2] iizerinde

n3z, og:cg%
folz)=q-—ndz+2n? L <z <2
0, 2<g<2

ile tamiml (f,,) dizisinin noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleyiniz.

Coziim.

1/3 1/2 1

Sekil 2.3: Cadir fonksiyonlari f;, f;, f;: taban [0, 2/n] araligina daralirken tepe yiiksekligi n” ile biiytr.
Her noktada degerler sonunda 0 olur, ama grafikler sifir fonksiyonuna yaklasmaz.
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Her f,’nin grafigi, tabam [0, %] aralig1 ve tepe noktasi (%, n2) olan bir ticgendir; ticgenin disinda
fr, =0dir.

Noktasal limit. z = 0 i¢in her n’de f,,(0) = 0’dir. 0 < = < 2 olsun. Argimet dzelligine gore N, > %
olan bir N, € Nvardir. n > N ise

2

< =
Nm

<zr<2

AR

olur; yani z iigiincii par¢adadir ve f, (z) = 0’dwr. Oyleyse ( fa(z) ) dizisi N, ten sonra sabit 0°dir ve
frn(x) = 0. Sonug: f,, — 0 (noktasal, [0, 2]).

Diizgiin yakinsaklik. ¢, = 2 alalm. N € N verilsin. n); = N ve

3 1 2
=—c¢€|—,=| C]0,2
INT 9N € {N’N] < 0.2
secelim. z 5 ikinci par¢ada oldugundan
3 3 N?2 1
—0|=|-N3 ——+2N? =2N?2 - -N?="+>_=
| fn(zn) =0 | ’ oN T 9 5 =5 = o

olur. Onerme 2.2 geregi dizi [0, 2] iizerinde 0’a diizgiin yakinsamaz.
Bu 6rnekte diizgiin yakinsamama cok ¢arpicidir: her noktada degerler sonunda tam olarak 0 oldugu
halde tepe yiikseklikleri n? — +oco olur. m

Diizgiin Yakinsaklik Kiimeye Baglidir

Diizgiin yakinsaklik yalniz diziye degil, iizerinde ¢aligilan kiimeye de baghdir. Kiime kii¢iiltiiliince diizgiin
yakinsaklik bozulmaz.

Onerme 2.3 (Alt Kiimeye Kisitlama). (f,) dizisi E iizerinde f’ye diizgiin yakinstyorsa bos olmayan
her A C E alt kiimesi tizerinde de f’ye diizgiin yakinsar.

ispat.

€ > 0 verilsin. E iizerindeki diizgiin yakinsakliktan gelen N (&) sayisi icinn > N olan hern ve her x €
E i¢in| f,(x) — f(z) | < € olur A C E oldugundan aynu esitsizlik her x € A icin de saglanir. Ayni N,
A uizerinde de is goriir. &

Ters yonde ise bir siirpriz vardir: bir dizi bityiik kiimede diizgiin yakinsamadig1 halde daha kiigiik bir
kiimede diizgiin yakinsayabilir.

Ornek 2.6 (Kuvvet Dizisi Kiigiik Aralikta Diizgiin Yakinsar). 0 < b < Lolsun. f,,(z) = z" dizisinin
[0, b] araliginda f(z) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakisadigini gosteriniz.

Cozim.
[0,b] C [0, 1) oldugundan noktasal limit bu aralikta f(x) = 0’dur.
0 < e < 1 verilsin. z i 2™ fonksiyonu [0, b] iizerinde artan oldugundan her z € [0, b] i¢in

| 2" —0|=2a™ <b"

N Ine
olur. Sagdaki say1 x’ten bagimsizdir. b < € esitsizligi, Ornek 1.1 ¢éziimiindeki hesapla, n > 2

Inb
Ine
N(e) = b +1

segilirse n > N olan her n ve her € [0,b] i¢in | 2™ — 0 | < b™ < £ olur. (¢ > 1 igin N = 1 yeter.)
Oyleyse z™ =2 0 ([0, b)).

oldugunda saglanir. Dolayisiyla
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Bu sonu¢ Ornek 2.2 ile gelismez. Orada seritten cikan zy = 2~ /" noktalar1 1’e yaklastyordu; [0, ]
aralig1 1’in bir komsulugunu disarida biraktigindan bu noktalar bir siire sonra araligin disinda kalir. B

Diizgiin Limitin Cebirsel Ozellikleri

Toplam ve skaler kat diizgiin yakinsaklig1 her zaman korur. Carpimda ise ek bir kosul gerekir.

Teorem 2.1 (Diizgiin Limitin Cebirsel Ozellikleri). E C R bos olmayan bir kiime, o € R olsun ve E
iizerinde f,, = f, g,, = g olsun. O zaman:

i) fot+9, 3 f+9(E)

(i) af, X af (E),

(iii) ayrica f ve g fonksiyonlan E iizerinde sinirliysa f, g,, = fg (E).
ispat.
(i)e > 0 verilsin. f, f oldugundan é6yle bir Ny = N (¢) vardirkin > N; ve herx € E icin| f,(x) —

c n 1 1 1 n

f(z) | < = olur. g,, = g oldugundan éyle bir N, = N, (&) vardirkin > N, ve herz € E i¢in| g, (z) —
g(z) | < 3 olur. N = max{N;, Ny} yalniz €’a baghdir ven > N, z € E i¢in

e €
| (Fa+90) (@) = (f+9)(@) | < | fulw) = f@) | +] gu(2) —g(a) | <5 +5 =¢
olur.
(ii) a = 0 ise iddia aciktir: her iki yan sifir fonksiyonudur. o # 0 olsun ve £ > 0 wverilsin. f, =X f
oldugundan éyle bir N vardirkin > N veherx € E icin| f,(z) — f(z) | < — o]

€
| afo(e) —af(z) | = al] fule) = f(z) | <| Of|'m=€~
(iii) f ve g sirl oldugundan oyle My, M, > 0 sayilar vardwr ki her x € E igin | f(zx) | < M, ve
| g(z) | < M, olur.
Adim 1: (g,,) bir yerden sonra ortak bir sayiyla simirhdir. g,, = g tamminie = 1 igin uygulayalim: éyle
bir N, vardir kin > N, ve herx € E i¢in| g, (z) — g(z) | < 1 olur. Bun ve x’ler igin

| 92(2) | <[ g(2) —g(2) [+ ] g(z) | <1+ M,

olur. Bun ve x’ler i¢in

Adim 2: Farku iki parcaya aywralim. Araya f(z) g,,(x) terimini ekleyip ¢ikaralim:
fogn —F9=(fn= 1) g+ f (9, —9).
n > Ny vex € E icin ticgen esitsizligi ve Adim 1 ile
| fa(@)gn(2) — f2)g(2) | < (1+ M) | fr(z) — f(z) |+ M| g,(z) —g(2) | (2)

bulunur.
Ad1m3 N secimi. € > 0 verilsin. Oyle N, ve N, vardirkin > N, ve herx € E i¢in| f,(z) — f(z) | <

—(1 ) n> N, ve herx € E igin| g, (z) —g(z) | < Lf olur. N = max{N,, Ny, Ny} alalim.
n > N vex € E igin (2) esitsizligi
€ €
| fa(@)g,(2) — f(2)g(2) | < (1+ M) s + M =

20+M,) 1 2M;

verir. N yalniz £’a bagh oldugundan f,.g,, = fg (E).

(iii) sikkindaki sinirlilik kosulu atilamaz.
Ornek 2.7 (Stnirlilik Olmadan Carpim Diizgiin Yakinsamayabilir). R iizerinde f,,(7) = g,,(7) =

x + — dizilerinin diizgiin yakinsadigini, ama f,, g,, carpim dizisinin diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.
n
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Cozim. )
f,, diizgiin yakinsar. f(z) = z alahm. Her z € Ri¢in | f,,(z) — f(z) | = =’dir. € > 0 verilince N =
1 1 "
LEJ +1icin n> N ve her z i¢in | f,(z) —xz | = = <& olur: f, =X f (R). Aym sey g,, i¢in de
n

gecerlidir. Limit fonksiyonu f(z) = z, R iizerinde smirh degildir.
Carpim diizgiin yakinsamaz. Carpim dizisi

2

olur ve noktasal limiti z2’dir. Fark
2z 1
n o n

olur. ¢y = 1 alalim; NV € N verilince nyy = N ve x5y = N segelim:

2N 1
_+_

1
=2+m>1=&‘0.

Onerme 2.2 geregi f,,g,, dizisi R {izerinde x2’ye diizgiin yakinsamaz. m

Alistirmalar
Ah§t§rma 2.1 (Tamimla Diizgiin Yakinsaklik). a > 0 olmak iizere [a,+00) iizerinde f,(z) =
% dizisinin noktasal limitine diizgiin yakinsadigini tanimi kullanarak gosteriniz.
n3x
Coziim.

7
Aligtirma 1.5 geregi noktasal limit f(z) = —’tir. Fark: hesaplayalim:
x

T3z — 7(3 + n32?)
z (3 4+ n3x2?)
21

z (3 +ndz2)

™3z B 7
34+n3z2 =z

1 1
z > a > 0 oldugundan — < — ve 3 + n3z? > n3z? > nda? olur. Payday kiiciilterek
T a

21 < 2121 < 1
z(3+n322) " a-nda? n3ad " nad

21
elde edilir. Sagdaki say1 z’ten bagimsizdir. € > 0 verilsin; — < € olmast i¢cin n > —— yeter.
na ade

N(e) = L?TlsJ +1

secilirse n > N ve her z € [a, +00) i¢in

fn(2) ! < € olur. Oyleyse f,, =2 g ([a,+00)). m

T

2nz

Aligtirma 2.2 (Tepesi Alcalmayan Dizi Diizgiin Yakinsamaz). f,(z) = 1o n2a?
n2c

dizisinin [0, 1]
lizerinde diizgiin yakinsamadigini gésteriniz.
Coziim. ) )
Ornek 1.2 geregi noktasal limit f(z) = 0’dir. gy = 3 alalim. N € N verilsin; ny = N ve x5y = ~ €

[0, 1] secelim:
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2N - &% 2

TN L

| fn(@y) =0 1
N2

Onerme 2.2 geregi dizi [0, 1] iizerinde diizgiin yakinsamaz. m

2nx

Alistirma 2.3 (Aym Dizi Sifirdan Uzakta Diizgiin Yakinsar). 0 < a < 1 olsun. f,(z) = 1T n2a?
n2x

dizisinin [a, 1] Gzerinde 0’a diizgiin yakinsadigini gésteriniz.
Cozim.
x € [a, 1] icin Ornek 1.2 ¢dziimiindeki esitsizlik ve x > a ile
2

2
| fo(z) =0 < — < —
nx na

2 2
olur. Sagdaki say1 z’ten bagimsizdir. € > 0 verilsin; N(g) = {—J + 1 secilirse n > N i¢cin — < ¢
ae na
olur. Oyleyse her z € [a,1] ven > N i¢in | f, (z) | < &'dur: f,, = 0 ([a, 1]).
Aligtirma 2.2 ile kargilagtiralim: diizgiin yakinsaklig1 bozan tepe noktalar1 = — sifira yaklagir; [a, 1]

aralig1 sifirin bir komsulugunu disarida biraktigindan tepeler bir siire sonra araligin diginda kalir. m

1
Alistirma 2.4 (Mutlak Degere Diizgiin Yaklagim). R iizerinde f, (z) = (/22 4+ —; dizisinin f(z) =
n

| z | fonksiyonuna diizgiin yakinsadifini gosteriniz.

Coziim.
u,v >0 igin Vu+v < Vu+ \/_i) esitsizligi gegerlidir; ¢iinkd iki yanin karesi alininca v +v < u +
v+ 2y/uv cikar. u = 22 ve v = — icin

n

1 1
|z [=Va? <[22+ 5 <[z |+ =
n n

1
0< (o)~ o] <

olur. Buradan her z € R i¢in

1 1
elde edilir. € > 0 verilince N = J +1lig¢inn > N veherz € Ricin | f,(z) — |z | | < — <eolur.
n

€
Oyleyse f,, 2 | z | (R).
Her f,, biitin R’de tiirevlenebilirdir, ama diizgiin limit | = |, x = 0 noktasinda tiirevlenebilir degildir.
Diizgiin yakinsaklik tiirevlenebilirligi tek basina korumaz; bu konuya Diizgiin Yakinsaklik ve Tirev
bolimiinde dénecegiz. m

Alistirma 2.5 (Sifir Yakininda Bozulan Diizgiinliik). f, (z) = dizisinin [0, 1] Gizerinde nok-

1+nz
tasal limitine diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.

Coziim. )
Alistirma 1.2 geregi noktasal limit, f(0) =0 ve 0 < z < 1 i¢in f(x) = 1 olan fonksiyondur. g, = i

1
alalim. N € Nverilsin;ny, = N vez = ~ € (0, 1] secelim. f(xzp) = 1 oldugundan

o
:——]_:

‘N
—1
2

| fn(zy) — floy) | = m
N

:EO

N =
> =

olur. Onerme 2.2 geregi dizi [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsamaz. B
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Alistirma 2.6 (Sonlu Kiimede Iki Yakinsaklik Cakisir). E = {z,, 2, ..., 2} sonlu bir kiime olsun.
E tzerinde noktasal yakinsak her fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
f,, = f (noktasal, F) olsun ve € > 0 verilsin. Her ¢ € {1, ..., k} icin noktasal yakinsaklik bir N, =
N (g, z;) sayis1 verir: n > N icin | f,,(x;) — f(x;) | < € olur.

N = max{Ny, Ny, ..., N,.}

alalim. Sonlu sayida dogal sayinin maksimumu vardir; bu yiizden IV iyi tamimlidir ve yalniz €’a baghdir.
n > N ise her i icin n > N, oldugundan | f,,(z;) — f(z;) | < € saglanir. Oyleyse f,, =X f (E).
Sonsuz kiimede bu akil yiiriitme ¢oker: sonsuz ¢oklukta N (e, z) sayismin bir iist siur1 olmayabilir.
Diizgiin yakinsaklik tam olarak bu st sinirin var olmasini ister. B

Tanumla caligmak her seferinde uygun bir N ya da uygun z, noktalar1 bulmay1 gerektirir. Diizgiin
Yakinsaklik Olgiitleri bolitmiinde bu isi kolaylagtiran élgiitleri, 6zellikle supremum 6l¢iitiinii ve Cauchy
kriterini kuruyoruz.
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3.1

3.2

3. Diizgiin Yakinsaklik Olciitleri

Diizgiin Yakinsaklik béliimiinde her érnekte tanima geri doniip uygun bir N (¢) ya da uygun z 5, noktalari
aradik. Bu béliimde ayni isi daha az emekle yapan dort él¢iit kuruyoruz. Ik ikisi tek yonliidiir: biri diizgiin
yakinsakligy, 6biirii diizgiin yakinsamamayi gostermeye yarar. Uciinciisii olan supremum 6lciitii bir gerek
ve yeter kosuldur ve uygulamada en cok kullanilan aragtir. Dérdiinciisii olan Cauchy kriteri ise limit
fonksiyonu bilinmeden de ¢aligir.

Sifir Dizisiyle Sinirlama

En sik kullanilan fikir,

Teorem 3.1 (Sifir Dizisiyle Sinirlama Olgiitii). (f,) dizisi ve f fonksiyonu E iizerinde tanimli olsun.
Oyle bir (c,,) reel say1 dizisi bulunsun ki hern € N ve her x € E icin

fn(x) — f(z) | farkin1 = icermeyen bir sayryla sinirlamaktir.

| fu(z) = f(2) | < o, ve lim a, =0

n—oo

olsun. O zaman f, = f (E).
Ispat.
e > 0 verilsin. o, — 0 oldugundan éyle bir N = N (e) vardirkin > N i¢in| «,, | < € olur. Kosul geregi
a, > | f.(x) — f(z) | > 0 oldugundan | o,, | = «,, dir. Oyleysen > N olan hern ve her z € E igin

| fu(@) = f(z) [ <o, <e

olur. (av,,) dizisi ©’e bagl olmadigindan N de x’e bagh degildir. Bu, diizgiin yakinsakligin tanimidir. m

Kosulun her n yerine bir n,’dan sonraki n’ler i¢in saglanmasi da yeter; ispatta N yerine max{N,n,}
alinir.

.. .. 1
Ornek 3.1 (Smirlama Olgiitityle Kuvvet Dizisi). f,(z) = 2™ dizisinin [0, 5} araliginda diizgiin
yakinsadigini Teorem 3.1 ile gosteriniz.

Coziim.

1
Noktasal limit bu aralikta f(z) = 0’dir. ¢ > x™ artan oldugundan her z € [O, 5} ve her n icin

1’rL
|x”—0|:m"§(§) =«

n

1
olur. o, = on — 0 oldugundan Teorem 3.1 geregi ™ = 0 ([0, %] ) ]

Nokta Dizisiyle Diizgiin Yakinsamama

Diizgilin yakinsamamay1 gostermek icin £’den uygun noktalar se¢mek yeterlidir.

Teorem 3.2 (Nokta Dizisi Testi). (f,,) dizisi ve f fonksiyonu E iizerinde tanimli olsun. Terimleri E’de
olan oyle bir (z,,) dizisi bulunsun ki

sayi dizisi 0’a yakinsamasin. O zaman (f,,) dizisi E iizerinde fye diizgiin yakinsamaz.
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ispat.
Karsit tersini ispatlayalhm: f,, =X f (E) ise terimleri E de olan her (x,,) dizisi i¢in f,(z,,) — f(z,,) —
0 olur.
€ > 0 verilsin. Diizgiin yakinsaklik geregi 6yle bir N vardiwr ki n > N olan her n ve her x € E igin
| f(z) — f(x) | < € olur. z,, € E oldugundan bu esitsizlik ézel olarak © = x,, i¢in de saglanir: n >
N igin

Bu, f,(z,) — f(z,) — 0 demektir. m

Uygulamada (z,,) dizisi, f,,’nin f’den en ¢ok ayrildig1 yere yerlestirilir: bir tepe noktasina ya da sorunlu
bir u¢ noktanin yakinina.

Ornek 3.2 (Nokta Dizisi Testiyle Kuvvet Dizisi). f,(z) = 2™ dizisinin [0, 1] iizerinde diizgiin yakin-
samadigini Teorem 3.2 ile gosteriniz.

Cozim.

Noktasal limit, [0, 1) tizerinde f = 0 ve f(1) = 1’dir. Sorunlu nokta z = 1 oldugundan ona yaklagan

z,=1-— - dizisini segelim; z,, € [0,1) oldugundan f(z,,) = 0’dur.

Falae) = f(o) = (1 1)" 5140

n

olur (bkz. Analiz 1). Dizi 0’a yakinsamadigindan Teorem 3.2 geregi (f,,), [0, 1] izerinde diizgiin yakin-
samaz. l

Supremum Olciitii

<

Dizgiin yakinsaklik tanimi, “| f,,(x) — f(z) | fark: bitin z’ler icin aym anda kiicik” der. Biitiin x’ler
tizerinden en buyiik farki tek bir sayida toplarsak diizgiin yakinsaklik bir say1 dizisinin limitine indirgenir.
(f,,) ve f, E tizerinde tanimli olsun. Her n i¢in

zelE

yazalim. | f,, — f | fonksiyonu E iizerinde sinirl degilse d,, = 400 kabul edilir; béylece d,, € [0, +o0]
olur.

Teorem 3.3 (Supremum Olgiitii). (f,,) dizisi ve f fonksiyonu E C R iizerinde tamimh olsun. f, =X f
(E) olmast icin gerek ve yeter kosul

lim sup| £, (z) — f(z) | = 0

n—oo zcE
olmasidir.

ispat.

=) [, = f (E) olsun ve € > 0 verilsin. Tanimi % icin uygulayalim: 6yle bir N vardwr kin > N olan
hern ve herx € E i¢in| f,(z) — f(z) | < g olur. Oyleysen > N icin g sayisi{| f,(z) — f(z) | 1z €
E} kiimesinin bir iist stniridir. Supremum en kiigiik iist sinir oldugundan

d, =swp| f,() = f@) |[<S < (n=N)

zeE

olur. Bu, d,, — 0 demektir.
(<)d,, — 0 olsun vee > 0 verilsin. Oyle bir N vardir kin > N i¢ind,, < € olur. Supremum bir iist sinir
oldugundan her x € E i¢in | f, () — f(z) | < d,, dir. Dolayisiylan > N olan her n ve her x € E igin

| ful@) — fl2) | <d, <e
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30 Béliim 3. Diizgiin Yakinsaklik Olgiitleri

olur. N yalmiz €’a baghdwr; f,, =X f (E). m

Olgiitiin olumsuzu da ayni siklikta kullanilir: (d,,) dizisi 0’a yakisamiyorsa (f,,) dizisi F {izerinde f’ye
diizgiin yakinsamaz. Supremumun E kiimesi tizerinden alindigina ve sonucun yalniz n’ye bagl bir say1
dizisi olduguna dikkat edelim; kiime degisirse d,, de degisir.

O Dért adimda supremum ol¢iiti

1. Noktasal limit. f(z) = lim,,_,  f,,(z) bulunur.

2. Fark fonksiyonu. g, (z) = | f,(z) — f(z) | yazilir.

3. Supremum. d,, = sup,. g g,,(«) hesaplanir. g,, tiirevlenebilirse g;,(z) = 0 denkleminin koékleri
ve E’nin ug noktalar1 incelenir; g,, monotonsa supremum bir uctadir (u¢ kiimeye ait olmayabilir,
o zaman supremum o uctaki limittir).

4. Limit. d,, — 0 ise yakinsama diizgiindiir; degilse diizgiin degildir.

Ornek 3.3 (Tiirevle Supremum Hesab1). E = [0, +0) iizerinde f, (z) = xe™"? ile tamimli (f,,) dizisi
diizgiin yakinsak midir?

Cozim.

(1, 1/e)

0,3

0,2 (1/2, 1/(2e))

0,1

Sekil 3.1: fi(x) = xe”™ dizisinin n = 1, 2, 4, 8 terimleri. Tepe noktas1 (1/n, 1/(en)) hem sola kayar hem
alcalir; en bityiik fark 0'a gittiginden yakinsama diizgiindiir.

1
Adim 1: Noktasal limit. z =0 i¢in her n’de f,(0) =0’dir. z >0 igin e > 1, yani 0 < — < 1
ew

oldugundan

lim ze™™* =z - lim (i> =x-0=0

n—oo n—oo

olur. Noktasal limit f(z) = 0’dr.

Adim 2: Fark fonksiyonu. z > 0 i¢in g,,(z) = | ze ™" — 0 | = ze "®.
Adim 3: Supremum. g,, tiirevlenebilirdir ve
go(x)=e ™ —nre ™ = (1—nx)e ™
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1 1 1
olur. e7"* > 0 oldugundan g, () = 0 yalniz £ = — i¢in saglanir. 0 < z < — i¢in g, > 0, x > — i¢in
n n n
g, < 0’dur:

Tablo 3.1: g,,(z) = ze ™" fonksiyonunun degisimi

T 0 l +00
n
g(z) 0 2 LN
en

1
g,, Once artip sonra azaldigindan en bityiik degerini £ = — noktasinda alir:
n

—nx

d, =supze =—e
>0 n en
1
Adim 4: Limit. d, = — — 0 oldugundan Teorem 3.3 geregi ze ™* = 0 ([0, +00)).
. en
Ornek 1.2 ile karsilagtiralim: orada tepeler sola kayiyor ama alcalmiyordu; burada hem sola kayiyor

hem de — ytiksekligiyle al¢aliyor. m
en

Ornek 3.4 (Supremum Olciitityle Kuvvet Dizisi). f,(z) = z" dizisinin [0, 1] {izerinde diizgiin yakin-
samadigini supremum O6lciitiiyle gosteriniz.

Cozim.
Noktasal limit, [0, 1) iizerinde f = 0 ve f(1) = 1’dir. Fark fonksiyonu

" 0<xr<1

)= @) 1= {5053

olur. z I+ z" fonksiyonu [0, 1) iizerinde artandir ve z — 1~ iken 2" — 1 olur. Oyleyse farkin aldif1
degerler [0, 1) araligini doldurur ve

dn: sup ‘ fn(m)_f(l‘) ‘: sup z" =1
z€(0,1] 0<z<1

bulunur. Bu supremum hi¢bir noktada alinmaz; yine de supremumdur. d,, = 1 sabit dizisi 0’a yakinsa-
madigindan Teorem 3.3 geregi (f,,) dizisi [0, 1] lizerinde diizgiin yakinsamaz. m

Diizgiin Yakinsaklik icin Cauchy Kriteri

Simdiye kadarki bitiin 6l¢iitler limit fonksiyonu f’yi bilmeyi gerektiriyordu. Say: dizilerinde Cauchy
olgutd, limiti bilmeden yakinsakligy gostermeye yarar (bkz. Analiz 1). Ayni fikrin diizgiin striimiini
kuralim.

Tanim 3.1 (Diizgiin Cauchy Dizisi). (f,,) dizisi E C R iizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Her
€ > 0 i¢in 8yle bir N = N(e) € Nvarsakin,m > N olan her n,m ve her z € F icin

olsun, o zaman ( f,,) dizisine F iizerinde diizgiin Cauchy dizisi denir.

Yani yeterince ileri gidildiginde dizinin terimleri, £ nin biitiin noktalarinda aym anda birbirine yakindur.
Tanimda limit fonksiyonu hi¢ gecmez.
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32 Béliim 3. Diizgiin Yakinsaklik Olgiitleri

Teorem 3.4 (Diizgiin Yakinsaklik icin Cauchy Kriteri). E C R iizerinde tanimh bir (f,,) fonksiyon
dizisinin E iizerinde diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul, E iizerinde diizgiin Cauchy dizisi
olmasidir.

ispat.

=)f=fE) olsgun ve € > 0 wverilsin. Oyle bir N vardir ki n > N olan her n ve her x € E icin
| fo(z)— f(z) | < 3 olur. Ayni esitsizlik m > N igin de gegerlidir. Oyleyse n,m > N ve x € E igin
araya f(zx) ekleyip ¢ikararak

| fo(@) = Fo(@) | = | (ful) = F(2) )+ ( f(2) = fr(2)) |
SIh@%ﬁMH+Lm@%#@H<§+—=a

bulunur. (f,,) diizgiin Cauchy dizisidir.

(=) (f,,), E iizerinde diizgiin Cauchy dizisi olsun.

Adim 1: Limit aday1. € E sabit olsun. Diizgiin Cauchy kosulu ézel olarak bu x icin ( fn(x) ) sayt
dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu séyler. R’de her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan bu dizinin bir
limiti vardir; ona f(x) diyelim. Béylece bir f : E — R fonksiyonu tamimlamir ve f,, — f (noktasal, E)
olur.

Adim 2: Yakinsama diizgiindiir. € > 0 verilsin. Diizgiin Cauchy kosulu geregi éyle bir N = N (&) vardir
kin,m > N ve herxz € F igin

| £a@) = fml@) | < 5 1)

olur.m > N vex € FE sabitlensin. (1) esitsizligim > N olan herm igin gegerlidir. m — oo iken f,,(z) —
f(z) oldugundan, mutlak degerin siirekliligi ile | f, () — f,,(z) | = | f.(x) — f(z) | olur. Limitte
kesin olmayan esitsizlik korundugundan

| fala) — f@) | <2 <

bulunur. Bu, n > N olan her n ve her x € E icin gegerlidir ve N yalniz €’a baghdr. Oyleyse f,, = f
(E)m

Kriterin olumsuzu, diizgiin yakinsamamayi limit fonksiyonuna bagvurmadan gosterir.
Sonug 3.1 (Cauchy Kriterinin Olumsuzu). (f,) dizisinin E iizerinde diizgiin yakinsak olmamast igin
gerek ve yeter kosul sudur: 6yle birey > 0 vardir ki her N € N igin

ny,my = N ve \ an(xN) - me(xN) | > &g

olacak bicimde ny, my € Nvexy € E bulunur.

ispat.

Teorem 3.4 geregi diizgiin yakinsak olmamak, diizgiin Cauchy dizisi olmamaya denktir. Tanmim 3.1
taniminin olumsuzu, “her” ile “vardw” yer degistirilip son esitsizlik olumsuzlanarak yazilir ve tam olarak
ifadedeki kosulu verir.

Ornek 3.5 (Cauchy Kriteriyle Diizgiin Yakinsaklik). f,(z) = ? dizisinin [0, 1] tizerinde diizgiin
n
yakinsak oldugunu Cauchy kriteriyle gosteriniz.

Cozim.
€ > 0 verilsin. n,m > N ve z € [0, 1] olsun; genelligi bozmadan n < m alalim. O zaman

x x m-—n

| £u@) =~ ) | = |2 = 2| =0
m 1 1
<l —=-<—
nm n- N
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3.4 Diizgiin Yakinsaklik icin Cauchy Kriteri 33

1 1
olur. N(g) = {;J + 1 secilirse N <¢ olurven,m > N,z € [0,1] i¢in | f,,(z) — f,,(z) | < € sagla-
nir. (f,,) dizisi [0, 1] Gizerinde diizgiin Cauchy dizisidir; Teorem 3.4 geregi diizgiin yakinsaktir. m

Ornek 3.6 (Cauchy Kriteriyle Diizgiin Yakinsamama). f,(z) = ? dizisinin R fizerinde diizgiin
n

yakinsak olmadigini Cauchy kriteriyle gosteriniz.

Coziim.

f0=7 alalm. N € N verilsin; ny = 2N, my = 4N ve xy = 2N € R secelim. ny, my > N'dir ve

2N 2N 1 1 1
oy o) = f o) | = [ 2V 111

olur. Sonug 3.1 geregi dizi R tizerinde diizgiin yakinsak degildir. m

Ornek 3.7 (Logaritmali Bir Dizi). I = (0, +00) iizerinde f, (z) = L 10 Z ile tanuml dizinin I iizerinde
non

diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Coziim.
€0 = Inv/2 > 0 alahm. N € Nverilsin;ny = N, my = 2N ve zy = N € I secelim.
N. N N_ N 1 1 1
an(IL'N) = ]—VIDN =1-Inl= O7 me(IL'N) = mlnm = 51115 = —51112
oldugundan

| () = Fny (o) | = 52 =V =<

olur. Sonug 3.1 geregi dizi I iizerinde diizgiin yakinsak degildir. Bu sonuca ulasirken dizinin noktasal
limitini hesaplamaya gerek kalmadi. m

3.5 Alistirmalar

Alistirma 3.1 (Rasyonel Bir Dizide Supremum). R tzerinde f,(z) = 1+x—2 dizisinin diizgiin
nx
yakinsakligini supremum 6l¢iitityle inceleyiniz.

Coziim.

Noktasal limit. z = 0 icin f,(0) = 0. = # 0 i¢in 1+ nz? > nz? oldugundan | £, (z) | < % =
% — 0. Noktasal limit f = 0’dur.

gupfemum. f,, tek fonksiyondur; | f,,(x) | = f,,(] z |) oldugundan supremumu z > 0 iizerinde

aramak yeter. x > 0 icin

(1+nz?) —z - 2nz 1 —na?

fu(@) = (14 nx?)? - (14 nx?)?

olur. f/(z) =0 yalmz z = i¢in saglanir; bu noktanin solunda f;, > 0, saginda f, < 0’dir. En

1
vn
buyiik deger
o) -k
mom\wn) 14n-l2yn

olur.
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34 Béliim 3. Diizgiin Yakinsaklik Olgiitleri

1
Limit. d, = ——= — 0 oldugundan Teorem 3.3 geregi f,, =< 0 (R). m

2v/n

Alistirma 3.2 (Yiikselen Tepeli Ustel Dizi). [0, 1] iizerinde f,, (z) = nx e"*” dizisinin diizgiin yakin-
sakligini inceleyiniz.

Cozim.
Noktasal limit. x = 0 icin f

,(0)=0.0<2z<1 i%in q= 67;902 € (0,1) yazilirsa f, (z) = z - ng"
olur. 0 < ¢ < licinng"™ — 0’dwr: a,, = ng™ dizisinde il
a

q — q < 1 oldugundan oran testi

geregi Y . a,, yakinsaktir ve yakinsak serinin genel terimi 0’a gider. Dolayisiyla f, (z) — 0; noktasal
limit f = 0’dr.

Supremum. g, (z) = nx e """

2., .
icin

g, (z) = ne ™ 4+ nx- (—2nz) e’ =n (1 —2na?)e "’

olur. g/ (z) = 0 denkleminin [0, 1]’deki kékii = = "dir; solunda tiirev pozitif, saginda negatiftir.

1
V2n

1 1 . \/H [n
d — _ =n - —- e_n'ﬁ = —6_1/2 = —_—.
n = In (\/ 2n> V2n 2 2e

Limit. d,, = 22 — 400 olur; d,, — 0 degildir. Teorem 3.3 geregi dizi [0, 1] tizerinde diizgiin yakin-
V 2e

Dolayisiyla

samaz. &

Alistirma 3.3 (Ucta Sénen Kuvvet Dizisi). [0, 1] tzerinde f, (z) = z™(1 — z) dizisinin diizgiin
yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Noktasal limit. 0 < z < 1i¢in 2™ — 0 oldugundan f, () — 0.z = 1 i¢in f,,(1) = 1 - 0 = 0. Nokta-
sal limit f = 0’dir.

Supremum. g, (z) = " — z"+!

icin

gn(z) =nz" 1 — (n+1)az" = 27! (n—(n+1)z)

olur. (0, 1) icindeki tek kok z =
9,,(1) = 0 oldugundan

Z . dir; solunda tiirev pozitif, saginda negatiftir. Uclarda g,,(0) =
n

om0 e
n I ntr1) T \nt1 n+l - n+1
n n
olur; cinkii (—) < 1’dir.
n+1
Limit. 0 < d,, < ] — 0 oldugundan sikistirma teoremiyle d,, — 0 ve Teorem 3.3 geregi f,, =
n
0([0, 1)).

x™ dizisinin diizgiin yakinsakligim ¢ = 1 yakinindaki davranis bozuyordu; (1 — z) ¢arpani tam o
bolgede fark: sondiirir. m

2
Alistirma 3.4 (Stmirhi Aralikta Simirlama).  f, (z) = = + Y dizisinin [0, 3] tizerinde f(x) = x fonk-
n

siyonuna diizgiin yakinsadigini gosteriniz.

Coziim.
Her z € [0, 3] i¢in
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3.5 Aligtirmalar 35

$2

9
_S_:a
n n

olur. o, = 9 — 0 oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, = f ([0, 3]). m
n

2
Alistirma 3.5 (Sinirsiz Aralikta Ayni Dizi). f,(z) =z + L dizisinin [0, 400) tizerinde f(x) =z
n

fonksiyonuna diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.

Cozim.
z, = /n € [0, +00) dizisini segelim:
2

n

( ful(zn) — f(zy,) ) dizisi sabit 1'dir ve 0’a yakinsamaz. Teorem 3.2 geregi dizi [0, 4+00) lizerinde
diizgiin yakinsamaz. m

1

Alistirma 3.6 (Saga Kayan Tepe). R iizerinde f, (z) = m dizisinin noktasal limitini
T—n

bulunuz ve yakinsamanin diizgiin olmadigini gosteriniz.

Cozim.
Noktasal limit. z € R sabit olsun. n — oo iken (z — n)?> — +00 oldugundan f, (z) — 0. Noktasal
limit f = 0’dir.

Diizgiin yakinsamama. x,, = n dizisini segelim:

1

Bu dizi 0’a yakinsamadigindan Teorem 3.2 geregi yakinsama R tizerinde diizgiin degildir. Her f,, 'nin
grafigi, tepesi (n,1) noktasinda olan ayni ¢an egrisidir; n bityiiditkce egri bicimini bozmadan saga
kayar. m

n . k
Alistirma 3.7 (Limiti Bilinmeyen Bir Dizi). R iizerinde f, (z) = Z sméQa:)

k=1

dizisinin diizgin
yakinsak oldugunu Cauchy kriteriyle gosteriniz.

Coziim.
n > mve z € Rolsun. |sin(kz) | < 1 oldugundan

", sin(kz
>

k=m+1

1 1 1 1
olur. kK > 2 icin 2 < Rk—1) =3 -1 % esitsizligini kullanalim. Toplam teleskopiktir:

n 1 n 1 1 1 1 1
Y e<X G on) e

k=m+1 k=m+1

1
e > 0 verilsinve N = {—J + 1 alalim. n > m > N ve her z € R i¢in
€
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36 Béliim 3. Diizgiin Yakinsaklik Olgiitleri

olur; n = m igin fark 0°dur. (f,,) dizisi R iizerinde diizgiin Cauchy dizisidir ve Teorem 3.4 geregi diizgiin
yakinsaktir. Limit fonksiyonunun kapali bir formiliinii bilmeden dizgiin yakinsaklig: elde ettik. m

Elimizde artik dizgiin yakinsakligl sinamak icin yeterli ara¢ var. Dizgiin Yakinsaklik, Sinirlilik ve
Streklilik boliimiinde diizgiin yakinsakligin neden degerli oldugunu goériiyoruz: diizgiin limit, dizinin
terimlerinin simirliligini ve stirekliligini korur.
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4.1

4. Diizgiin Yakinsaklik, Sinirlilik ve
Siireklilik

Noktasal yakinsaklik bélimiiniin sonunda ti¢ k6t haber vermistik: sinirli fonksiyonlarin noktasal limiti
smursiz, stirekli fonksiyonlarin noktasal limiti siireksiz, integrallenebilir fonksiyonlarin noktasal limiti
integrallenemez olabiliyordu. Diizgiin yakinsaklik bu ti¢ kusuru da giderir. Bu béliimde ilk ikisini ele
aliyoruz: diizgiin limit, terimlerin simirhiligini ve stirekliligini korur.

Bu sonuglarin bir yan uriini de vardir: terimleri siirekli olan bir dizinin noktasal limiti siireksizse yakin-
sama diizgiin olamaz. Boylece stireklilik teoremi, diizgiin yakinsamamay1 gostermenin en kisa yolunu
da verir. Bolimiin sonunda ters yonde bir soruya yanit arryoruz: noktasal yakinsaklik hangi ek kosullar
altinda kendiliginden diizgiin olur? Dini teoremi bu soruya monoton diziler i¢in yanit verir.

Noktasal ve Diizgiin Sinirlilik

Bir fonksiyon dizisi i¢in “sinirli” sézctgi iki farkli anlamda kullanilir; fark: yine sinirin z’e bagl olup
olmamasi belirler.

Tanim 4.1 (Diizgiin Sinirlilik). (f,,) dizisi E C R tizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Her z €
E ve her n € Nigin

| folz) | <M

olacak bi¢imde bir M > 0 sayis1 varsa (f,,) dizisine F tizerinde diizgiin sinirlidir denir.

Yani tek bir M sayisi, dizinin biitiin terimlerini E’nin biitiin noktalarida birden simirlar; biitiin gar)afikler
y = —M ile y = M dogrular arasindaki yatay seritte kalir. Ornegin [0,1] {izerinde f,(z) = = dizisi
n

diizgiin smurhdir: her z € [0,1] ve her n > 1 i¢in

z |

| ful@) [= — <

n

<1

SR

oldugundan M = 1 alinabilir.
Tanim 4.2 (Noktasal Smnirlilik). (f,,) dizisi E C R iizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Her
z € Ei¢in ( f,(2)),ey say1 dizisi sturhysa, yani her z € E icin

| falz) | <K, (her n€eN)

olacak bi¢imde bir K, > 0 sayis1 varsa (f,,) dizisine E tizerinde noktasal sinirlidir denir.

Yani her noktanin kendi siur1 vardir, ama bu siirlar noktadan noktaya biiyiiyebilir. Diizgiin sinirh her
dizi noktasal sinirhidir: her z igin K, = M alir. Tersi dogru degildir.

.. 1
Ornek 4.1 (Noktasal Simirli Ama Diizgiin Sinirli Olmayan Dizi). (0, 1] tzerinde f,(z) = —
ne

dizisinin noktasal sinirhi oldugunu, ama diizgiin sinirli olmadigini gosteriniz.

Coziim.

Noktasal sinirlilik. = € (0, 1] sabit olsun. Her n > 1 igin
1 1
ne

1
olur. Sinir K, = —, x’e baghdir.
x
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Diizgiin siirli degildir. Herhangi bir M > 0 verilsin.n = 1 ve x,,; = € (0,1] i¢in

M+1

1
| filey) |=—=M+1>M
Tar

olur. Hi¢bir M sayisi biitiin terimleri biitiin noktalarda sinirlayamaz; dizi diizgiin sinirli degildir. m

Ugiincii bir durum da vardir ve 6biir ikisiyle karistirilmamalidir: dizinin her terimi sinirli bir fonksiyon
olabilir. Bu, her n icin

| ful®) [ <M, (her z € E)
olacak bi¢imde bir M,, > 0 bulunmasi demektir; burada sinir n’ye baghdir. U¢ kavrami yan yana koyalim:

Tablo 4.1: Fonksiyon dizilerinde {i¢ sinirlilik kavrami

Kavram Sinir neye bagl olabilir?

Her terim sinirlt - n’ye (M,,)
Noktasal st z’e (K,)

Diizgiin sinirh hicbirine (M)

Diizgiin yakinsaklik, terimlerin sinirliligini hem limite hem de dizinin biitiintine tagir.

Teorem 4.1 (Diizgiin Limit Sitmirlilig: Korur). E C R ve hern € N i¢in f,, : E — R simwrli bir fonk-
siyon olsun. f,, =X f (E) ise:

(i) f, E iizerinde sinirhdir;

(ii) (f,,) dizisi E iizerinde diizgiin stmirlidir.
ispat.
Hern icin f,, sinirli oldugundan éyle M,, > 0 sayiari vardir ki her x € E icin| f, (z) | < M, olur.

(i) Diizgiin yakinsaklik tanimini € = 1 i¢in uygulayalim: 6yle bir N; € N vardir ki n > N, olan her n
ve her x € E icgin

| fulz) = fl2) | <1 (1)
olur. Ozel olarak n = Nj igin de gegerlidir. Her x € E icin araya In, (x) ekleyip ¢ikararak
| fl) | <| f@) = fu, (@) |+ ] Fu, (@) | <1+ My,

bulunur. M =1+ My, sayisi z’e bagh degildir; f stmirhdur.
(ii))n > N, vex € E i¢in (1) esitsizligi ve (i) ile

| fo(@) [ <[ fol@) = fl2) |+ f2) | <1+ M

olur. Geriye sonlu sayida terim kalir:n < Nj icin| f,(z) | < M,,. Oyleyse
M* = max{M,, My, ..., My, _,,1+ M}
sayistigin hern € N ve herx € E icin| f, () | < M* olur. (f,)) diizgiin sinirlidir. m

Sonug 4.1 (Sinirsiz Limit Diizgiin Yakinsaklig1 Engeller). Sinurli fonksiyonlardan olusan bir dizinin
E iizerindeki noktasal limiti sinirly degilse yakinsama E iizerinde diizgiin olamaz.

ispat.
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Yakinsama diizgiin olsaydi diizgiin limit noktasal limite esit olurdu (Onerme 2.1) ve Teorem 4.1 (i) geregi
sinirli olurdu. Bu, limitin sinirsiz olmasiyla celisir. B

Ornek 4.2 (Sinirsiz Limitle Diizgiin Yakinsamama). (0, 1] iizerinde f,,(z) = dizisinin nok-

n

1+nx

tasal yakinsadigini e~ N tanimiyla dogrulayimiz ve yakinsamanin diizgiin olmadigini gésteriniz.
Coziim.

N 1
Ornek 1.7 ¢oziimiinde her f,’nin smirli oldugunu (0 < f,,(z) < n) ve noktasal limitin f(z) = -

oldugunu gordiik.
Tamimla dogrulama. ¢ > 0 ve x € (0, 1] verilsin.
| n 1| |nz—(1+n)
1@~ 16) | = |~ 3] = |
1 1 1

= < =
z(l+nz) z-nr nz?

1 1 1
olur. — < eicinn > — yeter; N(¢,z :L—J—i-lse ilir.
u nx? ¢ ex? y (&,2) ex? ¢

Diizgiin yakinsamama. Her f,, smirlidir, ama noktasal limit f(z) = —, (0, 1] iizerinde sinurli degildir.

SRR

Sonug 4.1 geregi yakinsama (0, 1] iizerinde diizgiin degildir. m

Diizgiin Limit Siirekliligi Korur

Boliimiin ana teoremine geliyoruz. Ispati, analizde sik sik karsilagilan “e/3 yonteminin ilk érnegidir.

Teorem 4.2 (Diizgiin Limit Siirekliligi Korur). E CR,a € E ve f,, =X f (E) olsun. Her f,, fonksiyonu
a noktasinda siirekliyse f de a noktasinda siireklidir. Ozel olarak her f,, E iizerinde siirekliyse f de E
tizerinde siireklidir.

Ispat.

€ > 0 verilsin. Amacimiz, z € E ve| © — a | < 0 oldugunda| f(x) — f(a) | < € olacak bigimde bir 6 >
0 bulmaktir.

Adum 1: Dizinin bir terimini sabitle. f, —¢ f oldugundan éyle bir N = N (g) vardir kin > N olan
hern ve herz € E icin| f,(z) — f(z) | < % olur. Ozel olarak n = N igin

| In(@) ~f@) | <5 (her c€B) @)

saglanir. Bu esitsizlik x = a igin de gecerlidir.
Advm 2: O terimin surekliligini kullan. f;, a noktasinda siirekli oldugundan 6yle bir § > 0 vardir
kiz € Eve| x —a | < 0 oldugunda

| In(@) = fnla) | < 3 3)

olur.
Adim 3: Ug parcay birlestir.z € E ve| z — a | < § olsun. Araya fn () ve fx(a) ekleyip cikaralim:

| f(@) = fla) | <| f(2) = fn(2) |+ fn(@) = fn(a) [+] fnla) = fla) |

3 3
<z+z+

E—E
3 3 3 7

Birinci ve digiincii terim (2) ile, ortadaki terim (3) ile sinirlandi. Oyleyse f, a noktasinda siireklidir. Her
fn» E’nin her noktasinda siirekliyse ayni ispat her a € E icin gegerlidir ve f, E iizerinde siireklidir. B
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Ispatta diizgiin yakinsakligin nerede kullanildigina dikkat edelim: (2) esitsizliginin ayn1 N ile hem a
noktasinda hem de a’ya yakin biitiin = noktalarinda gecerli olmas: gerekiyordu. Noktasal yakinsaklikta
her x igin ayr1 bir N gerekir ve ortadaki terim igin sabitlenecek tek bir f, bulunamaz.

Teoremin bir bagka okunusu, iki limitin sirasinin degistirilebilmesidir. @ € E, E’nin bir y1g1lma noktasi
ve her f,,, a’da strekli olsun. f,,’nin stirekliligi lim__,, f,,(z) = f,,(a), f’nin sirekliligi lim,_,, f(z) =
f(a) demektir. Dolayisiyla teoremin kosullar1 altinda

lim (“L% fn@c)): lim f, (a) = f(a)

n—00 \ T n—oo
= fim 7o) = i ( Jig /(2 )

olur: n — oo limiti ile z — a limiti yer degistirir.

Sonug 4.2 (Siireksiz Limit Diizgiin Yakinsaklig1 Engeller). FE iizerinde siirekli fonksiyonlardan olusan
bir dizi, E iizerinde siirekli olmayan bir fonksiyona noktasal yakinsiyorsa bu yakinsama diizgiin olamaz.

ispat.
Yakinsama diizgiin olsaydi limit fonksiyonu Teorem 4.2 geregi E iizerinde stirekli olurdu. m

Bu sonug, diizgiin yakinsamamayi hic¢ hesap yapmadan géstermeye yarar.

Ornek 4.3 (Siireksiz Limitle Kuvvet Dizisi). f,(z) = z" dizisinin [0, 1] iizerinde diizgiin yakinsama-
digini Sonug 4.2 ile gosteriniz.

Coziim.

Her f,,, [0, 1] iizerinde siireklidir. Noktasal limit, [0, 1) tizerinde 0 ve z = 1°de 1 degZerini alan f fonksi-
yonudur ve z = 1 noktasinda siirekli degildir (Ornek 1.5). Sonug 4.2 geregi yakinsama [0, 1] iizerinde
diizgiin degildir.

Ayni sonucu daha énce tanimin olumsuzuyla (Ornek 2.2), nokta dizisi testiyle (Ornek 3.2) ve supremum
dlciitiiyle (Ornek 3.4) elde etmistik; bu yol hepsinden kisadir. m

Ornek 4.4 (Ucta Kopan Bir Dizi). [0,1] tizerinde f

() = x — x™ dizisinin diizgiin yakimsak olup
olmadigini inceleyiniz.

Cozim.
Her f,, bir polinomdur ve [0, 1] iizerinde siireklidir. 0 < z < 1 i¢in ™ — 0 oldugundan f,(z) — =;
x =1lig¢in f,(1) =1 —1 = 0. Noktasal limit

_Jz, 0Lz <1
f<x)_{0,x:1

fonksiyonudur. lim__,,- f(z) =1 # 0 = f(1) oldugundan f, x = 1 noktasinda siirekli degildir. Sonug
4.2 geregi dizi [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsamaz. B

Sonug 4.2 tek yonliidiir. Limit fonksiyonunun siirekli ¢ikmasi yakinsamanin diizgiin oldugunu gostermez:
Ornek 1.2 dizisinin terimleri ve noktasal limiti (f = 0) siireklidir, ama yakinsama diizgiin degildir (Als-
tirma 2.2).

Sireklilik yerine diizgiin stireklilik alindiginda da ayni koruma gecerlidir.

Sonug 4.3 (Diizgiin Limit Diizgiin Siirekliligi Korur). f, = f (E) olsun. Her f,,, E iizerinde diizgiin
siirekliyse f de E iizerinde diizgiin siireklidir.

fspat.
€ > 0 verilsin. Teorem 4.2 ispatindaki gibi 6yle bir N segelim ki her z € E igin | fy(z) — f(z) | < g

olsun. fy diizgiin siirekli oldugungan (bkz. Analiz 1) 6yle bir § > 0 vardirkiz,y € Eve|z—y | <9
oldugunda | fn(z) — fy(y) | < 3 olur. Bu 0 yalniz e’a baghdir. x,y € Eve| x —y | < d i¢in
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| flz) = Fy) | <

<

flz

)= In(@) [+ 1 fn@) = fn@) [+ fn(y) = Fy) |
+§+

=&

wlm
Wl ™

olur. Oyleyse f, E iizerinde diizgiin siireklidir. m

Monoton Yakinsama ve Dini Teoremi

Simdiye kadar hep diizgiin yakinsakliktan sonug ¢ikardik. Simdi ters yonde soralim: noktasal yakinsak-
Iiktan diizgiin yakinsakliga gecmenin bir yolu var mi? Genel olarak yoktur; ama kapali ve sinirli bir
aralikta, siirekli fonksiyonlarin siirekli bir limite monoton yakimsamas: durumunda vardir.

Tanim 4.3 (Artarak ve Azalarak Yakinsama). (f,,) dizisi E iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakin-
sasin.

« Her z € Eveher n € Nigin f,,(z) < f,,1() ise (f,,) dizisi f’ye artarak yakinsar denir ve f,, T f
yazilir.

« Her x € Evehern € Nicin f, (z) > f,,,(z) ise (f,,) dizisi f’ye azalarak yakinsar denir ve f,, | f
yazilir.

Iki durumdan biri gergeklesiyorsa (f,,) dizisi f’ye monoton yakinsar denir.

Yani monotonluk burada = degiskenine gére degil, n indisine géredir: her sabit z noktasinda ( f,,(z) )
say1 dizisi monotondur. Grafiklerle séylersek, f,, 1 f durumunda her grafik bir 6ncekinin istiinde (ya da
iizerinde) durur.

Teorem 4.3 (Dini Teoremi). [a,b] kapali ve sinirli bir aralik, (f,)) dizisi [a,b] iizerinde tanimli bir
fonksiyon dizisi ve f : [a,b] — R olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

(i) her f,, [a, b] iizerinde siireklidir;
(ii) herx € [a, b] igin ( fn(m))neN sayt dizisi monotondur;
(iii) f, [a,b] iizerinde siireklidir;

(iv) f,, — f (noktasal, [a,b)).
O zaman f, =X f (la,b]).

ispat.

Hern igin g, (z) = | f(z) — f,(z) | tammlayalim.

Advm 1: g,, dizisinin ozellikleri. (i) ve (iii) geregi f — f,, siireklidir; mutlak deger siirekli oldugundan
gy, de [a, b] iizerinde siireklidir. (iv) geregi her x i¢in g, (x) — 0 olur. Ayrica her x igin

gnt1(2) < gn(z)  (neEN) (4)

saglanir. Gergekten, ( fn(x) ) artan ise limiti hi¢bir teriminden kiiciik degildir (bkz. Analiz 1); yani
Fu(@) < frn (@) < S(2) olir. Bu durumda g, (x) = f(z) — f,,(x) Ve 6,101 (x) = F() — o, (2) tir
fa(@) < fr1(x) oldugundan g, (x) > g,,,1(x) ¢ikar. Azalan durumda f,(x) > f, () > f(z) olur
ve ayni esitsizlik g, (x) = f, (x) — f(z) icin elde edilir.

Adim 2: Her noktanin cevresinde bir indis yeter. ¢ > 0 verilsin ve x € [a, b] sabit olsun. g,,(x) —
0 oldugundan gy (z) < € olacak bigimde bir N, € N vardir. gn, fonksiyonu x noktasinda siirekli
oldugundan éyle bir 6, > 0 vardir ki

E[(L,b], |y_$|<6z = gNI<y)<€ (5)
olur. (Sireklilik tamimie — gy (z) > 0 sayist igin uygulamir.) I, = (z — 6, © + 6,) yazahm.
Adim 3: Kompakthk.{I : © € [a,b]} ailesi[a,b] nin bir agik értiisiidiir, ¢iinkii her x kendi I, aralifina

aittir. [a, b] kapali ve sinirly oldugundan Heine—Borel teoremi (bkz. Analiz 1) geregi kompakttir; bu értiiniin
sonlu bir alt értiisii vardir. Yani oyle x4, z,, ..., x;, € [a, b] noktalar: vardir ki
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la,b] C I, UL, U..UIL,

olur.

Adwm 4: Ortak indis. N = maX{le,Nxz, ey ka} alalim; bu say1 yalniz €’a baghdir. n > N ve
y € [a,b] olsun. y, ortiiniin araliklarindan en az birine aittir: y € I, . mn > N > N, oldugundan (4)
esitsizliginin art arda uygulanmasi ve (5) ile

| fny) — fy) | =9,(y) <gn (y) <e

T

bulunur. Bu,n > N olan her n ve hery € [a, b] icin gegerlidir; f,, =X f ([a,b]). m

Ispatin iki kilit adimi, kosullarin nerede kullanildigini da gosterir. Monotonluk, bir noktada NN, indisiyle
yakalanan ki¢iikligiin sonraki biitiin indislere tagimmasini saglar ((4) esitsizligi). Kompaktlik ise sonsuz
coklukta IV, sayisini sonlu say1rya indirip maksimum almayi olanakli kilar.

Ornek 4.5 (Dini Teoremiyle Ustel Fonksiyona Yaklasim). [0, 1] iizerinde f,,(7) = (1 + E) dizi-
n
sinin f(z) = e® fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gésteriniz.
Cozim.

[0, 1] kapal1 ve sinirh bir araliktir. Dini teoreminin dért kosulunu sirayla denetleyelim.
(i) Siireklilik. Her f,, bir polinomdur; [0, 1] iizerinde si%reklidir.

(iv) Noktasal limit. Her z € R i¢in lim,,_, (1 + ) = emtir (bkz. Analiz 1). Ozel olarak f, (0) =
n

1—s1=¢€vef,(1)= <1+5) — e

(iii) Limitin siirekliligi. f(z) = e” her yerde, dolayisiyla [0, 1] iizerinde siireklidir.

(ii) Monotonluk. z € [0, 1] sabit olsun; f,, () < f,,,;(x) oldugunu gésterelim. z = 0 i¢in iki yan da
1’dir. z > 0 i¢in orani yazalim:

:m _@+n+J'<1+%>'

Parantez i¢indeki kesir

l+35  n+ltz) T
1+2  (n+1l)(n+z) (n+1)(n+x)
x
olurr t = ——— € (0,1) icin Bernoulli esitsizligi (bkz. Analiz 1) (1 —1¢)™ > 1 — nt verir.
DT o) (0,1) i sitsizligi ( ) (1—1)
Dolayisiyla
fn+

@) _ntltz (0 nx

GRS (1 (n—i—l)(n—i—az))
:(n+1+x)(n2+n+x)
(n+12(n+e)

Pay ile paydanin farkini hesaplayalim:
m+1+z)n?+n+xz)—(n+1)2%(n+x)=22>0.

Oyleyse oran en az 1'dir: f,,(z) < f,,,(z). Dizi her noktada artandur; f,, 1 e®.
Dort kosul da saglandigindan Teorem 4.3 geregi (1 + E) = e”([0,1]). m
n

Dini teoreminin kosullarindan higbiri atilamaz. Araligin sinirliligt i¢in [0, 4-00) tizerindeki f,(z) =

318

dizisi yeterlidir: terimler stireklidir, f, | O olur ve limit siireklidir, ama yakinsama diizgiin degild

(Ornek 2.4). Terimlerin siirekliligi icin [0, 1] iizerinde, 0 < z < — iken 1, &biir noktalarda 0 degerini alan
n
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4.3 Monoton Yakinsama ve Dini Teoremi 43

f,, fonksiyonlarina bakalim: f,, | 0 olur ve limit siireklidir, ama sup| f,, | = 1 oldugundan yakinsama
diizgiin degildir. Kalan ti¢ kosul i¢in birer 6rnek ¢6zelim; her birinde tam olarak bir kogul bozulur ve sonug
coker.

N 1

Ornek 4.6 (Aralik Kapali Degilse Dini Teoremi Gegersizdir). (0,1) tzerinde f, (z) = 1
nx

dizisinin siirekli fonksiyonlardan olustugunu, siirekli bir limite azalarak yakinsadigini, ama yakinsamanin

diizgiin olmadigini gosteriniz.

Cozim.

Siireklilik ve noktasal limit. x € (0, 1) icinnz + 1 > 0 oldugundan her f,, siireklidir. z > 0 sabitken
nx + 1 — +oo oldugundan f, (z) — 0; limit f = O siireklidir.

Monotonluk. z € (0,1) i¢gin nz + 1 < (n + 1)z + 1 oldugundan

1 1
= > =
ne+1" (n+Dz+1

fn(m) fn+1(x)

olur; f,, | 0.
Diizgiin yakinsamama. z

fonksiyonu (0,1) izerinde azalandir; ¢iinki tirevi
nr+1

m < 0’dir. Dolayisiyla degerleri sol uca yaklastik¢a biiytr ve

d:

n

=1

nr + 1 z—0+ nr + 1

1
sup — O‘ = lim
z€(0,1)
olur. (z = 0 noktas1 kiimede olmadigindan bu supremum almmaz.) d,, = 1 + 0 oldugundan Teorem
3.3 geregi yakinsama (0, 1) tizerinde diizgiin degildir.
Dini teoreminin (i)—(iv) kosullar1 saglanmaktadir; bozulan tek sey araligin kapali olmamasidir. m

1/(2n-1) —

Ornek 4.7 (Limit Siirekli Degilse Dini Teoremi Gegersizdir). [—1, 1] iizerinde f,,(z) = z
2 /¢ dizisinin diizgiin yakinsak olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim.
2n — 1 tek say1 oldugundan kok negatif z’ler igin de tanimlidir ve her f,,, [—1, 1] lizerinde siireklidir.
Noktasal limit. D6rt durumu ayiralim.

« x=0i¢in f,(0) =0— 0.

ex=1igin f,(1)=1—1;2=—1igin f,(—1) = -1 = —1.

+ 0 <z <1ligin ( *v/z) dizisi, /= — 1 limitinin (k — o) tek indisli alt dizisidir; dolayistyla
fn(x) = 1.Bu dizi n’ye gore artandir ve iistten 1 ile siirhidir.

« —1 <z <0igin f,(z) = — **+/| z | = —1. Bu dizi n’ye gore azalandir ve alttan —1 ile sinirhidir.
Noktasal limit
—1,-1<z<0
fa)=40, z=0
1, 0<z<1
fonksiyonudur.

Diizgiin yakinsamama. Her f,, siirekli oldugu halde f, z = 0 noktasinda siirekli degildir. Sonuc 4.2
geregi yakinsama [—1, 1] tizerinde diizgiin degildir.

Dini teoremi acisindan: aralik kapali ve sinirhidir, terimler siireklidir, her noktada dizi monotondur;
bozulan tek kosul limitin stirekliligidir. m

Ornek 4.8 (Monotonluk Yoksa Dini Teoremi Gegersizdir). Kapali ve sinirli bir aralikta, siirekli
fonksiyonlardan olusan ve stirekli bir limite noktasal yakinsayan, ama diizgiin yakinsamayan bir dizi
veriniz.

Cozim.
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2 .
[0, 1] iizerinde f,(z) = % alalim. Her f,, siireklidir, noktasal limit f = 0 siireklidir (Ornek 1.2)
n2z
ve yakisama diizgiin degildir (Alistirma 2.2).

Bozulan kogul monotonluktur. Ornegin z = 3 noktasinda

1 1 4 1 2 1 3 12
—_ frng — — —_ :—:1 —_ frd = —
f1(2> 1+1 5 f2(2> I+1 7 f3(2) 1+5 13

olur: dizi 6nce artar, sonra azalir. B

Alistirmalar

Alistirma 4.1 (Diizgiin Sinirli Dizinin Noktasal Limiti). (f,,) dizisi F tizerinde diizgiin sinirli olsun
ve f,, — f (noktasal, F) olsun. f’nin E {izerinde smirli oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Diizgiin sinirlilik geregi 6yle bir M > 0 vardir ki her z € E ve hernigin | f,,(z) | < M, yani —M <
fn(z) < M olur. z € E sabitlensin. ( f,(z) ) dizisinin biitiin terimleri [—A, M] araligindadir ve dizi
f(z)’e yakinsar. Limitlerde siralama korundugundan (bkz. Analiz 1) —M < f(x) < M olur. z keyfi
oldugundan her z € E i¢in | f(z) | < M’dir; f smurlidir.

Burada yakinsamanin diizgiin olmasi gerekmedi; diizgiinliik kosulu dizinin simirhiligina yiiklendi. m

1
Alistirma 4.2 (Kesilmis Fonksiyonlar). (0, 1] iizerinde f,,(z) = min{n, —} dizisinin noktasal sinirh
x

oldugunu, diizgiin siurl olmadigini ve diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.

Coziim. ) )

Noktasal sitmirlilik. Her z € (0, 1] ve her n i¢in 0 < f, (z) < = olur; K, = — alinir.
1 T x

Diizgiin sinirl degildir. z,, = — i¢in f,,(z,,) = min{n,n} = n olur. Herhangi bir M > 0 i¢in n >
n

M segilirse f, (z,,) > M olur; ortak bir sinir yoktur.

1
Diizgiin yakinsamama. z € (0, 1] sabitken n > — olan her n i¢in f,, (z) = —’tir; dolayisiyla noktasal
x x

1
limit f(z) = — olur ve siurh degildir. Her f,, ise n ile siirhdir. Sonug 4.1 geregi yakinsama (0, 1]
x

tizerinde diizgiin degildir. m

Alistirma 4.3 (U¢ Bélgeli Siireksiz Limit). R {izerinde f,(z) = —— 5, dizisinin noktasal limitini

1+=x
bulunuz ve yakinsamanin R tizerinde diizgiin olmadigini gosteriniz.

Coziim.

22" = (22)™ bir geometrik dizidir; davranist z2’nin 1’e gére konumuna baghdir.
z|<lisex® — Ove f,(z) — 1.

z|=1lisex® =1vef,(z)= 7

« |z | > lise z?™ — oo ve f,(z) — 0.

Noktasal limit
,|z|<1

f@) =4 4]e|=1

0,|z|>1

fonksiyonudur. Her f,, buitin R’de siireklidir (payda hi¢ sifir olmaz), ama f, x = 1 ve £ = —1 nokta-
larinda siirekli degildir. Sonuc 4.2 geregi yakinsama R tizerinde diizgiin degildir. m
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Alistirma 4.4 (Kosiniisiitn Kuvvetleri: Biitiin Aralik). [0, g] uzerinde f, (z) = cos™ z dizisinin

diizgiin yakinsamadigini gosteriniz.

Coziim. -
xr=0igin f,(0)=1—-1.0<z < ) icin 0 < cosz < 1 oldugundan cos™ z — 0. Noktasal limit

1,z=0
f(x):{0,0<a:gg

fonksiyonudur ve z = 0’da siirekli degildir: lim__,+ f(z) = 0 # 1 = f(0). Her f,, siirekli oldugundan
Sonug 4.2 geregi yakinsama diizgiin degildir. m

Alistirma 4.5 (Kosiniisiin Kuvvetleri: Sifirdan Uzakta). 0 < § < 72_r olsun. f,,(x) = cos™ z dizisinin

™
[5 , 5] tizerinde diizgiin yakinsadigini Dini teoremiyle gosteriniz ve sonucu supremum 6l¢iitiiyle dogru-

layiniz.

Cozim.
Dini teoremi. Aralik kapali ve simirhdir. Her f,, sitireklidir. Bu aralikta 0 < cosz < 1 oldugundan
noktasal limit f = 0°dir ve stireklidir. Ayrica 0 < cosx < 1 icin

x) =cosx-cos"x < cos"x = T
n+1 n

olur; f,, | 0. Teorem 4.3 geregi cos™ z = 0 ([4, 5]).
. ™ . . . .
Supremum o6l¢iitir. Kosinis |4, ) iizerinde azalan ve negatif olmayan bir fonksiyondur; dolayisiyla

cos™ z de azalandir ve en biiyiik degerini sol ucta alir:

d, = sup cos"zx = cos"Jd.
z€[d,m/2]

0 < cosd < 1 oldugundan d,, — 0 ve Teorem 3.3 ayni sonucu verir. B

Alistirma 4.6 (Yer Degistirmeyen ki Limit). [0, 1] iizerinde £, (z) =

icin lim ( lim fn(x)>

14+ nx n—o0 \ z—0+
ve lim ( lim f, (x) )limitlerini hesaplayimiz.
z—0t \ n—oo
Coziim.
Once x, sonra n. Her f,, z = 0’da siireklidir: lim,_,y+ f,,(xz) = f,(0) = 0. Dolayisiyla
Jn (Jim, £n(2) ) = fim 0 =0.

Once n, sonra . Alistirma 1.2 geregi x > 0 i¢in lim,,_, . f,(z) = 1'dir. Dolayisiyla

lim ( lim f,(z) ) = lim 1=1.

z—0t \ n—oo

Iki limit farklidir: 0 # 1. Limitler yer degistirmez; bunun nedeni yakinsamanin [0, 1] iizerinde diizgiin
olmamasidir (Alistirma 2.5). Diizgiin yakinsaklik olsaydi Teorem 4.2 iki limitin esit olmasini zorunlu
kilard:. m

1
Alistirma 4.7 (Dini Teoremiyle Mutlak Degere Yaklasim). [—1,1] iizerinde f, (z) = /22 + —
n

dizisinin f(x) = | « | fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini Dini teoremiyle gosteriniz.

Cozim.
Dort kosulu denetleyelim; aralik kapali ve sinirhidir.
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1
* Siireklilik. z2 + -~ > 0 oldugundan her f,, stireklidir.

1

* Noktasal limit.  sabitken 22 + — — 22 ve karekok siirekli oldugundan f, () — V22 = | z |.
n

« Limitin siirekliligi. f(z) = | = | stireklidir.

1 < — ve karekék artan oldugundan f,,_;(z) < f,(z) olur; f, | | = |.
n n

Teorem 4.3 geregi f, = | z | ([—1,1]). m

Monotonluk.

Diizgiin yakinsakhigin smirliligy ve siirekliligi korudugunu gordiik. Ug kotii haberden geriye integralle-
nebilirlik kaldi; Diizgiin Yakinsaklik ve Integral boliimiinde diizgiin limitin integrallenebilirligi de
korudugunu ve limit ile integralin yer degistirdigini gosteriyoruz.
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5.1

5. Diizgiin Yakinsaklik ve Integral

Bir (f,,) dizisi f’ye yakinsiyorsa f fn(x) dz sayilarinin f f(z) dz sayisina yakinsamasini bekleriz; yani

Tim / folw) do = / (Jim fu(o) )ds

esitliginin, limit ile integralin yer degistirmesinin gecerli olmasini isteriz. Noktasal yakinsaklik bunu
saglamaz: sagdaki integral var olmayabilir (Ornek 1.6), var olsa bile iki yan farkl c¢ikabilir. Bu béliimde
diizgiin yakinsakligin her iki sorunu da ¢6zdiigiini gosteriyoruz.

Bu sonug yalnmiz kuramsal bir giivence degildir; hesap araci olarak da ise yarar. Dogrudan hesaplanmasi
zor olan lim [ f,, limitleri, limit integralin icine alinarak tek bir integrale indirgenir.

Terim Terime Integral Teoremi

Teoremi ifade etmeden 6nce gésterimi hatirlayalim: R[a, ], [a, b] tizerinde Riemann integrallenebilir
fonksiyonlarin kiimesidir; [a,b] tizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi Cla,b] bu kiimenin bir alt
kiimesidir (bkz. Analiz 2). Bir P béliiniisii i¢in alt ve tist Darboux toplamlarint L(P, f) ve U(P, f) ile
gosteriyoruz.

Teorem 5.1 (Terim Terime Integral Teoremi). a < b olsun ve hern € N igin f, € R[a, b] olsun. f,, =%

7 (la,b]) ise:
(i) f € Rla,b];
(ii) limit ile integral yer degistirir:

lim f d:c—/ flz

n—oo

(ii) E,( / fn(t)dt ve F(z / f(t) dt olmak iizere F,, =X F ([a,]]).

Ispat.
(i) Her f,, integrallenebilir oldugundan sinirlidir. Teorem 4.1 geregi f de [a, b] iizerinde sinirlidir; dolayi-
styla Darboux toplamlari tanimlidir. Riemann 6lgiitiinii (bkz. Analiz 2) uygulayacagiz.
€
€ > 0 verilsinven = m yazalim. Diizgiin yakinsakhk geregi éyle bir N vardir ki her z € [a, b] i¢in
—a

| In(e) = fle) [ <m,  yani  fy(2) —n < f(z) < fy(2)+n (1)

olur. fy integrallenebilir oldugundan Riemann dlgiitii geregi [a, b] nin éyle bir P = {wo,xl, ...,scp}
boliiniisii vardir ki

U(P, fx) = L(P, fy) < (2)

Wl m

olur. k’inci alt aralik [x)_,, x}] iizerinde f ve fy 'nin supremumlarini M, (f), My, (fx) ile; infimumlarim
my(f), mp(fn) ile gosterelim. (1) esitsizliginin sag yarisindan, alt araligin her x noktast igin f(z) <
fn(@) +n < M, (fy)+n olur; supremum alimirsa M (f) < M, (fy)+n c¢kar. Ayni bicimde sol
yaridan my,(f) > my,(fy) — 1 bulunur. Ikisini taraf tarafa ¢ikaralim:

My (f) —my(f) < My (fn) —my(fn) + 20

Her iki yam Az), = x), — x,_y ile carpip k iizerinden toplayalim; 37 | Az, = b — a oldugundan (2) ile
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48 Béliim 5. Diizgiin Yakinsaklik ve Integral

U(P,f)—L(P,f) <U(P, fy) — L(P, fy) + 21 (b — a)
€ 2

3

w

elde edilir. Riemann olgiitii geregi f € R[a, b].
(i) d,, = sup,c(a )| fn(x) — f(2) | yazalm; Teorem 3.3 geregi d,, — 0’dwr. f,, — f integrallenebilir
oldugundan integralin lineerligi, integraller icin ti¢gen esitsizligi (bkz. Analiz 2) ve siralama ozelligiyle

/fn dx—/f

(fn( z) — f(z) )dz

/|f (2) | de

_/ d,dz=d, (b—a)

a

bulunur. d,,(b — a) — 0 oldugundan sikistirma teoremiyle f; fn— f: f.
(iii) x € [a,b] olsun. z = a i¢cin F,,(a) = F(a) = 0°dir. x > a i¢in (ii) deki hesap [a, x| aralifinda yinele-
nirse

| E,(2) |</ | ) — £(t) |dt < d, (2 —a) < d,, (b a)

olur. Sagdaki o, = d,, (b — a) sayisi z’ten bagimsizdir ve ov,, — 0’dir. Teorem 3.1 geregi F,, =X F ([a, b]).
|

Yani diizgiin yakinsaklik altinda integrallenebilirlik limite geger ve “6nce limit, sonra integral” ile “6nce
integral, sonra limit” ayni say1y1 verir. (ii) ‘nin ispatindaki esitsizlik, hatanin buyikligtni de verir: integ-
raller arasindaki fark en ¢ok d,, (b — a) kadardr.

© U¢ adimda integralin limiti

1. Noktasal limit. f(z) = lim,,_,  f,,(z) bulunur.
2. Diizgiin yakinsaklik. [a, b] izerinde f,, =X f oldugu bir dl¢iitle (sinirlama, supremum, Dini)
gosterlhr

" Limiti iceri al. Aranan limit / f(z) dz integraline esittir; bu integral hesaplanir.

.. . 1 1—znt!
Ornek 5.1 (Geometrik Toplamin Integrali). [0, 5] tzerinde f,(z) = % olsun.
—z
1/2
lim [ () dz limitini hesaplayimiz.
n—o0
Coziim.

1
Adim 1: Noktasal limit. 0 < z < 2 icin z"*! — 0 oldugundan

) 1— xn+1 1
lim =
n— oo 1—=2 1—=x

olur. Uclarda da aymi formiil gecerlidir: f,,(0) =1— 1 ve f,(3) = 2(1 — (%)HH) — 2. Noktasal

limit f(z) =
o 1. . 1 o1

Adim 2: Diizgiin yakimsaklik. 0 < z < 3 icinl —x > 5 yani T

tir.
-

< 2 olur. Dolayisiyla

n+1

) - 1@ 1= 5 <2 <2(3)T = (3) =,

l1—= 2 2
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bulunur. c,, — 0 oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, =X f ([0, 3]).
Adim 3: Limiti iceri al. Her f,, siirekli, dolayisiyla integrallenebilirdir. Teorem 5.1 geregi

1/2 1/2
lim fn(x)d$=/ de —[ In( 1—3:)]1/2
0

n—oo J 1—

:—ln§+ln1:1n2.

Bir yan iiriin. f,,(z) = 1 + 2 + 22 + ... + 2" oldugundan soldaki integral dogrudan da hesaplanir:

; k+1 2k+1

n+1

1
Zkzk

1/2
0

1
Buldugumuz limit, bu toplamlarin In 2’ye yakinsadigini séyler: Z Tok = In2.
k=1

1
Aynui dizi (—1,1) araliginda da 1 fonksiyonuna noktasal yakinsar, ama orada yakinsama diizgiin

degildir: f,, sinirly, limit ise sinirsizdir (Sonug 4.1). m

1 n
Ornek 5.2 (Dini Teoremiyle Birlikte Kullanim). lim (1 + f) dx limitini hesaplayiniz.
n—o00 o n

Coziim. "
Ornek 4.5 geregi [0, 1] iizerinde (1 + E) = e” olur. Her terim bir polinomdur; siireklidir ve integ-
n

rallenebilirdir. Teorem 5.1 geregi

1 n 1
lim/ (1—}—{) da::/ exdm:[ex](l):e—l.
n—00 0 n 0

Dogrudan denetim. Soldaki integral acikca hesaplanabilir:

1
1 n n+1 1 n+1
/<1+£) dx = o (1+£) =" <1+—) —1f.
0 n n+1 n . n+1 n

i T — 1 olur ve

1 n+1 1\" 1
(1+—> =(1+—) <1+—)—>e~1=e
n n n

oldugundan limit 1 - (e — 1) = e — 1 ¢ikar; iki yol ayn1 sonucu verir. m

Burada

Diizgiin Yakinsaklik Olmadiginda

Teorem 5.1 bir yeter kosul verir. Diizgiin yakinsaklik yokken iki sey de olabilir: esitlik bozulabilir ya da
tesadiifen korunabilir.

Ornek 5.3 (Noktasal Yakinsaklikta Bozulan Esitlik). [0, 1] iizerinde

0,z=0
fn(x): TL,0<$
,%<w

o
IA N
.

n—0o0

1 1
dizisi i¢in lim fn(x) dz ile / lim f, (z)dz sayilarim karsilagtirmiz.
0 n—o0
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Cozim.

f2

fi

alan =

0,25 0,5 1

Sekil 5.1: fi, f;, fa basamak fonksiyonlar1. Dikdortgenler incelip yiikselirken alanlar1 hep 1 kalir; noktasal
limit olan sifir fonksiyonunun altinda ise alan yoktur.

1
Noktasal limit. z = 0 i¢in her n’de f,,(0) = 0’dir. z € (0, 1] olsun. Arsimet 6zelligine gore N, > -
1 1
olan bir N, € N vardir. n > N, ise — < I < z olur; yani = Uglincii parcadadir ve f, (z) = 0’dur.
n x
Oyleyse f,, — 0 (noktasal, [0, 1]) ve

1 1
/ lim fn(a:)dm:/ O0dz =0.
0 n—oo 0

Integrallerin limiti. Her f, sonlu sayida noktada siireksiz bir basamak fonksiyonudur; integrallene-
bilirdir (bkz. Analiz 2) ve

1 1/n 1 1
/ fn(x)d:r:/ ndm—i—/ 0de=n-—=1
0 0 1/n n

1
olur. Dolayisiyla lim / fo(x)de = 1.
n—oo 0

Karsilagtirma. 1 # 0: limit ile integral yer degistirmez. Sekildeki dikdortgenler incelip yiikselirken
alanlar1 hep 1 kalir; limit fonksiyonunun altinda ise alan yoktur.

Teorem 5.1 geregi bu ancak yakinsama diizgiin degilse olabilir. Gergekten de [0, 1] tizerinde d,, =
sup| f,(z) — 0| =nolurved, — +oco. m

Ornek 5.4 (Diizgiin Yakinsaklik Olmadan Korunan Esitlik). [0,1] iizerinde f,(z) = nz(1 — z)”
dizisinin diizgiin yakinsamadigini, buna kargin limit ile integralin yer degistirdigini gosteriniz.

Coziim.
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Noktasal limit. f,,(0) =0 ve f,(1)=0di. 0 <z <1 i¢in ¢g=1—=z € (0,1) yazilirsa f, (x) =
z-ng"™ olur. 0 < ¢ < 1 i¢in ng"™ — 0 oldugundan (Alistirma 3.2 ¢éziimiindeki gerekee) f,,(z) — 0.
Noktasal limit f = 0’dur.
Diizgiin yakinsamama. g, (z) = nz(1l — )™ icin carpim kuraliyla
g (z) =n(l —z)" —n2z(1l —z)" !
=n(l—x)" 1 (1—=z)—nz) =n(l—z)"! (I=(n+1)z)

1
olur. (0, 1) i¢indeki tek kritik nokta z =
n+1

’dir; solunda tiirev pozitif, saginda negatiftir. U¢larda

, = 0 oldugundan

1 1 n 1 n+1
t=0.(i51) =2 (o) = (- 59)
n+1 n+1 n—+1 n+1

\™ 1 1
bulunur. m = n + 1 yazilirsa (1 — —) — — oldugundan d,, — — # 0. Teorem 3.3 geregi yakinsa-
m e e

ma [0, 1] tizerinde diizgiin degildir.
Integraller. t = 1 — x degisken degistirmesiyle (dz = —dt; z = Oicint = 1, 2 = 1 icin t = 0)

1 1 1 1
/ nz(l—x)”da;:n/ (l—t)t"dt:n/ t"dt—n/ tntldt
0 0 0 0

- n - n o n
T n+l n+2 (n+1)(n+2)

olur. Dolayisiyla

1 1
n
li z)de = lim —————— = =0= dr = dz.
nzgo/ ho(o)ds = iy iy = 0= [ 0da= [ (o) ds

Yakinsama diizgiin olmadig1 hélde esitlik saglanir. Diizgiin yakinsaklik limit ile integralin yer degis-
tirmesi igin yeterlidir, ama gerekli degildir. m

Iki 6rnegi birlikte okuyalim: diizgiin yakinsaklik yoksa Teorem 5.1 hicbir sey sdylemez; esitligin saglanip
saglanmadig1 integrallerin dogrudan hesaplanmasiyla anlagilir. Ters yonde ise kesin bir sonug vardlr limit
ile integral yer degistirmiyorsa yakinsama diizgiin olamaz. Ornegin Ornek 2.5 ¢adirlarinda f fn(z)da,

2
tabani — ve yiiksekligi n? olan iicgenin alanidr:
n
1 2
/f =—-Z.n?2=n— +oo,
2 n
oysa noktasal limitin integrali 0’dur.

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Rasyonel Bir Dizinin Integral Limiti). lim

dx limitini hesaplayiniz.
n—o00 0 n+ax

Cozim. na .
Noktasal limit. f,(z) = — (z) =z
ntz 1+ b
Diizgiin yakinsaklik. z € [0, 1] i¢in
nr —z(n + x) z? 1
— —_— = < -
[ fnle) =] n+x n+xr - n

1
olur; ¢iinkii 22 < 1 ve n + x > n’dir. — — 0 oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, = « ([0, 1]).
n
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Limit. Her f, siirekli oldugundan Teorem 5.1 geregi

1 1
lim na dm:/ acdle.
0

n—o00 0 n+ax 2
]
2 2
Alistirma 5.2 (Hizla Sonen Ustel Dizi). lim e ™" dx limitini hesaplayiniz.
n—oo
Coziim.

z €[1,2] icin 2% > 1 oldugundan 0 < e ™ < e olur. o, = ™ — 0 oldugundan Teorem 3.1
geregi e ™" =3 0 ([1, 2)). Terimler siirekli oldugundan Teorem 5.1 geregi

2 , 2
lim e " dx :/ 0dx = 0.
1

n—00
1

Bu integrallerin hi¢biri temel fonksiyonlarla hesaplanamaz; limit ise tek satirda bulunur. m

Alistirma 5.3 (Alam Klaybolmayan Dizi). [0,1] iizerinde f,(x) = nx(l —z?)" dizisinin noktasal
limitini bulunuz, lim fn(x) dz limitini hesaplayniz ve yakinsamanin diizgiin olup olmadigina karar
n—oo
0

veriniz.

Coziim.

Noktasal limit. f,(0) =0 ve f,(1)=0dir. 0 <z <1 i¢cin g=1—2% € (0,1) ile f,(z)==z-
nq™ — 0 olur. Noktasal limit f = 0 ve fol f(z)dz = 0’drr.

Integraller. u = 1 — 22 degisken degistirmesiyle (du = —2z dz; z = Oicinu = 1, 2z = 1 icin u = 0)

1 1
n n

nx(l—m2)"dx:—/ udu = ——

/o 2 J, 2(n+1)

olur. Dolayisiyla

! 1
Karar. Limit ile integral yer degistirmiyor. Yakinsama diizgiin olsaydi Teorem 5.1 esitligi zorunlu
kilardy; 8yleyse yakinsama [0, 1] tizerinde diizgiin degildir. m

/2
Alistirma 5.4 (Araligi Bolerek Limit Alma). lim / sin” z dz = 0 oldugunu gosteriniz.
0

n—oo

Coziim.

sin”™ z dizisi |0, g] izerinde noktasal olarak, z < g icin0aver = g icin 1’e yakinsar. Limit stireksiz
oldugundan yakisama dizgiin degildir (Sonuc 4.2) ve Teorem 5.1 biitiin aralikta uygulanamaz. Sorunlu
uc noktay kiiciik bir aralikla ayiralim.

€ > 0 verilsin; € < 7 varsayabiliriz. § =

/2 n/2—6 /2
/ sin” zdx = / sin” ¢ dx + / sin™ x dx.
0 0 n/2—8

alalim ve integrali ikiye bolelim:

| ™

Ikinci parca. 0 < sin™ 2 < 1 oldugundan bu integral en ¢ok araligin uzunlugu kadardir: < § = %

Acik Matematik - acik-matematik.com 52 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

5.3 Alistirmalar 53

Birinci parca. [O, T_ 5] uzerinde siniis artandir; 7 = sin(g — 6) =cosd € (0,1) yazilirsa 0 <

sin™ z < 7™ olur. r™ — 0 oldugundan bu aralikta sin™ z = 0 ve
w/2—8 -
og/ sin"xdmgarnﬁo
0

olur. Oyleyse dyle bir N vardir ki n > N igin birinci parga g’den kiigtiktiir.
Sonuc¢. n > N icin

/2
OS/ sin"mdm<§+£=.€
0 2 2

olur; limit 0°’dir. Bu 6rnek, diizglin yakinsakligi yalmiz kiiciik bir bolgede bozuldugu durumlarda
izlenecek yolu gosterir: sorunlu bélge ayrilir ve orada integral dogrudan sinirlanir. m

¥ cos(nt)
n
dizisinin diizgiin limitini Teorem 5.1 (iii) yardimiyla bulunuz ve sonucu dogrudan hesapla dogrulayiniz.

Alistirma 5.5 (Integral Fonksiyonlarinin Diizgiin Limiti). [0, 1] iizerinde F), (z) = / dt

Coziim.
cos(nt) . . 1 . . i
fat) = —,, i¢in | f,(6)—0] < o 0 oldugundan f,, = 0 ([0, 1]). Terimler siireklidir. Teorem

5.1 (iii) geregi

R@= [ nwaz [oa=0 (@01
0 0

Dogrudan hesap. F,(z) = [Sln(nt)] _ sin(nz)

1
= olur ve | F,(z) | < ol 0 smurlamasi ayni

n? n?

0
sonucu verir. i

Diizgiin yakisakligin integralle uyumunu gordiik. Tarevle iligki daha incedir: diizgiin yakinsak bir
dizinin tiirevleri yakinsamayabilir. Diizgiin Yakinsaklik ve Tiirev boliimiinde terim terime tiirev i¢in dogru
kosulun ne oldugunu arastiriyoruz.
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6.1

6. Diizgiin Yakinsaklik ve Tiirev

Siireklilik ve integral i¢in tablo yalindi: f,, =X f ise siireklilik de integral de limite geger. Tiirev igin ayni
seyi bekleyip
(Jim fu(@) = lim £ ()

esitligini yazmak isteriz. Ama bu beklenti bosa ¢ikar. Dizgiin yakinsaklik grafiklerin birbirine yakin
olmasini 6lger; tirev ise grafigin egimidir ve birbirine ¢ok yakin iki grafigin egimleri ¢cok farkl olabilir.
Kiciik genlikli ama sik salinan bir dalga, yatay eksene ne kadar yakin olursa olsun dik egimlere sahiptir.
Bu bolimde 6nce diizgiin yakinsakligin tiirev i¢cin neden yetmedigini ti¢ 6rnekle goriyor, sonra dogru
kosulu buluyoruz: diizgiin yakinsaklik f,, dizisinden degil, tiirev dizisi f;,’den istenmelidir.

Diizgiin Yakinsaklik Tiirevi Korumaz

Sorunun t¢ ayri bigimi vardir: tiirevlerin dizisi hi¢ yakinsamayabilir, limit fonksiyonu tiirevlenebilir

olmayabilir ya da her ikisi de var oldugu halde esit ¢ikmayabilir.
Ornek 6.1 (Tiirevleri Iraksayan Diizgiin Yakinsak Dizi). R iizerinde f,(7) = Suiyiw) dizisinin
n

diizgiin yakinsadigini, ama ( f,,) tiirev dizisinin = 0 noktasinda raksadiini gosteriniz.

Cozim.

Sekil 6.1: f,(x) = sin(nx)/vn dizisinin n = 1, 4, 16 terimleri. Genlik 1/Vn ile kiigiiliir, ama salinim
siklagtigindan egimler Vn ile biiyiir.

Ornek 2.1 geregi f,, = 0 (R); limit fonksiyonu f = 0 tiirevlenebilirdir ve f* = 0’dir. Ote yandan
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6.1 Diizgiin Yakinsaklik Tiirevi Korumaz 55

falw) = ”Tff) — Vi cos(nz)
olur ve z = 0 icin f;,(0) = v/n — 400 bulunur. ( f;,(0) ) dizisi waksaktwr; lim,, ., f;,(0) yoktur ve
f/(0) = 0 degerine esit olamaz. )
Sekil nedenini gosterir: n biyiiditkge dalganin ytksekligi 7 ile kiictiliir, ama dalga sayis1 n ile
n

arttigindan egimler \/n ile bityiir. B

.. 1
Ornek 6.2 (Tiirevlenebilir Fonksiyonlarin Késeli Diizgiin Limiti). R iizerinde f,,(z) = 1/2? + —
n

dizisinin diizgiin limitinin = 0 noktasinda tiirevlenebilir olmadigini gosteriniz ve ( f,,) dizisinin noktasal
limitini bulunuz.

Coziim.
Aligtirma 2.4 geregi f,, = | = | (R). Her f,, tiirevlenebilirdir, ¢tinkii kok icindeki ifade hep pozitiftir.
Limit fonksiyonu f(z) = | | ise x = 0’da tiirevlenebilir degildir: sagdan tiirev 1, soldan tiirev —1’dir.

Tirev dizisi

1
olur. z = 0 i¢in f;(0) =0 — 0;  # 0 igin 4/ 22 + ol | | oldugundan f}(z) — —_ Noktasal

|z |
limit
—1,z<0
g(z) =40, =0
1, z>0

fonksiyonudur. Her f], siirekli, g ise 0’da siireksiz oldugundan f] — ¢ yakinsamasi 01 igeren hicbir
aralikta diizgiin degildir (Sonuc 4.2). m

T

"1+ na?
dizisi icin f = lim f,, ve g = lim f; fonksiyonlarini bulunuz; f'(0) ile g(0) degerlerini kargilagtiriniz.

Ornek 6.3 (Tiirevlerin Limiti Limitin Tiirevine Esit Olmayabilir). R iizerinde f, (z)

Coziim.
Aligtirma 3.1 geregi f,, = 0 (R); yani f = 0 ve her z i¢in f’(z) = 0’dir.
Ayni alistirmada hesaplanan tirev

1 —na?

fr(@) = A+ na?)?

idi. z = O icin f/(0) = 1 — 1. # 0 i¢in pay ve payday1 n? ile bolelim:

N

1 T
L-z 9
T

—
S |3
¥
_l’_
8
[ V)
~—

Oyleyse g(0) = 1 ve z # 0 i¢in g(z) = 0’dir. z = 0 noktasinda
£(0)=0#1=g(0) = T £,(0)

olur. Dizi diizgiin yakinsar, limit tiirevlenebilirdir, tiirevlerin dizisi her noktada yakinsar; buna ragmen
limit ile tiirev z = 0’da yer degistirmez. B
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Terim Terime Tiirev Teoremi
Ug 6rnekte de eksik olan sey, tiirev dizisinin diizgiin yakinsamasidir. Bu kosul saglandiginda dizinin
kendisinden cok az sey istemek yeter: tek bir noktada yakinsaklik.

Teorem 6.1 (Terim Terime Tiirev Teoremi). a < b olsun ve hern € N icin f, : [a,b] — R tiirevlene-
bilir olsun. Asagidaki iki kosul saglansin:

(i) en az bir z, € [a,b] icin ( f,(zo) ) say: dizisi yakinsaktur;
(ii) (f,) tirev dizisi [a, b] iizerinde bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

O zaman (f,) dizisi [a,b] iizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsar, f tirevlenebilirdir ve her x €
[a, b] igin

F@ =g, v (lm @) = lin f@)

n—oo
olur. (U¢ noktalarda tiirev tek yonlii tiirev olarak anlasilir.)
ispat.

Adim 1: Temel esitsizlik. € > 0 verilsin. (f,,) diizgiin yakinsak oldugundan diizgiin Cauchy dizisidir
(Teorem 3.4): éyle bir Ny vardir kin,m > N, ve hert € [a,b] icin

0= I | < 55 (1)

olur.n,m > Nj sabitlensinveh = f, — f,, yazilsin; h tiirevilenebilirdir. z,t € [a,b],  # t i¢cin Lagrange
ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) x ile t arasinda

h(z) — h(t) = K (c) (x — t)

olacak bigimde bir ¢ noktasi verir. (1) esitsizligi| h'(c) | < ﬁ demektir; dolayisiylan, m > N, ve
—a

herz,t € [a,b] i¢in

(@) = ) )= (10~ 10 | € 357

lz—t|<

(2)

DO ™

bulunur (x =t igin sol yan 0’dr).
Adum 2: (f,,) diizgiin yakinsar. ( f,(z,)_) yakinsak oldugundan Cauchy dizisidir: 5yle bir Ny vardir
kin,m > Ny icin | f,(xq) — frn(zo) | < 3 olur. N = max{N;, Ny} alabm. n,m > N ve x € [a, b]

icin (2) esitsizligini t = wx, ile kullanarak

| fo(@) = Fr(@) [ < | (fu(@) = fr(2) ) = (fa(@o) = frn(20) ) [+ ] Frul@0) = frn(20) |

<€+€—6
2 2

elde ederiz. (f,,). [a, b] iizerinde diizgiin Cauchy dizisidir; Teorem 3.4 gere§i bir f fonksiyonuna diizgiin
yakinsar.
Adwm 3: Fark oranlari. x € [a, b] sabitlensin. [a, b] iizerinde

S —Fn(2) f(t)—f(=z)
(t)z{ e ot cp(t)z{ LT

L)

n

fale),  t=w

fonksiyonlarini tamimlayalim. f,, x noktasinda tiirevlenebilir oldugundan lim,_,, ®,(t) = f,(x) =
®, (z) olur; yani her ®,,, x noktasinda siireklidir.

®,, — ® noktasal yakinsar: t # z icin f, (t) = f(t) ve f,,(x) — f(z) oldugundan ®,,(t) — ®(t);t =
2 icin @, (z) = f1(z) = g(x) = B(z).

Adum 4: (®,,) diizgiin yakinsar.n,m > N, olsun.t # x icin (2) esitsizliginin ilk yarisini| t — z | ile
bolersek

| (fn(t)_fm(t))_(fn<x)_fm(x)) | < €
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6.2 Terim Terime Turev Teoremi 57

olur. t = x i¢in ®,(z) — ,,(x) = [, (z) — f.(z) oldugundan (1) esitsizligi ayni sinir1 verir. € keyfi
oldugundan (®,,), [a, b] iizerinde diizgiin Cauchy dizisidir; Teorem 3.4 geregi diizgiin yakinsaktir. Diizgiin
limit noktasal limite esit oldugundan ®, = ® ([a, b]).

Adwm 5: Sonug. Her ®,, x noktasinda siireklidir ve ®,, = ®’dir. Teorem 4.2 geregi ® de x noktasinda

stireklidir:

im L0 =@ d(t) = d(z) = g(x).

t—x t—=x t—x

Bu, f’nin x noktasinda tiirevlenebilir oldugunu ve f'(z) = g(z) oldugunu soyler. x € [a, b] keyfiydi. m

Tiirevler siirekliyse kisa ispat.
Her f;, fonksiyonunun [a, b] iizerinde siirekli oldugu durumda teorem integral teoreminden dogrudan ¢ikar.
fr siirekli oldugundan analizin temel teoremi (bkz. Analiz 2) her x € [a, b] i¢in

£u(0) = foloo) + | oy (3)

verir. L = lim,, ,  f,,(zy) olsun. f; =X g oldugundan g siireklidir (Teorem 4.2) ve Teorem 5.1 (iii) geregi
I fi.(t) dt integralleri z’e gore diizgiin olarak [* g(t) dt’ye yakinsar. [* = [* — [** oldugundan ve
a a Zg a a
¢ikarilan sayilar da yakinsadigindan ayni sey [ fi(t)dt = [* g(t) dt icin gegerlidir. f,(zo) — L
To Lo
sabit dizisi de diizgiin yakinsak oldugundan Teorem 2.1 (i) ile (3) esitliginden

fu@) 3 5@ =L+ | “gtydt  (a,b])

0

bulunur. g stirekli oldugundan sagdaki integral fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve tiirevi g’dir (bkz. Analiz
2). Oyleyse f' = g. m

Teoremin kosullarini yorumlayalim. (ii) kosulu asil yiikii tasir: egimler diizgiin yakinsar. (i) kosulu ise
yalniz bir “capa”dir. Tiirevler bir fonksiyonu ancak bir sabit farkiyla belirler; f,,(z) = n sabit fonksiyon-
larinda f;, = 0 diizgiin yakinsar, ama dizinin kendisi hi¢bir noktada yakinsamaz. Tek bir x, noktasindaki
yakinsaklik bu serbestligi ortadan kaldirir.

@ Dért adimda terim terime tiirev

1. Capa noktas1. Bir 7 noktasinda ( f,,(z,) ) dizisinin yakinsadig1 gosterilir (cogu zaman noktasal
limit zaten bulunmustur).

2. Tirev dizisi. f], hesaplanir ve noktasal limiti g bulunur.

3. Diizgiin yakinsaklik. f/, = g oldugu bir dl¢iitle gosterilir.

4. Sonug. f = lim f,, tirevlenebilirdir ve f* = g’dir.

Ornek 6.4 (Teoremin Dogrudan Uygulanmasi). [O, 5] tizerinde f,(z) =z — T dizisinin terim
n

terime tiirevlenebildigini gosteriniz.
Cozim.
Capa noktasi. z, = 0 i¢in f,,(0) = 0 — 0.
Tiirev dizisi. f(r)=1—2""1. 0<2 < g ven > 2 icin 2" ! — 0 oldugundan noktasal limit
g(z) = 1'dir.

1
Diizgiin yakinsaklik.n > 2ve z € [0, 5} icin
1 n—1
[f@—1]=at<(5) -0

oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, = 1 ([0, 3]).
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Sonug. Teorem 6.1 geregi (f,,) diizgiin yakinsar, limiti f tiirevlenebilirdir ve f’ = 1’dir. Gergekten de
" 1
% < —n 0 oldugundan f(z) = z ve f'(z) = 1 olur. m

Sinirsiz araliklar

Teorem 6.1 siirlt bir [a, b] aralig i¢in ifade edildi; ispatta (2) esitsizliginde | x — ¢t | < b — a sinur1 kulla-
nildi. Sinirsiz bir aralikta f,, dizisinin diizgiin yakinsakligi kaybolabilir, ama tiirev formiilii gegerli kalir.

Sonug 6.1 (Herhangi Bir Aralikta Terim Terime Tiirev). I C R birden ¢ok nokta iceren bir aralik ve
hern igin f,, : I — R tiirevlenebilir olsun. Bir z € I i¢in ( f,(z,) ) yakinsak ve f;, =X g (I) ise (f,,) dizisi
I idizerinde bir f fonksiyonuna noktasal yakinsar, bu yakinsama I’nin kapali ve sinirly her alt araliginda
diizgiindiir, f tiirevlenebilirdir ve I iizerinde f' = g’dir.

Ispat.

x € I verilsin. x, ve x noktalarini iceren, I 'nin alt kiimesi olan bir [c, d] kapali ve sinirly aralifi segelim
(c < d); z, I'’nin bir u¢ noktas: degilse [c, d] aralii x’i i¢ nokia olarak igerecek bicimde segilir. Onerme
2.3 geregi I =X g ([c,d]) olur. Teorem 6.1, [c,d] aralgina uygulanirsa (f,,) dizisinin [c,d)] iizerinde
diizgiin yakinsadiginy, limitin tiirevlenebilir oldugunu ve tiirevinin g oldugunu verir. Ozel olarak ( fn(x) )
yakinsaktir; limitine f(x) diyelim. Limit tek oldugundan farkli [c, d] se¢imleri ayni f(x) degerini verir.
Baylece f, I iizerinde tamimlanir ve f'(z) = g(x) olur.

Kapalr ve sinirly herhangi bir [«, 8] C I alt araligi verildiginde [c,d], hem x,"1 hem [, 8] 'yt igerecek
bicimde segilebilir; (f,,) dizisi [c, d] iizerinde, dolayisiyla (o, ] iizerinde diizgiin yakinsar. m

.. 1
Ornek 6.5 (Stirsiz Aralikta Terim Terime Tiirev). [0, +00) iizerinde f,(z) =z + — cos L dizisi
n

noktasal yakinsak midir? Tiirev dizisi diizglin yakinsak midir? Dizi terim terime tiirevlenebilir mi?

Cozim.
Noktasal limit. x > 0 sabit olsun.

cos E‘ < 1 oldugundan
n

0<

1 T
olur; sikistirma teoremiyle —cos — — 0 ve f, (z) — z. Noktasal limit f(z) = 2’tir. (S z’ten

bagimsiz oldugundan yakinsama aslinda diizgiindiir.)
Tiirev dizisi. Zincir kuraliyla

1 T
/ — 1 o -
fh(x) - sin -

1
olur. — — 0 ve sin 2 siurly oldugundan noktasal limit g(z) = 1’dir.

n n
Diizgiin yakinsaklik. Her z > 0 icin

. T 1
smﬁ §—2:an,

—0

[ foa)—11=

n

oldugundan Teorem 3.1 geregi f; = 1 ([0, +00)).
Sonug. z, = 0 i¢in f,,(0) = — — 0 yakmsaktir ve tiirev dizisi diizgiin yakinsaktir. Sonug 6.1 geregi
n

dizi terim terime tirevlenebilir:

(lim fn(:r))’ = lim f/(z)=1.

n—oo

Gergekten de f(x) = z i¢in f'(z) = 1’dir. m
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. 1
Ornek 6.6 (Tiirevler Diizgiin Yakinsar, Dizi Diizgiin Yakinsamaz). R iizerinde f, (z) = (1 + —) x
n

dizisi i¢in (f},) dizisinin diizgiin yakinsadigini, ama (f,,) dizisinin R iizerinde diizgiin yakinsamadigini
gosteriniz.

Coziim. ) )
fr(x) =14 — sabit fonksiyondur ve | f/(z) —1 | = — — 0 oldugundan f;, =<1 (R). z, = 0’da
n n

n

£,(0) = 0 yakinsaktir. Sonuc 6.1 geregi f,, — f noktasal yakinsar ve f’ = 1'dir; gergekten f(z) = z.
Ancak| f, (z) —z | =

olur ve x,, = n i¢in bu fark 1’dir. Teorem 3.2 geregi yakinsama R tizerinde

|z |
n

dizgiin degildir. Her [—R, R] araliginda ise < R — 0 oldugundan diizgiindiir; bu, sonucun
n

soyledigiyle uyumludur. m

6.3 Alistirmalar
Alistirma 6.1 (U¢ Noktada Bozulan Tiirev Esitligi). [0, 1] iizerinde f,,(z) = L dizisi icin f = lim f,,
n

ve g = lim f, fonksiyonlarini bulunuz. f* = g esitligi hangi noktalarda saglanir?

Coziim.
" 1

Dizinin limiti. z € [0, 1] i¢in r < — — 0 oldugundan f,, =< 0([0,1]); f =0ve f' =0.
n n

Tiirevlerin limiti. f,(z) = 2" 1.0 <z < licinz" ! — 0,z = 1icin f,(1) = 1 — 1. Dolayisiyla

0,0<z <1
9@ = \1Lz=1

olur.

Kargilastirma. [0, 1) tizerinde f'(z) = 0 = g(x) esitligi saglanir. z = 1 noktasinda f'(1) =0# 1=
g(1) olur. Teorem 6.1 ile geliski yoktur: her f, siirekli, g ise = 1’de siireksiz oldugundan f] — ¢
yakinsamasi [0, 1] iizerinde diizgiin degildir (Sonuc 4.2). m

Alistirma 6.2 (Hizli Sénen Salimim). R iizerinde f,(z) = sm(g:r) dizisinin terim terime tirevlene-
n
bildigini gdsteriniz.
Cozim.
Capa noktasi. f,(0) =0 — 0.
1
Tiirev dizisi. f (z) = ncosgnx) = cos(nz) ve her z i¢in | f;(z) | < — — 0. Teorem 3.1 geregi
n n n

fn 3O0R). .
Sonug. Sonug 6.1 geregi f = lim f,, tiirevlenebilirdir ve f* = 0’dir. Dogrulama: | f, (z) | < — — 0

S 3
oldugundan f =0ve f' =0.
Ornek 6.1 ile karsilagtiralim: orada payda /n idi ve 1tiirevler v/ ile bityiiyordu. Burada payda n?

oldugundan tiirev alininca gelen n ¢arpanina ragmen — kalir. B
n

1
Alistirma 6.3 (Yumusatilmis Kose). R tizerinde f, (x) = —In(1 4 €™*) dizisinin f(z) = max{z,0}
n

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gésteriniz ve (f;,) dizisinin noktasal limitini bulunuz.

Cozim.
Diizgiin yakinsaklik. ki durumu ayiralim.

« x < 0ise f(x) =0ve 0 < e™ < 1 oldugundan
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60 Boliim 6. Diizgiin Yakinsaklik ve Tiirev

In2

n .

1
0< f,(z)— flz) = Eln(l +e™) <
1
*x>0ise f(z) =z olur. 1 + e = e (1 4+ e ™*) yazilirsa f, (z) =z + - In(1 4+ e™™*) bulunur
ve 0 < e ™ < 1 oldugundan

0< f () flz) = %ln(l Fem) <=

In2
Herz € Ricin | f,(z) — f(z) | < 2250 oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, = max{z, 0} (R).

n 1+ e :1—|—e"m'

Tiirev dizisi. f] (z) =

« < 0isee™ — 0ve f,(z) = 0.
*z=0ise f](0) = =.

2
* x> 0ise f)(z) =

— 1.
e 41

1
Noktasal limit, x < 0 i¢in 0, z = 0 i¢in 5 x > 0 i¢in 1 degerini alan g fonksiyonudur. f fonksiyonu

x = 0’da tiirevlenebilir degildir (soldan tiirev 0, sagdan tirev 1);  # 0 i¢in ise f'(z) = g(x) olur. g
stireksiz oldugundan f,, — g yakinsamasi 0’1 iceren hicbir aralikta diizgiin degildir. m

Alistirma 6.4 (Capa Noktast Neden Gerekli?). R tzerinde f,(z) = % + (—=1)™ dizisi i¢in (f})
dizisinin diizgiin yakimsadigini, ama (f,,) dizisinin hi¢bir noktada yakinsamadigini gésteriniz.
Coziim. ) )
fr(x) = =olurve| f/(x) —0 | = = — 0 oldugundan f; = 0 (R).
n n

2 € R sabit olsun. = — 0 olur. ( fa(z) ) yakinsak olsayd: (—1)" = f,,(z) — L dizisi de iki yakinsak
n n

dizinin fark: olarak yakinsak olurdu; oysa ( (—1)" ) wraksaktir (bkz. Analiz 1). Oyleyse (f,,) higbir
noktada yakinsamaz.

Terim terime tiirev teoreminin (Teorem 6.1) (i) kosulu saglanmadigindan teorem uygulanamaz; bu
ornek o kosulun atilamayacagini gésterir.

Fonksiyon dizileri i¢in diizgiin yakinsakligin ti¢ bityiik sonucunu tamamladik: siireklilik, integral ve tiirev.
Bir fonksiyon serisi, kismi toplamlarinin dizisinden bagka bir sey degildir; Fonksiyon Serileri boliimiinde
biitiin bu sonugclari serilerin diline geviriyoruz.
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7.1

7. Fonksiyon Serileri

Bir say1 serisi, kismi toplamlarinin dizisinden ibarettir; serinin yakinsakligl o dizinin yakinsakligidir.
Terimleri fonksiyon olan seriler i¢in de aym sey gecerlidir: > f,, serisini anlamak, S,, = f; +... + f,,
kismi toplamlarindan olusan fonksiyon dizisini anlamaktir. Bu yiizden 6nceki boliimlerde fonksiyon
dizileri i¢in kurdugumuz her kavram ve her teorem, serilere hemen gevrilebilir.

Yine de serilerin kendine 6zgii bir yani vardir. Kismi toplamin kapali bir formiilii ¢ogu zaman bulunamaz;
dolayisiyla sup| S,, — S | sayisin1 hesaplamak miimkiin olmaz. Bunun yerine yalniz terimlere bakarak
karar veren olgiitlere ihtiya¢ duyulur. Bu boliimiin ana araci olan Weierstrass M-testi tam da bunu yapar.
M-testi mutlak yakinsamayan serilerde ise yaramadiginda Dirichlet ve Abel testleri devreye girer.

Noktasal, Mutlak ve Diizgiin Yakinsaklik

Tanimlarla baglayalim; hepsi kismi toplamlar dizisi tizerinden verilir.

Tanim 7.1 (Fonksiyon Serisi ve Kismi Toplamlar). E C R bos olmayan bir kiime ve (f,,), E tizerinde
tanimli bir fonksiyon dizisi olsun.

S,(0) = 3" fule) = F@) + Fo@) + o 4 o) (@€ E)

k=1

ile tamiml (.S,,) fonksiyon dizisine 2::;1 f, fonksiyon serisinin kismi toplamlar dizisi, Z;’; I
bicimsel toplamina da E tizerinde bir fonksiyon serisi denir.

Yani bir fonksiyon serisi, her € E i¢in bir > f,, () say1 serisi verir. Toplamun n = 0’dan ya da bagka
bir indisten baslamas: hicbir seyi degistirmez; kismi toplamlar buna gére yazilir.
Tanim 7.2 (Noktasal Yakinsaklik ve Yakinsaklik Kitmesi). ) f,,, E tizerinde bir fonksiyon serisi

olsun. (S,,) kismi toplamlar dizisi E iizerinde bir S fonksiyonuna noktasal yakinsiyorsa seri E iizerinde
noktasal yakinsaktir denir; S fonksiyonuna serinin toplami denir ve

S@ = fulr) (zeB)

n=1

yazilir. Y f, (x) say1 serisinin yakinsak oldugu biitiin = noktalarinin kiimesine serinin yakinsaklik
kiimesi denir.

Yani noktasal yakinsaklikta x sabitlenir ve Y f, (z) siradan bir sayi serisi olarak incelenir; Analiz 2'nin
buitiin yakinsaklik testleri bu is i¢in kullanilabilir.

Tamim 7.3 (Mutlak Yakinsaklik). )| f,, | serisi E tizerinde noktasal yakinsaksa, yani her x € E i¢in
M| f.(z) | say1 serisi yakinsaksa Y, f,, serisi E iizerinde mutlak yakinsaktir denir.

Yani mutlak yakinsaklik da nokta nokta denetlenen bir 6zelliktir. Mutlak yakinsak her say: serisi yakinsak
oldugundan (bkz. Analiz 2) E iizerinde mutlak yakinsak bir fonksiyon serisi E {izerinde noktasal yakin-
saktir.

Tanim 7.4 (Fonksiyon Serisinin Diizgiin Yakinsaklig). (S,,) kismi toplamlar dizisi E tizerinde S
fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa, yani S,, =X S (E) ise Y f,, serisi F iizerinde S’ye diizgiin yakinsar
denir.
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Yani serinin diizgiin yakinsaklig1 yeni bir kavram degildir; kismi toplamlar dizisinin diizgiin yakinsakli-
gidir. Seri noktasal yakinsakken

R,(x)=5(x) = S,(x) = Y filz)
k=n+1
fonksiyonuna serinin n’inci kalani denir. Diizgiin yakinsaklik, Teorem 3.3 geregi

sup| R,,(z) | = 0 (n = c0)
zeE

olmasina denktir: kalan, E’nin biitiin noktalarinda ayni anda kigilir.
o0
Ornek 7.1 (Geometrik Fonksiyon Serisi). Zx” serisinin yakinsaklik kiimesini ve toplamini

bulunuz. Seri 0 < r < 1 olmak tzere [—r, 7] fizerinde dizgiin yakinsak mudir? (—1, 1) tizerinde diizgiin
yakinsak midir?

Cozim.
Yakinsaklik kiimesi ve toplam. = sabitken > z™ bir geometrik seridir; | « | < 1 i¢in yakinsar,
| z | > 1icin wraksar (bkz. Analiz 2). Yakinsaklik kiimesi (—1, 1) araligidir. Kismi toplam ve toplam

O B 1
Sp(@) =) a¥=—", S@)= (lz]<1)

k=0

1—2x

olur.| z | < ligin Y | z |™ de yakinsak olldugundan seri (—1, 1) tizerinde mutlak yakinsaktir.
n+

.. . z sys ..
-, . = . < nrl L —zr>1—
[—r, 7] iizerinde. Kalan R, () 7 tir. |z |<rigin [z "' <r*lyvel—2>1—-7r>0
—z

oldugundan

olur. Siur z’ten bagimsizdir; Teorem 3.1 geregi seri [—r, ] Gizerinde diizgiin yakinsaktir.
(—1,1) tizerinde. Her S,, bir polinomdur ve (—1,1) tizerinde siirhidir: | S,,(z) | < n + 1. Toplam

S(z) = 1 ise £ — 17 iken sinirsiz bityiir. Sonug 4.1 geregi yakinsama (—1, 1) tizerinde diizgiin
—z
degildir. m

Bu Ornek tipiktir: bir fonksiyon serisi yakinsaklik kiimesinin tamaminda diizgiin yakinsamayabilir, ama
kiimenin uglarindan uzak duran alt kiimelerde diizgiin yakinsar.

Cauchy Kriteri ve Gerek Kosul

Kismi toplamlar dizisine Teorem 3.4 uygulaninca serilerin Cauchy kriteri elde edilir.

Teorem 7.1 (Fonksiyon Serileri icin Cauchy Kriteri). Y f,, serisinin F iizerinde diizgiin yakinsak
olmast i¢in gerek ve yeter kosul sudur: here > 0 icin 6yle bir N = N(g) € N vardirkin > m > N olan her
n,m ve herx € E igin

n

Z fi(@)

k=m+1

= | fns1 (@) + frpa(@) + o+ fr(z) [ <e

olur.

ispat.

n>miginS, (z) — S, (z) = ZZ:mH fi () 'tir. Dolayisiyla ifadedeki kosul, (S,,) dizisinin E iizerinde
diizgiin Cauchy dizisi olmasi demektir (n = m durumunda fark 0°dir, n < m durumu ise rollerin degi-
simiyle aynidir). Teorem 3.4 geregi bu, (S,,) dizisinin, yani serinin E iizerinde diizgiin yakinsamasina
denktir. m
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Sonug 7.1 (Diizgiin Yakinsakligin Gerek Kosulu). Y f, serisi F iizerinde diizgiin yakinsaksa f,, =X
0 (FE) olur.

ispat.

€ > 0 werilsin. Teorem 7.1 kosulundaki N icin m > N ve n=m+ 1 alimirsa her x € E igin
| frnp1(x) | < € bulunur. Yanin > N + 1 olan hern ve herx € E i¢in| f, () — 0 | < e’dur; bu, f, =
0 (E) demektir. m

Sonucun karsit tersi bir iraksaklik testi gibi calisir: genel terim E iizerinde 0’a diizgiin yakinsamiyorsa
seri E iizerinde diizgiin yakinsak olamaz. Ornegin ) 2™ serisinde sup,(_; ;)| " | = 1 oldugundan z"
dizisi (—1, 1) iizerinde 0’a diizgiin yakinsamaz; bu, geometrik seri drnegindeki sonucun (Ornek 7.1) ikinci
bir gerekgesidir. Say1 serilerindeki gibi, kosul yeterli degildir (Alistirma 7.5).

Weierstrass M-Testi

Diizgiin yakinsaklig1 gostermenin en pratik yolu, her terimi z’ten bagimsiz bir sayiyla siirlamak ve bu
sayilarin serisinin yakinsadigini gérmektir. Bu olciitle Analiz 2'de kuvvet serilerini incelerken kargilas-
migtik (bkz. Analiz 2); burada Cauchy kriterine dayanan kisa bir ispatini veriyoruz.

Teorem 7.2 (Weierstrass M-Testi). Y. f,,, E iizerinde bir fonksiyon serisi olsun. Oyle M, > 0 sayilar
bulunsun ki

| fo() | <M, (her z € E,her ne€N) ve ZMn yakinsak
n=1

olsun. O zaman Y, f,, serisi F iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktr.

Ispat.

Mutlak yakinsaklik. © € E sabit olsun.0 < | f,(z) | < M,, ve > M,, yakinsak oldugundan karsilas-
tirma testi (bkz. Analiz 2) geregi > | f,,(z) | yakinsaktr.

Diizgiin yakinsaklik. € > 0 verilsin. Y M, yakinsak bir say: serisi oldugundan seriler icin Cauchy
olgiitii (bkz. Analiz 2) geregi 6yle bir N vardir kin > m > N igin

Z M, <e
k=m+1
olur. Bu N yalniz €’a baghdir. n > m > N vex € E icin iicgen esitsizligiyle

S h@ls S a@is S Mo<e

k=m+1 k=m+1 k=m+1

bulunur. Teorem 7.1 geregi Y, f,,, E iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

Kosulun bir n indisinden sonra saglanmasi da yeter; sonlu sayida terim diizgiin yakinsaklig1 etkilemez.
Ayniispat Y| f,, | serisinin de F tizerinde diizgiin yakinsadigini gosterir.

0 Uc adimda Weierstrass M-testi

1. Terimi sinirla. | f, (z) | icin E {izerinde gegerli, z igermeyen bir M,, iist sinir1 bulunur. Agik bir
sinir gérillmityorsa M,, = sup,cg| f,,(2) | tirevle hesaplanir.

2. Say1 serisini incele. Y M, serisinin yakinsaklig1 bilinen bir testle (p-serisi, geometrik seri, oran
testi) gosterilir.

3. Sonug. Seri E tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

o0 .
Ornek 7.2 (Trigonometrik Bir Seri). Z sm(';m}) serisinin R {izerinde diizgiin yakinsak oldugunu
n
n=1

gosteriniz.
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64 Boliim 7. Fonksiyon Serileri

Cozim.
Her z € R ve her n igin

1

olur. 3 — bir p-serisidir ve p = 2 > 1 oldugundan yakinsaktir (bkz. Analiz 2). Teorem 7.2 geregi seri
n

R iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m

n

N .. o~ 2
Ornek 7.3 (Ustel Terimli Bir Seri). g —— serisinin [1,+00) araliginda diizgiin yakinsak oldugunu
e
n=0

gosteriniz ve toplamini bulunuz.

Cozim.

1 1
z > licine” > e, yani — < — olur. Dolayisiyla her n i¢in
e e

(2)'< )~

2 2\"
bulunur. 0 < — < 1 oldugundan > (—) geometrik serisi yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi seri [1, +00)
e e

271

enw

tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

2
Toplam. z > 1 sabitken seri, ortak carpani ¢ = — € (0, 1) olan bir geometrik seridir:
e

i(2)”_ 1 e
e?)  1—2 ez —2

2efnz

Ornek 7.4 (Supremumu Tiirevle Bulunan Bir Seri). Z T serisinin [0, +00) tizerinde diizgiin

n=1
yakinsak oldugunu gosteriniz.
Coziim.
fo(x) = x%e7™® > 0 icin acik bir {ist sinir gériinmilyor; supremumu tiirevle bulalim.

fi(x) =2ze™ —na?e ™™ =g (2 —nx)e ™

2

olur. (0,4o00) tizerindeki tek kritik nokta z = —’dir; solunda f, > 0, saginda f; < 0’dwr. Ayrica
n

£,,(0) = 0°dir. Dolayisiyla

4, 4
A4ﬁ 2:1281%( ) fn( ) n2 =:ezn2
4 1 o I I
bulunur. M,, = — »_ — yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi seri [0, +00) tizerinde diizgiin yakinsaktir.
e n

M-testi bir yeter kosuldur. Test mutlak yakinsaklik da verdiginden, mutlak yakinsamayan bir seride hi¢bir
zaman ige yaramaz; oysa boyle bir seri diizgiin yakinsak olabilir.

—1 n+1
Ornek 7.5 (M-Testinin Uygulanamadig1 Diizgiin Yakinsak Seri). Z ————— serisinin R {izerinde

diizgiin yakinsak oldugunu, ama hi¢bir noktada mutlak yakinsak olmadlglm gostermlz

Coziim.
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7.3 Weierstrass M-Testi 65

1
Mutlak yakinsak degildir. z sabit olsun. s ile — dizilerinin oram — 1 oldugundan limit
n+z n

2

1
kargilagtirma testi geregi » n serisi harmonik seriyle birlikte 1raksar. Seri hicbir z i¢in mutlak
n

22
yakinsak degildir; dolayisiyla M-testinin koEulunu saglayan M,, sayilar1 bulunamaz.

Diizgiin yakinsaktir. z sabitken b,, = dizisi pozitiftir, azalandir ve 0’a yakinsar. Leibniz testi

n + z?
geregi seri yakinsaktir ve alterne seriler igin hata kestirimi (bkz. Analiz 2) kalanin mutlak degerinin ilk

atilan terimi agmadigin soyler:

1 1
< .
n+l4+z2  n+1

| Ry(2) | <bpia =

Sagdaki say1 z’ten bagimsizdir ve 0’a gider. Teorem 3.1 geregi S,, =X S (R); seri R iizerinde diizgiin
yakinsaktir. m

7.4 Dirichlet ve Abel Testleri

Mutlak yakinsamayan serilerde dizgiin yakinsakligi gostermek icin terimi iki ¢arpana ayiran testler
kullanilir. Tkisi de Abel’in kismi toplamlarla toplama formiiliine dayanir (bkz. Analiz 2): (ay,), (by) say1
dizileri ve By, = b; + ... + by, (By = 0) olmak tizere 1 < m < nicin

n n—1
Z a’kbk = aan - amBmfl - Z(ak+1 - a‘k) Bk (1)
k=m k=m

Teorem 7.3 (Diizgiin Yakinsaklik icin Dirichlet Testi). (f,,) ve (g,,), E idizerinde tanimli fonksiyon
dizileri olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

(i) > f,, serisinin kismi toplamlart E iizerinde diizgiin sinirlidir: 6yle bir M > 0 vardir ki her n ve her
z € E icin ‘22:1 fk(a:)’ < M olur;

(ii) herz € E icin ( g, (x) ) say dizisi monotondur;

(ii}) g, = 0 (E).

O zaman Y, f,g,, serisi E iizerinde diizgiin yakinsaktir.
ispat.

E(z) = ijl f;(x) yazalm; (i) geregi | F(z) | < M dir (Fy = 0 icin de). x € E sabitken (1) formii-
linii a), = g, (x) veby, = fi.(x) ile uygulayalim: 1 < m < n igin

S £u(@) 0u(2) = g0 () (@) — g (2)Fyp_1 (2)
k=m
n—1

= 2_ (k11 (2) — gi(2) ) Fi(2).
k

Il
3

Mutlak deger alip | F.(z) | < M sininmi kullanalim:

n

Z fr(@) g (@)

k=m

<M|g,(z) |+ M]|g,,(z) |

n—1

+M D | gy () — gi(2) | -

k=m

(i1) geregi g, 1(x) — g, (x) farklarinin hepsi ayni isaretlidir; dolayistyla mutlak degerlerinin toplam,
toplamlarinin mutlak degerine esittir ve toplam teleskopiktir:

il Ge+1(2) = 91(@) | = | 9p(2) — 9 (@) [ <] gn(2) | +] g (@) |
k=m

Acik Matematik - acik-matematik.com 65 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/abel-dirichlet-ve-leibniz-testleri.html#thm-leibniz-hata-kestirimi
https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/abel-dirichlet-ve-leibniz-testleri.html#lem-abel-toplami
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

66 Boliim 7. Fonksiyon Serileri

Oyleyse

n

Z fi(@) gi(2)

k=m

<2M (| gn(2) [+ ] gm(z) |) (2)

olur. € > 0 wverilsin. (iii) geregi 6yle bir N vardir kik > N ve herx € E igin | g,(z) | < ﬁ olur.n >
m > N vex € E icin (2) esitsizligi

£ £
<2M(m+m)—€

S fule) gul@)
k=m

verir. Teorem 7.1 geregi ., f,, .., F iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

Teorem 7.4 (Diizgiin Yakinsaklik icin Abel Testi). (f,,) ve(g,,), E iizerinde tanimli fonksiyon dizileri
olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

(i) 3 f,, serisi E iizerinde diizgiin yakinsaktr;
(ii) herx € E igin ( g, () ) say1 dizisi monotondur;

(iii) (g,,) dizisi E iizerinde diizgiin sinirlidir: 6yle bir K > 0 vardir ki hern ve herx € E igin | g,,(z) | <
K olur.

O zaman Y, f,.g,, serisi E iizerinde diizgiin yakinsaktr.

ispat.
e >0 wverilsin. (i) veETeorem 7.1 geregi oyle bir N’ vardwr ki k>m’ > N’ ve her x € E igin
‘Zk f(x)‘ < IR olur N = N’ 4+ 1 alalim vem’ = m — 1 yazalim: k > m > N ve herz € E

j=m’+177J
icin
c k
[ Ti@) <52 Ti@)=) f (3)
j=m

olur.m > N vex € E sabitlensin; F}(z) = Z;Ll f;(x) olmak iizere T), = Fy, — F,,,_; dir. (1) formiiliinii
a, = g5 (x), by, = fi.(x) ile yazip F, = T, + F,,,_; koyalhim:

Z fkgk =9n (Tn + mel) _ngmfl
k=m

n—1

- Z (91 — 96)(Th, + Fry)
k=m
n—1
= gnTn - Z (gk+1 - gk) Tk
k=m
n—1
+F, [gn G — D (Gr1 — 1) ] :
k=m

Koseli parantezin igi sifirdw, ¢iinkii son toplam teleskopiktir ve g,, — g,,, 'ye esittir. Oyleyse

—

n—

zn: fi(@) g (@) = 9, () T, () — D (i1 (@) — gp(2) ) Ty (2)
k=m

k

I
3

olur. (3), (iii) ve Dirichlet testinin ispatindaki teleskopik toplam gozlemi ile
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7.4 Dirichlet ve Abel Testleri 67

<K -—+—fzmH1 9 (@) |

3 ful@) gu(a)
k=m

=S 0,0 (@) | S S 2K =

bulunur. Bu,n > m > N ve her x € E icin gecerlidir; Teorem 7.1 geregi y . f,.g,, diizgiin yakinsaktir. ®

Iki testin kosullarimi karsilastiralim:

Tablo 7.1: Dirichlet ve Abel testlerinin kogullar1

2 1n (9,)

Dirichlet kismi toplamlari diizgiin sinirll  her noktada monoton, g,, = 0
Abel diizgiin yakinsak her noktada monoton, diizgiin
siirl

Dirichlet testi ) f,,’den daha aziny, (g,,)’den daha fazlasin ister; Abel testinde durum tersinedir.

sin(n x)

Ornek 7.6 (Dirichlet Testiyle Siniis Serisi). 0 < § < 7 olsun. Z serisinin [d, 2 — ] arali-

ginda diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
1

fn(x) = sin(nz) ve g,,(x) = — alalim. M-testi burada kullanilamaz: sin(nx) fonksiyonunun periyodu
n

2
—dir ve n yeterince buyiikken araligin uzunlugu 27 — 26 bir tam periyodu asar; o zaman aralikta
n

sin(nz)| 1

1
|sin(nz) | = 1 olan bir nokta bulunur ve sup — olur. > — ise raksaktir.
n

(ii) ve (iii). g, = - sabit fonksiyonlar1 n’ye gore azalandir ve sup,| g,,(z) | = . 0 oldugundan

9n 3 0.

(i) Kismi toplamlarin sinir1. Carpimu farka ceviren

2Sin§sin(kx) = cos((k — é)m) — cos((k + %)x)

6zdesligini k = 1, ..., n icin toplayalim. Sag yan teleskopiktir:

T z 1
251n§ Zsm(km) =cos 5 — cos((n + 5):6)

k=1

) ) 5
x € [6,2m — d] i¢in g € [5, T — 5] olur ve bu aralikta sing > sin 5> 0’dir. Sag yanin mutlak degeri

en cok 2 oldugundan

1
< s < —=M
5 sing

bulunur; sinir n’ye ve x’e bagh degildir.

Teorem 7.3 geregi seri [, 2 — 0] lizerinde diizgiin yakinsaktir. m
. x )n+1
Ornek 7.7 (Abel Testiyle U¢ Noktaya Kadar Diizgiin Yakinsaklik). Z ———— z" serisinin [0, 1]

n
n=1

araliginda diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.
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68 Boliim 7. Fonksiyon Serileri

Cozim. (1)
falt) = ——
Y
@) 2 ——

yakinsak bir seri her kiimede diizgiin yakinsaktir; ¢inkii kalani z’ten bagimsiz bir sifir dizisidir.
(ii) z € [0,1] icin ™! = x - 2" < 2" oldugundan (z") dizisi n’ye gore azalandur.
(iii) z € [0, 1] ve her n i¢in | ™ | < 1 oldugundan K = 1 alinir.

Teorem 7.4 geregi seri [0, 1] iizerinde duzgun Xakmsaktlr

1
= ve Z wraksaktir. B

(sabit fonksiyon) ve g,,(z) = ™ alalim.

alterne harmonik serisi Leibniz testi geregi yakinsaktir. Terimleri z’e bagl olmayan

M-testi burada ise yaramaz: sup ¢ 1 "

7.5 Alistirmalar

serisinin R tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu

= 1
Aligstirma 7.1 (Rasyonel Terimli Seri). Z -
—n? 4z

gosteriniz.

Cozim.
Her z € R icin n2 4+ 22 > n? oldugundan

1 1
0<rm s =Mn

1
olur. ) © — yaknsak oldugundan Teorem 7.2 geregi seri R iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m
n

o] n
Aligtirma 7.2 (Kapali Aralikta Kuvvet Serisi). g ac_g serisinin [—1, 1] iizerinde diizgiin yakinsak
n

n=1
oldugunu gosteriniz.

Coziim.

il D . G T V! M,, yakinsak i seri 1,1
= 2 < -3 = M, olur ve > M, yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi seri [—1, 1]
tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m

| z | <1igin

o0
Alistirma 7.3 (Yakinsaklik Kiimesini Bulma). Z ne ¥ serisinin yakinsaklik kiimesini bulunuz.

n=1
Coziim.
x sabit olsun; ¢ = e=® > 0 yazilirsa seri ), ng™ olur.

. 1 n+1 1
x > 0ise 0 < ¢ < 1’dir. Oran testi: (n+1)g _nt q — q < 1; seri yakinsaktr.
n

ng"
« & < 0ise g > 1 ve genel terim ng™ > n olur; genel terim 0’a gitmediginden seri iraksaktir.

Yakinsaklik kiimesi (0, +00) araligidir. m

(o)

Alistirma 7.4 (Sifirdan Uzakta Diizgiin Yakinsaklik). a > 0 olsun. Z ne "® serisinin [a, +00)
n=1

uzerinde dizgiin yakinsak oldugunu, (0, +00) tizerinde ise diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Coziim.

[a,4+00) iizerinde. z > a i¢in e ™* < e ™ oldugundan | ne ™* | < ne " = M, olur. g =€ €

0,1) i¢in ) nqg™ oran testi geregi yakinsaktir (Alistirma 7.3). Teorem 7.2 geregi seri [a, +00) lizerinde
gereglry gereg

diizgiin yakinsaktr.

na
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7.5 Alistirmalar 69

1
(0, +00) iizerinde. Genel terim i¢in z,, = — € (0, +00) noktalarinda
n

folz,) =ne ! = n — 400
e

olur; f, (x,) + 0. Teorem 3.2 geregi f, dizisi (0,400) lizerinde 0’a diizgiin yakinsamaz. Diizgiin
yakmsakligin gerek kosulu (Sonug 7.1) saglanmadigindan seri (0, 4+00) tizerinde diizgiin yakinsak
degildir. m

Alistirma 7.5 (Gerek Kosul Yeterli Degildir). [0, 1) tizerinde f,,(z) = r icin f,, = 0 oldugunu, ama
n

O .n
Z — serisinin [0, 1) tizerinde diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.
n=1
Cozim.

" 1
Genel terim. z € [0,1) i¢cin 0 < % < o 0 oldugundan Teorem 3.1 geregi f,, = 0 ([0, 1)).

Seri diizgiin yakinsamaz. Cauchy kriterinin olumsuzunu kullanalim. N € N verilsin;m = N ven =
2N alalim. z € [0, 1) i¢in k < 2N iken z* > 22V oldugundan

OIN & aN
S sy 3 Loy gy Lo
k=N+1 k k=N+1 k 2N 2

1
olur. # — 1~ iken 22" — 1 oldugundan z3" > 3 olacak bicimde bir z 5, € [0, 1) vardir (6rnegin z 5 =
2-1/(2N)) Bu nokta icin

2N

k
T 1
F[Zie
k=N+1

bulunur. Her N icin béyle n,m > N ve z 5 bulundugundan Teorem 7.1 kosulu saglanmaz; seri [0, 1)
izerinde diizgiin yakinsak degildir. m

Alistirma 7.6 (Toplam Siireksiz Cikan Seri). Z 2™(1 — x) serisinin [0, 1] tizerindeki toplamini
n=1
bulunuz. Seri [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsak midir?

Cozim.
z"(1 — ) = 2™ — ™! oldugundan kismi toplam teleskopiktir:

S, (x) = Z( xk — ghtl )= r— "t

0<z<liginz"! — 0veS,(z) = z;z = 1igin S,,(1) = 0 — 0. Toplam

z,0<z <1
S(m):{O r=1

fonksiyonudur. Her S,, siirekli, S ise z = 1°de siireksizdir; Sonug 4.2 geregi seri [0, 1] iizerinde diizgiin
yakinsak degildir.

Genel terim z™(1 — x) ise [0, 1] Gzerinde 0’a diizgiin yakinsar (Alistirma 3.3); bu da gerek kosulun
yeterli olmadigina ikinci bir 6rnektir. m

(oo}
.. 1
Alistirma 7.7 (Us Degiskenli Seri: Diizgiin Yakinsaklik). a > 1 olsun. E — serisinin [a, +00)
nl‘
n=1

iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.
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70 Boliim 7. Fonksiyon Serileri

Cozim.
x> aven > licinn® > n® oldugundan

olur. a > 1 oldugundan ) — p-serisi yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi seri [a, +00) lizerinde diizgiin
n

yakinsaktir. B

o0
Alistirma 7.8 (Us Degiskenli Seri: Diizgiin Yakinsamama). Z — serisinin (1,400) tzerinde
nz
n=1
noktasal yakinsak oldugunu, ama diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.
Coziim. )
Noktasal yakinsaklik. x > 1 sabitken Y — bir p-serisidir ve p = = > 1 i¢in yakinsaktir.
nw

Diizgiin yakinsamama. N € N verilsin; m = N, n = 2N alalim. z > 1 ve N < k < 2N i¢in k* <
(2N)?* oldugundan

2N
Py o] k (2N) (2N)
olur. z — 17 iken sag yan 1 = 1 sayisina yakinsar; dolayisiyla N > l olacak bicimde bir
Zx € (1,+00) vardir. Bu nokta i¢in
z =3~ ¢%0
k=N+1 ke 4

bulunur. Teorem 7.1 kosulu saglanmaz; seri (1, +00) tizerinde diizgiin yakinsak degildir. m

cos(nz)

NG

o0
Alistirma 7.9 (Dirichlet Testiyle Kosiniis Serisi). 0 < § < 7 olsun. Z serisinin [§, 27 — ¢]
n=1

araliginda diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim. ) )
fn(x) = cos(nx) ve g, () = — alalim. g,, sabit fonksiyonlar1 n’ye gére azalandir ve — — 0

n vn

2sin g cos(kx) = sin((k + %)m) — sin( (k — %)a:)

6zdesligini k = 1, ..., n icin toplayalim:

o 1
2sin§;cos(kx) = sin((n—i— 5)3:) — sin%.

oldugundan g,, = 0.
Kismi toplamlar igin

)
Sag yanin mutlak degeri en ¢ok 2’dir ve z € [0, 27 — 4] i¢in sin g > sin 3 > 0 oldugundan

Zcos(km)
k=1

olur. Teorem 7.3 geregi seri [§, 2m — §] lizerinde diizgiin yakinsaktir. m

<

1
)
sin §
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7.5 Alistirmalar 71

—1)"
( ) e T
n

Alistirma 7.10 (Abel Testiyle Agirlikli Seri). Z serisinin [0, +00) tzerinde diizgiin
n=1

yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.

(=D"

fn, = ——— (sabit fonksiyon) ve g, () = e”"™* alalim.
n
. - D"
by n
yakinsaktir.

« x>0igine” e e " < e " oldugundan ( g,,(z) ) azalandir.
« > 0i¢in 0 < e ™ < 1 oldugundan (g,,) diizgiin siurhdir (K = 1).

Leibniz testi geregi yakinsaktir; terimleri ’e bagh olmadigindan [0, +00) tizerinde diizgiin

(n+l)z _

Teorem 7.4 geregi seri [0,+o00) tzerinde dizgin yakmsakti. M-testi uygulanamaz:
(_1)71 —nx 1

su e = — ve ), — wraksaktir. B

o Tt

Diizgiin yakinsaklig1 stnamanin yollarini gordiik. Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri béliimiinde diizgiin
yakinsak bir serinin toplaminin siirekli oldugunu ve serinin terim terime integrallenip tiirevlenebildigini
gosteriyoruz.
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8.1

8.1.1

8. Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri

Sonlu bir toplamda her sey yolundadir: siirekli fonksiyonlarin sonlu toplamu siireklidir, toplamin integrali
integrallerin toplamidir, toplamin tiirevi tiirevlerin toplamidir. Sonsuz toplamda ayni kurallarin gegerli
olup olmadigy, analizin en sik sorulan sorularindandir:

b oo oS b
/M;fn@)dx:;/a fule) da,
(S sy 23 o).

Yanitlar hazirdir. Bir serinin toplami, kismi toplamlar dizisinin limitidir; diziler i¢in kanitladigimiz siirek-
lilik, integral ve tirev teoremlerini S,, = f; + ... + f,, dizisine uygulamak yeter. Bu bélimde bu ¢eviriyi
yapiyor ve sonuglar1 6rneklerle kullaniyoruz.

Toplamin Siirekliligi

flk sonug, diizgiin limitin siirekliligi korumasi teoreminin seri bicimidir.

Teorem 8.1 (Diizgiin Yakinsak Serinin Toplamu Siireklidir). Y f,, serisi E C R iizerinde S fonksi-
yonuna diizgiin yakinsasin. Her f,, fonksiyonu bir a € E noktasinda siirekliyse S de a noktasinda siireklidir.
Ozel olarak her fn» E tizerinde siirekliyse S de E iizerinde siireklidir.

Ispat.

S, = fi + fo + ... + f, kismi toplami, a noktasinda siirekli sonlu sayida fonksiyonun toplami oldugun-
dan a noktasinda siireklidir. Serinin diizgiin yakinsakhgi S, = S (E) demektir (Tanim 7.4). Teorem 4.2
geregi S, a noktasinda siireklidir. ®

a noktasi E’nin bir y1gi1lma noktasiysa teorem, limit ile sonsuz toplamin yer degistirmesi olarak da okunur:

lim Y~ f,(2) = S(a) = fola) = Y_ lim £, ().
n=1 n=1 n=1

Ornek 8.1 (Siirekli Bir Toplam Fonksiyonu). S(z) = Z sin(nz)

fonksiyonunun R tizerinde stirekli

2
n=1 n
oldugunu gosteriniz.
Coziim.
. e . sin(ne) o
Ornek 7.2 geregi seri R tizerinde diizgiin yakinsaktir. Her terim f,, (z) = 5— butiin R’de siireklidir.
n

Teorem 8.1 geregi S, R tizerinde siireklidir.
S i¢in kapali bir formiil bilmiyoruz; yine de siirekli oldugunu séyleyebiliyoruz. m

Yerel diizgiin yakinsaklik yeter

Sireklilik yerel bir 6zelliktir: bir noktadaki stireklilik yalniz o noktanin ¢evresindeki degerlere baglidir. Bu
ylizden serinin biitiin kiimede diizgiin yakinsamasi gerekmez; her noktanin, iizerinde diizgiin yakinsaklik
olan bir komsulugunun bulunmasi yeter.

Sonugc 8.1 (Yerel Diizgiin Yakinsaklikla Siireklilik). I C R birden ¢cok nokta iceren bir aralik ve her f,,,
I iizerinde siirekli olsun. >, f,, serisi I 'nin kapali ve sinirlt her [c, d] C I alt araliginda diizgiin yakinsiyorsa
toplam fonksiyonu S, I iizerinde siireklidir.
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8.2

8.1 Toplamin Siirekliligi 73

Ispat.

xo € I verilsin. x, noktasini iceren ve x,'in I icindeki bir komsulugunu kapsayan bir [c,d] C I arali
segelim: ©q, I’nin bir i¢ noktasiysa ¢ < xy < d almr; x, I’nin bir u¢ noktastysa [c, d] nin ayni ucu
xo alinir. Seri [c, d] iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan Teorem 8.1 geregi S nin [c, d] ye kisitlamasi
x da sireklidir. [c,d] araligy i I icindeki bir komsulugunu kapsadigindan S, I iizerinde taniml bir
fonksiyon olarak da x, da siireklidir. m

Ornek 8.2 (Biitiin Kiimede Diizgiin Yakinsamayan Serinin Siirekli Toplami). ((z)

fonksiyonunun (1, +00) iizerinde siirekli oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Seri (1, 400) tizerinde noktasal yakinsaktir, ama diizgiin yakinsak degildir (Aligstirma 7.8); Teorem 8.1
dogrudan uygulanamaz.

[e,d] C (1,+00) kapali ve sinurlt bir alt aralik olsun; ¢ > 1’dir. Alistirma 7.7 geregi seri [c, +00) lize-

—zlnn

rinde, dolayistyla [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaktir (Onerme 2.3). Her terim — = e stireklidir.
n$

Sonug 8.1 geregi ¢, (1, +00) tizerinde siireklidir. m

Siireklilik teoremi, toplamu siireksiz ¢ikan bir serinin diizgiin yakinsak olamayacagini da séyler.
Ornek 8.3 (Siireksiz Toplamla Diizgiin Yakinsamama). er*"m serisinin [0, +00) tizerindeki
toplamini bulunuz ve serinin bu aralikta diizgiin yakinsak olmaéll:gml gosteriniz.

Cozim.

x = 0 i¢in bitn terimler 0°dir; S(0) = 0.2 > Oi¢ing = e ® € (0, 1) yazilirsa seri x Zn>1 q" olur ve
geometrik seri toplamiyla N
e’ ” T

S(x):x-l_e_w:ex_l (x>0)

X

-1
— 1 oldugundan

) e
bulunur. z — 0% iken

lim S(z)=1+#0=5(0)

z—0F

olur; S, x = 0 noktasinda siirekli degildir. Her terim siirekli oldugundan, seri [0, +00) iizerinde diizgiin

yakinsak olsaydi Teorem 8.1 geregi S siirekli olurdu. Oyleyse seri [0, +00) iizerinde diizgiin yakinsak

degildir. ) )

Bu seride genel terim 0’a diizgiin yakinsar (Ornek 3.3: sup ze ™% = e—); ama y = raksak oldugun-
e

dan M-testi sonu¢ vermez ve gergekten de diizgiin yakinsaklik yoktur. m

Terim Terime Integral

Ikinci sonug, integral ile sonsuz toplamin yer degistirmesidir.

Teorem 8.2 (Serilerde Terim Terime Integral). a < b olsun, her n icin f, € R[a,b] olsun ve Y f,
serisi [a, b] iizerinde S fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. O zaman S € R[a, b] olur ve

/ab(ifn( dx—Z/ fu

esitligi saglanir; sagdaki say: serisi yakinsaktir. Ayrica Z / [ (t) dt serisi [a, b] iizerinde / S(t)dt

fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
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74 Boliim 8. Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri

ispat.
= f; + ... + f,, kismi toplami, integrallenebilir sonlu sayida fonksiyonun toplami oldugundan integ-
rallenebilirdir ve integralin lineerligiyle

/:Sn(:c)dx:kzz/abfk(x)d:c (1)

olur. S,, =X S ([a, b]) oldugundan Teorem 5.1 geregi S € R[a,b] ve

lim S d:c—/ S(z
n—oo

saglanir. (1) esitliginin sag yaniy fb fi sayr serisinin n’inci kismi toplamidir; limitinin var olmas: bu
serinin yakinsak oldugunu ve toplammln fb S oldugunu séyler. Son iddia, Teorem 5.1 (iii)Un (S,,) dizi-
sine uygulanmasidir: Ek ) f fie(t) dt klsmz toplamlarlf S,,(t) dt integraline esittir vef S(t) dt’ye
diizgiin yakinsar. &

. . = 2n
Ornek 8.4 (Bir Serinin Terim Terime Integrali). = > 1 olsun. Z / —— dt toplamini hesaplayimniz.
e

Coziim. s on

Ornek 7.3 geregi Z — serisi [1, +00) iizerinde, dolayisiyla [1, z] Gizerinde dizgin yakinsaktir ve
6n
t n=0
7 "dir. Terimler siireklidir. Teorem 8.2 geregi toplam ile integral yer degistirir:

xT et
/Edt /17;) = _/1 5 dt

u = et — 2 degisken degistirmesiyle (du = e' dt;t > licinu > e — 2 > 0)
xr t xr
e " I
/1v mdtz [ln(e *2)]1 —11'1 c_9
bulunur.

Denetim. Sol yani terim terim hesaplayalim. n = 0 terimi |’ f 1dt =z — 1’dir; » > 1i¢in

r 2" 1/2\" 1/2\"
/ 2n€—nt dt I ( e g% ) —— (_) _ (_)
1 n n\e n\e®

olur. [ ¢ [ <ligin}> _, % = —In(1 — ¢) oldugundan (bkz. Analiz 2)

1 e
toplami o

2 2 (e —2)e
—1)—Inl1—- Inl{l—— -1 1—
(x—1) n( )—I—n( e) (x—1)+ T e—2)
r—2 r—2
:(x—l)—l—lnee_2 +1—x:1nee_2
cikar; iki yol ayn1 sonucu verir. B
sin(nx)

Ornek 8.5 (Trigonometrik Serinin Integrali). S(z) = Z

D icin /0 S(z) dx integralini bir

say1 serisi olarak yaziniz.
Cozim.

Seri R iizerinde, dolayisiyla [0, 7] iizerinde diizgiin yakinsaktir (Ornek 7.2) ve terimleri siireklidir.
Teorem 8.2 geregi
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8.2 Terim Terime Integral 75

™ oo 1
/ 2—2/ sin(nz) dz.
0 n

n=1

Icteki integral

/7T sin(nz) dz = [_COS(WJ)T _ 1= cos(nm) _1- (—1)n
0 n

n n
0

2
olur; bu say1 n ciftse 0, n tekse —’dir. Yalniz tek indisler (n = 2k — 1) katki verir:
n

S 2 1
/S Z e —2<1+3 +53+--).

=1

Terim Terime Turev

Tiirev icin kosul, dizilerde oldugu gibi, tiirevlerin serisinden istenir.

Teorem 8.3 (Serilerde Terim Terime Tiirev). a < b olsun ve her n icin f,, : [a,b] — R tiirevlenebilir
olsun. Asagidaki iki kosul saglansin:

(i) en az birzy € [a,b] icin Y, f,(x,) sayi serisi yakinsaktir;
(i) > f} tiirev serisi [a, b] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

O zaman Y, f,, serisi [a, b] iizerinde diizgiin yakinsar, toplami S tiirevlenebilirdir ve her x € [a, ] i¢in

= (L h@) =3 fi@)

olur.

Ispat.

S, = f1+ ... + f, tirevienebilirdir ve S, = f{ + ... + f,,, tiirev serisinin n’inci kismi toplamidir. (i)
kosulu ( S,,(zy) ) say dizisinin yakinsak oldugunu, (ii) kosulu (S},) dizisinin [a, b] iizerinde bir G fonksi-
yonuna diizgiin yakinsadigini séyler; burada G(x) = Y, f; (x) tir. Teorem 6.1, (S,,) dizisine uygulanirsa
S, = S (la,b]), S tiirevlenebilir ve S’ = G bulunur. m

Sonug 8.2 (Herhangi Bir Aralikta Terim Terime Tiirev). I C R birden ¢ok nokta iceren bir aralik ve
her f,,, I iizerinde tiirevlenebilir olsun. Birxy € I ig¢in Y, f, (x) yakinsak olsun ve Y, f, serisi I 'nin kapali
ve sinirli her alt aralifinda diizgiin yakinsasin. O zaman ), f,, serisi I iizerinde noktasal yakinsar, toplami
S tiirevlenebilirdir ve I iizerinde S’ =Y, f] olur.

Ispat.

x € I verilsin. xy ve x noktalarini iceren, x’in I i¢indeki bir komsulugunu kapsayan kapali ve sinirli bir
[c,d] C I araligi secelim (c < d). Varsayim geregi > f,, [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaktir. Teorem 8.3,
[c,d] aralgina uygulanirsa ', f,, serisinin [c, d] iizerinde yakinsadigi, toplaminin x noktasinda tiirevle-
nebilir oldugu ve tiirevinin Y, f; (x) oldugu bulunur. Serinin x noktasindaki toplami [c, d] se¢imine bagh
olmadigindan S, 1 iizerinde iyi tamimhdir; [c,d] araligi x’in I icindeki bir komsulugunu kapsadigindan

S'(z)=> f(x) olur. m
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76 Boliim 8. Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri

© Dért adimda serinin tiirevi

1. Bir noktada yakinsaklik. . f, (z,) serisinin yakinsadig1 bir z, bulunur.

2. Tirev serisi. ) f; yazilir.

3. Diizgiin yakinsaklik. Tiirev serisinin ilgili aralikta (ya da kapali ve sinirh her alt aralikta) diizgiin
yakinsadig1, cogunlukla M-testiyle, gosterilir.

4. Sonu¢. S" =3 f.

sin(nx)

Ornek 8.6 (Tiirevlenebilir Bir Trigonometrik Toplam). S(z) = Z fonksiyonunun R

3
n=1 n

iizerinde tirrevlenebilir oldugunu gosteriniz ve tirevini bulunuz.

Coziim.
Bir noktada yakinsaklik. z, = 0 icin biitiin terimler 0’dir; seri yakinsaktur.
. . sin(nz) ., cos(nx)
Tiirev serisi. f,, (x) = 5 i¢in f;(7) = —5—
" os(nz) K

¢ 1
Diizgiin yakinsaklik. Her z € R icin < — ve ) — yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi tiirev
n n

2
n
serisi R tizerinde diizgiin yakinsaktir.

Sonug. Sonug 8.2 geregi S, R tizerinde tiirevlenebilirdir ve

S'(z) = Z cosé;m)
n=1

olur. Tiirev serisi siirekli terimli ve diizgiin yakinsak oldugundan S’ siireklidir (Teorem 8.1). m

. s
Ornek 8.7 (Terim Terime Tiirevlenemeyen Diizgiin Yakinsak Seri). E &2@ serisinin R
n
n=1

tizerinde dizgin yakinsak oldugunu, ama terim terime tiirev serisinin = 0 noktasinda iraksadigin
gosteriniz.

Coziim.

sin(n?x) y e N RIS

— 5| £ — oldugundan Teorem 7.2 geregi seri R tizerinde diizgiin yakinsaktir; toplamu stireklidir.

n n
’
‘(2
sin(n‘z
Terimlerin tiirevi (#) = cos(n?z) olur. z = 0 igin tiirev serisi
n

i cos(0) = i 1

n=1

olur; genel terimi 0’a gitmediginden 1raksaktir. Serinin kendisinin diizgiin yakinsamasi, terim terime
tirev almaya izin vermez; terim terime tiirev teoreminde (Teorem 8.3) kosul tiirev serisine konmugtur.

]
N o= 1
Ornek 8.8 (Yerel Diizgiin Yakinsaklikla Tiirev). ((z) = Zl v fonksiyonunun (1, +00) tizerinde
[ee] 1 n=
tiirevlenebilir oldugunu ve ¢’ (z) = — Z an oldugunu gosteriniz.
nw
n=2
Coziim. 1
Bir noktada yakinsaklik. z, = 2 icin )  — yakinsaktir.
n
1
Tiirev serisi. f,(z) =n"% = e 28" icin zincir kuralyla f/(z) = ~ 2% olur (n =1 terimi sabit
nw

oldugundan tiirevi 0°dir).
Diizgiin yakinsaklik. [¢, d] C (1, +00) olsun; ¢ > 1'dir. « € [¢, d] i¢in
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8.3 Terim Terime Turev 77

, Inn _Inn
o) | =t <22 =M,
1 M, 1
olur. Y M, serisinin yakimsadigini gérmek igin s = re alalim; 1 < s < ¢’dir. —= = AN

1/n%  ne=s
oldugundan (logaritma her pozitif kuvvetten yavas biiyiir) bir n,’dan sonra M, < — olur. ) —
nS S

yakisak oldugundan karsilagtirma testiyle > M,, yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi tirev serisi [c, d]
tizerinde diizgiin yakinsaktir.

o0
1
Sonug. Sonug 8.2 geregi ¢, (1, +00) tizerinde tiirevlenebilirdir ve ¢’ (z) = — E 27 olur. m
nfl)

n=2

8.4 Alistirmalar

> 1 <1
Alistirma 8.1 (Limit ile Toplamin Yer Degistirmesi). lim Z ——— limitinin Z — sayisina esit
20 £~ n? + g2 = n?

oldugunu gosteriniz.

Cozim. )
Alistirma 7.1 geregi seri R {izerinde diizgiin yakinsaktir. Her terim PR 2 = 0 noktasinda siirek-
n?+x
lidir. Teorem 8.1 geregi toplam fonksiyonu S, x = 0’da stireklidir:
imS> L lim S() = S0) =3
xli%n:lng—’—xQ_xli% v _n:1n2.
|
- 1
Alist 82 (S da Limit). = ———i¢in li = 0 oldug Osteriniz.
1stirma 8.2 (Sonsuzda Limit). S(z) ?; w7 1 g2 s lim S(z) = 0 oldugunu gosteriniz
Coziim. -
1 1
€ > 0 verilsin. )  — yakinsak oldugundan kalani 0’a gider: 6yle bir N vardir ki Z — < € olur.
n n=N+1 n 2
Toplamu iki parcaya ayiralim. Her z > 0 i¢in
0<S@ =Y i Y
T)= 2 .2 2 .2
n=1 n+x n=N+1 n°+z
N —~ 1 N ¢
<S5+ ) S5<5+s
= 2 2 2
T N T 2
1 1 1 1 2N N
olur; birinci parcada o < poL ikinci parcada a2 < 3 kullanildi. > - ise 2 < g

olur ve 0 < S(z) < € bulunur. Oyleyse lim,_,,  S(z) = 0.
Her terimin £ — 400 limiti 0’dir; sonug, limitin yine toplamin icine alinabildigini gésterir. Bunu
saglayan, kalanin z’ten bagimsiz bir say1yla sinirlanmasi, yani diizgiin yakinsakliktir. m

Alistirma 8.3 (Terim Terime Integral Hesabi). Asagidaki esitligi gosteriniz:
1 oo n o0
T 1
pREAPRNS SR
2 2
/0 n=1 n n=1 n
Cozim.

Aligtirma 7.2 geregi seri [—1,1] tizerinde, dolayisiyla [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsaktir; terimleri
stireklidir. Teorem 8.2 geregi
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78 Boliim 8. Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri

Genel terimi basit kesirlere ayiralim:

1 1 1 1

n?(n+1) ﬁ_ﬁ+n+1'

1 1
(Sag yanin paydalari esitlenirse pay (n + 1) — n(n 4 1) + n® = 1 ¢ikar.) ) — yakinsaktir; Y (— —
n n

1 .
) teleskopik serisinin kismi toplami 1 — —— — 1 olur. Iki yakinsak serinin farki terim terim

n+1 N+1
alinabildiginden

= 1 — 1 & (1 1 ) = 1

— =N =Y (== =" = -1

nz::ln?(n—f—l) 712::1”2 ; n n+1 ;7#

|

Alistirma 8.4 (Tiirevle Toplam Bulma). (0, +00) iizerinde S(z) = Z c fonksiyonunun tiirev-

lenebilir oldugunu gésteriniz ve S’ (z) i¢in kapali bir formiil bulunuz.

Cozim. .

Bir noktada yakinsaklik. z, = 1igin £ < e ™ve ) e "yakinsak geometrik seridir; karsilagtirma

“n n

testiyle ) S yakisaktir.
n _

nr

e
Tiirev serisi. f,, () = i¢in f] () = —e "%,

Diizgiin yakinsaklik. [c, d] C (0,+00) olsun; ¢ > 0. z € [c,d] icin | f;(z) | =e ™ < e ™ =M,
ve Y (e7°)", 0 < e ¢ < 1 oldugundan yakinsaktir. Teorem 7.2 geregi tiirev serisi [c, d] iizerinde diizgiin
yakmsaktir.

Sonug. Sonug 8.2 geregi S tiirevlenebilirdir ve £ > 0 i¢in geometrik seri toplamiyla

S’(x):—ie*m: e’ N

1—e® e —1
n=1

olur. m

e}
x
Alistirma 8.5 (Arktanjant Terimli Seri). S(z) = E arctan — serisinin R tizerinde yakinsadigini ve
n

n=1
toplaminin tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz; S’(0) degerini bir say: serisi olarak yaziniz.

Coziim.
Bir noktada yakinsaklik. z, = 0 i¢in biitiin terimler arctan 0 = 0’dur.
Tiirev serisi. f,, (z) = arctan — icin zincir kuraliyla

n

, 1 1 n?
fn(z)_1+ﬁ_iﬁ_n4+x2
.. . .. 4 2 4 o ’ ’I'L2 1
Diizgiin yakinsaklik. Her z € Rigin n* + 2% > n® oldugundan 0 < f;,(z) < — = — olur. Teorem
n n

7.2 geregi tiirev serisi R tizerinde diizgiin yakinsaktir.
Sonug. Sonug 8.2 geregi seri R tizerinde yakinsar, S tiirevlenebilirdir ve

, [e%e] ng , [e%e] 1
S(fﬂ)zz:lm, S(O)ZX:IE
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8.4 Aligstirmalar 79

olur. m

Fonksiyon serilerinin en diizenli sinifi, terimleri a,, ™ bi¢iminde olan kuvvet serileridir. Kuvvet Serile-
rinde Diizgtin Yakinsaklik ve Analitik Fonksiyonlar béliimiinde bu bélimiin teoremlerini kuvvet serilerine
uyguluyor ve ug¢ noktalardaki davranisi inceliyoruz.
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9.1

9. Kuvvet Serilerinde Diizgiin Yakinsaklik
ve Analitik Fonksiyonlar

Kuvvet serilerini Analiz 2'de ayrintisiyla inceledik. Orada diizgiin yakinsaklik kuramindan yalniz gerek-
tigi kadarini almistik; simdi kuramin tamami elimizde olduguna gore iki eksigi tamamlayabiliriz. Birincisi
ug noktalarla ilgilidir: bir kuvvet serisi yakinsaklik araligimin bir ucunda yakinsiyorsa, diizgiin yakinsaklik
o uca kadar uzanir m1? Ikincisi analitik fonksiyonlarla ilgilidir: sonsuz kez tiirevlenebilir bir fonksiyonun
bir kuvvet serisiyle temsil edilebilmesi i¢in tiirevleri ne kadar hizh bitytiyebilir?

Boliim boyunca gosterimi hafifletmek icin serinin merkezini 0 aliyoruz; ¢ = x — z, Stelemesi genel
durumu buna indirger.

1 Analiz 2'den hatirlatma

Zn> o @n @™ bir kuvvet serisi ve R € [0, +00] yakinsaklik yaricap: olsun.

« Seri| z | < R i¢in mutlak yakinsar, | = | > R icin wraksar; yaricap Cauchy—Hadamard formiiliiyle
bulunur (bkz. Analiz 2).

+ 0 < p < R olan her p i¢in seri [—p, p| iizerinde diizgiin yakinsar (bkz. Analiz 2).

« Seri (—R, R) tizerinde terim terime tiirevlenebilir (bkz. Analiz 2) ve integrallenebilir (bkz. Analiz
2); yaricap degismez.

+ Toplam fonksiyonu (—R, R) iizerinde sonsuz kez tiirevlenebilirdir (bkz. Analiz 2).

(n)
! '(O) (bkz. Analiz 2).
n!

* Katsayilar tektir: a,, =

Bu sonuclarin hepsi, Fonksiyon Serilerinin Ozellikleri boliimiindeki genel teoremlerin 6zel durumlaridir:
M-testi [—p, p| tizerinde diizgiin yakinsakli1 verir, gerisi siireklilik, integral ve tiirev teoremlerinden ¢ikar.

Uc¢ Noktaya Kadar Diizgiin Yakinsaklik

[—p, p] tizerindeki diizgiin yakinsaklik, p < R oldugu siirece gecerlidir ve M-testiyle elde edilir. p = R
icin M-testi artik ¢alismaz; ¢iinkii seri u¢ noktada mutlak yakinsak olmayabilir. Yine de serinin u¢ noktada
yakinsamasi, diizgiin yakinsaklig1 o uca kadar tasimaya yeter. Bunu saglayan arac¢ Abel testidir.

Teorem 9.1 (U¢ Noktaya Kadar Diizgiin Yakinsaklik). En>0 a,z" kuvvet serisinin yakinsaklik
yarigapt R € (0, 400) olsun. -

(i) > a, R™ sayr serisi yakinsaksa kuvvet serisi [0, R] iizerinde diizgiin yaknsaktir.

(ii) > a,,(—R)™ say: serisi yakinsaksa kuvvet serisi [—R, 0] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

ispat.
(i) Genel terimi iki ¢carpana ayiralim:

\"
= el ()

f’?’L

g ()
Abel testinin (Teorem 7.4) ii¢ kosulunu E = [0, R)] iizerinde denetleyelim.

* f,, = a, R"™ sabit fonksiyonlardir ve Y, a,, R"™ varsayim geregi yakinsaktir. Terimleri z’e bagl olmayan
yakinsak bir serinin kalani  ’ten bagimsiz bir sifir dizisidir; dolayisiyla Y, f,,, [0, R] idizerinde diizgiin
yakinsaktr.

czel0,R] icint =

landr.

€ [0,1] olur ve t"*! =t . " < t" oldugundan (gn(z) ) dizisi n’ye gore aza-

SR
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9.1 U¢ Noktaya Kadar Diizgiin Yakinsaklik 81

ez €[0,R]icin0 < g,(z) =t"™ <1 oldugundan (g,,) diizgiin sinirlidir.

Teorem 7.4 geregiy " f,.g, = > a,x™ serisi [0, R] iizerinde diizgiin yakinsaktur.

(ii) b,, = (—1)"a,, olsun. > b,x™ kuvvet serisinin yakinsakhk yaricapr da R’dir, ¢iinkii | b, | =
| a,, |'dir; ayrica b, R™ = > a,,(—R)"™ yakinsaktir. (i) geregi Y b, y" serisiy € [0, R]| iizerinde diiz-
giin yakinsar. y = —x yazilirsa b, y" = (—1)"a,,(—z)"™ = a,z™ olur vey € [0, R] kosulu x € [—R, 0]
demektir. Oyleyse > a,,x", [—R, 0] iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

Sonug 9.1 (Yakinsaklik Kiimesinin Kapali Alt Araliklari). > a,z" kuvvet serisinin yakinsaklik
yarigapt R € (0, +00) olsun ve seri x = R noktasinda yakinsasin. O zaman —R < ¢ < R olan her c igin

seri [c, R] iizerinde diizgiin yakinsaktir. Seri x = —R noktasinda da yakinsiyorsa [—R, R)] iizerinde diizgiin
yakinsaktr.

ispat.
Once su gozlemi yapalim: bir fonksiyon serisi A ve B kiimelerinin her birinde diizgiin yakinsiyorsa A U

B iizerinde de diizgiin yakinsar; ¢iinkii verilen € icin iki kiimeden gelen N, ve Ng sayilarinin biiyigi,
birlesimin biitiin noktalarinda is goriir.

¢ > 0ise[c, R] C [0, R] olur ve iddia Teorem 9.1 (i) ile alt kiimeye kisitlamadan (Onerme 2.3) gtkar. — R <
¢ < 0isep=|c| <R iginseri[—p, p] iizerinde diizgiin yakinsaktir (hatirlatmadaki ikinci madde); ézel
olarak [c, 0] iizerinde diizgiin yakinsaktir. Seri [0, R] iizerinde de diizgiin yakinsak oldugundan gézlem
geregi[c,0] U [0, R] = [c, R] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Seriz = — R ’de de yakinsiyorsa Teorem 9.1 (ii) geregi [— R, 0] iizerinde diizgiin yakinsaktir; gozlem geregi
[-R,0] U [0, R] = [—R, R) iizerinde diizgiin yakinsaktir. @

Diizgiin yakinsaklik u¢ noktaya kadar uzaninca siireklilik ve integral teoremleri de oraya kadar uzanur.
Sonuc 9.2 (U¢ Noktada Siireklilik ve Integral). > a,z" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R €
(0, +00) ve toplami f olsun.y a,, R™ yakinsaksa:

(@) £, [0, R] uizerinde siireklidir; ézel olarak lim f(z) = Z a, R™ olur;
n=0

xR~

(ii) seri [0, R] iizerinde terim terime integrallenebilir:

R oo n+1
a,R
/0 f(z)dx = g il

n=0

Ispat.
Teorem 9.1 (i) geregi seri |0, R] iizerinde diizgiin yakinsaktir ve terimleri a,, x™ iul'reklidir. (i) iddiasu siirek-
n

lilik teoreminden (Teorem 8.1), (ii) iddiast Teorem 8.2 ile fOR a,x"dr =—= 7 hesabindan ¢ikar. ®

(i) sikki, Analiz 2'de dogrudan bir hesapla kanitlanan Abel limit teoremidir (bkz. Analiz 2); burada diizgiin
yakisakligin bir sonucu olarak yeniden elde edilmistir. (ii) sikk: ise yenidir: (—R, R) icindeki terim
terime integral teoremi, integrasyon araligimin uca kadar uzanmasina izin vermiyordu.

" . N (—1)m
Ornek 9.1 (U¢ Noktaya Kadar Integral). Z ———— serisinin toplamim bulunuz.
“—n(n+1)
Coziim.
| z | < 1ligin

ln(l—i—x):i$x"

n=1

(71)n+1

agilimi gegerlidir (bkz. Analiz 2); yaricap R = 1°dir. z = 1 noktasinda seri ), ~———— alterne harmo-

nik serisidir ve Leibniz testi geregi yakinsaktir. Sonug 9.2 (i) geregi toplam [0, 1] izerinde streklidir;
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82 Boliim 9. Kuvvet Serilerinde Diizgiin Yakinsaklik ve Analitik Fonksiyonlar

In(1 + z) de siirekli oldugundan esitlik z = 1 i¢in de gegerlidir. Sonug 9.2 (ii) geregi seri [0, 1] izerinde
terim terime integrallenir:

1 ) n+1 ) n+1
In(1 =

Sol yani kismi integrasyonla hesaplayalim (v = In(1 + ), dv = dz):

1 1
— 1 z
/0 ln(l—i—a:)dx—[zln(l—i—a:)]o /0 1+$dar:

1
:1n2—/ (1—L>dm—ln2—(1—ln2) =2In2—1.
0

1+
Oyleyse
o ( n+1
Z —21n2—1m0,386.
= n(n
]
Ornek 9.2 (U¢ Noktada Limit Hesabu). Z _r kuvvet serisinin yakinsaklik kiimesini bulunuz
- . — n(n+1)
ve wli—>Hll* 2. m limitini gerekcesiyle hesaplayiniz.
Coziim.
Yarigap. a,, = m icin
1
lim | 2242 | = lim _nr+l) = lim —— =
n—oo| @, n—o0 (n—l— 1)(77,—{—2) n—oomn + 2

oldugundan R = 1’dir (bkz. Analiz 2); 1seri (—1,1) ﬁzerlinde yakinsar.

Uc¢ noktalar. z =1 icin seri » nn 1) olur. Y = Tl oldugundan kismi toplam
teleskopiktir:
S—(l 1)+(1 1)—1— +<1 = )—1 ! -1
N 2 2 3/ 7 \N N+1) = N+4+1 7
1)~
Seri yakinsaktir ve toplami 1’dir. = —1iginseri } (—_21) olur; mutlak degerlerinin serisi az 6nceki
n

yakinsak seri oldugundan mutlak yakinsaktir. Yakinsaklik kiimesi [—1, 1] dir.
Limit. Seri # = 1’de yakinsadigindan Teorem 9.1 (i) geregi [0, 1] Gizerinde diizgiin yakinsaktir. Terimler
stirekli oldugundan limit ile toplam yer degistirir (Sonuc 9.2):

[ee) n n

oo
T Z
I =3 lim
o1 2= n(n + 1) ;m”{l— n(n+ 1)
- 1
S
nzln(n—i—l)

n

1
(Bu 6rnekte M-testi de yeterlidir: | z | < 1 i¢in - (;_’_ l)‘ < Y

ve sagdaki seri yakinsaktir;

seri [—1, 1] tizerinde diizgiin yakinsar.) m
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9.2

9.1 U¢ Noktaya Kadar Diizgiin Yakinsaklik 83

Ornek 9.3 (Toplam integral Olarak Yazma). f(z) =1+ Z x_2 fonksiyonunu | z | < 1 igin bir
n
n=1
integral yardimiyla ifade ediniz.
Coziim.
Serinin yaricapt R = 1’dir (Vn? — 1). (—1, 1) tizerinde terim terime tiirev alalim:

n—1 T .T2
= 1 — _ cen
+ 5 + 3 +

i
&

I
NgE
5|8

I
NgE

8
3

3
Il
—
3
Il
—

zf(@)=Y —=-ln(l—-=z) (z]<]1).
n=1
1
(Gergekten, sol yanin tiirevi » - vl = T geometrik serisidir ve £ = 0’da iki yan da 0°dir.)
n2 -z
Dolayisiyla z # 0 igin
, In(1—x)
f(a) =~

In(1—1¢)

olur. t = 0 iken — — 1= f’(0) oldugundan sag yan ¢ = 0’da siirekli bi¢imde tanimlanir.

f(0) = 1 oldugundan analizin temel teoremiyle

f(x):p/w@dt (z|<1)
0

bulunur. Bu integral temel fonksiyonlarla ifade edilemez; f i¢in elde edilebilecek “kapali” bi¢im budur.
Seri z = +1 noktalarinda da yakinsar (M-testi, Aligtirma 7.2) ve [—1, 1] iizerinde siireklidir. Dolayisiyla
f(1) ve f(—1) degerleri, yukaridaki formiiliin z — 1~ ve x — —17 limitleridir. m

Bir Noktada Analitik Olmanin Olciitii

Bir fonksiyonun bir noktanin ¢evresinde kuvvet serisiyle temsil edilebilmesine o noktada analitik olmak
denir (bkz. Analiz 2). Analitik bir fonksiyon sonsuz kez tiirevlenebilirdir, ama tersi dogru degildir: x #+
0 icin e 1/%*, £ = 0 icin 0 degerini alan fonksiyon sonsuz kez tiirevlenebilir oldugu halde 0 noktasinda
analitik degildir (bkz. Analiz 2). Aradaki farki: tiirevlerin bitytime hizi belirler.

Teorem 9.2 (Analitiklik icin Tiirev Ol¢iitii). f, 0'in bir komsulugunda taniml bir fonksiyon olsun.
f’nin 0 noktasinda analitik olmasi icin gerek ve yeter kosul sudur: 6yle r > 0, K > 0 sabitleri vardir ki f,
(—r,r) dizerinde sonsuz kez tiirevlenebilirdir ve her x € (—r,r), hern € {0,1,2, ...} icin

m(g) | < KR
AN e oy g e (1)

olur.

ispat.

Gereklilik. f, 0°da analitik olsun: 6yle bir R > 0 ve (ay,) katsayilari vardir ki | | < R i¢in f(z) =
Zk>0 a,x® olur. f, (—R, R) iizerinde sonsuz kez tiirevlenebilirdir ve terim terime tiirev almayr n kez
uygulayarak

b (o] <R) )

bulunur (bkz. Analiz 2).

Acik Matematik - acik-matematik.com 83 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/taylor-ve-maclaurin-serileri.html#def-analitik-fonksiyon
https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/taylor-ve-maclaurin-serileri.html#exm-analitik-olmayan-ornek
https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/kuvvet-serilerinin-ozellikleri.html#cor-sonsuz-turevlenebilir
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

84 Boliim 9. Kuvvet Serilerinde Diizgiin Yakinsaklik ve Analitik Fonksiyonlar

0 < 7 < R olan birr secelim. >_ a;,r* yakinsak oldugundan genel terimi 0’a gider; yakinsak dizi sinirli
oldugundan 6yle bir K > 0 vardir ki her k igin | a;r* | < K olur. | = | < r icin (2) esitliginde mutlak

deger alahm ve| a;, | < E yazalim:

. > kK K R [\
|19 [ €3 g e B = s ()

k=n k=n

1
Sagdaki toplami hesaplamak icin (2) formiiliinii 1= Zkzo tF geometrik serisine uygulayalim. Sol

yanin n’inci tirevi — oldugundan

(1—1)

> k! n!
D g = a e (<D

k=n
" z | .
elde edilir. t = — € [0, 1) i¢in
T
n+1
|f(")(x)|§£~n—!:£~ nir _ _ rKnl

(- M)”“ o (r—lz )t (e =] )
T

olur; bu (1) esitsizligidir.

Yeterrlirlik. f, (—r,r) iizerinde sonsuz kez tiirevlenebilir olsun ve (1) saglansin. f ’nin Maclaurin serisinin

araliginda f’ye yakinsadigini gosterecegiz.

23

0<|z|< 5 ven > 1 olsun. Lagrange kalanl Taylor teoremi (bkz. Analiz 2), 0 ile x arasinda
=l e(k) (0 (n)
— k! n!

olacak bigimde bir § noktasi verir. Son terim kalandir; R, (z) ile gosterelim. | £ | < | = | oldugundanr —
| €| >7— |z |> 0 olurve (1) esitsizligi & noktasinda

rKn! rKn!
(r—=[& )+t = (r—[ =z )+!

| F™ () | <

verir. Dolayisiyla

bulunur. | z | <goldugundanr—\x | > S |

2
R, (z) — 0 olur; bu,

, yani ¢ = T < 17dir. ¢" — 0 oldugundan
r—|z

f(z) = lim . f(k>(0) k= i": f(k>(0) z* (| z|< g)

demektir (x = 0 icin esitlik agiktir). f, 0'in (— ) komsulugunda bir kuvvet serisiyle temsil edilir; 0

ror
2’2
noktasinda analitiktir. B

) K n!
Ol¢it z = 0 noktasinda | f ™) (0) | < =™ verir: analitik bir fonksiyonun tiirevleri en ¢ok “faktoriyel
rn

F™(0)

n:

carp1 geometrik dizi” hiziyla biiytiyebilir. Esdeger olarak Maclaurin katsayilar < —- siurint

r

saglar; bu, serinin yaricapinin en az r oldugunu soyler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 84 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/taylor-formulu.html#thm-taylor-lagrange
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.2 Bir Noktada Analitik Olmanin Olgiitii 85

Ornek 9.4 (Olgiitte Esitlik Durumu). f(z) =

sagladigini gosteriniz.

fonksiyonunun (1) esitsizligini r = 1, K = 1 ile
—z

Cozim.

! ' 1)!
Tiimevarimla (™) (z) = olur: n = 0 i¢in dogrudur ve ( 7 r )n+1> = ( (n+1) dir.

n!
(1— )t (1—=z 1— z)n+?

|z | <licinl—2z>1—|2z|>0oldugundan
n! < n! . rKn!
I—z)tt = (=] ) (r—]a )+

| () | = (r=K=1)

olur; 0 < = < 1 igin esitlik saglanir. Olgiitteki sinir, geometrik serinin toplam fonksiyonundan okun-
mustur ve daha iyisi ile degistirilemez. m

9.3 Alistirmalar

. - -1H"
Alistirma 9.1 (Arktanjantin Uca Kadar Integrali). Z =1 serisinin toplamini bulu-
=

< (2n+1)(2n +2)

nuz.

Coziim.

© (1)
| z | <1 igin arctanx = ;%
=" R

1’de seri ) a1 olur ve Leibniz testi geregi yakinsaktir. Sonu¢ 9.2 geregi esitlik [0, 1] tizerinde
n

gegcerlidir ve seri bu aralikta terim terime integrallenir:
1 [e%s)
c)m 1
t dr = . .
/0 etanzde =320 s

Sol yan i¢in kismi integrasyon (v = arctan z, dv = dx):

1 1
T
/arctanazdm:[marctanx]})—/ ——dx
0 0 1+ 22

L7 In2

22"+ acilimi gecerlidir (bkz. Analiz 2); yarigap R = 1’dir. x =

0 1
=1 [gma+an)| =7
1 [2n< )| =17
Oyleyse
> )" 7 In2
= - —— ~0,439.
7;) 2n+1 2n+2) 4 2 ’
|

Alistirma 9.2 (Yalniz Bir Ucta Yakinsayan Seri). Z T serisinin [—1, 0] tizerinde diizgiin yakinsak

oldugunu, [0, 1) tizerinde ise diizgiin yakinsak olmadlglm gosteriniz.

Coziim.
/v = (/n)'* = 1 oldugundan R = 1'dir.

—1)"

1
[—1,0] iizerinde. x = —1 i¢in seri ) olur; — azalarak 0’a gittiginden Leibniz testi geregi
n

yakmsaktir. Teorem 9.1 (ii) geregi seri [—1, 0] Gizerinde duzgun yakinsaktir.

> -1 [0,1) tizerinde smirhdir: 0 < Sy (z) < N.

Toplam fonksiyonu S ise smurli degildir. Gergekten, M > 0 verilsin. ), — 1raksak oldugundan

ﬁ

[0,1) iizerinde. Her kismi toplam Sy (z) =
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1 1
S 7 > 2M olacak bicimde bir N vardir. z — 1~ iken Sy(z) — 25:1 7 oldugundan 1’e

n=1
yeterince yakin bir z € [0,1) igin Sy (z) > M olur; terimler negatif olmadigindan S(z) > Sy (z) >
M. Sinirli fonksiyonlarin sinirsiz limiti diizgiin olamaz (Sonug 4.1); seri [0, 1) iizerinde diizgiin yakinsak
degildir. m

Alistirma 9.3 (Siniis Fonksiyonu Olgiitii Saglar). f(z) = sin z fonksiyonunun Teorem 9.2 él¢iitiinii
her r > 0 i¢in sagladigini gosteriniz.

Cozim.
sin z fonksiyonunun tiirevleri sirayla cos x, — sin z, — cos z, sin  bi¢iminde yinelenir; dolayisiyla her
n ve her z icin | ™) (x) | < Vdir.
r > 0 verilsin. Olgiitiin sag yanini alttan simirlayalm: | z | < ri¢in 0 < r — | z | < r oldugundan
rKn! rKn!  Kn!
(r—|a|)ntt = potl T opn

olur. 7"_' — 0 oldugundan <T—'> dizisi sinirhidir; K sayisini bu dizinin bir st sinir1 olarak secelim: her
n! n!

" Kn! N

r > 1. Oyleyse

ni¢in — < K, yani
n! T

Kn! rKn!
S e

| (@) | <1< (lel<r)

saglanir. Olciit her r > 0 igin gecerlidir; bu, siniisiin Maclaurin serisinin biitiin R’de siniise yakinsa-
masiyla uyumludur. m

Fonksiyon serilerinin genel kuramini ve en diizenli 6rnegi olan kuvvet serilerini tamamladik. Kuvvet
serileri bir fonksiyonu ™ kuvvetleriyle acar; periyodik fonksiyonlar icin dogal yapa taglar1 ise cos(nz) ve
sin(nx) fonksiyonlaridir. Siradaki kisim bu agilimlari, Fourier serilerini ele alir.
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10.1

10. Trigonometrik Seriler ve Fourier
Katsayilar:

Kuvvet serileri bir fonksiyonu 1,z, 22, 23, ... kuvvetlerinin sonsuz toplami olarak yazar. Bu acilimin
bedeli agirdir: fonksiyon sonsuz kez tiirevlenebilir olmalidir, o da yetmez. Periyodik olaylar (titresen bir
tel, donen bir cark, yinelenen bir sinyal) icin daha dogal yap1 taslar1 vardir: cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, ...
fonksiyonlari. Bunlarla kurulan serilere trigonometrik seri denir ve sasirtic1 bicimde, koseli hatta sigramali
fonksiyonlar1 bile temsil edebilirler.

Bu bolimde iki soruyu ele aliyoruz. Birincisi: bir fonksiyon trigonometrik bir seriyle yazilabiliyorsa
serinin katsayilar1 ne olmalidir? Yanit, siniis ve kosiniislerin birbirine “dik” olmasindan ¢ikan integral
formiilleridir. Tkincisi: verilen bir fonksiyon i¢in bu formiillerle katsayilar1 hesaplayip seriyi nasil kurariz?
Serinin fonksiyona yakinsayip yakinsamadigi sorusu sonraki boliimlerin konusudur.

Trigonometrik Seriler ve Periyodiklik

Once inceleyecegimiz serilerin bigimini sabitleyelim.

Tanim 10.1 (Trigonometrik Seri ve Trigonometrik Polinom). ay,aq,a,, ... ve by, by, ... reel sayilar
olmak tizere

% + Z ( a, cos(nz) + b, sin(nz) )

n=1
bicimindeki fonksiyon serisine trigonometrik seri, sayilara serinin katsayilari denir. Serinin

N
Ty(z) = % + Z ( a, cos(nz) + b, sin(nz) )

n=1

kismi toplami bigimindeki sonlu toplamlara trigonometrik polinom, T);’ye de derecesi en ¢ok N olan
trigonometrik polinom denir.

Yani trigonometrik seri,a terimleri cos(nx) ve sin(nz) fonksiyonlarinin katlar1 olan bir fonksiyon serisidir.
Sabit terimin a, degil ?0 yazilmasi bir aligkanliktir; katsay1 formullerinin n = 0 i¢in de aymi bigimde

kalmasin saglar.

Serinin her terimi 27 periyotludur: cos(n(z + 27)) = cos(nz) ve sin(n(z + 27)) = sin(nz). Bu ylizden
seri bir x, noktasinda yakinsiyorsa her k € Z i¢in x, 4+ 2k7 noktasinda da yakinsar ve toplami aynidir;
raksiyorsa orada da iraksar. Dolayisiyla bir trigonometrik serinin toplami, taniml oldugu yerde, 27 peri-
yotlu bir fonksiyondur. Trigonometrik seriyle temsil edilmek istenen fonksiyon da 27 periyotlu olmalidir.
Bu, ilk bakista agir bir kisitlama gibi gériiniir; ama uzunlugu 27 olan bir aralikta taniml her fonksiyon
periyodik héle getirilebilir.

Tanim 10.2 (Periyodik Genisleme). f: (—m, 7] — R bir fonksiyon olsun. Her z € R i¢in z — 2km €
(—m, 7] olacak bicimde tek bir k € Z vardur.

F(x) = f(z— 2km)

ile tamml f : R — R fonksiyonuna f’nin 27 periyotlu periyodik genislemesi denir.

Yani f’nin (—, 7] tizerindeki grafigi, 2 uzunlugunda adimlarla saga ve sola kopyalanir: 7 < 2 < 3 igin
f(z) = f(z —2m), =37 < x < —7 icin f(x) = f(z + 27) olur ve boyle devam eder. Genisleme (—, ]
tizerinde f ile cakisir ve her z i¢in f(z + 27) = f(z) saglar. Cogu zaman genislemeyi de f ile gdsteririz.
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88 Boliim 10. Trigonometrik Seriler ve Fourier Katsayilar:

=31 31 x

Sekil 10.1: flx) = x fonksiyonunun (-m, n] araligindaki grafigi (koyu) ve 2m periyotlu genislemesi.
Genigleme nt'nin tek katlarinda mt'den —nt'ye sigrar; dolu nokta fonksiyonun o noktadaki degerini gosterir.

Sekilde f(z) = z fonksiyonunun periyodik genislemesi goriiliir. f(—7*) # f(7) oldugundan genisleme
7’nin tek katlarinda sigrar: bir aralikta siirekli olan fonksiyonun periyodik geniglemesi siirekli olmayabilir.
Genislemenin siirekli olmast i¢in f’nin siirekli olmasi ve lim,_, _. f(z) = f(m) saglamas1 gerekir.
Periyodik fonksiyonlarin integralleri i¢in sik kullanacagimiz bir 6zellik vardir: bir periyot boyunca alinan
integral, periyodun nereden basladigina bagl degildir.

Onerme 10.1 (Bir Periyot Uzerinde Integral). f:R — R, 27 periyotlu ve [, 7| iizerinde integral-
lenebilir olsun. O zaman her a € R igin f, [a, a + 27] iizerinde integrallenebilirdir ve

a+2m ™
[ t@dn= [ fa@ds
olur.

ispat.

Adim 1: Oteleme. k € Z ve [c,d] C [—m, 7] olsun. x = t + 2kn degisken degistirmesi ve f(t + 2km) =

f(¢) ile

d+2km d d
z)dr = t+2km)dt = t) dt 1
/M,W f(@) /Cf(+ ) /Cf() 1)

olur; ozel olarak f, [—m, 7] aralifinin her ételemesinde, dolayisiyla sinirli her aralikta integrallenebilirdir.
Ayni degisken degistirmesi (1) esitligini artik her [c, d] araligi igin verir.

Adim 2: Aralig1 parcala. a € R verilsin. a € (—m + 2km, m 4+ 2kw| olacak bigimde bir k € Z vardr;
¢ =a—2km € (—m, 7] yazalim. (1) ile

/:Hﬂ f(z)dz = /CC+27T ft)dt = /: ft)dt + /:Hﬂ F(t) dt

olur. Son integralde t = s+ 2w yazilirsa s, —n’den c’ye degisir ve periyodiklikle f;+27f F(t)dt =
ffﬂ f(s) ds bulunur. Oyleyse

/a+27f(fc)dx=/cﬂf(t)dt+/c f(s)ds:/wf(m)dx.

a —T —T
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10.2

10.3

10.1 Trigonometrik Seriler ve Periyodiklik 89

Ortogonallik Bagintilar:

Katsay: formiillerinin arkasindaki biitiin mekanizma, asagidaki integrallerdir. Hesaplarinda ¢arpimi top-
lama ceviren ti¢ 6zdeslik kullanilir:

sinacos 8 = % [sin(a + B) + sin(a — B) |,
cosacosff = % [cos(a + B) + cos(a — B) |,
sinasin 8 = % [cos(a—B) —cos(a+ ) | .

Lemma 10.1 (Ortogonallik Bagintilar1). m,n € {0, 1,2, ...} olsun. O zaman:
@ /7r sin(mz) cos(nz) dx = 0;
(ii) k;:inuslerin carpimi igin
™ 0, m#n
/ cos(mz)cos(nz)dex =<7, m=n>1

2rrm=n=0

(iii) siniislerin ¢arpimi igin

™ 0,m#n
/ sin(mx) sin(nz)dex =< m,m=mn2>1
- 0,bm=n=0
ispat.
Once iki temel integrali hesaplayalim. k sifirdan farkli bir tam say olsun:
/ cos(kz) dr = [sm(km)] _ sin(km) — sin(—km) o, )
. k . k
/ sin(kz) dz = [_cosékx)] _ _ cos(km) —kcos(—lmr) _o. 3)

—Tr

k =0 icin fﬂﬂ cos(0) dx = 27 ve fww sin(0) dz = 0’dur.

(i) Birinci 6zdeslik sin(max) cos(nz) ¢arpimini sin((m + n)z) vesin((m — n)x) fonksiyonlarinin topla-
munin yarist olarak yazar. (3) ve sin 0 = 0 geregi iki terimin de integrali 0’dwr.

(ii) Ikinci 6zdeslik cos(ma) cos(nz) ¢arpimini cos((m + n)x) ve cos((m — n)z) fonksiyonlarinin topla-
minmin yarisi olarak yazar. m # n isem + n # 0 vem — n # 0 oldugundan (2) geregi integral 0°’dir. m =
n > 1 ise birinci terimin integrali 0, ikinci terim cos 0 = 1 olur ve integral% - 21 = 7 bulunur m =n =
0 ise integrand 1°dir ve integral 2 dir.

(iii) Uciincii 6zdeslik sin(mzx)sin(nz) ¢arpimini cos((m — n)z) ile cos((m + n)x) fonksiyonlarinin
farkimin yarisi olarak yazar. m #+ n ise iki terimin integrali de 0°dir. m = n > 1 ise birinci terim 1’dir,
ikincinin integrali 0°dir ve integral m bulunur. m = n = 0 ise integrand 0’dir. B

Bu bagntilar, vektorlerin dikligine benzetilerek okunur: / f(z) g(z) dz sayis1 iki fonksiyonun “i¢

—T
carpimi” gibi diistniilirse 1, cos z, sin z, cos 2z, sin 2z, ... fonksiyonlarindan farkli herhangi ikisinin i¢
carpimu sifirdir. Bu yiizden bu fonksiyon ailesine ortogonal sistem denir.

Katsay1 Formiilleri
Bir f fonksiyonu trigonometrik bir serinin toplamu olsun. Katsayilar1 f cinsinden bulmak icin seriyi

cos(kz) ya da sin(kz) ile carpip [—, 7] lizerinde integralleyecegiz; ortogonallik, sonsuz toplamdan tek
bir terim birakir. Integrali toplamin icine alabilmek icin diizgiin yakinsaklik yeterlidir.
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90 Boliim 10. Trigonometrik Seriler ve Fourier Katsayilar:

Teorem 10.1 (Diizgiin Yakinsak Trigonometrik Serinin Katsayilari).

%—l—; ( a, cos(nz) + b, sin(nz) )

n

trigonometrik serisi [—m, 7| iizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsasin. O zaman f siireklidir ve
= l/ f(z) cos(kx) dz (k> 0),
Q -7
1 (" )
= —/ f(z)sin(kx) dz (k>1)
m —T

olur.

ispat.

Terimler siirekli ve seri diizgiin yakinsak oldugundan f sireklidir (Teorem 8.1); 6zel olarak integrallene-
bilirdir.

Adim 1: Carpim serisi de diizgiin yakinsar. k > 0 sabit olsun ve T, serinin kismi toplami olsun.
|cos(kz) | <1 oldugundan her x € [—m, 7] igin

| Ty (2) cos(kz) — f(z) cos(kz) | < | Ty (z) — f(z) |

olur. Sag yamin supremumu 0’a gittiginden Ty cos(kz) = f cos(kz) ([—=, 7]); yani

f(z) cos(kz) = —cos (kx) + i a, cos(nz) cos(kz) + by, sin(nz) cos(kz) )

n=1

serisi diizgiin yakinsaktir.
Adim 2: Terim terime integral. Teorem 8.2 geregi

/f cos(kz) d :—/ cos(kz) d

+ Z ( / cos(nz) cos(kx)dx + b, /7r sin(nzx) cos(kx) d:v)

—T

olur.

Adim 3: Ortogonallik. k = 0 ise Lemma 10.1 geregi toplamdaki biitiin integraller 0°dir ve ilk terim Zo

2m = agm verir. k > 1 ise ilk terim ve siniislii biitiin integraller 0°dir; kosiniislii integrallerden yalniz n =
k olani sifirdan farklidir ve 7’ye esittir. Her iki durumda

/: f(z) cos(kz) dx = a7

bulunur; bu, a;, formulidir.
Adim 4: by, Ayni islemler sin(kz) ile yinelenir (k > 1): [sin(kz) | < 1 oldugundan ¢arpim serisi diizgiin

yakinsar, terim terime integralde Lemma 10.1 geregi yalniz bk/ 2(kz) dx = by terimi kalhr. m

Teorem, katsayilarin nasil secilmesi gerektigini sdyler: bir fonksiyon (diizgiin yakinsak) bir trigonometrik
seriyle temsil edilecekse katsayilar yukaridaki integrallerden bagka bir sey olamaz. Bu gézlem tanimu
tersine cevirmeyi Onerir: sagdaki integraller yalniz f’nin integrallenebilir olmasini gerektirir; o halde
integrallenebilir her fonksiyon i¢in bu sayilar1 hesaplayip seriyi kurabiliriz.

Tanim 10.3 (Fourier Katsayilar1 ve Fourier Serisi). f, [—m, 7] iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon
olsun.
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10.3 Katsay1 Formiilleri 91

}T/ ) cos(nzx) dx (n >0),
b, = 7lr ! f(z)sin(nz) dz (n>1)

sayilarma f’nin Fourier katsayilari, bu katsayilarla kurulan

[ee)

+ Z ( a, cos(nz) + b, sin(nz) )

n=1

20
2
trigonometrik serisine f’nin Fourier serisi denir. Bu iligki

%—l—; ( a, cos(nz) + b, sin(nz) )

n

biciminde yazilir. Serinin N’inci kismi toplami .S, ile gosterilir:

N
Sy(z) = “2—0 +3( a, cos(nz) + b, sin(nz) ) .

a
Yani Fourier serisi, katsayilar1 f’den integral formiilleriyle tiretilen trigonometrik seridir. Sabit terim ?O =

1 U
o / f(z) dz, f’nin bir periyot izerindeki ortalama degeridir.
™

~ igareti bilerek secilmistir ve esitlik anlamina gelmez. Tanim yalniz katsayilarin nasil hesaplandigini
soyler; serinin yakinsak oldugunu ya da f(z)’e yakinsadigini sdylemez. Bir fonksiyonun Fourier serisi
bazi noktalarda iraksayabilir, yakinsadig1 noktalarda da f(z)’ten farkli bir degere yakinsayabilir. Esitligin
hangi kosullarda gecerli oldugu noktasal yakinsaklik bélimiinde incelenir.

f, 27 periyotlu ise Onerme 10.1 geregi katsay1 integralleri [—m, 7] yerine uzunlugu 27 olan herhangi bir
aralikta, 6rnegin [0, 27| iizerinde alinabilir.

Teorem 10.1 bu dille sunu séyler: diizgiin yakinsak her trigonometrik seri, toplamimin Fourier serisidir.
Ozel olarak bir trigonometrik polinomun Fourier serisi kendisidir.

@ Dort adimda Fourier serisi

1. Simetriye bak. f tek mi, cift mi? Tekse biitiin a,,, ciftse biitiin b,, sifirdir (Onerme 10.2).

" ag’thesapla. q) = p f(z) dz; buintegral a,, formiiliinden ayr1 hesaplanur, ¢iinkii n’ye blme
iceren genel formil n = 0 igin gegersizdir.
3. a,, ve b,,’yi hesapla. Cogunlukla kismi integrasyon gerekir; sonugta sin(nm) = 0 ve cos(nm) =
(—1)™ kullanilir.
4. Seriyi yaz. Katsayilar n’nin tek ya da ¢ift olmasina gore sadelesiyorsa serin = 2k — 1 yadan =
2k indisleriyle yeniden yazilir.

Ornek 10.1 (Birim Egimli Dogrunun Fourier Serisi). f(z) = x fonksiyonunun (—, 7] araligindaki
Fourier serisini bulunuz.

Cozim.
ag.
1" 1[22]"
== de=-|2| =o.
ap = — /_ ﬂx z=— l 5 ]
a,,. n>1 icin zcos(nz) tek fonksiyondur: (—z)cos(—nz) = —x cos(nz). Tek bir fonksiyonun
[—7, 7] iizerindeki integrali 0°dur; ¢linkii z = —t degisken degistirmesiyle
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92 Boliim 10. Trigonometrik Seriler ve Fourier Katsayilar:

/O x cos(nz) dx = /0(—t) cos(—nt) (—dt) = — /Oﬂtcos(nt) dt

—T T

olur ve iki yarinin integralleri birbirini gétiiriir. Oyleyse her n > 0 i¢in a,, = 0.
b,,. Kismi integrasyonla (u = z, dv = sin(nz) dz; du = dz, v = _cos(nm)):

n

b, = %/ﬂ e sin(nz) do = }T ([—%(mﬂ :T + % /7r cos(nz) da:)

™ —T

1 —mcos(nm) — mcos(nn) 402 2cos(nm)  2(—1)"*
G n N n N n
Seri.
32 (—1)nHt sin2z  sin3z
~J —_— i = 2 i — —_— e
x T; - sin(nx) (smm 5 + 3 )
x = m ve £ = —7 noktalarinda serinin biitiin terimleri 0’dir; toplam 0 olur, oysa f(7) = 7’dir. Bu, ~
isaretinin neden esitlik olmadiginin ilk 6rnegidir. m
Ornek 10.2 (Mutlak Degerin Fourier Serisi). f(z)= |z | fonksiyonunun [, | araligindaki

Fourier serisini bulunuz.
Coziim.

| « | cift fonksiyondur. | z |sin(nz) tek oldugundan b,, = 0;
[0, 7] lizerindeki integralin iki katidr.

2 2 72
o- g = — xdx—w-?—ﬂ.
0

a,,.n > 1icin kismi integrasyonla (v = z, dv = cos(nx) dx):

2 (7 2 i 1"
a, = —/ x cos(nz) dx = — ({M] — —/ sin(nx) d:ﬂ)
™ T n n
0 0 0
2 cos(nz)]” 2
=Z|o == ((-1)"—1).
w(+[ n? ]0) 7m2(( ) )
n ¢iftse (—1)™ — 1 = 0, n tekse (—1)" — 1 = —2 olur:
_J0, n cift
n = —4;,n tek
Seri. Yalniz tek indisler kalir; n = 2k — 1 yazalim:

o ZCOS (2k—1)z) 4( +cos3x+cos5x+ )
z|l~g—— =_———|cosz+——+——+).
(2k —1)2 2w 32 52

z | cos(nz) ¢ift oldugundan integraller

1
Katsayillar — hiziyla kiiciiliir; M-testi geregi bu seri R iizerinde diizgiin yakinsaktir. Bir 6nceki
n

- 1
ornekteki (Ornek 10.1) katsayilar ise yalmz —
n

genislemesinin siirekli, z’inkinin si¢cramali olmasidir. B

10.4 Tek ve Cift Fonksiyonlar

Iki 6rnekte de simetri hesabin yarisini ortadan kaldirdi. Bunu genel bir kural olarak kaydedelim.
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10.4 Tek ve Cift Fonksiyonlar 93

Onerme 10.2 (Tek ve Cift Fonksiyonlarin Fourier Katsayilar1). f, [—n, 7] iizerinde integrallenebilir
olsun.
(i) f cift ise, yani her z icin f(—x) = f(x) ise, biitin b,, katsayilar sifirdir ve

oo

:z/ﬂf(a:)cos(nac)dx (n>0), ~%0 Z cos(nx)
TJo

2 =1
(ii) f tek ise, yani her x i¢in f(—x) = —f(x) ise, biitiin a,, katsayilari sifirdir ve

b, = 2 /7r f(z)sin(nz)dz (n>1), flz) ~ an sin(nx).
0 n=1

™
ispat.
g, [—m, | iizerinde integrallenebilir olsun. x = —t degisken degistirmesiyle

/ig(l‘)dx:/og(_t) (—dt)Z/Oﬂg(—t)dt

U

olur. Dolayisiyla

bulunur: g tek ise integral 0, g cift ise 2/ g(t) dt’dir.

0
(i) f ¢ift olsun. cos(nz) ¢ift oldugundan f(z) cos(nx) ¢ifitir; sin(nx) tek oldugundan f(z) sin(nx) tektir.
(4) geregib, =0vea, = — f(z) cos(nx) dz.
T

0
(ii) f tek olsun. Bu kez f(z)cos(nz) tek, f(z)sin(nz) cifttir (iki tek fonksiyonun ¢arpim ifttir). (4)

geregia, =0veb, = — | f(z)sin(nz)dz. m
m
0

0,—m<x<0

5 0<n<n fonksi-

Ornek 10.3 (Basamak Fonksiyonunun Fourier Serisi). [—m,7] lizerinde f(z) = {

yonunun Fourier serisini bulunuz.

Cozim.
f ne tek ne cifttir; ti¢ katsay1 ailesini de hesaplayalim. f, [—m,0) tizerinde 0 oldugundan integraller
yalniz [0, 7] dizerinde alur.
.ag = — 2dx = 2.
ag-ag = — x

0
a,.n > 1igin

™

1 [" 2
a, = / 2cos(nz) dz = —
0 T

1 (7 2 T 2
b, = —/ 2sin(nz) dx = —[—M] =—(1-(=D").
T J, ™ o T
. 4
n ciftse b, = 0, n tekse b,, = — olur.
™

Seri.

4 N sin((2k — 1)z)
fl@)~1+ 2 2%k — 1

4/ . sin3xz  sinbx
=1—|——(smx+ —+—)
T

3+5

=
Il
—
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Sabit terim 1, fonksiyonun ortalama degeridir. f — 1 fonksiyonu z # 0 icin tektir (—1 ile 1 arasinda
sigrar); serinin sabit terim diginda yalniz siniis icermesinin nedeni budur. m

Periyodu 2L Olan Fonksiyonlar

Periyot 27 olmak zorunda degildir. L > 0 olmak tizere 2L periyotlu bir f fonksiyonu, degiskeni olcekle-
Lt

yerek 2 periyotlu héle getirilir: g(t) = f (—) fonksiyonu 27 periyotludur, ¢iinkii
T

ste+om) = (2 on) = £(2) = gt0

Lt
¢’nin Fourier katsayilarinda x = — degisken degistirmesi yapilirsa (dt = % dr;t = +micinx = +L)
T

1 ™
anz—/ g(t) cos(nt) d /f cosw Id

/ flx cos—dm

T
bulunur; b,, icin de ayni hesap gecerlidir. g’'nin Fourier serisinde ¢ = T yazilinca cos(nt) ve sin(nt)

nwx nrT
yerine cos Ve sin < gelir; boylece asagidaki tanima ulagilir.

Tanim 10.4 (Periyodu 2L Olan Fonksiyonun Fourier Serisi). L > 0 ve f, [—L, L] iizerinde integ-
rallenebilir olsun.

L
:%/ f(m)cos?dl‘ (n>0),

/ f(z smﬂdaz (n>1)

olmak tizere
f(a:)~%+7;(a cosnL +b, sn?)

serisine f’nin [—L, L] aralifindaki Fourier serisi denir.

Yani 27 periyotlu durumdaki biitiin formiillerde 7 yerine L, nx yerine % gelir; L = 7 i¢in eski

tanlm geri elde ed1hr Tek ve cift fonksiyon kurallarl da aynen gegerhdlr f ciftse b, =0 ve a,

/ f(z cos —_— d:c f tekse a,, =0ve b, / f(z sm Ll Periyot T ile verildiginde L =

— alinir.

Ornek 10.4 (Periyodu 2 Olan Testere Disi). —1 < ¢ < 1icin f(t) =t ve f(t + 2) = f(t) ile verilen
fonksiyonun Fourier serisini bulunuz.

Coziim.
Periyot T = 2 oldugundan L = 1’dir. f tek fonksiyondur; dolayisiyla ay, = O ven > 1igina,, = 0 olur.
. . . cos(nmt
b,,- u = t, dv = sin(nnt) dt ile kismi integrasyon (v = —n—)‘
T
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10.5 Periyodu 2L Olan Fonksiyonlar 95

9 1 ¢ t 1 1 1
b, = —/ tsin(nmt) dt = 2 [—M] + —/ cos(nmt) dt
1/, nm LCU

0
cos(nm sin(nmt) ] —1)" _1\n+l
(- ] ) g
Seri.
F&)~y % sin(nnt).
n=1

Bu, Ornek 10.1 serisinin 6lgeklenmis halidir: orada x = wt yazilip iki yan 7’ye béliiniirse ayn1 seri
cikar. m

1, 0<z<1
0, diger durumlarda

Ornek 10.5 (Dar Bir Darbenin Fourier Katsayilar1). [—2,2] araliginda f(z) = {

fonksiyonunun Fourier katsayilarini bulunuz.

Cozim.
L = 2dir ve integraller yalmz [0, 1] izerinde alinur.

1t 1
ao.a0=§/ da:=§.
0

a,.n > 1igin

1/1 nﬂ'md 1[ 2 . mr:v]l 1 . nmw
a, = — cos—dx =—-|—sin——| = —sin—.
"2 0 2 2 |lnm 2 ], nm 2

sin %T sayisi n ciftse 0, n = 4k + 1 ise 1, n = 4k + 3 ise —1’dir:

0, n cift
an: %, TL:4]{)+1
—%,n =4k +3
b,.

b 1/1 . mm:d 1{ 2 mm:}1 1 (1 mr)
= - sin—dx=-|———cos——| =—|1—cos— ).
nTa ) T . 2

cos n77r sayisi n tekse 0, n = 4k ise 1, n = 4k + 2 ise —1’dir:

0, n=4k
b, = n—lﬂ,n tek
2 n=4k+2
. 1 1 1 1 1
Ik katsayilar: a; = —, a5 =0, a3 = ——3 b; = —, by = —, by = —, b, = 0.
atsayilar: a, ﬂ_az ag 30T 02T 0= 50 u

10.6 Alistirmalar

0,—m<z<0

20<o<n ile verilen fonksi-

Alistirma 10.1 (Yarim Rampa). 27 periyotlu ve (—m, 7] izerinde f(z) = {

yonun Fourier serisini bulunuz.

Coziim.

™ 2

1 d 1 x T
ag. ay = — zdr=— - — = —.
070 T J, T 2 2
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a,,. Ornek 10.2 ¢dziimiindeki integral burada yari ¢arpanla gelir:

1 cos(m;)]” ()" -1

1 ™
a, = —/ z cos(nz)dx = —[
0

™ T n? 0 ™2

b,,-u =z, dv =sin(nz) dz ile

" gsin(ng) do = [ [-2sne) Tyl " cos(na) dz
/ A

_ cos(nm) (—1)”*1'

n n

b, =

3|

Seri.

fz) ~

NS

mn2

RS ((—w_—l costra) + smm)) |
n=1

u’dir; katsayilar1 da Ornek 10.2 ile Ornek 10.1 katsayilarinin toplaminin yarisidur.

Bu fonksiyon

Alistirma 10.2 (Trigonometrik Polinomun Fourier Serisi). f(z) = cos(3z) fonksiyonunun Fourier
serisini bulunuz.

Cozim.
f cifttir; b, = 0. Lemma 10.1 (ii) geregi

a, = L[ cos(3z) cos(nz) dx = Ln=3

no L - o O, n 75 3
olur (n = 0 dahil). Fourier serisinde tek bir terim kalir:
cos(3z) ~ cos(3z).

Bir trigonometrik polinomun Fourier serisi kendisidir; katsay1 formiilleri, polinomda zaten yazili olan
katsayilar1 geri verir. B

Alistirma 10.3 (Ozdeslikle Fourier Serisi). f(x) = sin?z fonksiyonunun Fourier serisini integral
hesaplamadan bulunuz.

Coziim. L1
Yarim a¢1 6zdesligi sin? z = 373 cos(2z) verir. Sag yan bir trigonometrik polinomdur; Teorem 10.1
1
geregi kendi Fourier serisidir. Katsayilar ay = 1, ay = —g Ve obiirleri 0’dar:
1 1
sin? z ~ 373 cos(2x).
|

Alistirma 10.4 (Carpim Biciminde Cift Fonksiyon). (—m, 7| iizerinde f(z) = zsinz ve f(z +
2m) = f(x) ile verilen fonksiyonun Fourier serisini bulunuz.

Cozim.

(—z) sin(—z) = zsinz oldugundan f ¢ifttir; b, = 0.
ag.u=x,dv=sinxdzile
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10.6 Alistirmalar 97

2 (" 2 T 2
aoz;/ a:smwdw:;([—xcosx]g—l-/ cosxdx) :;(W—l—O):Q.
0 0

a,,. Carpimu farka ceviren

[sin((n +1)z) —sin((n — 1)z) |

DN =

sin z cos(nz) =
ozdesligiyle

zsinz cos(nx) dx

s

zsin((n+ 1)z) dx — 1 /Tr zsin((n — 1)z) dzx
0

olur. m > 1 i¢in kismi integrasyonla

mwcos(mm)  mw(—1)"*!

/ zsin(mz) dx = — =
0

m m
bulunur.
. 1 —1)3 1
n = 1 i¢in ikinci integral sin 0 = 0 nedeniyle 0’dir: ¢, = — - m 5 ) =3
T
+ n > 2igin
(_1)n+2 (_1)n " 1 1 2 (_1)n+1
a, = — =(-1) — = 5 .
n+1 n—1 n+l n-—1 n®—1
Seri.
1 X (=17t
xsinzg ~1— 5 cosT —|—2nz_2<712—)_1cos(nx)
- cosxr 2cos2x cos3x
N 2 3 4
| ]

Aligtirma 10.5 (Dogrultulmus Siniis). f(z) = |sinz | fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

Cozim.
|sin(—z) | = |sinz | oldugundan f cifttir; b, = 0. [0, 7] iizerinde |sinz | = sin z’tir.
ag.
2 [T 2 4
ay = —/ sinzdr = — [—cos:c]z)T =—.
7 J, T 7r
a;

2 (7 1 (7 1 2z2)1"
a, = —/ sinzcoszxdr = —/ sin(2z) de = — [—COS; x)] =0.
™ 0 ™ 0 ™ 0

a,,,n > 2. Alistirma 10.4 ¢oziimiindeki ¢carpim 6zdesligiyle

1 (™. .
a, = ;/0 [sin((n + 1)z) —sin((n — 1)z) | dz

1 (1 —cos((n+1)m) 1—cos((n— 1)77))

T n+1 n—1
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98 Boliim 10. Trigonometrik Seriler ve Fourier Katsayilar:

cos((n + 1)) = (—1)"! oldugundan

1—(—1)"+1( 1 1 ) 2 (14 (=1)")
a = —_— = —
" T n+l1l n-1 m(n?—1)
olur. n tekse a 0;n =2kisea 4
ur. =0;n= e =

" 2k (4k2 —1)

Seri.

_ 2 4 X cos(2kx)
|sinz | N;i;;—éﬂﬁ—l .

Seride yalniz cift katli kosiniisler vardir; bunun nedeni | sin z | fonksiyonunun periyodunun aslinda 7
olmasidir. m

0,—2<z<0

v ocncs Ve f(z +4) = f(x) ile verilen

Aligtirma 10.6 (Periyodu 4 Olan Yarim Rampa). f(z) = {

fonksiyonun Fourier serisini bulunuz.

Coziim.
Periyot 4 oldugundan L = 2’dir; integraller [0, 2] iizerinde alinr.
1 1
ao.aoz—/ xdr=—--2=1
2 J, 2 )
a, u=z,dv= cos@da:ile(v: —sin@)
2 nmw 2
1 2 nmwT 1 [230 . mra:r 2 2 . nTx
a,== [ xcos—dr=_-||—sin—| —— [ sin——dz
2/, 2 2\ [nm 2 1y, nmJ, 2
1 nmx]? 2 n
:5( +— Q[COS—}O) = — ()" 1)
2
b, u=xzdv= sin 2L g ile (v=——cos m)
2 2
2 2 2
1 2
bnz—/ wsin oL dg = - [f—xc sw] —/ cos 2% g
2/, 2 2 nmw 2 1y nmJ,
1 ( 4cos(nm) 0) — 2(—1)n+t
2 nmw N nmw
Seri.
1 Sf(2((-1D)"-1 nrz  2(=1)""'  nmz
f(x)~§+;< 33 cos —= + ———sin——
|
—1,-2<t<—1
Alistirma 10.7 (Kirpilmis Testere Disi). f(t) = < ¢, —1<t<1 ve f(t 4+ 4) = f(t) ile verilen fonksi-
1, 1<t<2

yonun Fourier serisini bulunuz.
Cozim.

Her parcada f(—t) = —f(¢) oldugu dogrudan goriiliir: 1 < t < 21igin f(—t) = —1=—f(¢t)ve|t | <
ligin f(—t) = —t. f tektir; a,, = 0 (n > 0). Periyot 4 oldugundan L = 2’dir ve

2 2 t ! t 2 t
b= 2 [ s e e [
2 0 2 0 2 1 2
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10.6 Alistirmalar 99

olur. .
nmw
Birinci integral. u = ¢, dv = sin N dt ile

1 . nmt 2t nrt]t 2 ! nmt
tsin —dt = |——cos —| + — cos — dt
0 2 nmw o nmJ, 2

Ikinci integral.

2 . nmt 2 nmt]? 2 2 nm
sin — dt = [—— cos —} = —— cos(nm) + — cos —.
1 2 nm 2 1 nmw nmw 2

nw
Toplam. cos - terimleri birbirini gotiiriir:

2 (—1)n*t 4 | nw
b, = — +n27r2 s1n7.

Seri.

— nw n2m?
. 2 4 1 2
Ik katsayilar by = — + —, by = ——, b3 = 3r  9n2 olur. m
T T 9w

Katsayilar1 hesaplamay1 égrendik, ama serinin fonksiyonla iliskisi hala belirsiz. Ik adim olarak En lIyi
Yaklagim ve Bessel Esitsizligi béliimiinde Fourier kismi toplamlarinin hangi anlamda “en iyi” trigonomet-
rik polinomlar oldugunu ve katsayilarin neden sifira gitmek zorunda oldugunu goriiyoruz.
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11.1

11. En lyi Yaklasim ve Bessel Esitsizligi

Bir f fonksiyonunun Fourier serisinin f’ye yakinsayip yakinsamadigini heniiz bilmiyoruz. Yakinsaklik
sorusundan 6nce daha miitevazi bir soru soralim: derecesi en ¢cok m olan trigonometrik polinomlar
arasinda f’ye en yakin olan hangisidir? “Yakinlik” bir noktadaki farkla degil, biitiin aralik tizerindeki
ortalama farkla 6l¢tiliirse yanit kesindir ve hicbir yakinsaklik varsayimi gerektirmez: en yakin polinom,
Fourier serisinin n’inci kismi toplamidir.

Bu sonucun ispati, yan iiriin olarak iki 6nemli bilgi verir. Birincisi Bessel esitsizligidir: Fourier katsayi-
larmnin karelerinin toplami, f2’nin integraliyle sinirhdir. Tkincisi bunun sonucudur: integrallenebilir her
fonksiyonun Fourier katsayilar sifira gider. Bolimiin sonunda bu olgunun genel bi¢imi olan Riemann-
Lebesgue lemmasini kanitliyoruz; bu lemma, sonraki boliimdeki yakinsaklik ispatinin ana aracidir.

Karesel Ortalama Hata
Iki fonksiyon arasindaki uzakligi 6lcmenin birden cok yolu vardir. Diizgiin yakinsaklikta 6l¢ii sup| f —
g | idi. Burada farkin karesinin integralini kullanacagz.
Tanmim 11.1 (Karesel Hata). f ve g, [—m, 7] Gizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun.
At = [ [ @)~ glo) do

sayisina g'nin f’ye yaklasimindaki karesel hata denir.

Yani karesel hata, iki grafik arasindaki farkin karesinin altinda kalan alandir. Tek bir noktadaki biiyiik fark
bu say1y1 pek etkilemez; 6nemli olan farkin araligin geneline yayilms bityikligidiir. f ve g integrallene-
bilir oldugundan f — g ve karesi de integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2); dolayisiyla A(f, g) iyi tanimlhidir
ve A(f,g) > 0’dur.

Bir trigonometrik polinomun karesinin integrali, ortogonallik sayesinde katsayilardan dogrudan okunur.

Lemma 11.1 (Trigonometrik Polinomun Karesinin Integrali).

= %0 + kz:; ¢y, cos(kx) + dy sin(kz) )
bir trigonometrik polinom ve f, [—m, 7| iizerinde integrallenebilir, Fourier katsayilar: ay, b, olan bir fonk-
siyon olsun. O zaman

/WTn(ac)zdx:ﬂl%O—i-Z(c,%—l-dz)]a (1)

k=1

/7r f(z) T, (z) dz :WlTO‘f‘Z( ayCy + bydy, )] (2)
olur.

ispat.
(2). Integralin lineerligi ve Fourier katsayilarinin tanimi (Tanim 10.3) ile
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11.2

11.1 Karesel Ortalama Hata 101

fTde=2 | fdo
n 2

+ Wf kz)dz +d ﬂf'kd
;(ck/ cos(kx) dx k/,, sin(kx) a:)

— —

n
¢
250-71‘(10-{- (¢ - may +dy - Ty )

k=1

bulunur.

(1). T,, surekli, dolayisiyla integrallenebilirdir. Teorem 10.1 gerefi bir trigonometrik polinomun Fourier
katsayilari kendi katsaylaridir; yani f = T,, i¢ina;, = ¢, veb, = d;, olur. (2) esitliginde f = T,, alimirsa
(1) ¢tkar. m

En Iyi Yaklasim Teoremi

Simdi f sabit tutulup T, ’nin katsayilar serbest birakildiginda karesel hatanin nasil degistigine bakalim.

Teorem 11.1 (En lyi Yaklasim Teoremi). f, [—m,n| iizerinde integrallenebilir ve Fourier katsayilari
ay,, by, olan bir fonksiyon, n > 0 olsun. Katsayilari ¢y, d;, olan, derecesi en ¢cok n olan her T, trigonometrik
polinomu igin

(3)

olur. Dolayistyla A(f,T,,), ancak ve ancak her k icin ¢, = a;, ve d;, = by, oldugunda, yaniT, = S, Fourier
kismi toplami oldugunda en kiiciik degerini alir.

ispat.
Kareyi agalim:

A(f,Tn):/ﬂdem—2/ﬂandx+/wT3dw.

—T —T —T

(1) ve (2) esitliklerini (Lemma 11.1) yerine koyalim:
s 2 n
A(f,T,) = / dem—i—W[%O — ayc +Z( ci —2ayc;, + di — 2b,d, )] .
- k=1

Koseli parantezin igindeki her ifadeyi tam kareye tamamlayalim:

2 2 2
C—O—ac :(Co—ao) )
2 0*0 ) 27
2 _ 2 2

¢ — 2aicy, = (¢ — ay)* — ag,

d]% - 2bkdk = (dk: - bk)2 - b%

Bunlar yerine konup a ve b’li terimler ayri toplanirsa (3) elde edilir.

(3) esitliginin ilk satiri c;, ve dy, sayilarina bagh degildir. Ikinci satir karelerin toplamidir; negatif olamaz
ve ancak biitiin kareler sifirken, yanic, = ay, ¢, = ay,, dy, = by, iken sifir olur. Oyleyse A(f,T,,) en kiigiik
degerini yalniz bu secimde alir. ®

Teoremin dikkat ¢ekici bir yani vardir: en iyi yaklagimin katsayilari n’ye bagl degildir. Dereceyin’denn +
1’e cikarmak, 6nceki katsayilar1 degistirmeyi gerektirmez; yalniz yeni bir terim eklenir. Kuvvet serilerinde
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102 Béliim 11. En lyi Yaklasim ve Bessel Esitsizligi

Taylor polinomlari da bu 6zellige sahiptir, ama bagka tiir yaklagimlarda (6rnegin bir aralikta en iyi polinom
yaklasiminda) durum boyle degildir.

Sonug 11.1 (Fourier Kismi Toplaminin Karesel Hatas1). f, [—, 7] iizerinde integrallenebilir ve S,,
Fourier serisinin n’inci kismi toplami olsun. O zaman

[ @) -s,@pae= [ 2

—T —T

a2 n
LI ak+b2]
olur.

fspat.
(3) esitliginde ¢;, = ay,, d;, = by, almirsa ikinci satir sifir olur. m

Ornek 11.1 (Birinci Dereceden En Iyi Yaklagim). [, 7] iizerinde f(z) = x fonksiyonuna T'(z) =
5 + ¢, cos x + d; sin x bigimindeki polinomlar arasinda karesel hatasi en kiiciik olani ve bu en kiicitk

hatay1 bulunuz.
Cozim.
Teorem 11.1 geregi en iyi secim Fourier katsayilaridir. Ornek 10.1 geregi a, = a; = 0 ve b; = 2'dir; en
iyi polinom
T(x)=5;(z) =2sinz
olur. Hata i¢in Sonug 11.1:

3

™ 3" 2 3 2 3 2
/ z?dx = l%] = A(f,Sl)Z%—TI‘-QQZ%—ZITFNSJO.

—T

—T

2 3
Karsilagtirma icin: hi¢ yaklasim yapilmazsa (T' = 0) hata % ~ 20,67°dir. Tek bir siniis terimi hatay1

yaridan fazla azaltir. m

Bessel Esitsizligi

Kismi toplamin karesel hatasini veren esitligin (Sonug 11.1) sol yani bir karenin integralidir ve negatif
olamaz. Bu basit gézlem, Fourier katsayilar1 tizerinde giiclii bir kisit verir.

Teorem 11.2 (Bessel Esitsizligi). f, [—7, 7] iizerinde integrallenebilir ve Fourier katsayuari ay, by, olan

bir fonksiyon olsun. O zaman Z ( a? +b? ) serisi yakinsaktir ve

k=1
QN o g2 L["
2
EJF;(%JF%)S;/WJ”(%) dz
olur.
ispat.
Kismi toplamin karesel hatasini veren esitligin (Sonug 11.1) sol yani > 0 oldugundan hern igin
a , \ 2 4 p2 L[" 2
Tad (@) [ f@rds (4)
2 k=1 Q -7

saglamir. Sag yan n’ye bagh olmayan sonlu bir sayidir. 3 (a3 + b?) negatif olmayan terimli bir seridir
ve (4) geregi kismi toplamlart iistten stmirlidir; dolayisiyla yakinsaktir (bkz. Analiz 2). (4) esitsizliginde
n — oo limiti alinirsa siralama korunur ve iddia ¢ikar. ®
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11.4

11.3 Bessel Esitsizligi 103

Sonug 11.2 (Fourier Katsayilar1 Sifira Gider). f, [—, 7] iizerinde integrallenebilir ise Fourier katsa-

yiulari igin hm a, =0 ve lim b, = 0 olur. Acik yazimiyla:
n—oo

s ™

lim f( ) cos(nz) dx = 0, lim f( )sin(nz) dx = 0.

n—oo n—oo

ispat.

Teorem 11.2 geregi Y (a2 + b2) yakinsaktir; yakinsak bir serinin genel terimi sifira gider: a2 + b2 — 0.
0<a2 <a?+ bfb. oldugundan sikistirma teoremiyle a2 — 0, dolayisiyla a,, — 0 olur; b,, i¢in de ayni
gerekge gecerlidir. Ikinci satir, a,, ve b,, tanimlarimin « ile carpilmig halidir. m

Sonucun anlami gudur: n bitytditkge cos(nz) ¢ok sik salinir; f’nin grafigi bu salinimn pozitif ve negatif
yarilarinda hemen hemen ayni kaldigindan katkilar birbirini gotiiriir.

Ornek 11.2 (Bessel E§1t51zllg1nden Bir Sayisal Sinir). f(z) = x fonksiyonuna Bessel esitsizligini
uygulayarak Z — < — oldugunu gosteriniz.

Coziim.
) .. 2 (—1)n*t 5 4, e
Ornek 10.1 geregia,, = 0ve b, = - dolayisiyla b, = 3 dir. Bessel esitsizligi
o= 4 T 1 273 22
< = 2 de=—- . =""__
Z::l 2 7 /_Wx T3 3
- i van 4e baliimii i L™
verir. Iki yan 4’e boltintirse — < — bulunur.
Y n? 6

=1
Gergekte burada esitlik Vardlr bunu Fourier Serilerinin Diizgiin Yakinsaklig1 ve Parseval Esitligi boli-

miinde gérecegiz. B

0o s
Ornek 11.3 (Fourier Serisi Olamayan Bir Trigonometrik Seri). Z sui(/r_m)

n
n=1

yakimsadigini, ama [—m, 7] iizerinde integrallenebilir hi¢bir fonksiyonun Fourier serisi olmadigini goste-
riniz.

serisinin her x i¢in

Cozim.
Yakinsaklik. = 2k~ ise biitiin terimler 0’dir. z, 27’'nin tam kati degilse sin — 7& 0 olur ve Ornek 7.6

¢oztimiindeki 6zdeslik

<

Z sin(kx)

T
]1112]

verir: Y sin(nx) serisinin kismi toplamlar: sinirhidir. — dizisi azalarak 0’a gider. Dirichlet testi (bkz.

Vvn
Analiz 2) geregi seri yakinsaktur.
Fourier serisi degildir. Seri, integrallenebilir bir f fonksiyonunun Fourier serisi olsayd: katsayilari

a, =0vebd, = NG olurdu. Bessel esitsizligi ) b,zI =3 -~ serisinin yakinsak olmasini gerektirir; oysa

harmonik seri iraksaktir. Oyleyse béyle bir f yoktur.
Katsayilarin sifira gitmesi (Sonuc 11.2) burada saglanmaktadir; Bessel esitsizligi daha fazlasini, kare-
lerin toplanabilir olmasini ister. m

Riemann-Lebesgue Lemmasi

Sonug 11.2 iki yonde genellestirilebilir: aralik [—, 7] olmak zorunda degildir ve frekans yalniz tam say1
degerleri almak zorunda degildir.
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104 Béliim 11. En lyi Yaklasim ve Bessel Esitsizligi

Lemma 11.2 (Riemann-Lebesgue Lemmasi). f, [a, b] iizerinde integrallenebilir ise

b
lim / f(z)sin(tz) de =0 lim / f(z) cos(tz)dx =0

t—+4o00 o t—+4o00
olur.

Ispat.

Siniislii integral icin ispatlayalim; kosiniislii integralin ispati ayni adimlarla yapilwr. Ispat ii¢ asamalidur:
once en basit fonksiyonlar, sonra onlarin toplamlari, sonra genel durum.

Adim 1: Bir alt aralikta sabit, disinda sifir olan fonksiyon. [a, 8] C [a,b] ve C € R olsun; f,
(o, B) iizerinde C, [a, b] 'nin [a, B] disindaki noktalarinda O degerini alsin (o ve B noktalarindaki degerler
integrali etkilemez). t > 0 icin

cos(at) — cos(Bt)
t

/ ’ f(z)sin(tz) dz = C / ’ sin(tz) dz = C -

olur ve

z)sin(tz) dz| < -0 (t = +00).

Adim 2: Basamak fonksiyonu. [a,b] 'nin bir P = {z,z,,...,x,} bolinisiinin her (z;_,,z;) agk
alt araliginda sabit bir C;, degeri alan fonksiyona basamak fonksiyonu diyelim. Boyle bir 1) fonksiyonu,
sonlu sayida nokta disinda, Adim 1'deki tiirden p tane fonksiyonun toplamidir. Sonlu sayida noktadaki
degerler integrali etkilemediginden ve sonlu bir toplamin limiti limitlerin toplami oldugundan

/ Y(z) sin(tz) de = ZCk/ sin(tz) dz — 0 (t = +00).

—1

Adim 3: Genel durum. f, [a, ] iizerinde integrallenebilir olsun vee > 0 verilsin. f; f sayisi alt Darboux
toplamlarinin supremumu oldugundan 6yle bir P boliiniisii vardir ki

e

/ F@)dz— L(P, f) <

[\

olur.my, f’nin[x,_,, x| iizerindeki infimumu olsun ve, her (x,_;, ;) agik alt aralifinda m,, degerini,
bolunu§ noktalarinda f’nin degerini alan basamak fonksiyonu olsun. O zaman [a, b] iizerinde 1 < f ve

f Y => myAx, = L(P, f) olur. Dolayisiyla

e

/If |dx—/ab(f(a:)—¢(x))dx<§.

f=(—v) + 9 yazp |sin(tz) | < 1 kullanalim:

/|f %) |do +

Sagdaki birinci terzm € den kiigiiktiir. Ikinci terim Adim 2 geregit — +oo iken 0°a gider; 6yle birt, > 0

)sin(tz) dz

/ U(z) sin(tz) dz

vardir kit > t, lgm = den kiigiik olur. Oyleyse t > t icin

x) sin(tz) dz

<E+E_
2737~ °¢

bulunur; limit 0°dir. ®
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105

Ispatin diizeni analizde sik kullanilan bir kaliptir: iddia énce elle hesaplanabilen basit fonksiyonlar icin
gosterilir, sonra genel fonksiyon basit olanlarla yaklastirilir ve aradaki fark ayrica sinirlanir.
Lemmada ¢ reel bir degiskendir. ¢ = n tam say1 dizisi boyunca limit alinirsa Sonug 11.2 yeniden elde edilir;

t=n+ 3 dizisi boyunca alinan limit ise bir sonraki béliimde gerekecektir.

Alistirmalar

Aligtirma 11.1 (Karesel Hatanin Azalisi). f(z) =z igin A,
1,2, 3 icin hesaplayiniz.
Coziim.

4
Sonuc 11.1 ve b2 = =l ile

A =E—47rii

273
olur. % ~ 20,671 ve 47 =~ 12,566 oldugundan:

= / [z— 5, <.’E)]2 dz sayilarm n =

—T

Tablo 11.1: f(x) = z i¢in Fourier kismi toplamlarinin karesel hatasi

"1
n;ﬁ A,

1 1 ~ 8,104

2 9 ~4963
4

3 49 x3567

36

4r
Hata her adimda azalir; n’inci terimin eklenmesi hatay1 tam olarak b2 = — kadar disiirtr. m
n

Abstirma 11.2 (Dérdiincii KuXvetler icin Bir Sinir). f(z) = | z | fonksiyonuna Bessel esitsizligini

T
uygulayarak ———— — < — oldugunu gosteriniz.
; (2k—1)* ~— 96

Cozim.

Ny 4
Ornek 10.2 geregi ay = m, tek n icin a,, = ———, ¢ift n > 2 i¢in a,, = 0 ve b,, = 0°dur. Bessel esitsizli-
™m

ginin sol yani

l\3|<:>m

1 (" 272 ..
sag yani — / z?dr = % olur. Oyleyse
™

—T

2
olur; iki yan 71T—6 ile carpilirsa
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cos(nzx)

(oo}
.. 1
Alistirma 11.3 (Hangi Usler Dislanir?). p > 0 olsun. E serisinin, p < 3 ise [—m, ] lize-

npb
n=1
rinde integrallenebilir hicbir fonksiyonun Fourier serisi olamayacagini gosteriniz.
Coziim. )
Seri integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier serisi olsaydi a,, = — b,, = 0 olurdu ve Bessel esitsizligi
n

geregi

oo o0 1
2 _
D ah =D 5
n=1 n=1
. . o . L. 1. .
serisi yakinsak olurdu. Bu bir p-serisidir ve ancak 2p > 1, yani p > 5 isin yakinsar. p < 5 lse seri

raksaktir; geligki. m

Alistirma 11.4 (Salinimhi Carpanin Ortalamasi). f, [0, 7] iizerinde integrallenebilir olsun. Asagidaki
esitligi gosteriniz:

n—oo

lim /07r f(z)sin?(nz) dz = %/Oﬂ f(z)dz.

Coziim.
1— 2
Yarim ag1 6zdesligi sin? (nz) = M ile

/7r f(x)sin?(nz) dx = 1
0

/07r fla)dz — 3 /Oﬂ f(z) cos(2nz) dx

N~

1 ™
olur. Lemma 11.2 (t = 2n — +o00) geregi ikinci integral 0’a gider. Limit 3 / f(z) dz’tir.
0

Yorum: sin?(nz) ¢arpani 0 ile 1 arasinda hizla salinir ve ortalama degeri §’dir; n bliytudiikce integral,

f’nin bu ortalama ile ¢arpilmig halinin integraline yaklagir. m

1

Alistirma 11.5 (Lemmanin Dogrudan Denetimi). tligl x cos(tx) dx = 0 oldugunu integrali
—+00

hesaplayarak gosteriniz.

Cozim.
t > 0i¢in u = z, dv = cos(tx) dz ile kismi integrasyon:

1 . 1 1 .
3 1 t t—1
[ weostia) o= [FRE] L [ i) e = Sy 0L
0 t o tJo ¢ t

|sint | < 1ve|cost—1]| < 2oldugundan

1 2
Sf+t_2_>0 (t = 400)

1
/ z cos(tx) dx
0

1
olur; sonu¢ Lemma 11.2 ile uyumludur. Dogrudan hesap, yakinsama hizinin n mertebesinde oldugunu

da gosterir. m
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11.5 Alistirmalar 107

Fourier katsayilar1 her zaman sifira gider; ama bu, serinin yakinsamasi icin yeterli degildir. Fourier Seri-
lerinin Noktasal Yakinsaklig1 bolimiinde kismi toplamlar: bir integral olarak yazip Riemann-Lebesgue

lemmasiyla yakinsakligi kanithyoruz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 107 CC BY-NC-SA 4.0


fourier-serilerinin-noktasal-yakinsakligi.qmd
fourier-serilerinin-noktasal-yakinsakligi.qmd
fourier-serilerinin-noktasal-yakinsakligi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

12.1

12. Fourier Serilerinin Noktasal
Yakinsaklig:

Bir fonksiyonun Fourier katsayilarini hesaplamayi ve bu katsayilarin sifira gittigini biliyoruz. Simdi asil
soruya geliyoruz: f’nin Fourier serisi bir  noktasinda yakinsar mi, yakinsarsa toplamu f(z) midir?
Yanit i¢in kismi toplamin katsayilar izerinden yazilmig hali elverisli degildir. Onun yerine S, (x)’i tek bir
integral olarak yazacagiz: f'nin x ¢evresindeki degerlerinin, Dirichlet ¢ekirdegi denen belirli bir fonk-
siyonla agirliklandirilmis ortalamasi. Bu gosterimde yakinsaklik sorusu, salinimli bir integralin limitine
doniisiir ve Riemann-Lebesgue lemmasiyla ¢oziilir.

Varilan sonug¢ hem giiclit hem kullanighdir: f bir noktada sagdan ve soldan limite ve tek yonlii tiirevlere
sahipse Fourier serisi o noktada yakinsar ve toplami sag ve sol limitlerin ortalamasidir. Siireklilik nokta-
larinda bu ortalama f(z)’in kendisidir.

Boliim boyunca f, 27 periyotlu ve [—, 7| tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur; (—, ] Gizerinde
verilmis bir fonksiyon periyodik genislemesiyle (Tanim 10.2) diigtiniliir.

Dirichlet Cekirdegi

Kismi toplamin integral gésteriminde ortaya ¢ikacak fonksiyonu 6nceden taniyalim.
Tanim 12.1 (Dirichlet Cekirdegi). N € {0,1,2,...} olsun.

Dy(9) = -+ f: cos(nf) (0 € R)

N —

1
ile taniml trigonometrik polinoma NN’inci dereceden Dirichlet ¢cekirdegi denir; Dy (6) = i’dir.

Yani Dirichlet c¢ekirdegi, biitiin katsayilar1 1 olan kosiniis polinomudur. Tanimdan hemen goriilen ¢
ozelligi vardir: Dy siireklidir, 27 periyotludur ve ¢ifttir (Dy (—6) = Dy (9)).

Lemma 12.1 (Dirichlet Cekirdeginin Kapali Bicimi). N > 0 olsun. 6, 27 ’nin tam kat1 degilse
B sin((N + %)9)

-0
251n§

Dy (0)

1
olur; § = 2k (k € Z) ise Dy (2km) = N + 5 dir.

ispat.

0
Dy (9) ifadesini sin 3 ile carpalim ve her terimde

DN | =

cosasin ff =

[sin(a + B) —sin(a — B) |

0
Ozdesligini o = nb, § = 3 ile kullanalim:

s = (4 3)) (o~ 1))

n =1, ..., N icin toplaninca sag yan teleskopik olur:
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12.1 Dirichlet Cekirdegi 109

.0 1.0 1. 1 .0
s1n§DN(9) = 5sing + E[sm((N—i— 5)9) —smé]

— 5o ((~+3)0).

0
0, 27 ’nin tam kati degilse sin 3 # 0 olur ve bilerek formiil elde edilir. 0 = 2k ise hern i¢in cos(2knm) =

1
1 oldugundan Dy (2km) = 3 +N.m

. 2 [T
Lemma 12.2 (Dirichlet Cekirdeginin Integrali). Her N > 0 icin — / Dy (0)do = 1 olur.
7r
0

ispat.
™ . 9 K
n>1 ig:in/ cos(nf) df = [sm(n )] = 0°dir. Dolayisiyla
0 o do
/WD (ev)da—/ﬁldéwrf:fr (ng)df = =
i N =) 2 > cos(n =3
n=1v0
2 i
olur; — ile carpinca iddia ¢ikar.
™
10,5 Dy
D

5,5 /\ 5

2,5 — 2

Sekil 12.1: D,, Ds ve D;, Dirichlet cekirdekleri. Ortadaki tepe N + 1/2 yiliksekligine ¢ikip daralir; yanlarda
cekirdek isaret degistirerek salinir.

1
Sekil cekirdegin davranigini gosterir: IV buyudikee = 0’daki tepe N + 3 ytksekligine ¢ikar ve daralir;
tepenin disinda cekirdek gittikce siklagan bir salinim yapar. Toplam alan ise hep ayni kalir.

fleride paydadaki sin E’yi alttan sinirlamamiz gerekecek.
2t

Lemma 12.3 (Siniis i¢in Alt Sinir). 0 <t < g icinsint > — olur. Dolayisiyla 0 < u < 7 igin
™

1

2sin

u

s
< —.
2u

[\v]
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110 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

ispat.
. 2t T , , 2 . T
h(t) =sint — — olsun. h(0) =0 wve h(—) =1—1=0dw. h'(t) =cost — — fonksiyonu {0, 5]
T ™

2
iizerinde azalandir ve h’ (0) =1— = >0, b’ (g) = —— < 0 oldugundan tam bir t, noktasinda isaret
7r

degistirir: h, [0, %, tizerinde artan, |t,, g] iizerinde azalandir. Birinci aralikta h(t) > h(0) = 0, ikinci

aralikta h(t) > h(g) = 0 olur.
1

2sin 2

IS
IS

Ikinci iddia icint = g € (0, g] alinir: sin — > — > 0, yani
T

s
< —.
2 2u

N

Kismi Toplamin Integral Gosterimi

Katsay1 formiillerini kismi toplamin igine yerlestirince Dirichlet ¢ekirdegi kendiliginden ortaya cikar.

Teorem 12.1 (Kismi Toplamin Integral Gosterimi). f, 27 periyotlu ve [, 7| iizerinde integrallene-
bilir olsun; S,,, Fourier serisinin n’inci kismi toplami olsun. O zaman her x € R i¢in

:%/Wf(:v—i-u)Dn(u)du:% Wf(x"_u)‘Ff(w—u)D
o i

5 ' (u) du

olur.

ispat.
Adim 1: Katsayilari yerine koy. Katsay: formiillerinde integral degiskenini t ile gosterelim:

5.0 =5z [ s

+Z / f(t) [cos(kt) cos(kz) + sin(kt) sin(kz) | dt
/ f(®) Z cos(k(t—= )] dt

/ f(&) D, (t — x) dt.

Burada iki kosiniisiin ve iki siniisiin ¢arpimlarinin toplami, kosiniisiin fark formiiliiyle cos(k(t — x))
olarak yazildi.
Adim 2: Degisken degistir. t = x + u yazalim; u, —m — x’ten ™ — x’e degisir:

S, (x) = 1 /Wﬁz f(z +u) D, (u) du.

s
—T—T

u > f(z +u) D, (u) fonksiyonu 27 periyotludur ve integrallenebilirdir; integrasyon araliinin uzunlugu
27 °dir. Onerme 10.1 geregi integral [—m, 7] iizerinde alinabilir. Bu, birinci esitliktir.
Adum 3: Araligi katla. [—, 0] iizerindeki parcada uw = —v yazalim; D,, ¢ift oldugundan

/fa:—l—u du—/fa:—'u (v) dv

olur. Iki parca toplaninca
1 ™
S, (z) = ;/ [ F(z+u)+ f(z — ) | D, (w) du
0

bulunur; bu, ikinci esitliktir. m
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12.3

12.2 Kismi Toplamin Integral Gosterimi 111

Gosterim sunu soyler: S, (z), fnin z’in iki yanindaki simetrik degerlerinin ortalamasinin, Dirichlet
cekirdegiyle agirliklandirilmig integralidir. Cekirdegin tepesi u = 0’da yogunlastigindan asil katk: z’e
yakin degerlerden gelir.

Sonuc 12.1 (Kismi Toplam ile Aday Limit Arasindaki Fark). Teorem 12.1 kosullar: altinda her x €
R ve her s € R sayisi igin

Sp(@) —s = z/ﬂg(u) D.(w)du, g =lEFrWFfe-w
0

2
olur.
ispat. o
Lemma 12.2 geregis = — / s D, (u) du yazilabilir. Bu esitlik, integral gosteriminin (Teorem 12.1) ikinci
0

esitliginden ¢ikanilirsa iddia elde edilir. ®

Boylece “S,,(x) — s” d6nermesi, sagdaki integralin 0’a gitmesine denktir. g fonksiyonu x’e ve s’ye baglidir;
bunlar sabit tutuldugu i¢in yalniz g(u) yaziyoruz.

Dini Kosulu ve Yakinsaklik

Integralin 0’a gitmesi icin g’nin 4 = 0 yakiminda yeterince kiiciik olmas1 gerekir. Bunu 6lcen kosul sudur.

Tanim 12.2 (Dini Kosulu). f, 27 periyotlu ve integrallenebilir, z,s € R ve g(u)=
flz+u)+ flz—u)
2

— s olsun. Bir § € (0, 7] i¢in

iy [ 1501,
n—0+ n u

limiti sonluysa f,  noktasinda s degeriyle Dini kosulunu saglar denir.

Yani fonksiyonunun w = 0 yakinindaki alani sonlu kalmalidir. Her n € (0,0) icin integral

9w |

1
tanumlidur, ¢iinkii [, 6] tizerinde — siirekli ve g integrallenebilirdir. 5 kiigiildiik¢e aralik bityiidiigiinden ve
U

integrand negatif olmadigindan integral artar; dolayisiyla limit her zaman vardir, ama +oo olabilir. Kosul

bunun olmamasini ister. Limiti J(§) ile gosterelim. En basit yeterli kosul, Lo(w) | oraninin (0, ¢] tizerinde
sinirl olmasidir: M < M ise her 7 i¢in integral en ¢ok M ¢ dur.
U

Teorem 12.2 (Dini Yakinsaklik Teoremi). f, 27 periyotlu ve [—m, 7| iizerinde integrallenebilir olsun.
f, bir x noktasinda s degeriyle Dini kosulunu sagliyorsa Fourier serisi x noktasinda s’ye yakinsar:

711520 S,(z) =s.

ispat.
€ > 0 verilsin. Sonug 12.1 geregi 6, € (0, §] i¢in

s

4y i
Sula) =5 =2 [ gu) Dy du+ 2 [ g(uw) D, (w)du
0 )

L I,

yazilir. §,’i I, her n icin kiigiik olacak bicimde sececek, sonra I, yi n biiyiiterek kiiciiltecegiz.

5 5, 5
Adim 1: 8, se¢cimi.0 <1 <6, <96 igin/ = / +/ oldugundan, n — 0% limitinde
n n (21
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112 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

J(8,) = J(6) — /(S %du
5

olur. §; =2 0" iken sagdaki integral, tamim geregi J(8)’ya yakinsar; dolayisiyla J(8,) — 0. Oyleyse
J(67) < 3 olacak bigimde bir §; € (0, 8] secilebilir.

Advm 2: I, simir1. 0 < u < 7 igin Lemma 12.1 ve Lemma 12.3 ile
()] _ 1

— S o
2s1n2 2sm2

| D (u) |

T
< —
2u

olur. 0 < n < &, i¢in

5y .
/779(U)||Dn(u)|du§§/ | 9(w) |

m
<z
i " du_2J(51)

buéunur. | g || D, | fonksiyonu [0,8,] iizerinde integrallenebilir oldugundan sol yan, n — 0% iken
1

| g || D, |integraline yakinsar (integral, alt sitmirinin siirekli fonksiyonudur). Dolayisiyla her n igin
0

2 %
(L1 2 [ Tew | Dyw) [du<
0

3w

5 T(6) = J(6) <

N | ™

0
Advm 3: I, sstmirw. [0, 7] iizerinde sing > sin 31 > 0 oldugundan stireklidir; g integrallenebilir

in T
oldugundan

fonksiyonu [0, ] iizerinde integrallenebilirdir. Lemma 12.1 ile

L= %/;go(u)sin((n—l—%)u»iu

1 N
olur. Riemann—Lebesgue lemmasi (Lemma 11.2),t = n + 3 — 400 ile, I, — 0 verir. Oyleyse 6yle bir N
vardirkin > N igin| I, | < % olur.
Sonu¢.n > Nigin| S, (z) —s |<| L |+ | L | <eolurm

Ispatin dikkat gekici bir sonucu vardir: I, parcasi, f yalniz integrallenebilir oldugu siirece her zaman 0’a
gider. Fourier serisinin bir 2 noktasinda yakinsayip yakinsamadigini, f’nin yalniz ’in keyfi kiictik bir
komsulugundaki davranisi belirler; oysa katsayilar f’nin biitiin araliktaki degerlerinden hesaplanir.

Parcali Siirekli ve Yari-Tiirevlenebilir Fonksiyonlar

Dini kosulunu dogrudan denetlemek zahmetlidir. Uygulamada karsilasilan fonksiyonlarin hemen hepsi-
nin sagladigi, denetlemesi kolay kosullar verelim. Once gosterim: bir  noktasindaki sagdan ve soldan
limitleri (varsa)
f(x+0)= lim f(z+ h), f(x—0)= lim f(x—h)
h—0+ +

h—0

ile gosteriyoruz.

Tanim 12.3 (Parcali Siirekli Fonksiyon). f, [a, b] iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. f, sonlu sayida
nokta diginda [a, b]'nin her noktasinda siirekliyse ve bu istisna noktalarinin her birinde sagdan ve soldan
limitleri varsa ve sonluysa (a’da yalniz sagdan, b’de yalmiz soldan limit) f’ye [a,b] lizerinde par¢ali
siirekli denir.
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12.4 Parcali Siirekli ve Yari-Tiirevlenebilir Fonksiyonlar 113

Yani parcal: stirekli bir fonksiyonun grafigi, sonlu saglda strekli parcadan olusur ve parcalarin birlesme
yerlerinde en kotii olasilikla sonlu bir sigrama vardir; — gibi sonsuza kacan ya da sin — gibi limitsiz salinan
x

x

davraniglara izin verilmez. Parcali stirekli bir fonksiyon siirlidir ve sonlu sayida siireksizlik noktasi
oldugundan integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2).

Sicrama noktasinda siradan tiirev tanimsizdir; ama sigramanin iki yanindaki egimler yine de 6l¢iilebilir.

Tanim 12.4 (Genellestirilmis Tek Yonlii Tiirevler ve Yari-Tiirevlenebilirlik). f fonksiyonunun
bir  noktasinda f(z + 0) ve f(z — 0) limitleri var ve sonlu olsun.

flx+h)— f(z+0)

fi(z) = lim - :
£ (e) = lim. flz— h):hf (z—0)

limitlerine (varsa ve sonluysa) f’nin x noktasindaki genellestirilmis sagdan ve soldan tiirevleri denir.
Ikisi de varsa f’ye x noktasinda yari-tiirevlenebilir denir.

Yani sagdan tirev hesaplanirken f(z) yerine sagdan limit f(z 4 0), soldan tiirev hesaplanirken soldan
limit f(2 — 0) kullanilir; boylece sigramanin biiyiikliigii hesaba karigmaz ve yalmz iki yandaki egimler
olciiliir. f bir noktada tiirevlenebilirse o noktada yari-tiirevlenebilirdir ve iki genellegtirilmis tiirev f’(x)’e
esittir. | z | fonksiyonu 0’da tirevlenebilir degildir, ama yari-tirevlenebilirdir (f}(0) = 1, f*(0) = —1).
Teorem 12.3 (Yari-Tiirevlenebilir Noktada Yakinsaklik). f, 27 periyotlu ve [—m, ] iizerinde integ-
rallenebilir olsun. f bir x noktasinda yari-tiirevlenebilir ise Fourier serisi = noktasinda yakinsar ve

i §, (o) = LE O+ =0

n—oo 2

olur. Ozel olarak f, x noktasinda ayrica siirekliyse Fourier serisi z 'te f(x)’e yakinsar.

ispat. 0 0
s = fz+0) ; flz—0) alalim ve Dini kosulunu denetleyelim. u > 0 igin

RSP CEEIR (A NN (AR R (CEXV NP (CED R (CE)

olur. u ile boliip ii¢gen esitsizligini kullanalim:

l9(w) | 1 f($+U)f(x+0)‘+1‘f(fﬂU)f(m0) _

2

= 1
u 2 u U )
u — 0T iken birinci oran f' (x)’e, ikinci oranin mutlak degeri | f’ (x) |’e yakinsar. Sonlu limiti olan bir
fonksiyon, limit noktasinin yakininda sitmurhidir: yle 6 € (0, 7] ve M > 0 vardir ki0 < u < § igin (1)’in

| g

sagindaki iki oran da mutlak degerce M ’yi asmaz. Dolayisiyla 0 < u < § igin 19w < M olur ve her
u

n € (0,0) igin

4
JCIPY
u

n

saglanir; limit sonludur. f, x noktasinda s degeriyle Dini kosulunu saglar ve Teorem 12.2 geregi S,, (z) —
s.
f. xte sirekliyse f(z +0) = f(x —0) = f(z) olur ve s = f(z)tir m

Sigrama noktasindaki davranig dikkat cekicidir: Fourier serisi, fonksiyonun o noktada hangi degeri
aldigini “bilmez” (tek bir noktadaki deger integralleri etkilemez) ve sigramanin tam ortasina yakinsar.
Her noktada tek tek yari-tiirevlenebilirlik denetlemek yerine, fonksiyonun tamami icin tek bir kosul
vermek daha pratiktir.
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114 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

Tanim 12.5 (Parcali Diizgiin Fonksiyon). f, [a, b] iizerinde parcali siirekli olsun. f, sonlu sayida nokta
diginda tiirevlenebilirse ve f’ tiirevi, istisna noktalarinda sagdan ve soldan sonlu limitlere sahip olacak
bicimde parcalar iizerinde siirekliyse f’ye [a, b] lizerinde parcal1 diizgiin denir.

Yani parcali diizgiin bir fonksiyon, sonlu sayida par¢anin her birinde siirekli tiirevlidir ve tiirev parcalarin
uclarinda sonlu limitlere sahiptir. Polinomlardan, tstel ve trigonometrik fonksiyonlardan parca parga
kurulan biitiin fonksiyonlar bu siniftadir.

Lemma 12.4 (Parcali Diizgiin Fonksiyon Her Noktada Yari-Tiirevlenebilirdir). f, [a,b] iizerinde
parcali diizgiin ise a < x < b olan her x i¢in f' (x) vardir ve f'(x + 0)’a esittir; a < x < b olan her x icin
f.(x) vardir ve f'(x — 0) a esittir.

Ispat.

a < x < b olsun. Istisna noktalari sonlu sayida oldugundan 6yle bir § > 0 vardir ki (z, z + §) araliinda
istisna noktast yoktur; f bu agik aralikta tiirevlenebilirdir. F(t) = f(t) (x <t <z + h) ve F(z) =
f(z 4+ 0) ile tamimlh fonksiyon, 0 < h < § igin [z, + h] izerinde siireklidir ve (x,x + h) iizerinde
tiirevlenebilirdir. Ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) bir &, € (z,x + h) igin

verir. h — 0% iken £, — x olur ve f’’nin sagdan limiti var oldugundan f'(§,) — f’(z + 0). Oyleyse
fi(x) = f'(z +0). Soldan tiirev i¢in ayni akil yiiriitme [x — h, x| aralifinda yinelenir. m

Sonug¢ 12.2 (Par¢ali Diizgiin Fonksiyonlarin Fourier Serisi). f, 27 periyotlu ve [—7, 7| iizerinde
pargal diizgiin olsun. O zaman Fourier serisi her x € R noktasinda yakinsar ve toplami

fz+0)+ f(z—-0)

2
olur.  Siireklilik  noktalarinda  toplam  f(x)’tir x=m wve x=—m noktalarinda toplam
fem+0)+ f(r=0),
dir.
2
ispat.

f periyodik oldugundan her sinirli aralikta parcali diizgiindiir; Lemma 12.4 geregi her noktada yari-
tiirevlenebilirdir. Teorem 12.3 her x i¢in uygulanir. x = 7 noktasinda periyodiklikle f (7 + 0) = f(—7 +
0) olur; x = —n noktasinda f(—m — 0) = f(r —0).m

Lt
Periyodu 2L olan fonksiyonlar i¢in de ayni sonug¢ gegerlidir: g(t) = f (—) olgeklemesi (Tanim 10.4)
™

parcali diizgiinligii ve tek yonlii limitleri korur.

Q Uc adimda Fourier serisinin toplamu

1. Periyodik genislemeyi ciz. Streksizlik noktalarini (parcalarin birlesme yerleri ve ¢ogu zaman
periyodun ugclar) belirle.
2. Siireklilik noktalari. Parcali diizgiin bir fonksiyonun Fourier serisi bu noktalarda f(x)’e esittir;
~ yerine = yazilabilir.
fl+0)+ f(z—0)
2

" Sicrama noktalar1. Serinin toplami "dir. Uygun bir « degeri seriye konursa

bir say1 serisinin toplami elde edilir.

Ornek 12.1 (Testere Disinin Yakinsaklig1 ve Leibniz Serisi). f(z) = wﬂfonksiyonunun (—m, 7
tzerindeki Fourier serisinin toplamim her x € [—, 7] i¢in belirleyiniz ve x = 3 alarak bir say1 serisinin

toplamini bulunuz.

Coziim.
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12.4 Parcali Siirekli ve Yari-Tiirevlenebilir Fonksiyonlar 115

. > (_1)nt1
Ornek 10.1 geregi « ~ 2 g (Gl sin(nz). Periyodik genisleme parcali diizgiindiir: (—m, 7) tize-
n

n=1
rinde f(z) = x stirekli tiirevlidir; siireksizlikler yalniz 7’nin tek katlarindadur.
—7 < x < . f stireklidir; Sonuc 12.2 geregi

_1\n+1
(=1 sin(nz) (—m <z <m).

x = 4w f(r—0) =mxve f(—m 4+ 0) = —7 oldugundan toplam " — 0dir. Bu, serinin biitin

terimlerinin bu n%ktalarda 0 olmastyla uyumludur.
Sayi serisi. x = 3 alalim. sin — sayist cift n i¢in 0, n = 2k — 1 i¢in (—1)**! oldugundan

T X (—1)2k 1 1 1
—=2 —1k+1:2(1—- - —= )
2 ;%—1( ) 375 7t

olur. Buradan Leibniz serisi elde edilir:

>N (—1)kHt 11
ZLzl__jL__...:E.
—~ 2k—1 3 5 4
|
Ornek 12.2 (Sigramanin Ortasina Yakinsama). f(z) = {?T O_:;f:() fonksiyonu 27 periyotlu genisle-

tilsin. Fourier serisini bulunuz ve her z i¢in toplamini belirleyiniz.

Coziim.

Sekil 12.2: Basamak fonksiyonu (koyu) ve Fourier serisinin S;, Ss, S, kismi toplamlar1. Hepsi sicramanin
orta noktasi (0, 11/2)'den geger; sigramanin hemen yanindaki agim terim sayisi artinca kaybolmaz.

Katsayilar. f, Ornek 10.3 fonksiyonunun g katidir; katsayilar da ayni ¢arpanla gelir: ¢y =7, n > 1

icin a,, = 0 ve

b =

n

0|3

n 0, n cift

.%(1_(_1)n): 1—(=1)" :{%,n tek
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116 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

Seri.

flz) ~ g +2(sinx+

sin 3x + sin bz + )
3 5 ’

Toplam. f parcali diizgiindiir. z, 7’nin tam kat1 degilse f siireklidir ve seri f(z)’e yakinsar. x = km
noktalarinda bir yanda limit 0, 6biir yanda 7’dir; seri

0+
2

_7T
T2

i
degerine yakinsar. Ger¢ekten de x = k icin biitiin siniis terimleri 0 olur ve seriden yalniz 3 kalir.
T
Dikkat: f(0) = 7 olarak tanimlanmusti, ama seri 0 noktasinda — verir.
™
Sekilde S}, S5 ve Sg kismi toplamlar: goriliir: hepsi (O, 5) noktasindan gecer ve terim sayis arttikga

basamaga yaklagir. Sigramanin hemen yaninda kismi toplamlarin fonksiyonu bir miktar astigi da
goriliir; bu agim terim sayisi artinca kaybolmaz, yalniz sicramaya dogru sikisir. Yakinsama her noktada
gerceklesir, ama sigramayi iceren bir aralikta diizgiin degildir: stirekli S,, fonksiyonlarinin limiti stirek-
sizdir (Sonug 4.2). m

Ornek 12.3 (Tek Sayllarm Karelerinin Tersleri). | z | fonksiyonunun Fourier serisinden yararlana-

rak Z 2E 12 7T8 oldugunu gosteriniz.

Cozim.
| x |'in Fourier serisini biliyoruz (Ornek 10.2). | z |'in periyodik genislemesi siireklidir (f(—7) =

f(m) = ) ve parcall diizgiindiir (tiirev —1 ya da 1). Sonug¢ 12.2 geregi her x € [—, 7] i¢in esitlik
gecerlidir:

™ cos((2k — 1)x)
‘“‘5_%2 2k—1)2

z = 0 alalim:

T 4 1 > 1 O S
_2_%;(%—1)2’ E(Qk—l) T2 4 8

Ornek 12.4 (Basel Problemi). —7 < z < 7icin f(x) = 22 ve [{z + 2m) = f(x) olsun. Fourier serisini
bulunuz, £ = 7 noktasindaki toplamini belirleyiniz ve buradan Z — toplamini hesaplayiniz.
n
n=1
Coziim.
Katsayilar. f cifttir; b,, = 0.

w

2 [T, 2 272
= — d = —- . — = —
o 7r/0 R T

n > 1 icin iki kez kismi integrasyon yapalim. Once u = x2, dv = cos(nz) d:

s 2 o T 9 ™ ) ™
/ 22 cos(nx) dr = lM] — —/ zsin(nz)dz = ——/ zsin(nz) dz.
0 0 0

n n n
0

Sonra u = z, dv = sin(nz) dz:
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12.4 Parcali Siirekli ve Yari-Tiirevlenebilir Fonksiyonlar 117

" sin(na) do = |- 20" LT ) de = — D"
/ /

n

Oyleyse

Seri ve toplam1. f’nin periyodik genislemesi siireklidir (f(—m) = f(m) = %) ve parcal diizgiindiir.
Sonug 12.2 geregi her z € [—m, 7] igin

2 o0 —1)»
2% = % +47;1 ( 2) cos(nz).

n

x = . cos(nm) = (—1)" ve (—1)"(—1)™ = 1 oldugundan

bulunur. m

12.5 Alistirmalar

Alistirma 12.1 (Cekirdegin iki Bicimi). D, (g) degerini hem tanimdan hem kapali bicimden hesap-

layiniz.

Coziim. 1
Tamimdan. D, (0) = 3 + cos 8 + cos 26 oldugundan

D(ﬂ') n n 2 1+1 1 1
— — +cos — 0S— = —+ - — — = —.
2\3) T2 3P 3 T2 T2
Kapali bicimden. Lemma 12.1, N =2ve § = g ile

(71-) _ sin(g . %) sm%7r 1

\3) " 2sinf 2.1 2

Iki yol ayn1 degeri verir. m

Alistirma 12.2 (Kare Dalga). f(z) = {171’07:5::0 ve f(z + 27) = f(z) olsun. Fourier serisini bulunuz

ve her z icin toplamini belirleyiniz.
Coziim.

Katsayilar. x # 0 icin f(—x) = —f(z) olur; tek bir noktadaki deger integralleri etkilemediginden
katsayilar tek fonksiyon kuraliyla hesaplanir: a,, = 0 ve

b, = %/Owsin(nx)dmz %[—%ﬂgj)}::% (1=(=1").
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118 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

4
n ¢iftse b, = 0, n tekse b, = —.
n
Seri.
4 i sin((2m — 1)x)
~ .

= 2m —1

Toplam. f parcali diizgiindir. z, 7’nin tam kat1 degilse seri f(x)’e yakinsar: 0 < z < 7igin I’e, —m <

x < 0 igin —1’e. = k7 noktalarinda toplam +T_ = 0’dir; oysa f(0) =1 ve f(7) = f(—7) =
—1 olarak tanimlidur. L1
T = g alimirsa 1 = — (1 ~3 + i ) olur; Leibniz serisi bir kez daha elde edilir. m

T

Alistirma 12. 3 (Dogrultulmu§ Slnusten ki Toplam). |sinz | fonksiyonunun Fourier serisinden

yararlanarak Z 4k2 Z 4k2 toplamlarlm bulunuz.

Coziim.
|sinz | siirekli, 27 periyotlu ve par¢ali diizgiindiir; Sonug 12.2 geregi Fourier serisi (Alistirma 10.5) her
z icin fonksiyona esittir:

cos(2kx)
|smm|————z TR

(o]

2 4 1
r=0.0=—— Z YR dolay1s1yla
I
=4k —1 2

1 1 1 1 1
(Denetim: U213 (Qk 1ok g 1) teleskopik serisinin toplam i’dir.)

x = g cos(km) = (—1)* oldugundan

R D = iy (U B

T mi4k? — 1’ f~ 4k?—1 4 T 4
|
T
z,0<z<—
Alistirma 12.4 (Periyodu = Olan Bir Fonksiyon). f(z)= T 2 ve f(z+7) = f(z) olsun.
. 0, §<z§7r
Fourier serisini bulunuz ve bundan yararlanarak Z W toplamini hesaplayimiz.
Coziim. T nrx
Periyot w oldugundan L = gVe T = = 2na’tir. Integrandlar 7 periyotlu oldugundan [—5 0] izerin-

deki parca, x = t — 7w degisken degistirmesiyle [g, 7r] tizerindeki integrale esittir; katsay: integralleri

[0, 7] araliginda alinabilir; f yalniz [0, g] uizerinde sifirdan farklidir.

2/7’/2 d 2 @
ag. Gy = — zder=— —=—.
070 " T 8 4
a,.u =z, dv=cos(2nzx) dzx ile
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12.5 Alistirmalar 119

3 |

0 0 0

(e )) -

0

9 [7/2 2 in(2nz)]™? 1 [™2
a, = / z cos(2nz) dz = - ([%nmv)} — %/ sin(2nz) dx

b,,- u =z, dv = sin(2nz) dz ile

2 [T/ 2
b, = —/ zsin(2nz) dr = —
0 T

n
m

/2 /2
[ﬂ] L / cos(2nz) da
2n 0 2n J,

2 (LxCr )

T 4n

Kalan integral 0°dur, ¢iinkii sin(2nz) fonksiyonu z = 0 ve z = g noktalarinda sifirdir.

Seri.

(_1)n+1

5 sin(an)) .

f(z) ~ g + ; ((_;7)1'# cos(2nx) + -

Say1 serisi. £ = 0 noktasina bakalim. Sagdan limit f(0 + 0) = 0; soldan limit periyodiklikle f(0 —

0) = f(m —0) = 0. f parcali dilzgiin oldugundan seri z = 0’da = 0 degerine yakinsar. Siniis

terimleri 0 olur; a,, yalniz tek n i¢in sifirdan farklidir ve ——’ye esittir:
™
I = 1 = 1 w2
0=—-—— —_—, —_— = .
S D DL

Sonug Ornek 12.3 ile aynidir. m

Alistirma 12.5 (Tiirevsiz Ama Dini Kosullu). [—m, 7] lizerinde f(z) = /| z | fonksiyonunun z = 0
noktasinda yari-tiirevlenebilir olmadigini, ama s = 0 degeriyle Dini kosulunu sagladigini gosteriniz.

Cozim.
Yari-tiirevlenebilir degildir. f(0+0) =0 ve

FO+h)—fO+0) +h
h T h

oldugundan genellestirilmis sagdan tiirev yoktur.
Dini kosulu. z = 0 ve s = f(0) = 0 i¢in

Vu+Vu | g(u) | 1
g( ) 2 0 \/_’ u \/_“
olur. 6 =7ve0 < n < migin

/W%:[z\/ﬂ]g:2f—2\/ﬁ—>2ﬁ (n — 0™).

Limit sonludur; Dini kogulu saglanir ve Teorem 12.2 geregi Fourier serisi z = 0°da 0 = f(0) degerine
yakinsar. Dini kogsulu, yari-tiirevlenebilirlikten gercekten daha geneldir. m

Noktasal yakinsaklig1 elde ettik; ama si¢ramali fonksiyonlarda yakinsama diizgiin olamaz. Fourier Seri-
lerinin Diizgiin Yakinsakligl ve Parseval Esitligi bolimiinde siirekli ve parcali diizgiin fonksiyonlarda
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120 Boliim 12. Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

yakinsamanin diizgiin oldugunu, serinin terim terime tiirevlenebildigini ve Bessel esitsizliginin esitlige
doniistiigiinii gosteriyoruz.
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13.1

13. Fourier Serilerinin Diizgiin
Yakinsaklig1 ve Parseval Esitligi

Noktasal yakinsaklik teoremi, parcal1 diizgiin bir fonksiyonun Fourier serisinin her noktada yakinsadigim
soyler. Sicramali bir fonksiyonda bu yakinsama diizgiin olamaz; ¢iinki stirekli kismi toplamlarin diizgiin
limiti siirekli olmak zorundadir. Geriye su soru kalir: fonksiyon siirekliyse yakinsama diizgiin midiir?
Yanut, tiirevin Fourier katsayilariyla fonksiyonun Fourier katsayilar1 arasindaki basit bir bagintidan ¢ikar:
tirev almak, n’inci katsayiy1 n ile ¢arpar. Bessel esitsizligi tireve uygulaninca f’nin katsayilarinin hizlh
kiguldugu gorilir ve diizgiin yakinsaklik elde edilir. Ayni bagint1 serinin terim terime tiirevlenmesini de
aciklar.

Bolimiin ikinci yarisinda Bessel esitsizligine déniiyoruz. Esitsizlik aslinda bir esitliktir; buna Parseval
esitligi denir. Ispat icin kismi toplamlarin ortalamalarini ve onlarin ¢ekirdegi olan Fejér cekirdegini kulla-
nacagiz.

Tirevin Fourier Katsayilar:

Once bu béliimde sik yinelenecek kosulu sabitleyelim: f, [—m, 7] tizerinde siirekli, f(—m) = f(7) ve
parcali diizgiin (Tanim 12.5) olsun. Ilk iki kosul birlikte, periyodik genislemenin biitiin R’de siirekli
olmas1 demektir. Ugiincii kosul, f/ tiirevinin sonlu sayida nokta disinda var oldugunu ve parcali siirekli
oldugunu séyler; f"’nin tanimsiz oldugu sonlu sayida noktadaki deger integralleri etkilemez.

Lemma 13.1 (Tiirevin Fourier Katsayilar1). f, [—m, 7] iizerinde siirekli ve par¢ali diizgiin olsun ve
f(—m) = f(n) saglansin. f nin Fourier katsayiari a,,, b,,; f' 'nin Fourier katsayilari a,,, b, ise

ap =0, a, =nb,, b, =—na, (n>1)
olur.
Ispat.
Adum 1: Kismi integrasyon gegerlidir. ' ’nin var olmadig ya da siireksiz oldugu noktalar —m = ¢, <
ty < ... <t, =7 boliniisiniin noktalar: arasinda olsun. Her [t; ,,t;] alt araliginda f sireklidir, acik
aralikta tirevlenebilirdir ve f’ uglarda sonlu limitlere sahiptir; ayrica Lemma 12.4 gerefi f, uclarda tek
yonlii tiirevlenebilirdir ve bu tiirevler f’ nin uglardaki limitlerine esittir. Dolayisiyla f, kapali alt aralikta

stirekli tiirevlidir ve @ siirekli tiirevli herhangi bir fonksiyon olmak tizere kismi integrasyon (bkz. Analiz
2) uygulanabilir:

/ /@) p(e) da =[ fl@)elal], - [ f(z) ' (x) d.

J

j=1,...,p icin toplayalim. fo siirekli oldugundan sinir terimleri teleskopik bicimde sadelesir ve
/ f(@)p(x)de = f(m)p(m) — f(—m)p(—m) —/ f(z) ¢ (z) dx (1)

elde edilir.
Adim 2: Katsayilar. (1) esitliginde ¢ = 1 alinirsa ¢’ = 0 ve

aézi/ﬂf/(.’t)dm:f(’rr)_f(_ﬂ-):0

™

() = cos(nzx) alimirsa p(+m) = (—1)" ve ¢’ (z) = —nsin(nz) oldugundan
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122 Boliim 13. Fourier Serilerinin Diizgiin Yakinsaklig: ve Parseval Esitligi

f(z) sin(nzx) d:v) =0+nb,.

p(z) = sin(nz) alimirsa p(+£7) = 0 ve ¢’ (x) = ncos(nx) oldugundan

b, = % (0 — n/: f(z) cos(nx) dm) =-—na,.

Bagintilar bicimsel bir hesabin sdyledigiyle aymdir: a, cos(nz) + b, sin(nz) teriminin tiirevi
nb,, cos(nz) — na,, sin(nz)’tir. Lemmanin sdyledigi, bu terim terime tiirevin f’’nin Fourier serisini verdi-
gidir; bunun i¢in serinin yakinsamasi bile gerekmez. f(—n) = f(m) kosulu vazgecilmezdir: saglanmazsa
sinir terimleri kalir.

Teorem 13.1 (Fourier Serisinin Terim Terime Tiirevi). f, [—m, 7] iizerinde siirekli ve parcali diizgiin

olsunve f(—n) = f(n) saglansin; f periyodik genisletilsin. f* fonksiyonunun yari-tiirevlenebilir oldugu her
x noktasinda

Fa+0)+f(z—0 & i
. = Z ( nb, cos(nz) —na,sin(nz) )

n=1

olur. Ozel olarak f”(z)’in var oldugu her x noktasinda sagdaki seri f'(x)’e yakinsar.

ispat.
I’ parcalv siirekli, dolayisiyla integrallenebilirdir ve periyodik genislemesi 2w periyotludur. Lemma
13.1 geregi f’’nin Fourier serisi, sabit terimi 0 olan ) (nb,, cos(nx) — na,, sin(nz)) serisidir. Teorem

12.3 f' onkszyonuna uygulanirsa, f’’nin yari-tirevienebilir oldugu her x noktasinda bu seri
f(x+0)+ f{z—

degerine yakinsar. f”(z) varsa f’, x’te tiirevlenebilirdir; dolayisiyla siirekli ve

yari-tiirevlenebilirdir ve ortalama f'(x) e esittir. B

Bu teoremin ispatinda ne f’nin serisinin ne de tiirev serisinin diizgiin yakinsakligi kullanildi; fonksiyon
serilerindeki genel terim terime tiirev teoreminden farkl: bir yoldur.

Ornek 13.1 (Mutlak Deger Serisinin Tiirevi). | z | fonksiyonunun Fourier serisini terim terime
tureterek elde edilen serinin toplamimi —7 < x < 7 i¢in bulunuz.

Coziim.
f(z) =| x|, [—m, 7] izerinde siireklidir, f(—m) = f(7) = 7 ve f pargali diizgiindiir. Ornek 12.3 geregi

™ cos((2k — 1)x)
‘m‘_i_%z 2k —1)2

Terim terime tiirev alinirken cos((2k — 1)z)’in tiirevi —(2k — 1) sin((2k — 1)z) oldugundan her
terimin paydasindaki kuvvet bir azalir ve isaret degisir. Tiirev fonksiyonu z > 0 i¢in f'(z) =1, z <

0 i¢in f’(z) = —1’dir ve her noktada yari-tiirevlenebilirdir (pargalar iizerinde sabittir). Teorem 13.1
geregi

4isin((2k—l)w) (1)’ 0 <:(E)<7T

—_ e y xr=

TiH 2kl —1,-r<2<0

~1)

olur; x = 0°da deger = (0’dir. Bu, kare dalganin Fourier serisidir (Alistirma 12.2). m
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13.1 Tirevin Fourier Katsayilar 123

Ornek 13.2 (U¢ Kosulu Saglanmazsa Terim Terime Tiirev Alinamaz). f(x) = = fonksiyonunun
(—r, 7) tizerindeki Fourier serisinin terim terime tiirevinin hi¢bir noktada yakinsamadigini gosteriniz.

Cozim.
o) (_1 n+1 B
—m<zx<Tiginx =2 Z ~————sin(nz) olur (Ornek 12.1). Terim terime tiirev
n
n=1
o0
2 z:(—l)”+1 cos(nz)
n=1

serisini verir. Bu serinin genel teriminin mutlak degeri 2 |cos(nz) |’tir. cos(nz) — 0 olsayd:
cos(2nz) = 2 cos?(nx) — 1 — —1 olurdu; oysa (cos(2nz) ) dizisi (cos(nz) ) dizisinin bir alt dizisidir
ve o da 0’a gitmek zorundadir. Celigki: genel terim 0’a gitmez ve seri her z i¢in 1raksaktr.

Oysa f’(z) = 1'dir. Teoremin kogullarindan f(—n) = f(m) saglanmamaktadir: —7 # 7. Periyodik
genisleme siireksizdir ve tiirevin “Fourier serisi” sigramalarin katkisini géremez. m

13.2 Mutlak ve Diizgiin Yakinsaklik

’ ’
n

a
Lemma 13.1, f’nin katsayilarin1 f”’nin katsayilar cinsinden verir: a,, = ——, b,, = —. Bessel esitsizligi
n n

>(a,? + b,2) serisinin yakinsak oldugunu sdyler; fazladan gelen — carpani f’nin katsayilarini toplana-
. n
bilir yapar. Iki toplami birbirine baglayan arag, sonlu toplamlar i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligidir.

Lemma 13.2 (Sonlu Toplamlar i¢in Cauchy-Schwarz Esitsizligi). z,,...,z, vey,, ...y, reel sayilar

olsun. O zaman
P 2 p p
(z y) < (z ) (z y)
k=1 k=1 k=1

olur.
ispat.
A=>"22 B=> 2.y, C =Y. y? yazahm. Her X € R icin
P
k=1
L o ‘ B B?
olur. A = 0 ise biitiin x; ’lar 0°dir; B = 0 olur ve esitsizlik agikti. A > 0 ise A = 1 koyalim:0 < a
2B? B?
T—FC’:C*I,yaniBQ SAC.

Teorem 13.2 (Fourier Serisinin Mutlak ve Diizgiin Yakinsaklig1). f, [—m, 7] dizerinde siirekli ve
parcali diizgiin olsun ve f (—m) = f(r) saglansin. O zaman f 'nin Fourier serisi R iizerinde mutlak ve diizgiin
yakinsaktir, toplami f’nin periyodik genislemesidir ve hern > 1, her x icin

C 1 (7
@ -5,@)] <= o= (_/

olur.

ispat.
Advm 1: Bir terimin siniri. Lemma 13.2,p = 2 igin

( ag cos(kz) + by, sin(kx))2 < (a2 +b2) (cosz(ka:) + sin?(kx) )= al +b?

verir; dolayisiyla her x icin
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1
| aj cos(kz) + by, sin(kz) | < \/ai +b2 = E\/aff + b2
b2 + a2

k2
1
Adim 2: Kuyrugun stnirt. m > n > 1 olsun. Cauchy-Schwarz esitsizligini (Lemma 13.2)x),, = —,y, =

k
Va2 + b},2 ile uygulayalim:
1/2 1/2
m /a/Q +b/2 m 1 m , )
Z%S<Zﬁ> (Z(ak2+bk2)) ) (2)

olur. Son esitlik tiirevin katsayr bagintilarindan (Lemma 13.1) gelir: a2 + b2 =

k=n+1 k=n+1 k=n+1
Birinci ici 1< 1 1 1 itsizligini kullanalim; toplam teleskopikti
irinci carpan icin — = — = esitsizligini kullanalim; toplam teleskopiktir:
carpan i¢ B k=1 k=1 & s g p p
$ 111
2 "n m n

k=n+1
Ikinci carpan icin f' parcali siirekli, dolayisiyla integrallenebilir oldugundan Bessel esitsizligi (Teorem
11.2) f” fonksiyonuna uygulanir:

m 0]

(a2 +b2) <) (a2 +b2) < /ﬂf’(:v)2da::02.

k=n+1 k=1 —7

3| -

(2) ve Adim 1 birlesince herx € R vemn > n > 1 igin

| S0(e) = 50e) | £ 3 [ apcosthe) + bsinGia) | < % (3)

bulunur. o

Adim 3: Diizgiin ve mutlak yakinsaklik. N — 0 oldugundan (3) esitsizligi (S,,) dizisinin R
n

iizerinde diizgiin Cauchy dizisi oldugunu séyler; Teorem 3.4 geregi (S,,) diizgiin yakinsaktir. (3)’iin orta

ifadesi, mutlak degerlerin serisinin de ayni Cauchy kosulunu sagladigini gosterir; seri mutlak yakinsaktir.

Adim 4: Limit f’dir. f siirekli ve parcali diizgiin oldugundan Sonug 12.2 geregi her z i¢cin S,,(z) — f(x)

olur. Diizgiin limit noktasal limite esit oldugundan S,, = f (R).
Adim 5: Hata siniri. (3) e§itsizgginde n ve x sabit tutulup m — oo limiti alimirsa S, (x) — f(x)

oldugundan | f(z) — S, (z) | < N cikar. ®

Teorem ug¢ seyi birden verir: yakinsamanin diizgiin olmasi, mutlak olmas: ve hatanin ne kadar hizh
kiictildiigii. Kosullar da dogaldir: toplam stirekli ¢cikacagina gore f periyodik olarak siirekli olmalidir; bunu
f’nin stirekliligi ve f(—m) = f(n) birlikte saglar.

Ornek 13.3 (Hata Smirinin Hesab1). f(z) = |z | icin | f(z) — S, (z) | farkina [—m, 7] {izerinde
gecerli bir Gist sinir veriniz. n = 100 i¢in siur kagtir?

Coziim.
f siirekli ve parcal diizgiindiir, f(—7) = f(n). z # O icin f’(z) = +1, dolayisiyla f’(z)? = 1 olur ve

1
c?== ldz =2, C=+2.
v

Teorem 13.2 geregi her x icin

2
2] S,@)] < y/=

olur. n = 100 i¢in siir /0,02 ~ 0,141°dir.
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Bu sinir kabadir. | z |’in katsayilar oldugundan gercek hata, kalan terimlerin toplamiyla

4
m(2k — 1)2
¢ok daha iyi sinirlanir; teoremin verdigi siirin degeri, yalniz f”’nin integralini kullanarak her fonk-
siyon i¢in gecerli olmasindadir. m

Fejér Cekirdegi ve Fejér Teoremi

Yalniz siirekli olan (tiirevi hakkinda bir sey bilinmeyen) bir fonksiyonun Fourier serisi yakinsamayabilir.
Buna karsin kismi toplamlarin ortalamalari her zaman diizgiin yakinsar. Bu sonug kendi bagina énem-
lidir; biz onu Parseval esitligini kanitlamak icin kullanacagiz.

Tanim 13.1 (Fejér Ortalamalar1 ve Fejér (;eklrdeglg f, 2m periyotlu ve integrallenebilir,
Sy, 51, Sy, ... Fourier serisinin kismi toplamlar1 olsun (S, = )

Sp(a) + 5, (2) + . + Sy (a)
N+1

oy(z) =

fonksiyonuna f’nin N’inci Fejér ortalamasi,

Dy(0) + D;(6) + ... + Dy (6)

Kn(0) = N+1

fonksiyonuna N’inci dereceden Fejér cekirdegi denir; burada D, Dirichlet ¢cekirdegidir (Tanim 12.1).

Yani Fejér ortalamasi, ilk N + 1 kismi toplamin aritmetik ortalamasidir; Fejér cekirdegi de ilk N + 1
Dirichlet ¢ekirdeginin ortalamasidir. o, derecesi en ¢ok IV olan bir trigonometrik polinomdur.

Lemma 13.3 (Fejér Cekirdeginin Ozellikleri). N > 0 olsun.

(i) Ky su trigonometrik polinomdur:

l\:>|r—A

0-3+3(1-5

(i) 1 sin (AEL0 2
0, 27 ’nin tam kat1 degilse K (0) = AN +1) 2 ; 6zel olarak her 0 igin K (0) > 0.

) cos(k0).

2 ™

(i) ;/0 Ky (0)do = 1.

() 0 <5 <0< micinKy(0) < __
2(N +1)sin? 2

ispat.

; 1
(i) D;(0) = 3 + chzl cos(k) toplamlarini j =0,..., N icin toplayalhm. 3 terimi N + 1 kez gelir.
cos(k0) terimi, j > k olan D;’lerde, yani j = k,k + 1, ..., N igin, toplam N — k + 1 kez gelir:

N N
N 1
S D,(0) = S+ Y (N — k1) cos(k0).
=0 k=1
N—-k+1 k
N + 1 ile boliiniince ¥ +—: =1- N1l olur.

sin((7+ 1)6 0
((].—92>) 'dir. Pay ve payday: sin — ile
2sin 5 2

0
carpip sintislerin ¢arpimini kosiniislerin farkina ¢eviren 6zdesligi (o = (j + %)6 8= 5) kullanalim:

(ii) 0, 27 ’nin tam kati olmasin. Lemma 12.1 geregi D;(0) =

sin & sin((j+ 3)0)  cos(j60) — cos((j + 1)9).

D.(6 =
(6) = 2 sin? g 4 sin? g
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j=0,..., N icin toplaninca pay teleskopik olur:

iD () = 1—cos((N +1)§)  2sin® (N;'l)e
= I 4siHQg ~ 4sin? g

N—ll— 1 ile bb'lancel formiil ¢ikar. Sag yan bir karenin pozitif katidir; 0 = 2km ise Ky(0) =
NT1 ;.V:O (j + 5) > 0°dir. Her durumda Ky > 0.

2 ™
(iii) Lemma 12.2 geregi her j igin —/ D; = 1°dir; N + 1 tane 1’in ortalamasi 1 dir.
0
0

0 0 )
(iv) § <0 < igin 3 € > g olur ve siniis bu aralikta artan oldugundan sin 5 > sin 5 > 0. (ii)'de

payi 1 ile, payday: bu alt sinirla degistirince iddia ¢ikar. B

Sekil 13.1: K, K ve Ky, Fejér cekirdekleri; karsilastirma icin Ds Dirichlet ¢ekirdegi (kesikli). Fejér cekirdegi
hi¢ negatif olmaz ve tepe disinda hizla séner.

Iki gekirdegin fark: sekilde goriiliir: Dirichlet ¢ekirdegi negatif degerler alarak salinir, Fejér cekirdegi ise

hi¢ negatif olmaz ve tepe disinda N

kilan bu iki 6zelliktir.

1 hiziyla soner ((iv) sikki). Asagidaki teoremin ispatint miimkiin

Teorem 13.3 (Fejér Teoremi). f, R iizerinde siirekli ve 27 periyotlu olsun. O zaman Fejér ortalamalar
f’ve diizgiin yakinsar: o5 = f (R).

ispat.
Adim 1: Integral gosterimi. Sonuc 12.1, s = f(x) ile, her j icin

5,(0) = 1) = 2 [ g.0) D) du
0

™

verir; burada

fle+uw) + flz—u)

g.(u) = : - f(z)

olur. j =0, ..., N icin toplayip N + 1 ile bolelim:
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on(e) — @) = 2 [ o) Ky () du ()

0

Adim 2: g, icin iki simir. f sirekli ve periyodik oldugundan sinirlidir: [—7, 7| dizerinde sinirlidir ve
biitiin degerlerini orada alir. | f | < M olsun; o zaman her x ve u igin | g, (u) | < 2M.

e > 0 verilsin. f, [—2m, 27| kapali aralyinda siireklidir; Cantor teoremi (bkz. Analiz 1) geregi orada
diizgiin siireklidir. Oyle bir § € (0, ) vardir ki y,z € [—2m,27] ve | y — z | < 6 oldugunda | f(y) —
f(z) | <eolurx €[—m,m]ve0d < u <4 icinx +u € [—27, 27| oldugundan

| flet+uw) —f@)| | fle—uw) - flz)]

+ <e€

<

bulunur. Bu 9, x’e bagh degildir.
Adum 3: Integrali bol. x € [—m, 71| olsun. Ky > 0 oldugundan (4) esitliginde mutlak deger integralin
icine alinabilir ve K isaret degistirmez:

2 [0 2 (7
on(z)— f(z — u) | Ky(u)du + — u) | Ky (u) du.
ox(@) = @) 1< [0, | K@ dus~ [ g,w) | Kyt

Birinci integralde | g, | < & ve Lemma 13.3 (iii) ile

2 [° 9 [T
—/ | 9. (u) \KN(u)duSE-—/ Ky (u)du=e.
™ 0 T 0

Ikinci integralde | g,, | < 2M ve Lemma 13.3 (iv) ile

2 [ 2 oM
—/|gx<u>|KN<u>dus—-2M' = —
T Js ™ 2(N+41)sin?25 (N4 1)sin?§

Advm 4: Sonug. § sabitlendikten sonra son ifade N — oo iken 0’a gider; 6yle bir N, vardir ki N > N,
icin €’dan kiigiik olur. O zaman N > Ny ve her x € [—m, 7| i¢in | on(z) — f(z) | < 2e. oy ve f, 27
periyotlu oldugundan ayn esitsizlik her x € R icin gecerlidir. Ny, x’e bagh olmadigindanoy = f (R). m

Adim 3, Dirichlet ¢ekirdegiyle yapilamaz: Dy isaret degistirdiginden / | Dy | integrali N ile birlikte

sinirsiz bityiir ve birinci parca € ile sinirlanamaz. Ortalamaya ge¢mek, geklrdegl negatif olmayan hale
getirerek bu engeli kaldirir.

Teoremin dolaysiz bir sonucu vardir: siirekli ve 27 periyotlu her fonksiyona trigonometrik polinomlarla
istenildigi kadar diizgiin yaklagilabilir; ¢iinkii o5 b6yle bir polinomdur.

Parseval Esitligi

2 ™
1
Bessel esitsizligi (Teorem 11.2) % + (a2 +02) < = / f? diyordu. Sonuc 11.1 geregi iki yan arasin-
T
—T

1 us
daki fark, — / (f — S,,)? karesel hatasinin limitidir. Dolayisiyla esitlik, karesel hatanin 0’a gitmesine
™ —T

denktir.

Teorem 13.4 (Parseval Esitligi). f, [—m, 7| iizerinde parcali siirekli ve Fourier katsayiari a,,, b,, olan bir
fonksiyon olsun. O zaman

ve
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olur.

ispat. .
A(f,g) = / (f — g)? gosterimini kullanalim (Tanim 11.1).

Adim 1: f p;:;iyodik olarak siirekliyse. f, [—m, | iizerinde siirekli ve f(—m) = f(n) olsun; periyodik
genisleme siirekli ve 21 periyotludur. € > 0 verilsin. Teorem 13.3 geregi 6yle bir Ny vardir ki N > N, ve
herz icin | f(z) — oy () | < € olur; dolayisiyla

A(f,on) = /ﬂ [ £(2) — o (@) do < 22,

o N derecesi en ¢cok N olan bir trigonometrik polinomdur. En iyi yaklasim teoremi (Teorem 11.1) geregi
Fourier kismi toplami S, bu derecedeki biitiin polinomlar arasinda en kiiciik karesel hatay: verir:

0<A(f,Sy) < Alfion) <272 (N = Nyp).

Oyleyse A(f,Sx) — 0.

Adim 2: Genel durum. f parcali siirekli olsun; | f | < M olacak bicimde bir M > 0 vardwr. Periyodik
geniglemenin (—m, 7| arahgindaki siireksizlik noktalar t,,...,t, olsun (uglardaki olasi uyumsuzluk
nedeniyle  noktast bunlardan biri olabilir). ¢ > 0 verilsin ve r > 0 sayisi, [t; —r,t; + r] araliklar ile
bunlarin 27’nin tam katlar: kadar 6telenmisleri ikiser ikiser ayrik olacak ve

SM?pr <e

saglanacak kadar kiigiik segilsin. h fonksiyonunu soyle tanimlayalim: bu araliklarin disinda h = f; her
[t; —r.t;+r] arabginda h, (t;—r, f(t; —7) ) ve (t;+r, f(t; + 7)) noktalarini birlestiren dogru
pargast olsun; h periyodik genisletilsin. f, t. + r noktalarinda siirekli oldugundan h biitiin R de siirekli
ve 21 periyotludur. Iki deger arasindaki dogru parcasi o degerlerin arasinda kaldigindan | h | < M olur.
f — h farky, bir periyot icinde yalniz toplam uzunlugu 2rp olan araliklarda sifirdan farklidir ve orada
| f—h | <2M’dir:

A(f,h) < (2M)? - 2rp = 8M?pr < e.

h icin Adym 1 gecerlidir: h’nin Fejér ortalamalari Ty olmak iizere dyle bir Ny vardir ki N > N, i¢in
A(h,Ty) < € olur. Heru,v € R igin (u + v)? < 2u? + 2v? olur; ¢iinkii iki yamin farki (u — v)? > 0°dur.
f—7n = (f—h)+ (h—7y) yazilarak

A(f,mn) < 2A(f,h) +2A(h,Ty) < 4e (N > Ny)

bulunur. Ty, derecesi en ¢cok N olan bir trigonometrik polinomdur; Teorem 11.1 geregi f 'nin kendi Fourier
kismi toplam1 Sy igin

OSA(faSN)SA(faTN)<4E (N2N0>

olur. Oyleyse A(f,Sy) — 0.
Adwm 3: Esitlik. Sonug 11.1 geregi

a8 =1 [ - [§+Z(a3+bg)

n
™ k=1

1 ™
olur. Sol yan 0’a gittiginden koseli parantezdeki kismi toplamlar — / f? sayisina yakinsar. m
TJ

Parseval esitligi, Pisagor teoreminin sonsuz boyutlu bicimi gibi okunabilir: f’nin “uzunlugunun karesi”

™

f?, ortogonal bilesenlerinin karelerinin toplama esittir. Teoremin ilk iddias1 da ilgingtir: Fourier

serisi bazi noktalarda f’ye yakinsamasa bile, karesel ortalama anlaminda her zaman f’ye yakinsar.
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© Uc adimda Parseval ile seri toplami

2
L Katsayilar1 yaz. ag, a,,, b,, bulunur ve % + >>(a? + b?) toplami kurulur.

. 1 /™
2. Integrali hesapla. — / f(x)? du; cift ya da tek fonksiyonlarda — / f(x)? d.
™ ™
— 0

3. Esitle ve ¢6z. Bilinmeyen seri toplamu yalmz birakilir.

Ornek 13.4 (Parseval Esitligiyle Dordiincii Kuvvetler). [—, 7] Gizerinde f(z) =7 — | z | ve f(z +

2m) = f(z) olsun. Fourier serisini bulunuz ve Parseval esitligiyle Z e
e~ (2k+1)

toplamini hesaplayiniz.

Coziim.

Katsayilar. f cifttir; b, = 0. | = |'in katsayilar1 bilinmektedir (Ornek 10.2: aq = 7; tek n igin a,, =

——. ¢ift n > 2 i¢in 0). 7 sabit fonksiyonunun tek sifirdan farkli katsayist aq = 27°dir. Cikarma
™

yapilirsa f =7 — | z | i¢in

A n tek
ay =2 —m=m, a, =14 ™ .
0, n cift

olur ve

4 S cos((2k + 1))
Z (2k+1)2 -

Sol yan.

Sag yan. f cift oldugundan

T ™ _ 37" 3 2
l/ f(x)zdx:%/ (r—aPdp= 2| TZO7) 2 ™20
T™J_ T J T 3 T 3 3

Esitle. f siirekli oldugundan Teorem 13.4 uygulanir:

2 n 16 & 1 _ 272
2 Tl Zk+1)f 3

olur. Toplam yalmiz birakilirsa

i 1 _7'(‘2 <27r2_7r2) _71'4
Za@k+1)" 16\ 3 2 ) 9

Alistirma 11.2 aligtirmasinda Bessel esitsizligiyle bulunan tist siirin gercek deger oldugu boylece
gorilir. m

Ornek 135 (Slqrgmah Fonksiyonda Parseval). f(z) = z fonksiyonuna Parseval esitligini uygula-

yarak Z oldugunu gosteriniz.
Cozim.

f(z) =z, [—m,«| Uzerinde siireklidir; Eerlyodlk geniglemesi sigramalidir, ama Teorem 13.4 yalniz

parcali siireklilik ister. a,, = 0 ve b2 = — oldugundan (Ornek 10.1)
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> 4 1 (" 272 > 1 2
Yoroa e Yaow
n2 T 3 n2 6

n=1 - n=1

Bessel esitsizligiyle yalniz “<” elde edilmisti (Ornek 11.2); Parseval esitligi bunu esitlige cevirir. Ayn

toplami noktasal yakinsaklikla da bulmustuk (Ornek 12.4); iki yéntem birbirini dogrular. m

13.5 Alistirmalar

Alistirma 13.1 (Kare Fonksiyonunun Serisini Tiiretmek). —7 < 2 < 7 i¢cin 2 nin Fourier serisini
terim terime tiireterek x’in Fourier serisini elde ediniz.

Cozim.
f(x) = 22, [—m, ] tizerinde siirekli ve parcali diizgiindiir, f(—m) = f(m) = 2. Ornek 12.4 geregi

n2

2 o0 —1)»
z? = % —l—{; =1 cos(nzx).

f'(x) = 2z fonksiyonu (—m, 7) iizerinde tiirevlenebilirdir. Teorem 13.1 geregi —m < z < 7 i¢in

o ( 1\n 0o (_1\n+l
2:0:42( Y '(—nsin(naz)):4z%sm(nx)

2
n=1 n n=1
. 2 (—1) N
olur. Iki yan 2’ye boliniince z = 2 Z ~———— sin(nz) bulunur; bu, Ornek 10.1 serisidir. m
n
n=1
Alistirma 13.2 (Hangi Seriler Diizgiin Yakinsar?). [—m, 7| {izerinde verilen z, | z |, 2 fonksiyon-

larinin ve kare dalganin (Alistirma 12.2) Fourier serilerinden hangilerinin R tizerinde diizgiin yakinsak
oldugunu belirleyiniz.

Cozim.
Diizgiin yakinsaklik teoreminin (Teorem 13.2) kosullari: f siirekli, pargali diizgiin ve f(—m) = f(m).

« | = | ve 2. Ikisi de siirekli ve parcali diizgiindiir; | — 7 | = | w | ve (—m)? = 72. Fourier serileri R
tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
e x. f(—mt) = —m # m = f(rm); periyodik genisleme siireksizdir. Seri her noktada yakinsar, ama

toplam fonksiyonu 7’nin tek katlarinda siireksizdir. Stirekli kismi toplamlarin diizgiin limiti stirekli
olacagindan (Teorem 4.2) yakinsama R tizerinde diizgiin degildir.
+ Kare dalga. 0 ve -7 noktalarinda sicrar; ayni gerekceyle yakinsama diizgiin degildir.

1 1
Katsayilar da bunu yansitir: diizgiin yakinsayan iki seride katsayilar —, 6bur ikisinde — mertebesin-
n n

dedir. m

Alstirma 13.3 (Kare Dalgada Parseval). Kare dalganin Fourier serisine Parseval esitligini uygulaya-

1
rak mz::l m toplamuini bulunuz.

Cozim.

4

Alistirma 12.2 geregi a,, = 0; tek n igin b,, = —, cift n i¢in b, = 0. f(z)? = 1 oldugundan
nw

Sonug Ornek 12.3 ile aynidir. m
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Alistirma 13.4 (D6rd1;10nci'1 Kuvzetlerin Terslerinin Toplami). f(z) = 22 fonksiyonuna Parseval

1
esitligini uygulayarak g — = T oldugunu gosteriniz.
n
n=1

90
Coziim. ) 1)
. . 27 4(—-1)"
Ornek 12.4 geregi ay = 3= 3 b, =0.
Sol yan.
2 (e 4 &) 4 00
a 9o 1 4m 16 27 1
— = - — _— = — 1 J—
5 +;an 5 +;n4 ot 621 .
1" 1 275 2nt
Sag .= ddep == = ="
ag yan ﬂ[ x*dx — 5 5
Esitle.
16§: 1 _27r4 27r4_187r4—107r4_87r4 i 1 _71'4
—nt 5 9 45 457 —nt 90
n=1 n=1
| |

A11§t1rga 13.5 (Dogrultulmus Siniiste Parseval). |sinz | fonksiyonuna Parseval esitligini uygula-

yarak kz m toplamini bulunuz.
=1

ozim.
¢ 4

—m, obiir katsayilar 0’dur.

4
Alistirma 10.5 geregi ay = —, ay), =
™

Sol yan.

2 o0 00
ag o 8 16 1
PRIl Dyeve 122

1
Sag yan. —/ sinzdz = = -7 =1 (Lemma 10.1 (iii), m = n = 1).
T

A=

Esitle.

16 & 1 8 > 1 2 —8
_ —:1__, = %0,117
1

S 1 1
Denetim: ilk ¢ terim ) + 225 + T225 ™ 0,1164 eder. m

Alistirma 13.6 (Birinci Fejér Cekirdegi). K, (0) cekirdegini Fejér cekirdeginin ozelliklerindeki
(Lemma 13.3) (i) ve (ii) siklarindan ayr1 ayr1 hesaplayiniz ve iki sonucun ayni oldugunu gésteriniz.

Coziim.
(i) ile. N = 1 i¢in

1

1 1
K, () = §+ (1— 5) cosf = —l——cosﬁ'

2

0 0
(ii) ile. N = 1 i¢in paydaki ifade sin § = 2sin 5 c08 5 oldugundan

1{2sin%cos? g 0
K1(9>=—(%> 200525.

SH1§
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132 Boliim 13. Fourier Serilerinin Diizgiin Yakinsaklig: ve Parseval Esitligi

0 1 0
Yarim ac1 6zdesligi cos? 7= LZ;S iki sonucun ayni oldugunu gosterir. Cekirdek gercekten negatif
2 (M1 0
degildirve—/ ﬂd&:_.zzl_.
T Jy 2 2

Fourier serilerinin yakinsaklik kuramini tamamladik. Uygulamada fonksiyonlar ¢ogu zaman biitiin bir
periyot iizerinde degil, yalniz [0, 7] gibi yarim bir aralikta verilir. Fourier Siniis ve Kosiniis Serileri
bolimiinde boyle bir fonksiyonun yalmz siniislerle ya da yalniz kosiniislerle nasil acilacagini gériiyoruz.
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14.1

14.2

14. Fourier Sinius ve Kosinis Serileri

Simdiye kadar fonksiyonlar biitiin bir periyot {izerinde, [—m, 7| araliginda verilmisti. Uygulamada ise
fonksiyon ¢ogu zaman yalniz [0, 7] gibi yarim bir aralikta tanimlidir: bir telin 0 ile 7 arasindaki bigimi, bir
cubugun bir ucundan 6biir ucuna sicakligi. Béyle bir fonksiyonu trigonometrik seriyle agmak icin énce
onu [—, 0) araligina genisletmek gerekir ve bunu yapmanin iki dogal yolu vardir: grafigi diisey eksene
gore yansitmak ya da orijine gore yansitmak.

Birinci yol cift bir fonksiyon verir; Fourier serisinde yalniz kosiniisler kalir. Ikinci yol tek bir fonksiyon
verir; seride yalniz siniisler kalir. Bdylece aymi fonksiyon [0, 7] tizerinde iki farkl: seriyle temsil edilir. Bu
bolimde iki seriyi tanimliyor, u¢ noktalardaki davranislarini belirliyor ve 6rneklerle karsilagtiriyoruz.

Cift ve Tek Genisleme

Genislemeleri tamimlayarak baglayalim.
Tanim 14.1 (Cift Genigleme ve Tek Genisleme). f : [0, 7] — R bir fonksiyon olsun.
f(z), o<z<m

fg(ﬂv)={f(x)’ 0<z<n L@ =10, ze{01m)
< Cf(—a),—r <z <0

fonksiyonlarina sirasiyla f’nin ¢ift genislemesi ve tek genislemesi denir.

Yani f., f'nin grafiginin diisey eksene gére yansimasiyla; f; ise orijine gére yansimasiyla elde edilir.
fo(=z) = f,(x) ve fi(—x) = —f,(x) oldugu tanimdan goriiliir. Tek bir fonksiyon 0°da 0 degerini almak
zorunda oldugundan f,(0) = 0 konmustur; +7 noktalarindaki deger integralleri etkilemez. Iki genisleme
de (0, ) tizerinde f ile cakisir ve f integrallenebilirse onlar da integrallenebilirdir.

Genislemeler siirekliligi farkli bicimde etkiler. f stirekliyse f, her zaman siireklidir ve periyodik genis-
lemesi de siireklidir (f,(—7m) = f(7) = f,(7)). f, ise ancak f(0) = 0 ise 0 noktasinda, ancak f(7) = O ise
+7 noktalarinda (periyodik anlamda) stireklidir.

Kosiniis ve Siniis Serileri

Genislemelerin Fourier serilerini Onerme 10.2 ile yazahm. f, cift oldugundan b, =0 ve a, =

2
- f.(x) cos(nz) dz olur; [0, 7] tizerinde f, = f oldugundan integral dogrudan f ile yazilir. f; i¢in
0

durum benzerdir.

Tanim 14.2 (Fourier Kosiniis Serisi ve Fourier Siniis Serisi). f, [0, 7] lizerinde integrallenebilir
olsun.

a, = —/ f(z)cos(nz)dx (n >0), f(z) ~ a_20 + Z a,, cos(nz)
0 n=1
serisine f’nin Fourier kosiniis serisi,
2 ™ o0
b, = —/ f(z)sin(nz)dz (n>1), flz) ~ Z b,, sin(nzx)
TJo n=1

serisine f’nin Fourier siniis serisi denir.
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134 Boliim 14. Fourier Siniis ve Kosiniis Serileri

Yani kosiniis serisi cift geniglemenin, siniis serisi tek genislemenin Fourier serisidir. ki seri de yalniz f nin
[0, 7] tizerindeki degerlerinden hesaplanir. [0, 7] disinda ise farkli fonksiyonlar temsil ederler: kosiniis
serisinin toplamu ¢ift, siniis serisinin toplamu tektir.

Yakinsaklik, genislemelere Sonuc 12.2 uygulanarak elde edilir; yeni olan yalmz u¢ noktalardaki deger-
lerdir.

Teorem 14.1 (Kosiniis ve Siniis Serilerinin Yakinsakligi). f, [0, 7] iizerinde parcali diizgiin olsun.

f(x+0)+ f(z—0)
2

) Here € (0, 7) igin iki seri de

yakinsar.

degerine, 6zel olarak siireklilik noktalarinda f(x)’e

(ii) Kosiniis serisiz = 0°da f(0 + 0) degerine, x = m’de f(m — 0) degerine yakinsar.

(iii) Siniis serisi x = 0 ve x = 7 noktalarinda 0’a yakinsar.

Ispat.

[ parcali diizgiin oldugundan f, ve f,, [—m, ] iizerinde parcali diizgiindiir: yansima, siirekli parcalari

siirekli parcalara ve tek yonlii limitleri tek yonlii limitlere gotiiriir; istisna noktalar disinda —m < x < 0

iin f.(z) = —f'(—x) ve f{ () = f'(—=) oldugundan tirevler de parcal siireklidir ve tek yonlii limitleri

sonludur. Sonug 12.2 geregi periyodik genislemelerin Fourier serileri her noktada sag ve sol limitlerin

ortalamasina yakinsar.

(i) z € (0,7) igin iki genisleme de x’in bir komsulugunda f ile cakisir; tek yonlii limitler f(xz + 0) ve

f(z—0)dr

(ii) * = 0°da f.(0+ 0) = f(0 + 0) olur. Yansima nedeniyle soldan limit de aymdwr: f.(—h) = f(h) ol-
o 5 5 fgg—ﬂ+0)§—|—f§(ﬂ—0)1 .

dugundan f.(0 — 0) = f(0 + 0). Ortalama f(0 + 0) 'dir. x = 7 ’de toplam 5 dir

ve iki limit de f(m — 0)a esittir.

(iii) x = 0'da f,(0+0) = f(0+0) ve f,(0—0) = —f(0+ 0) olur; ortalama 0’dir. x = w’de f.(m —

0) = f(m —0) ve f,(—m 4+ 0) = —f(m — 0) olur; ortalama yine 0°dwr. (Zaten sin(n - 0) = sin(nw) =0

oldugundan siniis serisinin biitiin terimleri bu noktalarda 0°dir.) m

Ug noktalardaki fark, hangi serinin secilecegini de belirler. Kosiniis serisi u¢larda f’nin limit degerlerini
verir; f, [0, 7] tizerinde siirekli ve parcali diizgiinse biitiin [0, 7] izerinde f’ye diizgiin yakinsar (Teorem
13.2, f, icin). Siniis serisi uclarda 0 verir; f(0 4 0) # 0 ya da f(m — 0) # 0 ise toplam fonksiyonu ilgili
ugcta siireksizdir ve yakinsama [0, 7] tizerinde diizgiin olamaz.

© U¢ adimda yarim aralik acilimi

1. Seriyi se¢. Kosiniis serisi istenmisse cift genigleme, siniis serisi istenmigse tek genisleme diigii-
niilir; genislemeyi acikca yazmak gerekmez.

2 T
2. Katsayilar1 hesapla. a,, = — f(z) cos(nz)dz ya da b, = —/ f(z)sin(nz) dz; ay ayn
T Jo TJo
hesaplanir.
3. Toplami yorumla. (0, ) icinde seri f’ye (sicramada ortalamaya) yakinsar; uclarda Teorem 14.1
uygulanir.

Ornek 14.1 (Bir Parabol Yaymin Kosiniis Serisi). [0, 7] {izerinde f(z) = x(m — z) fonksiyonunun
Fourier kosiniis serisini bulunuz.

Coziim.
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14.2 Kosiniis ve Siniis Serileri 135

cift genisleme tek genisleme

A A
n’4 | 4 |

Sekil 14.1: flx) = x(nt — x) fonksiyonunun [0, 7] lizerindeki grafigi (koyu) ile cift ve tek genislemeleri.
Cift genisleme x = 0'da kdse yapar; tek genigleme oradan diizgiin gecer.

Cift genisleme seklin sol panelindeki fonksiyondur: & = 0’da bir késesi vardir, ama stireklidir.
ag.

2 [™ 2 | mz? 23 " 2 m g2

= — —_ 2d = - — — — = - — = —,
ay /O(Waf: x?)dz l2 3] — 5 3

0

a,,.n > 1 igin iki kez kismi integrasyon yapalm. u = 7z — z2, dv = cos(nz) dx:

/W(ﬂ'l‘ —z2) cos(nz)dzr = l
0

(rz — 2?%) sin(nx)] "

1 /0 " — 2) sin(n) das

n n

0

Sinir terimi 0’dir. Kalan integralde u = m — 2z, dv = sin(nz) dx:

/ ( — 22) sin(nz) dz = [—M]ﬁ -2 / " cos(nz) dx
0 0 0

n
_ m cos(n) +T_o="T 1+ (=1
n n n

Oyleyse

2 1\ 7(1+(=1)") 2(14+(=1)") 0, n tek

a,n = — - (——) . = — 2 = _i .
T n n n —5,n Cift
. . 4 1 - N y o

Seri.n = 2kicinay, = mET olur. f stirekli ve par¢ali diizgiin oldugundan Teorem 14.1 geregi

biitiin [0, 7] izerinde esitlik gegerlidir:

72 X cos(2kx)
z(r—xz)=—— —_—
6 —~ k2
2 cosdz  cos6zx
=5~ cos 2z + 52 +3—2+~-~ (0<z<m).
™ a1 . .
¢ = 0almirsa 0 = 5 Z 2 bulunur; Basel toplami bir kez daha elde edilir. m

k=1
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136 Boliim 14. Fourier Siniis ve Kosiniis Serileri

Ornek 14.2 (Aym1 Parabol Yaymin § Siniis Serisi). [0, 7] iizerinde f(z) = (7 — z) fonksiyonunun
Fourier siniis serisini bulunuz ve z = 5 alarak bir say1 serisinin toplamini hesaplayniz.

Coziim.
b,,. Iki kez kismi integrasyon. u = 7z — 2%, dv = sin(nz) dz:

/W(ﬂm — 22) sin(nz) dz = l (rz — z?) Cos(nac)] "
0

n
0

1 ™
+— / (m — 2z) cos(nzx) dz.
" Jo

Sinur terimi 0°dir. Kalan integralde v = m — 2z, dv = cos(nz) dz:

n

/OW(W — 2z) cos(nz) dx = [w]: 2

+ - /07T sin(nz) dx
(nz)]" _2(1-(=1)")
2 [_cos ]0 _2(1 1 .

n n2

Oyleyse

n cift

.2(1(1)")_4(1(1)"):{#,71 tek
0,

Seri. f siirekli ve parcali dizgiindiir; ayrica f(0) = f(m) = 0 oldugundan uglarda da seri f ile cakigir:

I(ﬂ__x):_zsm ((2k — 1))

= 2]{ — 1
8(, +sm3x+sm5x ) 0<z<m
= —(sinzt+ —— + —— + - r< ).
T 33 53 -
2 2k —1
Say1 serisi. z = u icin f(z) = ve sinu = (—1)**! oldugundan
2 2 4 2
2 8 e k+1
T ; 2k —1)3
olur. Buradan
o] k:+1 1 1 7.(.3
Z =
2k — 1 - 33 ' 53 32

k:l

1
Kargilastirma. Ayni fonksiyon i¢in kosiniis serisinin katsayilar1 ——, siniis serisininkiler — hiziyla
n

k2’
kiigtliir. Nedeni seklin sag panelinde goriiliir: tek genigleme x = 0’da kdse yapmaz (tiirevi de siirek-

lidir), ¢ift genigleme ise koselidir. Genisleme ne kadar diizgiinse katsayilar o kadar hizli kii¢iilir. m

Asagidaki dort 6rnek tek bir fonksiyonu, (0, ) tizerinde f(z) = 7 — z fonksiyonunu ele alir: 6nce iki
serisi bulunur, sonra her seriden bir say: serisi ¢ikarilir.

Ornek 14.3 (Azalan Dogrunun Siniis Serisi). (0, 7) {izerinde f(z) = m — x fonksiyonunun Fourier
sinis serisini bulunuz.

Cozim.
cos(nx)

n

u=m —z, dv = sin(nz) dz ile kismi integrasyon (du = —dz, v = —

):
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14.2 Kosiniis ve Siniis Serileri 137

([_w}: L[ st dx)

3

/OW(W — z)sin(nz) dx =

92

W—x:2ZSln(n$) O<z<m)
n

Al 3w

Sinis serisi

n=1

olur; esitlik Teorem 14.1 (i) geregi (0, 7) Uzerinde gegerlidir. = 0’da seri 0 verir, oysa f(0+0) =
m’dir. Tek genisleme 0’da —7’den 7’ye sigrar; serinin toplami bu sicramanin ortasidir. B

Ornek 14.4 (Azalan Dogrunun Kosiniis Serisi). (0, 7) iizerinde f(z) = 7 — z fonksiyonunun Fourier
kosiniis serisini bulunuz.

Coziim.
ao.

2/”( . 2" 2 x2
ag = — T—z)dt=—|mx——| =—-—=m.
O x 0 T 2 T 2

a,.u=m—z, dv=cos(nz)dzile

=20 1) -2 1] ]

0
2(1—(-1)"
= 2

™n

4
n ciftse a,, = 0, n tekse a,, = — olur.

™
Seri. Cift genisleme m — | z | fonksiyonudur; siireklidir. Teorem 14.1 geregi

N 4 i cos((2k — 1)x)

T (2k—1)2

w—ng 0<z<m)

olur; bu seriyle Parseval esitligini uygularken kargilagmistik (Ornek 13.4). m

(';)le‘nek 14.5 (Kosin2ﬁs Serisinden Bir Toplam). 7 — x fonksiyonunun kosiniis serisinden yararlanarak

m ~ . ..
Z (2k—1)2 =3 oldugunu gosteriniz.
k=1

Coziim.
Kosiniis serisi z = 0’da f(0 + 0) = 7 degerine yakinsar (Teorem 14.1 (ii)). Ornek 14.4 serisinde x = 0
almirsa cos 0 = 1 ile

T 4 1 ad 1 T
TR trlm o @i

Ornek 14.6 (Siniis Serisinden Bir Toplam). 7 — z fonksiyonunun siniis serisinden yararlanarak

- (1) T e
~———— = — oldugunu gosteriniz.
kz:; 2k —1 4
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138 Boliim 14. Fourier Siniis ve Kosiniis Serileri

Cozim.
T = %_ € (0,7) bir siireklilik noktasidir; Ornek 14.3 serisi bu noktada f (g) = g degerine yakinsar.
sin % say1si ¢ift n icin 0, n = 2k — 1 i¢in (—1)*¥*! oldugundan

T | sin &% 0 (—1)k+1 X (—1)k g
=2 2 —oy L =L =Z

1 1

[0, L] Araliginda Siniis ve Kosiniis Serileri

Aralik [0, L] ise 6lgekleme (Tanim 10.4) ayn formiilleri 7 yerine L ile verir.

Tanim 14.3 (Genel Yarim Aralikta Kosiniis ve Siniis Serileri). L > 0 ve f, [0, L] iizerinde integral-
lenebilir olsun. f’nin [0, L] tizerindeki Fourier kosiniis serisi

o) 2 L
f(m)rv(;—o—i—;ancos?, a":Z/O f(a:)cosnLﬂdas,

serisidir.

Yani bunlar, f’nin [—L, L] araligina ift ve tek genislemelerinin 2L periyotlu Fourier serileridir. Teorem
14.1, 7 yerine L yazilarak aynen gecerlidir.

Ornek 14.7 (Uzunlugu 2 Olan Aralikta Siniis Serisi). [0,2] iizerinde f(x) = z fonksiyonunun
Fourier siniis serisini bulunuz.

Cozim. 5
L = 2dir. u = z, dv = sin nre dz ile (v = —— cos w)
2 nmw 2
2 2 . nTx 2z nrx]? 2 2 nmwx
b,=-| xsih—dr=|——cos—| +— [ cos——dx
2/, 2 nm 2 1y nmJ, 2
4 4(—1 n+1
__teostom) _4(-1)
nmw nmw

Sinis serisi

4 & (—1)nHt
LA (D
ﬂ-:

sin? (0<z<?2)

n=1

olur. z = 0’da iki yan da 0’dir; = 2’de seri 0 verir, oysa f(2) = 2’dir. m

Alistirmalar

Alistirma 14.1 (Sabit Fonksiyonun Iki Serisi). [0, 7] iizerinde f(x) =1 fonksiyonunun Fourier
kosiniis serisini ve Fourier siniis serisini bulunuz.

Coziim.
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14.4 Alistirmalar 139

2 (7 2 (7
Kosiniis serisi. a5 = —/ dr=2ven>1icn a, = —/ cos(nz) dx = 0. Seri tek terimden
s v
0
olugur: 1 ~ 1. Cift genigleme sabit 1 fonksiyonudur; serisi kendisidir.

Sinitis serisi.

2 [T 2
b, = — infng)de = — (1 —(—1)"
i / (nz) (1- (1)

m nm

4
olur; bu say1 tek n icin —, ift n i¢cin 0°dir. Dolayisiyla
nm

(oo}

4 Z sin((2k — 1)z)

1=-—
T 2k —1

k=1

(0<z<m).

Tek genigleme kare dalgadir (Alistirma 12.2). U¢larda seri O verir. Ayni fonksiyonun iki serisi bundan
daha farkli olamazdi: biri tek terimli, 6biirii sonsuz ve yavas yakinsayan bir seridir. B

m
0,0<z<—

Alistirma 14.2 (Basamak Fonksiyonunun Siniis Serisi). f(z) = T fonksiyonunun (0, )
1, —<z<mw
2

araligindaki Fourier siniis serisini bulunuz ve z = 3 noktasindaki toplamini belirleyiniz.

Ct’)ziirgrl.
£ [0, 5} tizerinde 0 oldugundan

- 2 /" sin(nz) dz — %[_COS(M’)]Z/Q _ i(cosﬂ — (—1)”)

T s n nmw 2
. 2 2 2 2 - .
olur. IIk katsayilar: b; = —, by = 2—(—1 —1)=—=by = 3 by = 4—(1 — 1) = 0. Sinds serisi
™ ™ ™ ™ 0
21
flz) ~ - 2 - (cos n?7r — (—1)") sin(nz)
2/ . . sin3x sinbzx )
= —|sinz —sin 2z + + —
7r 3 5

olur.

0+1 1
T = g f bu noktada 0’dan 1’e si¢rar; Teorem 14.1 (i) geregi seri —; =3 degerine yakinsar. B

Alistirma 14.3 (Kosiniisiin Siniis Serisi). (0, ) tizerinde f(z) = cos z fonksiyonunun Fourier siniis
serisini bulunuz.

Cozim.
1
cos zsin(nz) = 3 [sin((n + 1)z) + sin((n — 1)z) |

ozdesligiyle

2 [ . [ . .

b, = —/ coszsin(nz) dz = —/ [sin((n + 1)z) + sin((n — 1)z) | dz

TJo TJo
olur.
n=1.
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140 Boliim 14. Fourier Siniis ve Kosiniis Serileri

1 (" 1 2z) 1"
by = —/ sin(2z) dx = — {—COS; w)] =0.
T J, o

i
n > 2.m > 1icin /Tr sin(mz) de = # ve (—1)"*! = (—1)""! oldugundan
0
b 1_(_1)n+1( 1 N 1 ): 1+(—1)”_ 2n ‘
" W n+1 n—1 w n?—1
n tekse b, = 0; n = 2k ise by, = % 4k;4k— 1= 71_(4k82k 0

Seri.

ksin(2kx)
cosx—;z Z:;flx (0<z<m).

Bir kosiniisiin siniislerle yazilabilmesi sagirtici gériinebilir; ama esitlik yalniz (0, 7) tizerindedir. (—, 0)
iizerinde seri, tek genislemeyi, yani — cos z fonksiyonunu verir. Katsayilar yalniz % hiziyla kigiilir,

clinkii tek genisleme 0 ve 4+ noktalarinda sigrar. m

Alistirma 14.4 (Siniisiin Kosiniis Serisi). [0, 7] iizerinde f(z) = sin z fonksiyonunun Fourier kosiniis
serisini bulunuz.

Coziim.
sinz’in [—m, 7] aralifina ¢ift geniglemesi |sinz | fonksiyonudur: —7 < z < 0 i¢in sin(—zx) =
—sinx = |sinz |. Kosiniis serisi, ¢ift geniglemenin Fourier serisidir; Alistirma 10.5 ve Aligtirma 12.3
geregi

4 X cos(2kx)

. 2
Slnmz;*;kzlm (OSIE<7T)

olur. Cift genigleme siirekli oldugundan esitlik uclarda da gegerlidir. m

Alistirma 14.5 (Ayni Fonksiyon, Tki Seri, Iki Hiz). [0, 7] iizerinde f(z) = z fonksiyonunun kosiniis
ve sinils serilerini énceki béliimlerin sonuglarindan yaziniz; hangisinin [0, 7] tizerinde diizgiin yakinsak
oldugunu belirleyiniz.

Coziim.
Kosiniis serisi. Cift genisleme |

v cos((2k — 1)x)
_T_2 <z<m).
2 WZ (2k —1)? Osz<m

Siniis serisi. Tek genisleme (—, 7) {izerinde z’in kendisidir; Ornek 12.1 geregi

x 1 n+1
22 sin(nx) 0 <z <m).
n=1
Diizgiin yakinsaklik. | | siirekli, parcali diizgiin ve | — 7 | = | 7 | oldugundan kosiniis serisi R

tizerinde, dolayisiyla [0, 7] tizerinde diizgiin yakinsaktir (Teorem 13.2). Siniis serisi x = w’de 0’a
yakinsar, oysa f(m) = 7’dir; toplam fonksiyonu [0, 7] iizerinde = = 7’de siireksizdir ve siirekli kismi
toplamlarin diizgiin limiti olamaz. Siniis serisi [0, 7] tizerinde diizgiin yakinsak degildir. m

Fourier serileri kismini burada tamamliyoruz. Dini kosulunda karsimiza cikan lim, o+ / * tirit limitler,
n

integrasyon araliginin ucunda sinirsiz olan fonksiyonlarin integralleridir; siradaki kisim bu genellesti-
rilmis integralleri sistemli olarak ele alir.
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15.1

15. Genellestirilmis Integraller: Sinirsiz
Araliklar

Riemann integrali iki kosul altinda tanimlanmust1: integrasyon arahgl sinirli bir [a, b] araligidir ve integrali

alinan fonksiyon bu aralikta sinirlidir. Oysa / d2 ya da / \/_ gibi ifadeler bu iki kosuldan birini
1

cignedigi halde anlamli bir alan sorusu sorar. Bu tiir 1ntegrallere genellestirilmis integral denir ve
hepsi ayni fikirle tanimlanir: 6nce sorunsuz bir aralikta siradan integral alinir, sonra araligin ucu sorunlu
noktaya dogru gotiirillerek limit alinir.

Genellestirilmis integraller t¢ tipe ayrilir.

Tablo 15.1: Genellestirilmis integrallerin tipleri

Tip Sorun Ornek
I tip integrasyon aralig1 smirsiz / = d_m
22
1

II. tip aralik sinirls, fonksiyon bir ya da ! dx
birkag¢ nokta yakininda sinirsiz 0 VT

IIL. tip ikisi birden / ¥ dw

o Vr(l+a)

Bu béliimde I. tipi tanimliyor ve tanimdan dogrudan hesaplanabilen érnekleri inceliyoruz. flkeli buluna-
mayan integrallerin yakinsakligina karar vermeyi saglayan testler bir sonraki boliimiin konusudur.

Sinirsiz Aralikta Integral

[a, +00) lizerindeki genellestirilmis integralle Analiz 2'de integral testini kurarken kargilagmistik (bkz.
Analiz 2). Tanimi, 6biir siursiz araliklar: da kapsayacak bigimde yeniden yazalim.

Tanim 15.1 (Birinci Tip Genellestirilmis Integral). a € Rve f : [a, +00) — R fonksiyonu her b >
a i¢in [a, b] lizerinde integrallenebilir olsun.

b
s [ o
+o00

limiti var ve sonluysa f(z) dx genellestirilmis integrali yakinsaktir denir ve degeri bu limittir.

Limit yoksa ya da sonsuzsa integral wraksaktir denir.
Ayni bi¢imde, f : (—oo,b] — R her a < b i¢in [a, b] tizerinde integrallenebilirse

b b
| t@yde= tim @

a——00

tanimlanir; limit var ve sonluysa integral yakinsak, degilse iraksaktir.

Yam siursiz araliktaki integral, gittikce uzayan sinirli araliklardaki integrallerin limitidir. F(b) =

/ f(z) dz yazilirsa yakinsaklik, F' fonksiyonunun b — +o0 iken sonlu bir limite sahip olmasidir. Limit
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142 Boliim 15. Genellestirilmis Integraller: Sinirsiz Araliklar

tanimiyla: integralin A sayisina yakinsamasi, her € > 0 i¢in 6yle bir B > a bulunmasi demektirkib > B
oldugunda

<eg

/abf(x)d:n—A

olsun. “Yakinsak” ve “iraksak” sozciikleri serilerden 6diing alinmugtir ve benzerlik rastlant: degildir: F'(b),
serilerdeki kismi toplamin rolinii oynar.

Q Ug adimda tanimla hesap

b
L Sinirli aralikta integralle. / f(z) dz integrali bir ilkel yardimiyla b cinsinden hesaplanir.
2. Limital. b —» 4o (yadaa —;1 —00) limiti incelenir.
3. Karar ver. Limit sonluysa integral yakinsaktir ve degeri bu limittir; limit sonsuzsa ya da yoksa
raksaktir.

+o0
Ornek 15.1 (Yakinsak Bir integral). / re~ 4% dx integralini hesaplaymiz.
0

Cozim. .
—4T
Siurli aralik. u = 2, dv = e~4® dz ile kismi integrasyon (v = _¢ 1 ):
b
b —4x b
/ xe—4z dx = _we _|_l/ e—4m dzx
0 4 o 4Jy
b e—4b e—4b 1
71 16 "1

Limit. b — +oo iken e™#® — 0 ve iistel fonksiyon her kuvvetten hizhi biiyiidiigiinden be=#* — 0 olur.

Dolayisiyla
+oo 1 4b+1 1
—4z = i - _ = —
/O zeMdz = lm ( 16 16¢% ) 16

. 1
Integral yakinsaktir ve degeri E’dlr. [ ]

+oo
Ornek 15.2 (Arktanjantla Hesaplanan Integral). / 5 _T_ 7 integralinin yakisak olup olmadi-
x
0

gin1 arastiriniz.

Cozim.

b dx b
2.1 [a,rctan ac]o = arctanb
0 T+

T .
olur ve lim,_,, . arctanb = 5’dir. Integral yakinsaktir:

/+°° dr 7
0 224+1 2

Sinirsiz bir bolgenin alani sonlu ¢ikmigtir; egri yatay eksene yeterince hizl yaklasmaktadir. m

. . too
Ornek 15.3 (Sonsuza Iraksayan Integral). / 22 g integralinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
x

1
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15.1 Sinirsiz Aralikta Integral 143

Cozim. p
u = Inz degisken degistirmesiyle (du = %)

b
/b lnxd B [(lnx)Q] _ (Inb)?
e T T2 T
1

olur. b — +o0 iken In b — +00 oldugundan limit 4+00’dur; integral iraksaktir. B

integralinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

0
Ornek 15.4 (Sol Ucu Sonsuz Olan Integral). / 5
—z
—00

Coziim.

(~2v2—2) =

1
92—

oldugundan a < 0 i¢in

8]

2—x

0
d
/ ° :[72 2— 2|0 = —2v2+2V2—a

olur.a — —ocoiken2 — a — 400 ve 2/2 — a — 400 oldugundan limit +oco’dur; integral iraksaktir. B

+oo
Ornek 15.5 (Limiti Olmayan Integral). / sin  dz integralinin 1raksak oldugunu gosteriniz.
-2

Cozim.
b
/ sinzdzr = [f cosa:]’i2 =cos2 —cosb
-2

olur (cos(—2) = cos 2). lim,_, ., cos b limiti yoktur: b, = 2kx dizisi boyunca cosb, = 1, b, = (2k +
1)7 dizisi boyunca cos b, = —1 olur ve dizisel 6lciit geregi limit olamaz. Oyleyse integral iraksaktur.
Bu 6rnekte integral sonsuza gitmez; cos 2 — 1 ile cos 2 4 1 arasinda salinir. Iraksaklik “sonsuz olmak”
demek degildir, “sonlu bir limitin olmamas1” demektir. m

15.2 Lineerlik

Limitin toplam ve skaler katla uyumu, genellestirilmis integrale aynen geger.
+o00

+oc0
Teorem 15.1 (Genellestirilmis Integralin Lineerligi). f(z)dx ve / g(x) dx yakinsak ve

a

+o0
a, B € R olsun. O zaman / ( af(z) + Bg(x) ) dz integrali yakinsaktir ve

a

/+oo(af+,6’g)da::a/+oofda:+,3/+oogdm

a

olur. Ayni sonug (—o0, b] iizerindeki integraller icin de gegerlidir.

ispat.
Herb > a i¢in Riemann integralinin lineerligi (bkz. Analiz 2)

/b(af—i-ﬁg)da::a/bfd:v+,8/bgdx

a

verir. Sag yandaki iki integralin b — +o0 iken sonlu limitleri vardir; limitin toplam ve sabitle ¢arpim
kurallar geregi sol yanin da limiti vardir ve limitlerin ayni birlesimine esittir. B
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Teoremin ters yénde kullanimina dikkat etmek gerekir: [(f + g) yakinsak oldugu hélde [ f ve [g
ayr1 ayri 1raksak olabilir (6rnegin g = — f). Bir integrali parcalara ayirmadan dnce pargalarin yakinsak
oldugundan emin olunmalidir. Ote yandan [ f yakinsak ve [ g iraksak ise [(f + g) wraksaktir; yakinsak
olsaydi g = (f 4+ g) — f integrali de yakinsak olurdu.

b a’ b +oo
Baslangic noktasi da yakinsaklhif etkilemez: a < a’ ise / f= / f+ / f oldugundan file
a a a’

a

+o0
/ f ayni anda yakinsar ya da iraksar; yakinsaklik yalniz fonksiyonun sonsuzdaki davranigina baghdur.

a’

Iki Temel Aile

Karsgilagtirma testlerinde 6l¢ti olarak kullanilacak iki integral ailesini simdi hesaplayalim.

+oo
Ornek 15.6 (Ustel Integral). a € Rolsun. / e~ dz integrali ¢ 'nin hangi degerleri i¢in yakinsaktir?

Coziim.

=0. / dx = b — a — +o0; integral wraksaktir.
t40.

b et b 1
F(b) :/ e ®dy = [— ; ] = Z(e‘“t — e ).
e—at
t > 0ise b — +oo iken e~** — 0 olur ve F(b) —
F(b) — 400 olur.

Sonugc.

1
.t < 0ise e — +oove 7 < 0 oldugundan

“+0oo e—at
/ e dr = ; (t > 0); t <0 igin integral iraksaktir.

a

. +o0o d
Teorem 15.2 (Sonsuzda Kuvvet Integrali). a > 0 olsun. / —Z integrali p > 1 i¢in yakinsak, p <
x
a

/+°° dr al™P
z»  p—1

a

1 igin wraksaktir; p > 1 iken

olur.

ispat.
b dz
p=1. / — =1Inb—Ina — +oo; integral iraksaktir.
T
a

p#1
b
b dz P bl=P —qglP
. 2 |1—p|  1—p
a
—ql™P al=P
p > 1lisel —p < 0 oldugundan b*=P — 0 ve limit 1 = T olur.p < 1isel —p > 0 oldugun-
—p p—

dan b*P — 400 ve limit +00 dur. ®
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15.3 ki Temel Aile 145

1
Sonug, p-serisi 6l¢utiinin (bkz. Analiz 2) integral kargiligidir ve ayni esige sahiptir: — sinirdadir ve raksar;
x

ondan biraz daha hizli sénen her kuvvet yakinsar.

Biitiin Dogru Uzerinde Integral

Iki ucu da sonsuz olan integral, tek bir limitle degil, iki ayr1 genellestirilmis integralle tanimlanr.
Tanim 15.2 (Biitiin Dogru Uzerinde Genellegtirilmig Integral). f:R — R her sinirli kapali aralikta
integrallenebilir ve ¢ € R olsun. f(z)dz ve f(z) dz integrallerinin ikisi de yakinsaksa

+o0 —o0 c

f(z) dz integrali yakinsaktir denir ve

+o0 c too
f(z)dz = / f(z)dx + f(z)dx
+o0
tanimlanr. Iki integralden en az biri iraksaksa f(z) dz wraksaktir denir.
—0o0

Yani iki ug birbirinden bagimsiz olarak sonsuza gétiiriilir. Tanim ¢ secimine bagh degildir: ¢ < ¢’ ise

+o0 400
/ / f+ / fve / f= / f+ / f oldugundan yakinsaklik da toplam da ayni kalir.

Ornek 15.7 (Biitiin Dogruda Yakinsak Integral). /

5 integralini hesaplayiniz.

Coziim.
¢ = 0 alalim.

T dg T
—— = lim arctanb =
0 1+ 22 b—+o00 2

0 dx . T
/7 = lim (—arctana ) =5

14+ 22 a——00

Iki integral de yakinsaktir; dolayisiyla

/+°° dx _7r+7r_
1+22 2 2 ™

—00

Iki ucu ayn1 hizla, simetrik olarak sonsuza gotiirmek daha zayif bir kavram verir.
Tanim 15.3 (Cauchy Temel Degeri). f: R — R her sinirli kapali aralikta integrallenebilir olsun.
+00
p.v. o f(z)dz = Clg{loo / f(z

+o0o
limiti var ve sonluysa bu sayiya f(z) dz integralinin Cauchy temel degeri denir.

Yani temel degerde iki ug birbirine baghdir: soldaki —c, sagdaki c ile ayn1 anda uzaklasir. Bu, soldaki ve
sagdaki sonsuz alanlarin birbirini gotiirmesine izin verir.

400
Onerme 15.1 (Yakinsak Integralin Temel Degeri). / f(z) dx yakinsaksa Cauchy temel degeri de

—0o0
vardir ve integralin degerine esittir.
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146 Boliim 15. Genellestirilmis Integraller: Sinirsiz Araliklar

ispat. 0 0
C C

c >0 igin / f :/ f —l—/ f olur. ¢ — 400 iken birinci integral/ f sayisina, ikinci integral
c c 0 —0o0

+o00
/ f sayisina yakinsar; toplamin limiti, limitlerin toplamidir. m
0

Onermenin tersi dogru degildir.

+o00 +o00
Ornek 15.8 (Temel Degeri Olan Iraksak Integral). p.v. / x dz degerini bulunuz. / rdz
oo

— —00
integrali yakinsak midir?

Cozim.
Temel deger. Her ¢ > 0 i¢in

+oo
oldugundan p.v. rdz = 0’dir.
) b T2 +00 .
Integral. | zdz = 5 +00 oldugundan / x dz waksaktir. Iki parcadan biri iraksak oldugun-

0 0

+o0
dan / x dz raksaktir.
—00
Temel degerin 0 ¢ikmasi, sagdaki sonsuz pozitif alan ile soldaki sonsuz nega2tif alanin simetrik kesimde
c

birbirini gétiirmesindendir. Uglar farkli huzla gétiirtliirse sonug degisir: / rxdr = % — +0o. H

—C

15.5 Alistirmalar

+o00
Alistirma 15.1 (Degisken Degistirmeyle Hesap). / ze® dz integralini hesaplayiniz.
0

Coziim.
u = z2 ile du = 2z dz olur:

’ —2* " gy = L (1= et
/(;.’Ee Tr = /0 € u—i( — € )

1
=Y oldugundan integral yakinsaktir ve degeri é’dir. [ ]

N | =

b — 400 iken e®

. - Lo [T dr -
Alistirma 15.2 (Logaritmali Kuvvet Integrali). W integralini hesaplayiniz.
, (nz

Cozim.

d
u=Inziledu = & olur:
T

/b dx _/lnbdu_[ 1:|1nb_ 1 1
, e(nz)2 /o w* | ul,, In2 Inb

n

1 1
b — +oo iken ™ — 0 oldugundan integral yakinsaktir ve degeri ﬁ’dir.
n n
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15.5 Alistirmalar 147

+o00 d

Kargilagtirma i¢in: / e wraksaktir; paydaya eklenen (Inx)? carpani integrali yakinsak yapmaya

x
2

yetmistir. B

+o0o dx
Aligstirma 15.3 (Basit Kesirlerle Hesap). / integralini hesaplayiniz.
x

1 (z+1)
ozum.
: L L ldugund
—_ === ndan
z(z+1l) = x4 ocueuna
b
dz b
——— = |lnz —1 1t =1 In2
/1 PP [nx n(z + )]1 nb+1+n
b
olur. b — +oo0 iken —1veln — 0; integral yakinsaktir ve degeri In 2’dir.
+d%: b+1

Integrali [ — — 1 biciminde iki genellestirilmis integrale ayirmak yanlis olurdu: ikisi de
x

T
wraksaktir. Fark, limit alinmadan 6nce, sinirli aralikta alinmalidir. m

+o0
Alistirma 15.4 (Cift Ustel Fonksiyon). / e~ | #1 dz integralini hesaplayniz.

Coziim.
¢ = 0 ile ikiye aywralm. z > Oicine™ | *| = e, z < Oi¢ine~ | *| = ¢? olur.

+o00
/ e Pdx= lim (l—e*b)zl,
0 b—+o00
0
/_ooe dm:agznoo(l—e ):1.

+o0
Iki parca da yakinsaktir; / e l?ldr=2m
o0

+oo
Alistirma 15.5 (Tek Fonksiyonun Temel Degeri). p.v. / 1_3—2 dx degerini bulunuz ve integ-

ralin yakinsak olup olmadigimn belirleyiniz.

Coziim.

C
ﬁ tek fonksiyondur; her ¢ > 0 i¢in 1 ) HQ_U—:CQ dz = 0 olur ve temel deger 0’dir.

Ote yandan

g 1 N )
i 1+x2dx:[Eln(1+x)]0=§ln(l+b)—>+oo

+oo
oldugundan / l—f—2 dz 1raksaktir; biitiin dogru Gizerindeki integral iraksaktir. m
x

+o00
Tanimla hesap, integralin ilkeli bulunabildigi siirece ige yarar. / e da gibi ilkeli temel fonksiyon-

1
larla yazilamayan integrallerde yakinsakliga, degeri hesaplamadan karar vermek gerekir. Bunun araglarim
Birinci Tip Integraller i¢in Yakinsaklik Testleri béliimiinde kuruyoruz.
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16. Birinci Tip Integraller icin Yakinsaklik
Testleri

Onceki boliimde bir genellestirilmis integralin yakinsakligina, integrali sinirl aralikta hejrsaplaylp limit

alarak karar verdik. Bu yol, integrali alinan fonksiyonun ilkeli yazilabildigi siirece isler. e dzx ya
1

400 :
da / S dx gibi integrallerde ilkel, temel fonksiyonlarla ifade edilemez; sirli araliktaki integral
x
1

icin kapali bir formil yoktur. Yine de ¢ogu zaman asil soru integralin degeri degil, yakinsak olup olmadi-
gidir ve bu soru deger hesaplanmadan yanitlanabilir.

Durum say1 serilerindekiyle aynidir: orada da kismi toplamin formiilii nadiren bulunur ve yakinsakliga,
terimlere bakan testlerle karar verilir. Bu boliimde o testlerin integral karsiliklarini kuruyoruz: Cauchy
kriteri, negatif olmayan fonksiyonlar i¢in karsilastirma testleri, mutlak yakinsaklik ve isaret degistiren
fonksiyonlar i¢in Dirichlet ve Abel testleri.

Boélim boyunca a € R’dir ve [a, +00) lizerinde tanimli her fonksiyonun her b > a i¢in [a, b] Uzerinde
integrallenebilir oldugu kabul edilir. Bir f fonksiyonunun sinirh araliktaki integralini

b
F(b)z/ f@dz  (b>a)

+o0
ile gosteriyoruz. Tanim 15.1 geregi (z) dz integralinin yakinsakligs, lim,_, F'(b) limitinin var

ve sonlu olmasi demektir.

16.1 Cauchy Kriteri

Bir limitin varligini, limitin degerini bilmeden denetlemenin yolu Cauchy kosuludur. Diziler i¢in kurdu-
gumuz 6l¢itin (bkz. Analiz 1) integral bicimi, bu béliimdeki butin testlerin dayanagidur.

+00
Teorem 16.1 (Genellestirilmis Integraller icin Cauchy Kriteri). f(z) dz integralinin yakin-
sak olmasu icin gerek ve yeter kosul sudur: her ¢ > 0 icin 6yle bir B > a vardur ki by > b; > B olan her by,
by icin
by
/ fx)dx| <e
by
olur.
Ispat.

by > by > a igin integralin aralik iizerinde toplamsalligi (bkz. Analiz 2) geregi
f(z)dx = F(by) — F(by)
by

olur; ispat boyunca bu esitligi kullanacagiz.
Gereklilik. Integral yakinsak ve degeri A olsun. € > 0 verilsin. Limit tanimi geregi 6yle bir B > a vardir
kib> Bicin| F(b) — A | < 3 olur. by > by > B ise ii¢gen esitsizligiyle
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16.1 Cauchy Kriteri 149

/:2 f(z)dzx

1

= [ F(by) = F(by) |

<IFby)—Al+| A=Fby) | <s+5=¢

bulunur.
Yeterlilik. Kosul saglansin. Once limitin adayini bulalm. Hern € N igin

a, = Fla+n) = /am f(z)dz

sayt dizisini ele alalim. € > 0 verilsin; kosuldaki B sayisini alalim vea + N > B olan bir N € N secelim.
n>m2> N isea+n>a+m > B oldugundan

/a+" f(z)dx

at+m

<eg

m‘_

|a’n_a‘

olur. Demek ki (a,,) bir Cauchy dizisidir; Cauchy olgiitii geregi bir A sayisina yakinsar.
Simdilim,_, |  F'(b) = A oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin. K0§ulu — ile uygulayarak bir B’ sayist

bulalim. a,, — A oldugundan éyle bir Ny vardir kin > N i¢in | a,, — A | < S olur N > N, vea+
N > B’ olacak bigimde bir N € N secelim. b > a + N olan her b igin

| F(b)—A[<[Fla+N)-A|+]|F()—-F(a+N) |

b

olur; ilk terimde N > Ny, ikinci terimdeb > a + N > B’ kullanildi. Bu, integralin yakinsak ve degerinin
A oldugunu gosterir. B

€ €
<s+5=¢

—lay—A
| ay | + 55

Yani integral yakinsaksa yeterince uzaktaki her araligin integrale katkisi istenildigi kadar kiiguktiir;
tersine, uzak araliklarin katkisi kiigiilityorsa integral yakinsar. Kogulda limitin degeri A hi¢ gecmez;
kriterin giicii buradadir.

Kriterin olumsuzu bir iraksaklik él¢iitiidiir. Oyle bir €, > 0 bulunabiliyorsa ki her B > a i¢in

by

b, >b, > B ve flx)dz| > ¢

by

+oo
olan b, b, sayilar1 vardur, integral iraksaktir. Ornegin / sin z dx integralinde her N € N i¢in
0

(2N+1)7
/ sinwdm:[—cosx]gNA;HM:l—i-l:Z
2N

olur. Ne kadar uzaga gidilirse gidilsin katkis: 2 olan bir aralik bulundugundan ¢, = 2 alinabilir; integral

wraksaktir.

Negatif Olmayan Fonksiyonlar

Fonksiyon isaret degistirmiyorsa F' monotondur ve yakinsaklik tek bir soruya iner: F' sinirli midir? Bu,
negatif olmayan terimli serilerdeki sinirli kismi toplam ol¢iitiiniin (bkz. Analiz 2) integral kargiligidur.

Teorem +16.2 (Negatif Olmayan Fonksiyonlar icin Sinirlilik Olgiitii). Her z > a icin f(x) > 0

olsun. f(z) dz integralinin yakinsak olmas icin gerek ve yeter kosul F' fonksiyonunun iistten sinirly

olmaszd?r: oyle bir M > 0 vardir ki her b > a igin
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:/bf(m)d:ch

olur. Bu durumda integralin degerisupys, F'(b) sayisidir. F iistten sinirly degilselim,, , , . F'(b) = +o00 olur.

ispat.
F artandir. a < zq < 4 olsun. [z, x| iizerinde f > 0 oldugundan integrali negatif degildir (bkz.
Analiz 2):

Fay) — Flay) = [ ? f@)de > 0.

Yeterlilik. F iistten sinirli olsun ve S = supy, F(b) diyelim; S sonludur. € > 0 verilsin. Supremum
tanim geregi F'(by) > S — € olan bir by > a vardir. F artan oldugundan b > b, i¢in

S—e<F(b) <F(b) <8

olur, yani | F'(b) — S | < €. Demek kilim,_, . F'(b) = S’dir; integral yakinsaktir ve degeri S dir.
Gereklilik. Integral yakinsak ve degeri A olsun. Bir b i¢in F(by) > A olsaydi, F artan oldugundan her
b > by icin F(b) > F(by) olur, limit alininca A > F(by) > A celiskisi ¢cikardi. Oyleyse her b > a igin
F(b) < A’dwr; F iistten sinirlidir.

Smrsiz durum. F istten sinirli olmasin. K > 0 verilsin; F(by) > K olan bir by vardwr ve F artan
oldugundan b > b, i¢cin F(b) > F(by) > K olur. Bu,lim,_, F(b) = +o00 demektir. ®

Yani negatif olmayan bir fonksiyonun integrali ya yakinsar ya da +00’a iraksar; Ornek 15.5 turunden sal1-

narak raksama burada goriilmez. Bu yiizden negatif olmayan f i¢in yakinsaklik kisaca / flx)de <

+00 bi¢iminde de yazilir.

Karsilagtirma Testi

Sinirhilik 6l¢iitiiniin en kullanish sonucu, bir integrali karakteri bilinen bagka bir integralle kiyaslamaktur.

Teorem 16.3 (Karsilagtirma Testi). f,g: [a,+00) — R fonksiyonlari herz > a i¢cin0 < f(z) < g(z)
kosulunu saglasin.

(i) +oo ) +o0 +o00 +o0
g(z) dx yakinsak ise f(z) dx de yakinsaktir ve fdx < gdzx olur.

a

(ii) +o00 ) +o00
f(z) dz raksak ise g(x) dx de iraksaktir.

a

Ispat
/ f(z)dz ve G(b) = / g(x) dx yazalim. Siralama teoremi (bkz. Analiz 2) geregi her b >
a igin
0 < F(b) <G(b)
olur.

+o0
(l)/ (x) dz yakinsak olsun ve degerine I diyelim. Teorem 16.2 geregi I = supy, G(b) oldugundan

her b > a icin F(b) < G(b) < I bulunur. F istten simirhdir ve f > 0°dir; yine Teorem 16.2 geregi

f(x) dx yakinsaktir ve degeri supys, F(b) < I olur.

a +oo

+o0
(ii) Bu, (i) sikkinin karsit tersidir: / g(z) dx yakinsak olsaydi (i) geregi f(z) dx de yakinsak

a

olurdu. m
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Teoremi kullanirken iki noktaya dikkat edilir. Birincisi, baslangic noktasinin degismesi yakinsaklig:
etkilemediginden 0 < f(z) < g(z) esitsizliginin bir ¢ > a sayisindan sonraki biitiin z’ler i¢in saglanmasi
yakinsaklik ve iraksaklik sonuglari i¢in yeter; yalniz bu durumda integrallerin degerleri arasindaki esit-
sizlik [e, +00) J}lzermde gecerlidir. Ikincisi, negatlf olmama kosulu atilamaz: f(z) = —1 ve g(z) = 0 i¢in

f < golur, / g(x) dz = 0 yakinsaktir, ama / f(z) dx aksaktir.

a

@ U¢ adimda karsilastirma testi

1. Tahmin et. z bitytikken f’nin hangi basit fonksiyon gibi davrandigina bakilir. Yakinsaklik bekle-
niyorsa f’yi yukaridan, iraksaklik bekleniyorsa agagidan siirlayan bir g aranir.

2. Esitsizligi kur. 0 < f(z) < g(z) yada 0 < g(x) < f(z) esitsizligi, bir noktadan sonraki biitiin
z’ler igin gosterilir.

3. Bilinen integrale bagla. ¢g’nin integralinin karakteri kuvvet integrali (Teorem 15.2) ya da tistel
integral (Ornek 15.6) yardimiyla belirlenir ve sonug f’ye aktarilr.

Ornek 16.1 (Ustel Kare Fonksiyonu). / e~*" dz integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Tahmin. e *° fonksiyonu e~*’ten de hizli séner; yukaridan e~ ile sinirlamay1 deneyelim.
Esitsizlik. x > 1 icin 22>, dolayisiyla —x2 < —z olur. Ustel fonksiyon artan oldugundan

0<e® <e™ (x >1)

bulunur.
Bilinen integral. Ornek 15.6 geregi (t = 1, a = 1)

+oo 1
/ e Tdr = -
1 e

+o00
1 .
yakinsaktir. Teorem 16.3 geregi / e dx yakinsaktir ve degeri — sayisini agmaz. Integralin tam
e
1

degerini bulmadan yakinsakligina karar vermis olduk. m

+o0o

i . . dx
Ornek 16.2 (Kokli Bir Ifadenin Integrali). / ———— integralinin karakterini belirleyiniz.
3/2 V x4 + 2

Cozim.
Her x > 0 i¢in zt 4+ 2> 2t dolayisiyla vz + 2 > 22 olur. Ters gevirince

1 1 ( 3)
<——=<— T > =
i 42 7 w2 2
- 3
bulunur. Teorem 15.2 geregi (p =2 > 1,a = 5)

/+°° dr (3/2)7Y 2

/2

22 2-1 3
TR L 2
yakinsaktir. Teorem 16.3 geregi verilen integral yakinsaktir ve degeri 3 say1sini agmaz. [ |

. +o0 2 4 si
Ornek 16.3 (Asagidan Sinirlayarak Iraksaklik). / % dx integralinin 1raksak oldugunu
1

gosteriniz.

Cozim.
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Her z icin sinz > —1, yani 2 4+ sinz > 1 olur. z > 1 i¢in

2 + si 1
ctsmr 1)
x x

+o0
bulunur. Teorem 15.2 geregi / o wraksaktir (p = 1). Teorem 16.3 geregi, kiicitk fonksiyonun
T

integrali 1raksak oldugundan biiyiik fonksiyonun integrali de wraksaktir. Integrali alinan fonksiyon
negatif olmadigindan iraksama +oo’adir.

Limit Karsilagtirma Testi

Karsilagtirma testinde gereken esitsizlik her zaman elverisli yénde ¢ikmaz. Ornegin fonksiyonu

1
1 Vat—2
— den biiyiiktiir, oysa iki fonksiyon sonsuzda ayni hizla soner. Béyle durumlarda esitsizlik yerine oranin
limitine bakalir.
Teorem 16.4 (Limit Karsilagtirma Testi). f,g: [a, +00) — R fonksiyonlar her x > a igin f(z) > 0
ve g(z) > 0 kosullarini saglasin ve

= lim M
L= acL-&—oo g(.r)

limiti (sonlu ya da +o00 olarak) var olsun.

. +oo +o00
@ g <L <400 ise/ f(z)dz ve/ g(x) dz integralleri aynmi karakterdedir: ikisi de yakinsaktwr

a

ya da ikisi de wraksaktr.

(ii) _ +oo ] +o0

L=0ve g(x) dx yakinsak ise f(z) dx yakinsaktir.
(iii) , _ e Y e

L =+o00ve g(x) dx raksak ise () dx waksaktir.

ispat.
Ug sikta da limit tanimindan bir c > a sayist bulup [c, +00) iizerinde karsilastirma testini uygulayacagiz;
baslangi¢ noktasinin a yerine ¢ olmasi yakinsakligi etkilemez.

L L L 3L
(i)e= 3 > 0 igin 6yle bir ¢ > a vardir ki x > ¢ oldugunda ;g; — L’ < 2 yani 3 < % < -5
olur. g(z) > 0 ile carpalim:
L 3L
5 9(@) < fl2) <= g(z)  (z20).

+oo +oo
3L
/ g(x) dx yakinsaksa Teorem 15.1 geregi / 7g(1‘) dx de yakinsaktir; sagdaki esitsizlik ve
a +00 c +o00
Teorem 16.3 geregi / f(z) dx yakinsaktir. Tersine () dx yakinsaksa soldaki esitsizlik 0 <

c a

2 too .
g(x) < 7 f(x) verir ve ayni gerekgeyle/ g(x) dx yakinsaktiwr. Integrallerden biri yakinsaksa 6biiri

de yakinsaktir; dolayisiyla biri iraksaksa Gbiirii de waksaktir:
(ii) e =1 i¢in oyle bir ¢ > a vardwr ki x > ¢ oldugunda fgxi
+o00 +o0
g(x) dz yakinsak oldugundan Teorem 16.3 geregi f(z) dx yakinsaktir.
f(z) : f(z)

C
(iii) — 400 oldugundan é6yle birc > a vardir kixz > c oldugunda
g(x

( +o00 +o0o (.’L‘)
0 olur. g(x) dz waksak oldugundan Teorem 16.3 geregi (z) dx wraksaktir. m

c (&

<1, yani 0 < f(z) < g(z) olur.

> 1, yani f(z) > g(z) >
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+o0o
Teoremin (ii) ve (iii) siklar1 tek yonlidir. L = 0 iken / g(z) dz 1raksaksa test bir sey sdylemez:
a

1
[2,4+00) lizerinde g(z) = - alinirsa hem f(z) = s hem f(z) = icin L = 0 olur; birincinin

rlnz
integrali yakinsak, ikincinin integrali iraksaktir, ¢iinki

zlnzx

b
/ de =In(Inbd) —In(In2) — +oo.
2

+o0
Aymni bicimde L = 400 iken / g(x) dx yakinsaksa da sonug ¢ikarilamaz.

a
Uygulamada g olarak neredeyse her zaman bir kuvvet fonksiyonu secilir. Bu 6zel durum ayr1 bir ad tagr.

Sonug 16.1 (Kuvvet Testi). Herx > a icin f(x) > 0 olsun, p € R olsun ve
= lim zPf(x)

T—>+00

limiti (sonlu ya da 400 olarak) var olsun.

. +o0
® 0<l< 400 ise/ f(z) dzx integralip > 1 i¢in yakinsak, p < 1 i¢in raksaktr.

a
+oo

() l=0vep >1ise (z) dx yakinsaktir.
(iii) ; N
l=+ocovep <1ise (z) dx waksaktir.
ispat.

+oo
a’ = max{a, 1} alalim. Baslangi¢ nokiasi yakinsakhig etkilemediginden / f(z) dz integralini ince-

a/

1
lemek yeter. [a, +00) iizerinde g(x) = — > 0 fonksiyonu igin
x

f(z)

——= =zaPf(z) > 1 (z — +00)
g(x)
+oo r
olur. o’ > 0 oldugundan Teorem 15.2 geregi/ — integralip > 1 i¢in yakinsak, p < 1 i¢in wraksaktir.
x

a’

Ug sik, limit karsilastirma testinin (Teorem 16.4) ayni numaral siklarindan ¢ikar. m

l dz
Yani f sonsuzda = gibi davraniyorsa integrali de / — integrali gibi davranir; karar yalniz p tissiine
x x

baglhidir.

© Uc adimda kuvvet testi

1. Baskin terimleri ayir. Pay ve paydada z’in en bilyitk kuvvetleri birakilarak f(z)’in sonsuzda
hangi — fonksiyonu gibi davrandigi bulunur.

2. Limiti hesapla. | = lim,_,,  z? f(x) hesaplanur; p dogru segcildiyse 0 < [ < +o0 ¢ikar.
3. Usse bak. p > 1ise integral yakinsak, p < 1 ise iraksaktir.

dx integralinin yakinsaklik durumu-

z
Vet + 22 +1

+oo
Ornek 16.4 (Kuvvet Testiyle Iraksaklik). /
0
nu inceleyiniz.
Coziim.

flz) = S — fonksiyonu [0, +00) tizerinde siirekli ve negatif olmayan bir fonksiyondur.
4+ 22 +1
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1
Baskin terimler. Biiyiik z i¢in kékiin icinde z? baskindir; f(x) sonsuzda \/i_4 = — gibi davranir. p =
€T T

1 alalim.
Limit. Pay ve payday1 z2’ye bélerek
z? 1

z- fla) = -
RN

=1 (x = +00)

bulunur; [ = 1’dir.
Us. 0 <! < +o0ovep =1 < 1oldugundan Sonug 16.1 geregi integral iraksaktir. m

+o0o
Ornek 16.5 (Ustel Sonme Her Kuvveti Bastirir). p € R olmak iizere / xPe™® dx integralinin her
1
p icin yakinsak oldugunu gosteriniz.
Cozim.
f(z) = zPe~* fonksiyonu [1, +00) lizerinde pozitiftir. Kuvvet testini 2 uisstiyle uygulayalim:

ZPt2

2*f(z) =

er
p+2<0isex > 1icin 2P*? < 1 oldugundan 0 < z2f(z) < e % — 0+021ur. p+ 2 > 0 ise tstel fonk-
P

— 0 olur. Her iki durumda

siyon z’in her kuvvetinden hizl bityiidiigiinden (bkz. Analiz 2) yine
ez

lim z2f(z) =0

T—+00

bulunur. Limit 0 ve iis 2 > 1 oldugundan Sonug 16.1 (ii) geregi integral, p ne olursa olsun, yakinsaktir. m

Mutlak ve Sarthi Yakinsaklik

Karsilagtirma testleri yalniz negatif olmayan fonksiyonlar igindir. Isaret degistiren bir f i¢in ilk deneme,
testleri | f | fonksiyonuna uygulamaktir. Seriler i¢in yaptigimiz ayrimin (bkz. Analiz 2) aynisi burada da
ortaya cikar.

+o0
Tanim 16.1 (Mutlak ve Sarthh Yakinsaklik). f: [a,+00) = R olsun. / | f(z) |dz integrali
+o0 a
yakinsaksa f(z) dz integrali mutlak yakinsaktir denir.
+o0 a +o0 +oo
(z) dz yakinsak, buna karsin / | f(z) | dz wraksak ise (z) dz integrali sarth yakin-

a

s;ktlr (kosullu yakinsaktir) denir.

Yani mutlak yakinsaklikta egri ile yatay eksen arasinda kalan toplam alan sonludur. $arth yakinsaklikta
toplam alan sonsuzdur; integral, yalniz eksenin iistiindeki ve altindaki parcalar birbirini gétiirdiigii i¢in
yakimsar. f her [a,b] lizerinde integrallenebilir oldugunda | f | de integrallenebilir oldugundan (bkz.
Analiz 2) tamim anlamlidir. f > O ise | f | = f olur ve mutlak yakinsaklik ile yakinsaklik ayn: seydir.

+o00
Teorem 16.5 (Mutlak Yakinsak Integral Yakinsaktir). f(z) dz mutlak yakinsak ise yakinsaktir
ve ‘
+o00 +o00
flaydo| < [ f(a) |da
olur.
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16.5 Mutlak ve Sarth Yakinsaklik 155

ispat. N
€ > 0 verilsin. / | f(z) | dz yakinsak oldugundan Teorem 16.1 geregi 6yle bir B > a vardir ki by, >

a

b, > B igin

by
/ | f(z) |dz < e
b

1

olur. Integraller icin ii¢gen esitsizligi (bkz. Analiz 2) geregi ayni by, by icin

by by
flayds) < [ ] fo) |do <
bl bl
+o00
bulunur. Bu, f icin Cauchy kosuludur; Teorem 16.1 geregi (z) dz yakinsaktir.

a
Esitsizlik. Her b > a icin ii¢gen esitsizligi ve Teorem 16.2 geregi

/: f(z)dz

+o0

(z)dx

g/ab| F(@) |da:s[°°|f<x> |da

olur. b — 400 iken sol yan sayisina yakinsar; limit esitsizligi korur. B

Teg)rrem, kargilagtirma testini isaret degistiren foEksiyonlara tasir: her z > a igin+| f(z) | < g(z) ve
/ g(x) dz yakinsak ise Teorem 16.3 geregi / | f(z) | dz yakinsaktir; yani / f(z) dz mutlak

a a

y;klnsaktlr, dolayisiyla yakinsaktir.
+oo :
Ornek 16.6 (Mutlak Yakinsak Siniis Integrali). p > 1 olmak iizere / Sl# dz integralinin mutlak
x
1

yakinsak oldugunu gdsteriniz.

Coziim.
Her z > 1 i¢gin |sinz | < 1 oldugundan

sinx 1
0< < —
xrP P
. L [T dx _. [T|sinz
olur. p > 1 oldugundan Teorem 15.2 geregi — yakinsaktir. Teorem 16.3 geregi - dz
x x
1 1

yakinsaktir; verilen integral mutlak yakinsaktir ve Teorem 16.5 geregi yakinsaktir. B

+o0
Ornek 16.7 (Mutlak Yakinsak Kosiniis Integrali). p > 1 olmak iizere / T 1z integralinin
1

xP
mutlak yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Her z > 1igin |cosz | < 1 oldugundan

Ccos T 1
0< < —
P P
L [t dr L. [T™|cosz
olur. p > 1 i¢in — yakisaktir (Teorem 15.2). Teorem 16.3 geregi > dx yakinsaktir;
x T
1 1

verilen integral mutlak yakinsaktir, dolayisiyla yakinsaktir. m
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Mutlak yakinsaklik yakinsaklig: gerektirir, ama tersi dogru degildir: yakinsak bir integral mutlak yakinsak
olmayabilir.

400 :
Ornek 16.8 (Sartli Yakinsak Bir Integral). / T g integralinin sarth yakinsak oldugunu
x
1

gosteriniz.

Cozim.

1 d
Yakinsakhik. b > 1 i¢in uw = —, dv =sinzdz ile kismi integrasyon yapalm (du = 8 =
x x

X
b sing cos b b cosz
dr = |— — 5 dx
.z z 1y , T

b
cosb CcoS
=cosl— —/ —dx.
1

b 2
1 +o0
< 3 —0 olur./ COSQm

Dolayisiyla sag yanin sonlu bir limiti vardir; integral yakinsaktir ve

T sinx T cosz
dr = cosl — 5 dx
1 a: 1 z

—cos):

cosb

b — +ooiken dx integrali ise Ornek 16.7 geregi (p = 2) yakinsaktir.

olur.
Mutlak yakinsak degildir. |sinz | < 1 oldugundan |sinz | > |sinx |? = sin? z olur; yarim ac1
formiilityle

1 —cos2zx

sing | > sin?z =
- 2

bulunur. b > 1 icin z > 0 ile boliip integral alalim:

/ |smx| / dz 1/b cos 2z
> @ - da
2 z 2), =

Inb 1 [bcos2
n___/cosmdx.
1

2 2 T

sin 2z

):

1
Son integrali yine kismi integrasyonla inceleyelim (v = —, dv = cos 2z dx, v =
x

/b cos 2x sin2b  sin2 1 /b sin 2z
de = —— — — +
1 T 2b 2 2

2

sin 2x sin 2:1:

1 . +oo sin 2b , .
< —; oldugundan dz mutlak yakinsaktir; ayrica % — 0’dir. Sag yanin b —
x

22
cos 2z

~+o00 iken sonlu bir limiti Vardlr yani / dz yakinsaktir. Ustelik her b > 1 icin
1

/bcos2:cd <L +1+ /d_a:<§
1 T 2 2 2/ = 2

1’dir. Bunu yukaridaki esitsizlikte kullanalim:

b

d 1

olur, ¢iinkii / —f =1—-
1z

b
b .
Inb 3
/wdaczn————)—i—oo (b = +00).
1 T 2 4
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+00 | o3
Demek ki / M dx waksaktir. Integral yakinsaktir ama mutlak yakinsak degildir; sartl yakin-
x
1

saktir. B

Dirichlet ve Abel Testleri

Sartli yakinsak integrallerde | f | {izerinden yiirityen higbir test sonug vermez; yakisaklik, fonksiyonun
salinimindan dogan gétiirmelere dayanir. Say: serilerindeki Dirichlet ve Abel testleri (bkz. Analiz 2) bu
gotiirmeyi yakalar. Integrallerde Abel toplaminin yerini ikinci ortalama deger teoremi alir (bkz. Analiz 2):
g fonksiyonu [b;, b,] izerinde monoton ve f integrallenebilir ise 8yle bir £ € [by, by] vardir ki

by 13 by
/ f(2)g(z) dz = g(by) / f@)de +gby) [ fla)de (1)
b by 3

olur. Asagidaki iki teoremde g monotondur; monoton fonksiyon her [a, b] ﬁzeﬁinde integrallenebilir
oldugundan (bkz. Analiz 2) fg carpimi da integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2) ve / f(z)g(x) dz integ-

ralinden so6z etmek anlamlidir.

Teorem 16.6 (Dirichlet Testi). f,g: [a,+00) — R fonksiyonlar: asagidaki kosullar: saglasin:
; b
® F(b) = / f(x) dz fonksiyonu simirhdur: éyle bir M > 0 vardir ki her b > a i¢in | F(b) | < M olur;

(ii) g, [a, +00) dizerinde monotondur velim,_, g(x) = 0’dr.
+o0
O zaman f(x)g(z) dz integrali yakinsaktir.

a

ispat.
Once sunu not edelim: a < s < t olan her s, t icin (i) geregi

/t f(z)dzx
olur.

e > 0 verilsin. lim,_, . g(x) = 0 oldugundan 6yle bir B > a vardir kiz > B icin | g(x) | < & olur.

=|F(t)—F(s) |<|F(t)|+]| F(s) | <2M

by > by > B alalim. g, [by,b,] iizerinde monoton oldugundan (1) esitligini saglayan bir & € [by, by]
vardir. Mutlak deger alip yukaridaki sinirt kullanalim:
b2
| taas
3

/: f(z)dx

<2M | g(by) [ +2M ] g(by) |

g g
<2M(m+m>—8.

by
fx)g(z)dz| <[ g(by) | +19(by) |

by

+o0
Teorem 16.1 geregi f(x)g(x) dz yakinsaktir. m

Teorem 16.7 (Abel Testi). f,g: [a,+00) — R fonksiyonlar: asagidaki kosullari saglasin:
@ [T . . .
f(z) dz integrali yakinsaktir;
(ii) g, [a, +00) iizerinde monoton ve sinirlidir: 6yle bir K > 0 vardir ki her x > a i¢in | g(z) | < K olur.

+oo

O zaman f(z)g(x) dzx integrali yakinsaktir.
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158 Boliim 16. Birinci Tip Integraller icin Yakinsaklik Testleri

ispat.
€ > 0 verilsin. (i) ve Teorem 16.1 geregi oyle bir B > a vardir kit > s > B i¢in

/: f(z)dz

olur; s =t iken integral 0 oldugundan esitsizlik t > s > B icin de gecerlidir.
by, > b, > B alalim. g, [by,by] iizerinde monoton oldugundan (1) esitligini saglayan bir £ € [b1722]
vardir. B < by < & < b, oldugundan (1) esitliginin sag yanindaki iki integralin de mutlak degeri K

<=
2K

sayisindan kiigiiktiir. (ii) ile birlikte

by € by
fl@g@)dz| < | o)) || [ 1) da|+] gt || [ flz)da
by by 3
e €
< K- ﬁ + K - ﬁ =€
+o0
bulunur. Teorem 16.1 geregi f(z)g(x) dz yakinsakti. m

Iki testin kosullarini karsilastiralim:

Tablo 16.1: Dirichlet ve Abel testlerinin kosullar

f g
. b
Dirichlet / f(z) dz sl monoton, g(z) — 0
+o00
Abel (z) dz yakinsak monoton, sinirl
a
+o00
Dirichlet testi f’den daha azini ister: f(z) dz integralinin yakinsak olmasi gerekmez, sinurli aralik-

lardaki integrallerin sinirli kalmasi yetec;; f(z) = sin z boyledir. Karsiliginda g’nin 0’a gitmesi istenir. Abel

testinde denge ters yondedir: f’nin integrali yakinsak olmalidir, g’nin ise sinirh kalmas yeter. iki testte
sinx

de g’nin monotonlugu atilamaz. f(z) = sinz ve g(z) = almnirsa F sinirhidir ve g(z) — 0 olur, ama

x

g monoton degildir ve

b b 2
Inb 3
/1f(a:)g(a:)dx:/1 Slr;xdxz%—z—)+oo

oldugundan garpimin integrali wraksaktir; esitsizlik Ornek 16.8 ¢6ziimiinde elde edilmisti. Abel testi i¢in

rolleri degistirmek yeter: f(z) = SH; ad (integrali yakinsaktir) ve g(x) = sin z (sinirli ama monoton degil)
2

. sinz : :
almirsa ¢arpim yine olur ve integrali iraksaktir.

@ U¢ adimda Dirichlet testi

1. Carpanlara ayir. Integrali alinan fonksiyon, salinan bir f ile sénen bir g’nin ¢carpimi olarak yazilir.

" f’nin integralini smirla. F(b) = | f(x)dx hesaplanir ve b’den bagimsiz bir M sayisiyla

a
sinirlandigy gosterilir.

3. g’yi denetle. g’nin monoton oldugu (cogu zaman tiirevin isaretinden) ve lim, , g(z) =0
oldugu gosterilir.
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16.6 Dirichlet ve Abel Testleri 159

sinx

+o0o
Ornek 16.9 (Dirichlet Testiyle Siniis Integrali). / dz integralinin yakinsak oldugunu

1
Dirichlet testiyle gosteriniz.

Coziim.

1
Carpanlar. f(z) = sinz ve g(z) = — alalm.
x

b
/ sinx dx
1
olur; M = 2 alinabilir.

g fonksiyonu. g(z) = — fonksiyonu [1, +00) lizerinde azalandir ve lim

f’nin integrali. Her b > 1 i¢in

| F(b) | = =]cosl —cosb| <2

1

— = 0’dir.

Teorem 16.6 geregi integral yakinsaktir. Ornek 16.8 ¢coziimiindeki kismi integrasyona gerek kalmadan
ayni sonuca ulagtik. m

T—>+00

+o00
coszT
Simdi / — dx integralini p’nin bitiin degerleri icin siniflandiralim. p > 1 icin integralin mutlak
T
1

yakinsak oldugunu Ornek 16.7 gostermisti; geriye 0 < p < 1 ve p < 0 durumlar kaliyor.

COS T
P

+oo
Ornek 16.10 (Sarth Yakinsak Kosiniis Integrali). 0 < p < 1 olmak iizere / dx integralinin
1

sartli yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.

1
Yakinsaklik. f(z) = cosz ve g(x) = o alalim. Her b > 1 i¢in

b
/ cosx dx
1

< 0’dir; g azalandir ve lim

| F(b) | = = |sinb—sinl | <2

1
- = 0’dir. Teorem 16.6

T—>+00 T

olur. p > 0 oldugundan ¢’(z) = ——

geregi integral yakinsaktir.

+o00
Mutlak yakinsak degildir. Tersini varsayalim: / @ dz yakinsak olsun. |cosz | < 1 oldu-
x
1
gundan cos? x < | cosz |, dolayisiyla
Ogcoszxg\cosx\ (x> 1)
P P
+o0 2 +oo
. 2
olur; Teorem 16.3 geregi / COSp T dz yakinsaktir. Ote yandan / cosp ? dz integrali de Dirich-
1 z 1 z

let testi geregi yakinsaktir: g aynidir ve

_ |sin2b—sin2 |

b
/ cos2zdr| = ——— <1
1 2

olur. cos 2z = 2 cos? x — 1 6zdesliginden

1 9 cos’x  cos2x

P

400 dz
yazilir. Sag yandaki iki fonksiyonun integralleri yakinsak oldugundan Teorem 15.1 geregi —
x

+oo 1
yakisak olurdu. Oysa p < 1 i¢in bu integral iraksaktir (Teorem 15.2). Bu celigki, / M dx

P
1 T

integralinin 1raksak oldugunu gosterir.
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160 Boliim 16. Birinci Tip Integraller icin Yakinsaklik Testleri

Integral yakinsaktir ama mutlak yakinsak degildir; sartli yakinsaktir. m

+o0
Ornek 16.11 (Cauchy Kriteriyle Iraksaklik). p < 0 olmak iizere / @ dz integralinin 1raksak
x
1

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Cauchy kosulunun ¢, = icin saglanmadigini gosterecegiz.

B > 1 keyfi olsun. 2N7 > B olan bir N € N secelim ve
7r 7r
b1:2N7r+E, b2=2N7T+§
1
alalim; b, > b; > B olur. [by, by] araliginda cos z > cosg =35> 0’dir. Ayrica z > 1 ve —p > 0 oldu-

1
gundan — = 2P > 1 olur. Dolayisiyla bu aralikta
x

COsS T

>cosz >0
xP

bulunur ve siralama teoremi geregi

ba ba
cos T . .
/ dx > / cosx dx = sinb, — sin b
b

xP
1 1

. . \/§—1
:smg—sm—: =

6 2 €0

olur. Her B i¢in integrali en az ¢, olan, B’nin saginda kalan bir aralik bulduk. Cauchy kosulu saglanmaz;
Teorem 16.1 geregi integral 1raksaktir. B

Uc 6rnek birlikte tam bir siniflandirma verir:

Tablo 16.2: Kosiniis integralinin {isse gore karakteri

P /+OO COS T de Ara(;
1 P

p>1 mutlak yakinsak karsilagtirma testi
0<p<1 sarth yakinsak Dirichlet testi
p<0 raksak Cauchy kriteri

sinx

+o0
Ayni smiflandirma / dx integrali icin de gecerlidir; ¢ozlimlerde cos ile sin yer degistirir,
1

cos 2z = 1 — 2sin? z 6zdesligi kullanilir ve sin g —sin % yerine ayni degerdeki cos % — oS g farki gelir.

+o0o
Ornek 16.12 (Abel Testiyle Yakinsaklik). p > 0 olmak iizere / arctan z dx integralinin
1

xP
yakinsak oldugunu gdsteriniz.

flz) = o ve g(z) = arctan z alalim.
x

cos T
dx

+o0
f’nin integrali yakinsaktir. p > 1 icin Ornek 16.7,0 < p < 1igin Ornek 16.10 geregi / .
x
1

yakinsaktir.
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g monoton ve siirhidir. Her z > 1 icin

1
4 = — 0
9'(@) 1+x2>

7r
oldugundan g artandir; ayrica | arctan z | < E’dir.

Teorem 16.7 geregi verilen integral her p > 0 icin yakinsaktir. B

Sol Ucu Sonsuz Olan Integraller

(—o0, b] tizerindeki integraller icin ayr1 testlere gerek yoktur; bir yansima hepsini yukaridaki duruma
indirger. z = —t yansimast [c, b] araligin1 [—b, —c] araligina tagir; bu sirada béliintiiler boliintiilere, alt ve
st toplamlar da ayni toplamlara karsilik geldiginden her ¢ < b i¢in

b —c
/ fwyae= [

olur. ¢ = —oo iken —¢ — 400 oldugundan / f(z) dz integrali, ancak ve ancak f(—t) dt integ-

rali yakinsaksa yakinsaktir ve bu durumda iki 1ntegrahn degeri esittir. Dolayisiyla bu béliimdeki her test,
t > f(—t) fonksiyonuna uygulanarak sol ucu sonsuz olan integrallere taginir. Ornegin

/1 sinJ;dI:/Jroo sin(— )d _/“’o sintdt
oo T 1 —t 1 t

integrali Ornek 16.9 geregi yakinsaktir. Biitiin dogru iizerindeki bir integral ise Tanim 15.2 geregi iki
parcaya ayrilir ve her parga ayri incelenir.

Alistirmalar
Alistirma 16.1 (Logaritmanin Tersinin Integrali). / — 1ntegrahn1n raksak oldugunu goste-
nr
riniz.
Cozim.
x> 2iginlnx > 0’dir. Ayricaher z > Oigcinlnz < 2 — 1 < z oldugundan 0 < Inz < z, yani
1 1
—>-=>0 >2
Inz " =z (z22)
+oo dz
olur. Teorem 15.2 geregi — 1raksakt1r (p = 1). K¢tk fonksiyonun integrali iraksak oldugundan
Teorem 16.3 (ii) geregi / — 1raksakt1r [
2
400 /
Alistirma 16.2 (Koklii ifadede Kuvvet Testi). / 713 d:r integralinin yakinsaklik durumunu
inceleyiniz.
Cozim.

vr+1

f(z) = 213 fonksiyonu [1, +00) tizerinde pozitiftir.
x

Baskin terimler. Biiyiik z icin pay /7 gibi, payda 22 gibi davranir; f(z) sonsuzda ~—- \/5 gibidir.
x?

23/2
—§alahm /
b= 9 .

1
Limit. 232z + 1= 2% /1 + = oldugundan
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162 Boliim 16. Birinci Tip Integraller icin Yakinsaklik Testleri

2, /141 14+ 1
1‘3/2f($) — z \/ +3z — \/ +3m 1
2(1+%)  1+3

(z — 400)

bulunur; { = 1°dir.

.. 3
Us.0 <l < +oovep = 3 > 1 oldugundan Sonug 16.1 geregi integral yakinsaktir. B

+o0o
d
Alistirma 16.3 (Kuvvet Testinin Karar Veremedigi Aile). p € R olmak iizere / ﬁ integ-
, z(lnz
rali p’nin hangi degerleri i¢in yakinsaktir?
Cozim. J
u = Inz degisken degistirmesiyle du = & olur ve b > 2 i¢in
x
, z(nz)p [ o wp
+oo
bulunur. b — +o00 iken Inb — +00 oldugundan verilen integralin karakteri / — integralinin

In2
karakteriyle aynidir. In2 > 0 oldugundan Teorem 15.2 uygulanir: integral p > 1 i¢in yakinsak, p <1

icin raksaktir ve p > 1 iken
/+°° de  (In2)'?
, z(nz)p p-—1
qg—1

x
p > 0 iken bu ailede Sonug 16.1 sonug vermez. ¢ < 1 olan her tisle z9f(z) = W — 0 olur, ama
nx

olur.

(ii) sikki 1°den biiyiik bir s ister. ¢ > 1 olan her iisle ise
q—1

xlf(z) = (lil—x)i’ — 400

olur (logaritmanin her kuvveti, 2’in her pozitif kuvvetinden yavag biiyiir), ama (iii) stkk1 1’i agmayan
bir iis ister. Fonksiyon — ile biitiin oo (¢ > 1) fonksiyonlarinin arasina diiser; boyle durumlarda karar
x x

dogrudan hesapla verilir. p < 0 icin ise test karar verir: zf(z) = (Inz)™? limiti p =0 iken 1, p < 0
iken 400 olur ve integral iraksaktir. B

+o00
. 3
Alistirma 16.4 (Mutlak Yakinsak Salinimli Integral). / ;(i—:z dx integralinin mutlak yakinsak
x
0

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Her z > 0 i¢in | cos 3z | < 1 oldugundan

0 < cos 3z 1
T 1422 T 1422
olur. Ornek 15.2 geregi
/+°° de w
0 1+22 2
cos 3z

1+ 2?2
Teorem 16.5 ayrica degeri icin bir sinir verir:

+o00
yakinsaktir. Teorem 16.3 geregi / dz yakinsaktir; verilen integral mutlak yakimsaktir.
0
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16.8 Alistirmalar 163

/+°° cos 3z
dzx
0 14 22

m
< —.
-2

+o0
Alistirma 16.5 (Stnirsiz Fonksiyonun Yakinsak Integrali). / x sin(z*) dz integralinin yakinsak

1
oldugunu gosteriniz.

Coziim.

—3/4

1
Degisken degistirme. v = z* alalm. z = u'/* ve dz = v du oldugundan

zdr = ul/4. iu‘3/4 du = du

RN

olur. b > 1 icin

b b
1 sinu
zsin(z?) dz = —/ du
J 1), va

1
Dirichlet testi. f(u) = sinu ve g(u) = — alalim. Her ¢ > 1 i¢in

NG

C
/ sin u du
1

< 0 oldugundan g azalandir ve lim

bulunur.

=]cosl—cosc|<2

olur. ¢’'(u) = —

+00

1
2052 w00 T = 0’dir. Teorem 16.6 geregi
u u
sinu

Y

Sonuc. b — +oo iken b* — +0c0 oldugundan

+oo 1 +o0 _:
/ zsin(z?)dz = = kel
1

— au
4/, Vu

du yakinsaktir.

olur; integral yakinsaktir.

Bu ornek, serilerle integraller arasindaki bir farki gésterir. Yakinsak bir serinin genel terimi 0’a gider;
oysa burada z sin(z*) fonksiyonu 0’a gitmedigi gibi smirli bile degildir. Integral, salimm gittikce
siklastig1 ve ardisik pozitif ve negatif parcalar birbirini gétirdigi icin yakinsar. B

. +0 sinx
Alistirma 16.6 (Logaritmali Sarth Yakinsak Integral). / ]
) nz

dx integralinin sartli yakinsak

oldugunu gosteriniz.

Coziim. )
Yakinsaklik. f(z) = sinz ve g(z) = e alalim. Her b > 2 i¢in
nzx
b
/sina:dm =|cos2—cosb | <2
2
1 > 2i¢in g’ (z) ! < 0 oldugund landir ve li 0’dur. T 16.6
L. icin =—— ndan g azalandir ve lim —— = 0’dur. Teorem 16.
olur.z > 2i¢in ¢’ (z 2 na)? oldugundan g azalandir velim, _, , o, —

geregi integral yakinsaktir.
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164 Boliim 16. Birinci Tip Integraller icin Yakinsaklik Testleri

+00 | o3
Mutlak yakinsak degildir. Tersini varsayalim: / |slln—m| dx yakinsak olsun. sin? z < |sinz |
9 nz
oldugundan
sinz _ |sinz |
0< < (z > 2)
Inz Inz

cos 2z

+o0 P +o00
olur ve Teorem 16.3 geregi / dx yakinsaktir. / dx integrali de Dirichlet testi
2 2

ne
geregi yakinsaktir: g aynidir ve

| sin 2b — sin4 |
= <

b
/ cos2zdr| = ———— <1
9 2
olur. cos 2z = 1 — 2sin? z 6zdesliginden
1 _ 9 sin?x  cos2z
lnz Inx Inx

+o00
z
yazilir; Teorem 15.1 geregi / —— yakinsak olurdu. Bu, Alistirma 16.1 ile celisir. Demek ki

Inzx

+oo :

sin z

/ g dx wraksaktir.
9 Inx

Integral yakinsaktir ama mutlak yakinsak degildir; sartli yakimsaktir. m

too /xsin

Alistirma 16.7 (Abel Testinin Uygulanmasi). / n 1x dx integralinin yakinsak oldugunu
x
1
gosteriniz.

Cozim.
Integrali alinan fonksiyonu iki ¢arpana ayiralim:

Vrsing sinz
r+1  Jz z+1

flz) = Sir/la—:c ve g(x) = J;L-l—l alzzhm.
1
f’nin integrali yakinsaktir. sin z d integralleri 2 ile sinirhdir, T fonksiyonu azalandir ve 0’a
T
+o00 1.

sinz
dx yakinsaktur.

E

g monoton ve sinirhdir. g(z) =1 —
x

gider; Teorem 16.6 geregi

T oldugundan

i 1

olur; g artandir. Ayrica z > 1i¢in 0 < g(z) < 1’dir.
Teorem 16.7 geregi verilen integral yakinsaktir.

alinirsa

ikinci yol. Dirichlet testi dogrudan da uygulanabilir: f(z) = sinx ve h(z) = - z

h/<x)=2\/_;(;—il)2§o (x> 1)

1
oldugundan h azalandir ve 0 < h(z) < —= esitsizliginden h(z) — 0 bulunur. m
x

7
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16.8 Alistirmalar 165

Bu bolimdeki testlerin hepsi siirsiz araliktaki integraller i¢indi. Aralik sinirli, fonksiyon ise bir nokta
yakininda sinirsiz oldugunda ayni fikirler kiiiik degisikliklerle yeniden kurulur; bunu Ikinci Tip Genel-
lestirilmis Integraller béliimiinde yapiyoruz.
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17.1

17. Ikinci Tip Genellestirilmis Integraller

1
/ @ integralinde aralik snirlidir ama fonksiyon sinirli degildir: « sifira yaklasirken L smirsiz biiytir.
) V3 Vi
Riemann integrali yalniz sinirli fonksiyonlar i¢in tanimlandigindan bu ifade siradan bir integral degildir.
Yine de egrinin altindaki bélgenin alanini sormak anlamlidir ve yanit, sinirsiz araliklardaki fikirle verilir:
sorunlu noktadan biraz uzakta durulur, siradan integral alinir, sonra o noktaya dogru limit alinir.

Bu bolumde II. tip genellestirilmis integrali tamimliyor ve 6nceki bolimde sirsiz araliklar igin kurulan
yakinsaklik testlerinin karsiliklarini ispatliyoruz. Testlerin bi¢imi aynidir; degisen, 6l¢ii olarak kullanilan
kuvvet integralinin esigidir: sonsuzda p > 1 yakinsaklik verirken sorunlu noktada p < 1 yakinsaklik
verir. Boliimiin sonunda iki sorunun birlikte goriildiigi IIL tip integrallere geciyoruz.

Tekil Noktada Integral

Once fonksiyonun araligin yalniz bir ucunda smirsiz oldugu durumu ele alahm.

Tanim 17.1 (ikinci Tip Genellestirilmis Integral). a < breelsayilarolsun. f : (a,b] — R fonksiyonu
her z € (a,b) i¢in [z, b] lizerinde integrallenebilir ve a’nin her sag komsulugunda smirsiz olsun. Bu
durumda a noktasina f’nin tekil noktasi denir.

Tim, / " fo) e

limiti var ve sonluysa / f(z) dz genellestirilmis integrali yakinsaktir denir ve degeri bu limittir. Limit

yoksa ya da sonsuzsa 1ntegral wraksaktir denir.
Ayni bigimde, f : [a,b) — Rher z € (a,b) i¢in [a, 2] izerinde integrallenebilir ve b’nin her sol komgulu-

gunda siursizsa (tekil nokta b)
b T
/ f(z)dz = lim / £(t) dt
a z—b~ @

tanimlanir; limit var ve sonluysa integral yakinsak, degilse iraksaktir.

Yani tekil noktanin kendisi integrale hi¢ sokulmaz: ondan z kadar uzakta kesilen aralikta fonk51y0n

sinirlidir, orada siradan integral alinir ve kesim noktas: tekil noktaya yaklagtirillir. F'(z / f(t)dt

yazilirsa yakinsaklik, F' fonksiyonunun  — a* iken sonlu bir limite sahip olmasidir. Limit tammlyla
integralin A sayisina yakisamasi, her € > 0 icin dyle bir 6 > 0 bulunmas: demektir kia <z <a+ 46

oldugunda
b
/ Ft)dt— A

olsun. h = x — a yazilarak ayni limit hm / f(t) dt biciminde de ifade edilebilir.

<eg

b
Tekil ucu vurgulamak i¢in f(z) dx ve / f(z) dz yazimlar1 da kullanilir. Biz sinirlar1 yalin yazacak,

at
tekil noktanin hangisi oldugunu her seferinde ayrica soyleyecegiz.

4
Ornek 17.1 (Sag Ucu Tekil Yakinsak Integral). / integrali yakinsak midir?
0

dzr
Vi —zx
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17.1 Tekil Noktada Integral 167

Cozim.

Fonksiyon z < 4 icin tanimlidir ve £ — 4~ iken

rir (—2v/E 1) =

! — 4+ lur; tekil nokt Lig g
oo olur; tekil nokta araligin sag ucu
T g g

oldugundan 0 < z < 4 i¢in

—Va—if =4—2V4—g

olur. ¢ — 4~ iken v4 — z — 0 oldugundan limit vardir ve sonludur:

ﬁH
c\elk

4—z T4~

4 dx . B
/0 \/_zhm(4—2\/4—x)—

Integral yakinsaktir ve degeri 4’tiir. Bélge yukar1 dogru sinirsiz uzadigi halde alani sonludur. m

Tanimdaki smirsizlik kosulunun bir nedeni vardir: fonksiyon a yakininda smirl kaliyorsa limit almak
yeni bir sey vermez.

Onerme 17.1 (Sinirli Fonksiyonda Limit Siradan Integraldir). f : (a,b] — R sinirlive herz € (a,b)
icin [z, b] tizerinde integrallenebilir olsun. f(a) degeri nasul secilirse secilsin f € R|a, b] olur ve

lim fdt/f

z—at
saglanir.

ispat.
f(a) herhangi bir sayi olarak segilsin ve M > 0 sayisi, her t € [a,b] igin | f(t) | < M olacak bicimde
alinsin. .
Integrallenebilirlik. ¢ > 0 verilsin. 2M (z, — a) < 3 olacak bicimde bir x, € (a,b) secelim. f €
R|zy,b] oldugundan Riemann élgiitii (bkz. Analiz 2) geregi [z, b] araliginin

€

kosulunu saglayan bir By boliniisii vardir. P = {a} U B, kiimesi [a, b] 'nin bir boliniisidiir ve B)’a gére
tek fazladan alt araligi [a, xy) ‘dir. Bu alt aralikta sup f — inf f < 2M oldugundan

U(P, f) — L(P, f) < 2M(z, — a) + g <e

olur. Riemann élgiitii geregi f € R|a, b] dir.
Limit. Integralin aralik iizerinde toplamsalligi (bkz. Analiz 2) geregi her © € (a,b) igin

/abf(t)dt—/:f(t)dtz/:f(t)dt

olur. Integraller icin iicgen esitsizligi (bkz. Analiz 2) ile

/a o

b
bulunur. ¢ — a% iken sag yan sifira gider; limit/ f(t) dt sayisidir. m

< [ 15 lae < 2o~
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.. . sinz . , . sinz . L.
Ornegin fonksiyonu z = 0’da tanimsizdir, ama 11n(1J —— =1 oldugundan (0, 1] iizerinde sinurlidir;
z— T

x
sizliktir. Bu yiizden bir integrali II. tip saymadan 6nce fonksiyonun kugkulu noktadaki limitine bakilir.

1 .
/ S0 % iz siradan bir integraldir. Bir noktada tanimsiz olmak tekil olmak demek degildir: tekillik sinir-
0

Ic Noktada ve Birden Cok Noktada Tekillik

Tekil nokta araligin icindeyse ya da birden ¢ok tekil nokta varsa integral, her biri yalniz bir ucunda tekil
olan parcalara ayrilir.

Tanim 17.2 (I¢ Noktada ve Birden Cok Noktada Tekil Integral). c € (a,b) olsun. f : [a,b] \ {c} —
R fonksiyonu c’yi icermeyen her kapali alt aralikta integrallenebilir ve ¢ yakininda smirsiz olsun. (f, ¢’nin

bir yaninda sinirh kaliyorsa o yandaki parca siradan bir integraldir; bkz. Onerme 17.1.) f(z)dz ve

a

/ f(z) dz integrallerinin ikisi de yakinsaksa / f(z) dzx integrali yakinsaktir denir ve

/f m—/f m+/f

tanimlanr. Iki integralden en az biri iraksaksa / f(z) dz waksaktir denir.

Daha genel olarak f’nin [a,d] icinde sonlu sa}(/llda tekil noktas1 varsa aralik, her parcada tekil nokta
ya%)mz bir ucta kalacak bicimde sonlu sayida alt araliga boliniir. Butin parcalardaki integraller yakinsaksa

/ f(z) dz yakinsaktir ve degeri bu integrallerin toplamidir; parcalardan en az biri iraksaksa raksaktir.

a

b

Yani tekil noktaya soldan ve sagdan birbirinden bagimsiz yaklasilir; lim f ve lim f limitleri
- y—ct

ayr1 ayr1 var olmalidir. Tki ucu da tekil olan bir integral herhangi bir ¢ € (a, b) noktasindan ikiye boliniir.
Bélme noktasinin secimi sonucu degistirmez: ¢ < ¢’ ise / f= / f+ / f oldugundan iki se¢im

yalniz siradan bir integral kadar farkli parcalar tiretir ve toplam ayni “Kalir.

8
Ornek 17.2 (Tekil Noktasi iceride Olan Integral). / ?/_w_ integralini hesaplayiniz.
x
-1

Coziim.
T 3—> 0 iken 3—)/5 51;11r31zd1r; tekil nokta araliin i¢indeki 0’dir. Integrali 0’dan ikiye ayiralim. ¢ # 0 igin
(5 ( %)2> = % olur; bu esitlik negatif ¢ i¢in de gegerlidir.

Sag parca. 0 < z < 8 i¢in

o= ] ooy

olur ve x — 07 iken limit 6 dur.
Sol parca. —1 < z < O icin

R SO IS

3
olur ve z — 0~ iken limit —g’dir.

Sonuc. Iki par¢a da yakinsaktir; dolayisiyla
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17.2 Ic Noktada ve Birden Cok Noktada Tekillik 169

ERES

Sol parganin negatif ¢gikmasi dogaldir: z < 0 i¢in /z < 0’dir. m

1
.. . . dx
Ornek 17.3 (Iki Ucu da Tekil Olan Integral). / ———— integralini hesaplayimiz.
( gral) VT e play

Coziim.
x — 1" vex — —17 iken 1 — 22 — 0% oldugundan iki ug da tekildir. ¢ = 0 ile bolelim; (arcsint)’ =

V1—t2

oldugundan

. . ™
lim arcsinx = —,

! dx _
0 m e

Iki parca da yakinsaktir; dolayisiyla

Tekil nokta aranmadan Newton-Leibniz formiilii uygulanmaz

1 1
/ — integralinde ilkel korii kériine kullanilirsa {——] = —2 bulunur. Pozitif bir fonksiyonun
T4

1ntegrah negatif olamaz; hesap yanlistir, ¢linkii 0 noktas: tekildir ve formiiliin istedigi integrallene-
bilirlik kosulu saglanmaz. Dogrusu, 0’dan bolmektir: 0 < 2 < 1 i¢in

1
dt 1
“_2
2 =z
T

olur ve z — 0% iken bu ifade +00’a gider. Parcalardan biri iraksak oldugundan integral wraksaktir.

Kuvvet Integrali
Testlerde 6l¢ii olarak kullanilacak integral ailesi, I. tipte oldugu gibi kuvvet fonksiyonlarindan olusur.

b
. d
Teorem 17.1 (Tekil Noktada Kuvvet Integrali). a < b ve p € R olsun. / (—m)p integrali (tekil
T—a

nokta a)p < 1 i¢in yakinsak, p > 1 i¢in wraksaktir; p < 1 iken

/b dx _(b—a)l_p
u (x—a)»  1—p

b
d
olur. Ayni sonug ve ayni deger, tekil noktasi b olan / ﬁ integrali icin de gecerlidir.
-
a

Ispat.
Solug,p=1.a < x <bign
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170 Béliim 17. Ikinci Tip Genellestirilmis Integraller

/b dt =In(b—a)—1In(z —a)

t—a
xT

olur.x — a™ ikenIn(z — a) — —oo oldugundan limit +oco dur; integral iraksaktir.
Sol ug, p # 1.
b
/b d  |t—a)?|  (b—a)'P—(z—a)P
, t—ap 1—p N 1—p '

(b—a)tP

p <1isel—p>0 oldugundan x — a* iken (x — a)*"P — 0 olur ve limit dir. p > 1 ise

1 —p < 0 oldugundan (z — a)'™ — +o0 olur; payda 1 — p negatif oldugundan kesir +00’a gider ve
integral iraksaktir.

5 (b—t)tP 1 3 .
Sag uc. 1, ] = W oldugundanp #+ 1 vea < x < b i¢in
—p _
/w a  (b—a)tP—(b—ax)?
b—tp 1-p

olur; p =1 icin integral In(b —a) —In(b—x)’tir x — b~ iken b — x — 0% oldugundan sol uctaki
inceleme sozciigii sozciigiine yinelenir. B

p <0 i¢in sinirlidir ve integral siradan bir integraldir; formil bu durumda da dogrudur.

1
(z —a)?
Teoremin asil icerigi 0 < p < 1 ve p > 1 durumlarinin ayrilmasidir.
Esik yine p = 1°dir, ama y6n . tiptekinin tersidir (Teorem 15.2).

Tablo 17.1: Kuvvet integrallerinin iki tipte kargilagtirmasi

Sonsuzda (I. tip) Tekil noktada (II. tip)
Olgii integrali / T dz 1 dz
1 xP 0 xP
Yakinsak p>1 p<l1
Iraksak p<1 p>1
Testte bakilan limit lim zPf(x) lim (x — a)? f(z)
T—+00 r—at

Yani sonsuzda yakinsaklik i¢in fonksiyonun yeterince hizli sonmesi, tekil noktada ise yeterince yavas

bityiimesi gerekir. — iki tarafta da sinirdadir ve ikisinde de 1raksar; 7 sifirda yakinsar, sonsuzda iraksar;
T T

1
— sonsuzda yakinsar, sifirda iraksar.

22
1
Yo6niin ters donmesi bir rastlant1 degildir; iki tip bir degigsken degistirmeyle birbirine ¢evrilir. t = a + —
d 1 s
donisiimiiyle dt = ——28 ve = sP oldugundan
s (t—a)r

/b dt /1/(;va) ds
. (E—a)? 1/(b—a) 2P

d
elde edilir. x — a™ iken iist siir +00’a gider; tekil noktadaki integral, sonsuzdaki / °

o integraline

dontusir ve 2 — p > 1 kosulu tam olarak p < 1 demektir.
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Testlerin Cercevesi ve Cauchy Kriteri

flkeli bulunamayan integrallerde yakinsakliga, degeri hesaplamadan karar vermek gerekir. Bundan
sonraki testlerde f : (a,b] — R, her z € (a,b) icin [z, b] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur ve

:/bf(t)dt (a<z<b)

yaziyoruz. f’nin a yakininda gercekten smirsiz olup olmadigin ayrica denetlemek gerekmez: siirliysa

lim F(x) limiti zaten vardir (Onerme 17.1). Biitiin ifadeleri sol ucu tekil integraller i¢in yaziyoruz; sag
rz—at

ucu tekil integrallerde F'(z / f(t)dt, x = b~ ve x — a yerine b — x alinarak ayni ifadeler ayni

ispatlarla elde edilir.
Ug basit gozlem ispatlarda siirekli kullanilacak.
Dilim formiilii. Integralin aralik iizerinde toplamsalligi (bkz. Analiz 2) geregi

F(z,) — F(z,) / f(@®) (a<zy <zy <) (1)

olur.

Yerellik. ¢ € (a, b) ise (1) geregi her z € (a, ¢) i¢in F(x / f(t)dt + F(c) olur. Ikinci terim sabittir;

dolayisiyla / file / f ayn1 anda yakinsar ya da iraksar. Yakinsaklik yalniz fonksiyonun tekil nokta

yakinindaki davranlglna baghdur.
Lineerlik. Limitin toplam ve sabitle carpim kurallar1 burada da gegerli oldugundan hneerhk teorem1

(Teorem 15.1) IL tip integraller i¢in ayni ispatla dogrudur. Ozel olarak k # 0 sabiti icin / kf ile / f

ayni anda yakinsar ya da 1raksar.
[k test, limitin degerini bilmeden limitin varligini denetler; L. tipteki karsilig1 Teorem 16.1 ifadesidir.

Teorem 17.2 (Tekil Noktada Cauchy Kriteri). / f(z) dz integralinin (tekil nokta a) yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter kosul sudur: her € > 0 icin oyle bir § € (0,b—a] vardirkia < z; < o < a+ 6 olan

her x|, 4 igin
T2
/ ft)dt| <e
Ty

olur.
ispat.

(1) geregikosuldakiintegral F(x,) — F(x,) farkidir; kosul, F' fonksiyonunun a yakinindaki degerlerinin
birbirine yakin oldugunu soyler.

Gereklilik. lim F(z) = A olsun vee > 0 verilsin. Oyle bir§ € (0,b — a] vardirkia < < a + § iken

rz—at

| Fz) —A| < g olur.a < xy < x4 < a+ 4 ise (1) ve iiggen esitsizligi ile
T2
| rw
T

h—
Yeterlilik. Kosul saglansin. z,, = a +

<|Fla)—A|+| A= Flzy) | <<

bulunur.

a
dizisini alahim; z,, € (a,b] vex,, — a olur.€ > 0 verilsin ve

h—
kosuldaki 0 sayzstg icin secilsin. < § olan bir N alalim. m,n > N ise x,,, vex, noktalari(a,a +

0) araligindadir ve (1) geregi
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| Fle,) ~ Fle,) | < 2

olur. Demek ki ( F(z,,) ) bir Cauchy dizisidir ve bir A sayisina yakinsar (bkz. Analiz 1). Son esitsizlikte
m — oo alimrsan > N igin| F(z,) — A | < 3 elde edilir.

Simdi a < x < a+ 6 olan herhangi bir x alalim. x ve x noktalarimin ikisi de (a,a + J) aralhiginda
oldugundan

| Fla)~ A | | F@)~ Flay) | +] Flay) ~A| <5+ 5 =

olur. € keyfi oldugundan lim F(z) = A’dw; integral yakinsaktir.

x—at

Yani integral tam olarak, tekil noktaya yeterince yakin iki kesim arasindaki dilimin katkis: istenildigi
kadar kiiciik yapilabildiginde yakinsar.

Negatif Olmayan Fonksiyonlar ve Karsilastirma Testi

Fonksiyon isaret degistirmiyorsa F' monotondur ve yakinsaklik sorusu bir sinirlilik sorusuna iner.

Teorem b17.3 (Negatif Olmayan Fonksiyonlarda Simirhilik Olgiiti)). Her x € (a,b] i¢in f(z) > 0
olsun. f(z) dz integralinin (tekil nokta a) yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul, F' fonksiyonunun

a
(a, b] iizerinde distten sinirly olmasidir. Bu durumda

b
/ f(z)dz = sup F(x)

a<z<b

olur; F iistten sinirl degilse lim F(x) = +oo’dur.

m—)a
Ispat.
f >0 oldugundan a < z, < x5 < b igin / f(&)dt > 0 olur (bkz. Analiz 2); (1) geregi F(x,) >
F(z,) dir. Yani x kiigiildiikce F(z) azalmaz.

F iistten stnmirliysa. S = sup F olsun ve e > 0 verilsin. Supremum tanimi geregi F(z,) > S — € olan
birzy € (a,b] vardir. a < & < z ise

S—e<F(zy) <F(x)<S

olur, yani | F(z) — S | < e. d = xy — a se¢imiyle limit tamimi saglamr: lim F(z) = S ve integral
wﬁa

yakinsaktir.
F iistten stmirli degilse. Her M > 0 icin F(x,) > M olan bir z;, € (a,b] vardir ve a < x < x ise
F(z) > F(xy) > M olur. Demek ki hm F(x) = 400 dur ve integral iraksaktir.

Iki durum birlikte, yakinsakligin ustten sznzrllllga denk oldugunu gosterir. B

Yani negatif olmayan bir fonksiyonun IL tip integrali ya yakinsar ya da +00’a iraksar; salinarak iraksama
olmaz. I. tipteki karsilig1 Teorem 16.2 ifadesidir. Siirlilik 6l¢iiti, integrali bilinen bir fonksiyonla karsi-
lagtirmaya izin verir.

Teorem 17.4 (Tekil Noktada Karsilagtirma Testi). f,g: (a,b] = R herz € (a,b) i¢in [z, b] iizerinde
integrallenebilir olsun ve her z € (a,b] icin 0 < f(z) < g(z) saglansin. Tekil nokta a olmak iizere:

b
L / gyakmsaksa/ f de yakinsaktir ve/ f</ g olur.

8
f lraksaksa/ g de raksaktur.
ispat.
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b
G(z) = / g(t) dt yazalim. f < g oldugundan siralama teoremi (bkz. Analiz 2) geregi herx € (a, b] igin

F(z) < Gla) i

b~ b
1. g yakinsaksa sinirlilik olgiitii (Teorem 17.3) geregi her x i¢in G(z) < / g olur. O zaman

a

b
F(z) <G(z) < / g(t)dt

a

b b
saglanir; F iistten simirlidir ve ayni olgiit geregi / f yakinsaktir. Degeri sup F' oldugundan ve / g

sayist F’nin bir tist siniri oldugundan/ f </ g bulunur.

2. Birinci sikkin karsit tersidir: / g yakinsak olsaydl/ f de yakinsak olurdu. m

a

Yerellik geregi esitsizligin biitiin (a, b] tizerinde saglanmasi sart degildir: bir ¢ € (a,b) icin 0 < f < g
esitsizligi yalniz (a, c| iizerinde dogruysa yakinsaklik ve iraksaklik sonuglari yine gegerlidir. Testin isareti
sabit fonksiyonlar i¢in oldugu unutulmamalidir; isaret degistiren fonksiyonlarda mutlak degere gecilir.

5
.. dx
Ornek 17.4 (Karsilagtirma Testiyle Yakinsaklik). / ——— integrali yakinsak midir?
1V .’13'4 —1

Cozim. )
z— 1T ikenz* — 1 — 0% ve = ~+00 olur; tekil nokta sol u¢ 1’dir.
-
Karsilagtirma. 2 — 1= (z — 1)(z + 1)(z%2 + 1) yazihr. 1 < z <5 igin (z + 1)(z% +1) > 1 oldu-
gundanz? — 1>z —1>0ve
1 1

0< <
VvVt —1 Vz—1

bulunur.

5

. d 1

Olg¢ii integrali. / ﬁ bir kuvvet integralidir; p = 3 < 1 oldugundan yakmsaktir ve degeri
1 \ &~

41/2
m = 4’tiir (Teorem 17.1).
5
dx
Sonug. Karsilagtirma testi (Teorem 17.4) geregi integral yakinsaktir ve / ——=<4olur m

Limit Karsilagtirma ve Kuvvet Testi

Esitsizlik kurmak her zaman kolay degildir; ¢ogu zaman iki fonksiyonun tekil nokta yakininda ayni hizla
buytdiugini gormek yeter.

Teorem 17.5 (Tekil Noktada Limit Karsilagtirma Testi). f,g: (a,b] = R her z € (a,b) igin [z, b]
iizerinde integrallenebilir olsun; her x € (a,b] icin f(x) > 0 ve g(x) > 0 saglansin ve

f(z)

1 _— =

z—at g(.’L‘)
limiti (sonlu ya da +o00 olarak) var olsun. Tekil nokta a olmak iizere:

"0< L <+o0 zse/ f ve/ g ayni anda yakinsar ya da iraksar.

b
2 L=0ve / yakinsaksa / f yaknsaktur.

a
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b b
3 L =400 ve / g raksaksa f wraksaktir.

ispat.
L
1. Limit tamimini € = 2 > 0 ile uygulayalim: 6yle bir 6 € (0,b — a] vardirkia < < a + § iken

L f(z) 3L

2 " g(x) 2

1)
olur. g(z) > 0 ile carpilirsa, ¢ = a + 3 olmak iizere her z € (a, c| igin

L 3L
0<59(z) < flz) <= g(z) (2)
bul{unur
/ g yakinsak olsun. Yerellik geregi / g, lineerlik geregi —g yaklnsaktlr (2) nin sag yarisi ve
a a

karsilastirma testi (Teorem 17.4) ile / f yaklnsaktlr yerellzk gerefi f yakinsaktr.
b a
Tersine f yakinsak olsun. O zaman f yakinsaktir; (2)nin sol yarist ve karsilastirma testi ile

cr 2 c b
/ 39 yakinsaktir. 7 ile carpilirsa / g, yerellzk geregi de / g yakinsaktr.
a

Iki integral ayni anda yakinsadigina gore ayni anda iraksar.

f(z)

g(z)
6 C
olurc=a+ 2 ileherx € (a,c]i¢in0 < f(z) < g(z) sag”lanlr./ g yakinsak oldugundan karsilastirma

2. Limit tammmini e = 1 ile uygulayalim: éyle bir 6 € (0,b — a] vardirkia < x < a + ¢ iken <1

c b
testi geregi/ f, yerellik geregi/ f yakinsaktir.

0

>lolurc=a+ -

, . 9@ 2

ile herz € (a,c] icin0 < g(x) < f(x) saglamir. | f yakinsak olsaydl/ f yakinsak olur, karsilastirma
c b a a

testi / g integralinin, yerellik de / g integralinin yakinsak oldugunu verirdi; bu varsayimla celisir.

3. L = 400 oldugundan éyle bir § € (0,b — a] vardirkia < x < a + § iken

a

Oyleyse/ f wraksaktir. m

Yani L sonlu ve pozitifse iki fonksiyon tekil nokta yakininda birbirinin sabit kat1 gibi davranir ve
integralleri ayni kaderi paylasir. L. tipteki karsilig1 Teorem 16.4 ifadesidir. g yerine kuvvet fonksiyonu
alindiginda uygulamada en ¢ok kullanilan test ¢ikar.

Sonug 17.1 (Tekil Noktada Kuvvet Testi). f: (a,b] = R herz € (a,b) icin [z, b] iizerinde integralle-
nebilir ve negatif olmayan bir fonksiyon, p € R olsun ve

lim (z —a)?f(z) =7
Tz—at
limiti (sonlu ya da 400 olarak) var olsun. Tekil nokta a olmak iizere:
"0<r< 4o lse/ f(z) dx integralip < 1 igin yakinsak, p > 1 i¢in waksaktr.
2 r=0vep <1 lse/ f(z) dx yakinsaktir.

3 r=-4ocovep>1 lse/ f(z) dz waksaktwr.

Tekil nokta b ise ayni sonuglar liIil (b — )P f(x) = r limitiyle gegerlidir.
z—b-

Acik Matematik - acik-matematik.com 174 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.6 Limit Kargilastirma ve Kuvvet Testi 175

ispat.
1
g(x) = @—ar alahim. g, (a,b] iizerinde siirekli ve pozitiftir ve ;Eg = (x —a)?f(x) oldugundan
b
m % = r’dir. / g integrali p < 1 icin yakinsak, p > 1 icin waksaktir (Teorem 17.1). Ug sik, limit
z—at g(T
@ 1

karsilastirma testinin (Teorem 17.5) ii¢ sikkindan sirasiyla elde edilir. Tekil nokta b ise g(x) = m
—z

alinir. m

Teoremin kapsamadig1 iki durum vardir: r = 0 ve p > 1 ile 7 = 400 ve p < 1. Bu durumlarda segilen p
karar vermeye yetmez; bagka bir p ya da bagka bir karsilastirma fonksiyonu denenir.

© Dért adimda tekil noktada yakinsaklik

1. Tekil noktalari bul. Payday: sifirlayan ya da fonksiyonu sinirsiz yapan noktalar belirlenir; limit
sonlu ¢ikiyorsa nokta tekil degildir.

2. Parcala. Aralik, her parcada tekil nokta yalmz bir ucta kalacak bicimde boluniir.

Isareti sabitle. Parcada f < 0 ise —f ile, isaret degisiyorsa | f | ile calisilir.

4. Kuvveti bul. (z — a)? f(x) limitini (sag ucta (b — z)? f(x)) sonlu ve pozitif yapan p aranir. p <
1 ise parca yakinsak, p > 1 ise iraksaktir; biitiin parcalar yakinsaksa integral yakinsaktur.

©»

2
.. dzx
Ornek 17.5 (Kuvvet Testiyle Yakinsaklik). / ————— integrali yakinsak midir?
( y ) | Voo mtesrally

Coziim. )
Tekil nokta. z — 17 iken 22 — 1 — 07 ve ———— — 400 olur; tekil nokta sol u¢ 1’dir. Fonksiyon
V2 -1 Y

(1, 2] tizerinde pozitiftir.

1
Kuvvet. 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) oldugundan payda (z — 1)'/4(z 4+ 1)/* bicimindedir; p = 1 alinur:

lim (z —1)1/4 ! = lim r
1t Vg2 =1 e Yz +1 V2

1
Sonug. r = sonlu ve pozitiftir, p = 1 < 1’dir. Kuvvet testi (Sonuc 17.1) geregi integral yakinsaktur.

1
V2

3
Ornek 17.6 (Tekil Noktada Iraksak Integral). / % dz integrali yakinsak midir?
1

Coziim.

Tekil nokta. z — 1% iken Inz — 0 ve v/ — 1 oldugundan lﬁ — +00 olur; tekil nokta sol ug
nz

1’dir. Fonksiyon (1, 3] tizerinde pozitiftir.

Kuvvet. In 1 = 0 oldugundan tiirev tanimi geregi

. Inz
lim
x—1 1 —

=(nz)|,_; =1
olur; yani 1 yakininda In z, x — 1 gibi davranr. p = 1 alinir:

=1

-1
lim(x—l)-l—xz lim \/E:E

z—1+ nr azolt Inx

Sonug. 7 = 1 sonlu ve pozitiftir, p = 1 > 1’dir. Kuvvet testi (Sonu¢ 17.1) geregi integral iraksaktir. B
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1
Ornek 17.7 (Limitin Sifir Oldugu Durum). / In x dz integralinin yakinsak oldugunu gosteriniz ve
0

degerini bulunuz.

Coziim.

Tekil nokta ve igaret. z — 07 iken Inz — —oo olur; tekil nokta sol ug 0°dir. (0, 1] iizerinde Inz < 0
oldugundan —In z > 0 fonksiyonuyla ¢alisalim.

Kuvvet. Her ¢ > 0Oicin hm z?|Inz | = 0olur (bkz. Anahz 2). Dolayistyla limiti sonlu ve pozitif yapan

bir p yoktur: p > 0 i¢in hrmt 0,p < 0icin +o0’dur. p = 5 alalim:

lim z'/2 (—Inz) = 0.
z—0*

1 1
r=0vep= 3 < 1 oldugundan kuvvet testinin ikinci sikki (Sonug 17.1) geregi / (—Inz) dz yakin-
0

1
saktir; lineerlik geregi / In z dz de yakinsaktir.
0
Deger. (tlnt —t)’ = Int oldugundan 0 < z < 1 i¢in
1
/ Intdt = [tlnt—t]; =—1l—zhz+z

olur. z — 07 iken z Inz — 0 oldugundan

1
/ Inzdr =-—1
0

bulunur. Logaritma sifirda sinirsizdir, ama her kuvvet fonksiyonundan yavas bityiir; bu yiizden integrali
yakinsar. B

Mutlak ve Sartli Yakinsaklik

Kargilastirma testleri negatif olmayan fonksiyonlar igindir. Isaret degistiren fonksiyonlarda, serilerde ve
L tip integrallerde oldugu gibi (Tanim 16.1), mutlak degerin integraline bakilir. f, [z, b] lizerinde integral-
lenebilirse | f | de integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2); dolayisiyla asagidaki tanim anlamlidur.

Tanim 17.3 (ikinci Tipte Mutlak ve Sartli Yakmsaklll)k). f:(a,b] = R her s (a,b) icin [z, b]

iizerinde integrallenebilir olsun ve tekil nokta @ olsun. [ | f(x) |dz yakinsaksa [ f(z)dz integrali

a

b b
mutlak yakinsaktir denir. / f(z) dz yakinsak, ama / | f(z) | dz wraksaksa integral sartli yakin-

saktir denir. Tekil nokta b ise tanim aynidir.
Yani mutlak yakinsaklikta integral, pozitif ve negatif alanlar birbirini gétiirmese bile yakmsar; sarth
yakinsaklikta yakinsaklig saglayan tam da bu gotiirmedir.

b
Teorem 17.6 (Mutlak Yakinsak Integral Yakinsaktir). / f(z) dx integrali (tekil nokta a) mutlak

g/:| f(z) |da

yakinsaksa yakinsaktir ve

x)dz

olur.

Ispat.
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17.7 Mutlak ve Sarth Yakinsaklik 177

b
€ > 0 wverilsin. / | f | yakinsak oldugundan Cauchy kriteri (Teorem 17.2) geregi éyle bir § € (0,b — a]

T
vardirkia < 1 < x9 < a+06 iken/ | f(t) | dt < € olur. Integraller icin ii¢gen esitsizligi (bkz. Analiz

T

/x " ) at
b

bulunur. Cauchy kosulu f icin de saglanir; ayni kriter geregi/ f yakinsaktir.

[ s )

b
< / | f(t) | dt yazilirvex — at alinir; mutlak deger
siirekli oldugundan ve limit siralamayi korudugundan istenen elde edilir. B

2) ile

g/x2| £t) |dt < e

Esitsizlik icin herx € (a, b) iizerinde

Teoremin uygulamadaki anlami sudur: | f | negatif olmayan bir fonksiyondur, dolayisiyla karsilagtirma

ve kuvvet testleri ona uygulanabilir; [ | f | yakinsak ¢ikarsa [ f de yakinsaktir. Asagidaki problemde

hem birden ¢ok tekil nokta hem de isaret sorunu vardir.

2
. . . dx
Ornek 17.8 (Iki Tekil Noktali Integral). / ——— genellestirilmis integrali yakinsak midir?
g . Vo2 g grally

Cozim. )
f(z) = ——— yazalim.
5/:1:3 7 y

Tekil noktalar. 22 — z = z(z — 1)(z + 1) ifadesi —1, 0 ve 1’de sifirlanir. [0, 2] araliginda 0 ve 1 vardir;
bu noktalara yaklasirken | f(z) | — 400 olur. Tekil noktalar sol ug 0 ve i¢ nokta 1’dir.

Parcalama. Her parcada tekil nokta yalniz bir ugta kalsin diye (0, 1) araligmi E’den bolelim:

[l [
I, I :

—
I

I, integralinde tekil nokta sol u¢ 0, I, integralinde sag u¢ 1, I5 integralinde sol ug¢ 1°dir.
Isaret. 0 < z < liginz® — 2 = —z(1 — z)(1 + z) < 0 oldugundan f(x) < 0’dir ve
1 1

1= 1= Vo — a3 - Vr(l—z)(1+ )

olur. 1 <z < 2i¢inz® —z > 0 ve f(z) > 0’dur.

I,.p= 5 ile
; 1/5 ; 1
lim z*/°| f(z) | = lim =1
z—0* z—0F ,5/(]_ — :1;)(]_ + ;1;)

olurr=1vep = 3 < 1 oldugundan kuvvet testi (Sonug 17.1) geregi / | f | yakmsaktir; I; mutlak
0

yakinsaktir, dolayisiyla yakinsaktir (Teorem 17.6).
I,. Tekil nokta sag uctadir; p = 3 ile

lim (1 —2)Y%| f(z) | = lim L

1
a1 1= Ya(l+z) V2

1
olur. 7 = —= sonlu ve pozitif, p < 1 oldugundan I, mutlak yakimsaktir, dolayisiyla yakimsaktir.

V2
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1
I;.Buparcada f > 0’dir; p = 3 ile

lim (z — 1)1/5f(3:) = lim —————— — —_

z—1t z—1+ 15/1;(1; _|_ 1) \5/5

olur ve I; yakinsaktir.

2
.. d
Sonug. U¢ parca da yakinsak oldugundan / % integrali yakisaktir (Tanim 17.2). ®
0 I — T

Sartli yakinsak II. tip integraller de vardir; tekil nokta yakininda hizla salinan fonksiyonlar bunun tipik
kaynagdur.

1
y . 1 1
Ornek 17.9 (Tekil Noktada Sartli Yakinsak Integral). / - sin - dzx integralinin sartl yakinsak
0

oldugunu gosteriniz.

Coziim. ) )
fz) = - sin - fonksiyonu (0, 1] tizerinde streklidir. 2, = Py gy noktalarinda f(z;) = l'_k —
+00 oldugundan 0 tekil noktadur. . ”
Déniisitm. 0 < z < 1 olsun. [z, 1] lizerinde s = n degisken degistirmesi yapalim; ds = 2 olur, s =

1
x ikent = — ve s = 1 iken ¢ = 1’dir. Belirli integralde degisken degistirme (bkz. Analiz 2) ile
x

1 1 1/z _:
1 1 1 t
/ —sin—ds:/ tsint~(——2)dt=/ ﬂdt
= S S 1z t 1 t

bulunur. Ayni hesap mutlak degerle yinelenirse

1 1/95 .

4
T

1 .1
—sin —
s s

elde edilir.

1 T sint )
Yakinsaklik. z — 0" iken — — 400 olur. / % dt integrali sartli yakinsaktir (Ornek 16.8).
x

1

1
Yakinsak oldugundan birinci esitligin sag yanin limiti vardir; / f yakimsaktir.
0

+o0 | sint |

Mutlak yakinsaklik yok. / dt wraksaktir ve integrali alinan fonksiyon negatif degildir;

1 1
dolayisiyla ikinci esitligin sag yani1 z — 07 iken +oc’a gider (Teorem 16.2). / | f | raksaktir.
0

Integral yakinsak ama mutlak yakinsak degildir; sartli yakinsaktir. m

Tekil Noktada Cauchy Temel Degeri

I¢ noktada tekil bir integralde soldan ve sagdan yaklasma birbirinden bagimsizdir. iki yaklagsma ayni hizla,
simetrik yapilirsa I. tipteki temel degerin (Tanim 15.3) kargilig1 elde edilir.

Tanim 17.4 (Tekil Noktada Cauchy Temel Degeri). ¢ € (a,b) olsun ve f : [a,b] \ {¢} — R fonksi-
yonu c’yi icermeyen her kapali alt aralikta integrallenebilir olsun.

p.v./ab f(z)dz = slgg+ [/:_6 f(z)dz + /CJ: f(z) dm]

b
limiti var ve sonluysa bu sayiya / f(z) dz integralinin Cauchy temel degeri denir.
a
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Yani temel degerde tekil noktanin iki yanindan esit uzunlukta birer parca atilir ve bu pargalar ayni anda
kiictiltiiliir. Bu, tekil noktanin solundaki ve sagindaki sonsuz alanlarin birbirini gotiirmesine izin verir.

Onerme 17.2 (Yakinsak Ikinci Tip Integralin Temel Degeri). c € (a,b) tekil noktast olan
/ f(z) dz integrali yakinsaksa Cauchy temel degeri de vardir ve integralin degerine esittir.

ispat.

Integral yakinsak oldugundan lim f ve lim f limitleri vardir ve toplamlari integralin degeridir
T—c™ y—ct

(Tanim 17.2).e — 0% ikenc —e — ¢ vec+¢€ — c+ oldugundan késeli parantezdeki iki terim sirasiyla
bu iki limite yakinsar; toplamin limiti, limitlerin toplamidir. B

Onermenin tersi dogru degildir.
2
. . . d
Ornek 17.10 (Temel Degeri Olan Iraksak Ikinci Tip Integral). p.v. / il degerini bulunuz.
x
-1

2
d
/ & integrali yakinsak midir?
x
-1

Coziim.
Tekil nokta arahgm icindeki 0’dur.

Integral. / — bir kuvvet integralidir ve p = 1 oldugundan 1raksaktir (Teorem 17.1). Par¢alardan

biri iraksak oldugundan / — 1raksaktir.

1
Temel deger. 0 < £ < 1igin (In| z |)’ = = kullanilarak
x

_Ed_x: In| z | |5 =Ineg,
/1 R
/dx—[lnx] =In2—1Ine
€

bulunur. Iki parganin toplami her ¢ igin In 2’dir; sonsuza giden In ¢ terimleri birbirini gétiiriir. Dolay1-
styla

e—0*

2
p.v./ d_x = lim In2 =1n2.
1 z

Kesim simetrik yapilmazsa sonug degisir: sagdan 2 kadar atilirsa
—<d 2 d
/ _x+/ —$=1n6+1n2—ln(25):0
-1 * 2e ¥

olur. Yakinsak bir integralde boyle bir bagimlilik olamazdi. m

Uciincii Tip Genellestirilmis integraller

Bir integralde hem aralik sinirsiz hem de fonksiyon bazi noktalarda sinirsiz olabilir. Boyle bir integral, I.
tip ve II. tip integrallerin toplami olarak ele alinir.

Tanim 17.5 (Ugiincii Tip Genellestirilmis Integral). f: (a,+oc0) — R fonksiyonu herb [x,y] C

(a, +00) araliginda integrallenebilir ve a noktasi f’nin tekil noktasi olsun. b > a olmak tizere [ f(z)dz

a

400 +o00
(IL tip) ve / f(z) dz (L tip) integrallerinin ikisi de yakinsaksa / f(z) dx integrali yakinsaktir
b

. a
denir ve
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+o00 b 400
/a f(m)da::/a f(z)dz + b f(z)dz

+o0
tanimlanir. Iki integralden en az biri iraksaksa f(z) dz waksaktir denir.

Daha genel olarak aralig1 sinirsiz olan ve sonlu saaylda tekil noktas: bulunan bir integral, her parcada tek
bir sorun (sonsuz bir u¢ ya da tek ugta bir tekil nokta) kalacak bi¢cimde sonlu sayida parcaya ayrilir. Biitiin
parcalar yakinsaksa integral yakinsaktir ve degeri parcalarin toplamidir; parcalardan en az biri iraksaksa
raksaktir. Bu tiirden integrallere III. tip genellestirilmis integral denir.

Yani III. tip yeni bir limit kavrami getirmez; her sorun ayr1 bir parcaya hapsedlhr ve her par(;a kendi tipinin
+o00o

testleriyle incelenir. Tanum b sec¢imine bagh degildir: b < b’ ise / / f+ / f ve f=
b

b +oo
/ f+ f oldugundan yakinsaklik da toplam da ayni kalir.
b b

7

+oo
Araligin bitiin dogru olmasi integrali III. tip yapmaz. / e~ 1| dz integralinde (Alistirma 15.4) fonk-

siyon her noktada siirlidir; bu bir I tip integraldir.

Ornek 17.11 (Tekil Noktas1 Yiiziinden Iraksayan Integral). / — 1ntegrah yakinsak midir?

Cozim.
z — 0 iken — — 400 olur; aralik iki yénde sinursizdir ve iginde 0 tekil noktas: vardir. Her parcada
T

tek sorun kalsin diye integrali dort parcaya ayralim:

T dx —1dz 0 dx Ldx T dr
=z ) =2 ) =z ) =T =
—00 —00 -1 0 1

Uciincii parca, tekil noktasi 0 olan bir kuvvet iiltegralidir ve p = 2 > 1 oldugundan 1raksaktir (Teorem
o0

17.1). Parcalardan biri iraksak oldugundan —;E wraksaktir.
x

+o00
Sonsuzdaki pargalar yakinsaktir: / —f = 1 (Teorem 15.2). Iraksakligin tek kaynag: tekil noktadir. m
x
1

Ornek 17.12 (Yakinsak Bir Uciincii Tip Integral). integralinin yakinsak oldugunu

gosteriniz ve degerini bulunuz.
Coziim.

1

oldugundan 0 tekil noktadir; aralik da sinirsizdir. b = 1 ile iki parcaya ayiralim.

fonksiyonu (0, +00) iizerinde siirekli ve pozitiftir. z — 07 iken f(z) — 400

Tekil nokta yakininda. p = 3 ile

1
li 1/2 : =1
W= T
1
olur. p < 1 oldugundan / f yakinsaktir (Sonug 17.1).
0

3
Sonsuzda. p = 5 ile

32 f(2) = i r o
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+o00
olur. p > 1 oldugundan / f yakimnsaktir (Sonug 16.1). Iki parca da yakinsak oldugundan integral
1

yakinsaktir.
Deger. x = t2 (t > 0) degisken degistirmesiyle dz = 2t dt ve /T = tolur. 0 < & < 1 < b icin

1 1
dx / 2dt T
P — —:——Qarctanx/g,
/E ve(l+a) Jo1+8 2

b Vb
d 2dt
/ —Z:/ —22281‘(3133411\/5*E
1 VT (1+ ) , 1+t 2

bulunur. € — 0% iken arctan /e — 0 ve b — 400 iken arctanvb — g oldugundan iki parcanin

degeri de g’dir:

/+°° dx _7r+7r_ﬂ_
o Vz(l4+z) 2 2

Alistirmalar

2
Alistirma 17.1 (Sag Ucu Tekil Koklii Integral). / B dx integralinin yakinsak olup
1

—z)V2—x

olmadigin arastiriniz.

Cozim.
22

r) = —————— yazalim. [1, 2] iizerinde 3 — & > 1 oldugundan bu ¢arpan sorun ¢ikarmaz. xr —
f(=) B aovs s’ [1,2] g garp ¢

27 iken V2 —x — 0% ve f(z) — +oo olur; tek tekil nokta sag u¢ 2’dir. Fonksiyon [1,2) iizerinde

pozitiftir.
— — ‘1
p=gile

lim (2 —2)2f(z) = lim R

T—2 r—2~ 3 — X

1
olur. r = 4 sonlu ve pozitif, p = 3 < 1 oldugundan kuvvet testi (Sonuc 17.1) geregi integral yakinsaktir.
|

1
. . t
Alistirma 17.2 (Iki Ucu Tekil Arktanjantli Integral). / arctan® dx integralinin yakinsak olup
0 x

z3/2 /1 —
olmadigini arastiriniz.
Coziim.

t
flz) = _AICAnT fonksiyonu (0,1) iizerinde siirekli ve pozitiftir. Kugkulu noktalar 0 ve 1’dir;

21—z
. o1, R
integrali —’den bolelim.

Sol ug. arctan 0 = 0 oldugundan tiirev tanimi geregi

arctanx ,
——— = (arctanz)’|,_, =1
z—0 x

1
olur. p = 3 ile

. 1/2 _ .
zlgg+ =2 f(z) = zlffi z V1—1x
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182 Béliim 17. Ikinci Tip Genellestirilmis Integraller

1
bulunur. Bu, 0 yakininda f(x)’in — gibi bitytidiigiinii, yani 0’in gergekten tekil oldugunu da gosterir.

1/2 Ve

p < 1 oldugundan f yakinsaktir.
0

1
Sagu¢. x — 1~ iken f(z) — +ooolur.p = 3 ile

. N1/3 _ arctana:zz
Jim (1 —2) @) = Im —5p— =7
1

bulunur. p < 1 oldugundan f yakmsaktir.
1/2
Iki parca da yakinsak oldugundan integral yakinsaktir. B

s
Aligtirma 17.3 (Goriiniirde Tekil Bir Ug). / i dx integralinin yakinsak olup olmadigini arasti-
sinz
0

riniz.

Coziim.

f(z) = ‘x fonksiyonu (0, 7) iizerinde siirekli ve pozitiftir; payda iki ucta da sifirlanir.
sin z

Sol u¢. lim —
z—0t SInx

bir integraldir (Onerme 17.1).
Sag uc.  — 7~ iken sinz — 0% ve £ — 7 oldugundan f(x) — +oo olur; 7 tekil noktadir. sinz =
sin(m — x) 6zdesligi ve p = 1 ile

/2
= 1 oldugundan f, 0 yakininda sinirhdir; 0 tekil nokta degildir ve / f siradan
0

bulunur. r = 7 sonlu ve pozitif, p = 1 > 1 oldugundan kuvvet testi (Sonu¢ 17.1) geregi / f rak-
/2

saktir.
Parcalardan biri iraksak oldugundan integral iraksaktir. m

Alistirma 17.4 (Tekil Noktada Iraksak Trigonometrik Integral). integralinin

/w/2 do
o V1—sind

yakinsak olup olmadigin aragtiriniz.

Coziim.
6 — (m/2)” iken 1 — sin§ — 0% olur; tekil nokta sag u¢ g’dir. Fonksiyon [0, 72_r> tizerinde pozitiftir.
Paydanin biyiikliugi. v = g — 0 yazalim. sinf = cosu ve 1 — cosu = 2sin? g oldugundan, 0 <

u < g icin sing > 0 oldugu da kullanilarak
V1 —sinf = \@Sing

bulunur.
Kuvvet. p = 1 ile

T 1 U
lim (——9)— = lim —— =2
6-(m/2)7\ 2 V1—sing w=0"y/2sin%
2
olur; ciinkii — v =2 — u/ — 2°dir.
sin(u/2) sin(u/2)

Sonuc. 7 = /2 sonlu ve pozitif, p =1 > 1 oldugun#an kuvvet testi (Sonuc 17.1) geregi integral 1rak-
saktir. Kok isareti yaniltmamalidir: 1 — sin 6 ifadesi §’de ikinci mertebeden sifirlandigindan karekokii

birinci mertebeden sifirlanir. m
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17.10 Aligtirmalar 183

75
d
Aligtirma 17.5 (Tek Kuvvetin Temel Degeri). p.v. / —2 degerini bulunuz.
T
~1

Cozim.
1\’ 1

Tekil nokta araligin icindeki 0’dur. (—2—2) = — oldugundan 0 < & < 1igin
x x

/_Eda:_[ 1]*6_ 11
. 3 | 222] 22 2

75da:_[ 1]75_ 1L 1
_o2% | o222, 11250 2¢?

1
olur (2 - 752 = 11250). Toplamda 52 terimleri birbirini gotiiriir ve toplam her ¢ i¢in ayni sayidir:
€

/75 dz 1 1 2812
V. — == —.
PV %8 T2 11250 5625

1
Sonug soyle de goriiliir: — tek fonksiyon oldugundan [—1, —¢] ve [e, 1] iizerindeki integraller birbirini
75 g T 75
d 1 1 .
gotiirtr; geriye /1 x—f =3~ 11250 kalir. Integralin kendisi iraksaktur, ¢iinkii /O x—?j kuvvet integ-
ralinde p =3 > I'dir. m

3

. d
Alistirma 17.6 (Temel Degeri Olmayan Integral). p.v. / —f temel degerinin var olup olmadigim
x
-2
belirleyiniz.
Cozim.

1\ 1
Tekil nokta 0’dur. (——) = — oldugundan 0 < ¢ < 2 i¢in
33 x*

/—de_[ 1]*5_ 11
L, ozt L o3a3] , 33 24

/3dx_[ 1]3_ L1
x|l 323, 81 363

olur. Bu kez sonsuza giden terimler ayni isaretlidir ve toplanir:

/Edaz+/3dm_ 2 35
, zt rt 3e3 648
. €

e — 0% iken bu ifade +o00’a gider; temel deger yoktur.

Fark suradadir: — cift ve pozitiftir, tekil noktanin iki yanindaki alanlarin ikisi de +-o0’dur ve birbirini
x

gotiirmez. Simetrik kesim yalniz zit isaretli sonsuzluklar: dengeleyebilir. m

+o0
Alistirma 17.7 (Ustel Carpanli Uciincii Tip Integral). / dx integralinin yakimsak
1

6—1‘
V@1
olup olmadigini arastiriniz.

Cozim.

flz) = m fonksiyonu (1, +00) iizerinde siirekli ve pozitiftir. z — 17 iken payda sifira gider
2 —

ve f(x) — +oo olur; 1 tekil noktadir ve aralik sinirsizdir. Integral II1. tiptir; b = 2 ile ayiralim.

Tekil nokta yakininda. (22 — 1)? = (z — 1)?(z 4 1) oldugundan payda (z — 1)%/3(z 4+ 1)?/2 bici-

mindedir. p = 3 ile
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184 Béliim 17. Ikinci Tip Genellestirilmis Integraller

z 1
lim (z —1)2/3f(z) = 1 ° =
wi)Hll‘*'(x ) f(l') zinll*' (.’17 + 1)2/3 e \3/4_1
2 2
olur. Limit sonlu ve pozitif, p = 3 < 1 oldugundan / f yakinsaktir (Sonug 17.1).
1
Sonsuzda. z > 2icin 22 — 1 > 3ve /(22 —1)2 > V9>1 oldugundan

0< f(z)<e™

+o00 +o0

olur. / e~® dx yakisaktir (Ornek 15.6); karsilastirma testi (Teorem 16.3) geregi / f yakmn-
2 2

saktir.

Iki parca da yakinsak oldugundan integral yakinsaktir. m

.. . ol 1
Alistirma 17.8 (Bir Parcasi Iraksak Uciincii Tip Integral). / T cos — dx integralinin yakinsak
0 x x

olup olmadigin aragtiriniz.
Cozim.
f(z) ! Ccos ! fonksi (0, +00) tizerinde stireklidir. z ! ktalarinda f(z,) = v2km —
= — cos — fonksiyonu tizerinde siireklidir. ;,, = —— noktalarinda = ™
NCER Y ’ kT okn k

+00 oldugundan 0 tekil noktadir; aralik da siirsizdir. b = 1 ile ayiralim.
Tekil nokta yakininda. (0, 1] tizerinde f isaret degistirir; mutlak degere bakalim:

| fl2) | <

Sl

1 1
d 1
/ % yakinsaktir (p = 3 < 1, Teorem 17.1). Karsilagtirma testi (Teorem 17.4) geregi / | f|yakm-
o T 0

1
saktir; / f mutlak yakinsaktir, dolayisiyla yakinsaktir (Teorem 17.6).
0

1
Sonsuzda. x > 1 icin 0 < — <1< g olur. Kosinis {0, g] izerinde azalan oldugundan cos — >
T T

cosl > 0ve

cos 1

flz) > >0

X

+oo d T 1
bulunur. / i wraksaktir (p = 3 < 1, Teorem 15.2); sabit kat1 da wraksaktir. Karsilagtirma testi
T
1

+oo

(Teorem 16.3) geregi f wraksaktir.

1
Sonug. Parcalardan biri iraksak oldugundan integral iraksaktir. Tekil nokta burada zararsizdir; irak-

sakligin kaynagi, £ — 400 iken cos — — 1 olmasi ve fonksiyonun — gibi yavas sonmesidir. B
x

z &

Genellestirilmis integraller yalmiz alan hesaplamaya yaramaz; yeni fonksiyonlar tanimlamanin da
yoludur. Bir parametreye bagli, hem sonsuzda hem tekil noktada yakinsakligi bu béliimiin testleriyle
denetlenen iki iinlii integrali Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar: béliimiinde inceliyoruz.
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18.1

18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta
Fonksiyonlari

Faktériyel yalmz dogal sayilar i¢in tanimhdir: n! = 1 - 2--n. Bu tanimdan (£)! gibi bir ifadeye anlam
vermek miimkiin degildir. Euler bu boslugu bir integralle doldurmustur. 2™e~* fonksiyonuna art arda
kismi integrasyon uygulandiginda (bkz. Analiz 2) tis her adimda bir azalir ve sonunda

+oo
/ e * dr = n!
0

esitligine varilir. Sol yandaki integralde n’nin dogal say1 olmasi gerekmez; iis herhangi bir reel say1 olabilir.
Boylece faktoriyel, dogal sayilardan bir araliga tasinmis olur.

Bu boliimde parametre iceren iki genellestirilmis integrali inceliyoruz: Gamma ve Beta fonksiyonlari.
Ikisine birden Euler integralleri denir. Once 6nceki iki béliimiin testleriyle bu integrallerin parametre-
lerin hangi degerlerinde yakinsak oldugunu belirliyoruz, sonra temel 6zelliklerini ¢ikariyoruz. Béliimiin
ikinci yarisinda bu iki fonksiyonun bir hesap aract oldugunu goriiyoruz: ilkeli temel fonksiyonlarla
yazilamayan ya da yazilmasi zahmetli olan pek ¢ok belirli integral, bir degisken degistirmeyle Gamma ya
da Beta fonksiyonuna indirgenir.

Gamma Fonksiyonu

Faktoriyeli veren integralde iissii n yerine oo — 1 ile gosterelim.

Tanim 18.1 (Gamma Fonksiyonu). Her a > 0 i¢in
+o00
INa) = / etz ldx
0

genellestirilmis integraliyle tanimlanan I : (0, +00) — R fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir.

Yani I'(a), y = e ®z*~! egrisinin [0, +00) {izerinde altinda kalan alandir. Integralin degiskeni z’tir; o ise
integralden once sabitlenen bir parametredir ve her « icin ayr1 bir egri, dolayisiyla ayr1 bir alan vardir.
Usteki —1 kaymast bir aligkanliktir; bu yiizden faktoriyelle baglanti I'(n + 1) = n! biciminde ¢ikacaktur.
Tanimin anlamli olmasi icin integralin yakinsak olmasi gerekir. Integralde iki ayr1 sorun vardir: aralik
sinirsizdir ve o < 1ise z — 0% iken %71 — 400 olur. Dolayisiyla integral genel olarak IIL. tiptir (Tanim
17.5) ve iki sorun birbirinden ayrilarak incelenir.

+00
Teorem 18.1 (Gamma Integralinin Yakinsaklig1). o € R olsun. / e~z 1 dz integrali a > 0
0

icin yakinsak, oo < 0 igin wraksaktir.

Ispat.
f(z) = e x> ! yazalim; f, (0,+0c0) iizerinde siirekli ve pozitiftir. Integrali x = 1 noktasinda ikiye

aywralim:
1
b :/ e x> ldz,
0

+o0
I, = / ez dz.
1

Tanim 17.5 geregi integral, ancak I} ve I, integrallerinin ikisi de yakinsaksa yakinsaktir.
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186 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

1
Ty her o € R igin yakinsaktir. g(z) = — ile karsilastiralim:
x

) f(l‘) ) :L‘O"H
11][ —_— = hII] =
T—+00 g(x) z—+o0o0 e¥

Limitin gerekgesi sudur. a + 1 > 0 ise iistel fonksiyon x’in her pozitif kuvvetinden hizly biiyiir (bkz.
Anfliz 2. a+1<0isex>1icin0< ot <1 oldugundan 0 < z2tle™@ < 7 ye 7% — () olur.

[e.e]
/ —f yakinsaktir (Teorem 15.2, p = 2). Limit 0 ve karsilastirilan integral yakinsak oldugundan limit
x
1

karsilagtirma testi (Teorem 16.4) geregi I, yakinsaktir.
a>1ikenT;.a—1> 0 oldugundan f, [0, 1] iizerinde siireklidir. I} siradan bir Riemann integralidir;
yakinsaklik sorusu yoktur.
0<a<1likenT;.a— 1< 0oldugundanz — 0% iken f(x) — +oo olur; I birIL tip genellestirilmis
integraldir.

: | et — 1; —T _

olur. Limit sonlu ve pozitiftir, iis ise p = 1 — av < 1’dir; kuvvet testi (Sonuc 17.1) geregi I yakinsaktir.
a < 0ikenTy.z — 0T ikenz® — +oo vee ® — 1 oldugundan

lim z f(z) = lim 2% ® = 400
z—0F z—0t
olur. Us p = 1°dir; kuvvet testi (Sonug 17.1) geregi I} waksaktwr.
oa=0ikenl';.0<z <1ligcine ™ > e ! oldugundan
e % 6_1
f@)=—>%>0
x z

1 1 -1

d
olur. / ad wraksaktir (Teorem 17.1, p = 1); pozitif bir sabitle ¢carpimi olan / ¢ dx de raksaktir.
T x
0 0

Karsilagtirma testi (Teorem 17.4) geregi I wraksaktir.
Sonug. a > 0 ise I} ve I, yakinsaktir; integral yakinsaktir. o < 0 ise I wraksaktir; integral iraksaktir. B

Ispat, 1raksakligi nereden geldigini de gosterir. Sonsuzdaki kuyruk e™® carpani sayesinde her « icin

—X

+
yakinsaktir; sorunu yalniz 0 yakinindaki %! ¢arpani ¢ikarir. Ornegin o = % icin / —— dz yakin-
0

N

+oo dz
saktir, o = 0 icin / —— 1raksaktir.
0 T e*

Gamma Fonksiyonunun Temel Ozellikleri

Gamma fonksiyonuyla yapilan hesaplarin neredeyse tamami asagidaki bes 6zellige dayanur.

Teorem 18.2 (Gamma Fonksiyonunun Ozellikleri). o« > 0 olsun.

I'(a) > 0’dr.

(1) = 1'dir

IF(a+1)=al(a) olur

Hern €{0,1,2,...} icinT'(n 4+ 1) = n! olur.
Hert > 0 i¢in asagidaki integral yakinsaktir ve

+o0o
/ et ldy = L(a)
0 L

Gl LN =

olur.

ispat.
f(z) = e7®x> 1 ve Ty, T, onceki ispattaki gibi olsun; T'(at) = Ty + T, dir. Tanim geregi
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18.2 Gamma Fonksiyonunun Temel Ozellikleri 187

1
I = hm/ f(z)dx
e—0*
b
Sy -

b b
olur 0 <e <1<bigin / f= / f +/ f oldugundan, e — 0% ve b — +oo limitleri birbirinden
1

bagimsiz alindiginda | f(x)dx integrali I'(«) sayisina yaklasir. Asagida “limite gecmek” bu anlam-
dadir.
1. f pozitif oldugundan her 0 < € < 1 icin / f(z)dz > 0 ve dolayisiyla Ty > 0 olur. z € [1,2] icin

£

e ® > e 2’dir. x* ! fonksiyonu [1, 2] iizerinde monoton oldugundan en kiiciik degerini bir ugta alir; c =
mln{l 24711 > 0 dersek 2! > c olur. O halde her b > 2 icin

/lbf(:r)dm > /lzf(m)dm > ce?

ve limitte Ty > ce™2 > 0 bulunur. Sonug olarak T'(a) = T + T, > 0’dur.
2. Ornek 15.6 geregi(a = 0,t = 1)

+0oo e0
F(l):/ e?der=—=1.
0 1

3. Kismi integrasyon kuraly sinirli kapali araliklar icindir (bkz. Analiz 2); bu yiizden dnce 0 < € < b icin
e, b] iizerinde calisalim. u = 2%, dv = e~* dx secimiyle du = ax®~ ! dx vev = —e % olur:

b b
/ g "‘dx—[— r%e _x] +a/ e Tz ldg

b
=% — bt 4 a/ e g2l dyx.
1>

Simdi limite gecelim. o > 0 oldugundan € — 0% iken € — 0 ve e=¢ — 1 olur; yanie®e ¢ — 0. Ustel
fonksiyon her pozitif kuvvetten hizli biiyiidiigiinden (bkz. Analiz 2) b — +oc iken b®e~® — 0 olur. o +
1> 0 ve & > 0 oldugundan soldaki integral T’ (o + 1) sayisina, sagdaki integral T'(«) sayisina yaklasir
(Teorem 18.1). Boylece

Na+1)=0—-0+al(a) =al(a).

4. n iizerinden tiimevanim yapalim. n = 0 icin I'(1) = 1 = 0! olur (2. ézellik). T'(n + 1) = n! oldugunu
kabul edelim. 3. ozellikte oo = n + 1 alinirsa

I'n+2)=n+1)Tn+1)=n+1)n = (n+1)

bulunur.
5.0 < & < b icin [e, b] iizerinde y = tx defisken degistirmesini yapalim (bkz. Analiz 2). x = % vedr =

d
Ty olur;x = ¢ ikeny = te, x = b iken y = tb’dir.

b tb -1
/e_mxa_ldaﬁz/ e‘y(g>a &y
t t
€ te

1 tb

t_o‘ e_yya_l dy.
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188 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

t > 0 oldugundan ¢ — 0% iken te — 0%, b — +o00 iken tb — 400 olur. Sag yandaki integral bu %‘izni;‘—
e

lerde T'(a) sayisina yaklagir; dyleyse sol yanin da limiti vardir, yani integral yakinsaktir ve degeri

olur. m

Ugiincii 6zellige indirgeme bagintisi denir: I'nin o + 1 noktasindaki degeri, o noktasindaki degerinden
bir carpmayla bulunur. Bagnti art arda uygulanirsa parametre her adimda bir azalir; bu yiizden Iy1 (0, 1]
araliginda bilmek her yerde bilmeye yeter. Ornegin

T 7 :ér 4 :élp(l)
3 3 \3 3 3 \3
Dérdiincti 6zellik, giristeki sorunun yamtidir: I'(n + 1) = n! oldugundan Gamma fonksiyonu faktériyelin

reel sayilara genigletilmis halidir; dogal sayilardaI'(n) = (n — 1)! yazilir. Besinci 6zellik ise istel garpanin
€% yerine e~*® oldugu integralleri dogrudan hesaplar.

+o00
Ornek 18.1 (Kuvvet ile Ustelin Carpimi). / x*e 2 dx integralini hesaplayiniz.
0
Coziim.

Integral, Teorem 18.2 icindeki 5. 6zelligin kalibindadir. 2%~
t = 2 okunur:

! = 2% oldugundan o = 5, iistel carpandan

too r 4! 24
/ o2 dp — (?):_:_:i
. 25 32 32 4

Ayni sonuca dort kez kismi integrasyon yaparak da varilir; Gamma fonksiyonu bu dért adimu tek satira
indirir. m

Beta Fonksiyonu

Ikinci Euler integrali iki parametrelidir ve sinirli bir aralikta alinir.

Tanim 18.2 (Beta Fonksiyonu). Her z > 0 ve y > 0 igin
1
By = [ et ar
0

integraliyle tanimlanan iki degiskenli S fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir.

Yani 3(z,y), [0, 1] araliginda ¢'nin bir kuvveti ile 1 — ¢'nin bir kuvvetinin ¢arpiminin integralidir. Integ-
ralin degiskeni ¢’dir; x ve y parametrelerdir. Burada aralik sinirlidir, sorun yalniz uglarda gikabilir: < 1
iset — 0" ikent*~! — 400,y < liset — 1~ iken (1 — #)¥~* — +ooolur. z > 1vey > 1 iken integral
siradan bir Riemann integralidir; 6biir durumlarda II. tip genellestirilmis integraldir.

1
Teorem 18.3 (Beta Integralinin Yakinsaklig1). z,y € R olsun. / t*=1(1 — t)¥~1 dt integralixz > 0
0

vey > 0 ise yakinsaktir; x < 0 ya day < 0 ise iraksaktir.

ispat.
ft) =t*"Y(1 —t)¥ yazalim; f, (0,1) dizerinde siirekli ve pozitiftir. Iki uctaki sorunu ayirmak igin
integralit = % noktasinda bolelim:

1/2
I = / t*= (1 —t)v~1 dt,
0

1
I :/ t*1(1—¢t)¥ Lt
1/2
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18.3 Beta Fonksiyonu 189

Her parcada yalniz bir ug sorunludur; integral, ancak I, ve I, integrallerinin ikisi de yakinsaksa yakin-
saktr.

I, yalnmiz x > 0 iken yakinsaktir. [0, %] tizerinde 1 —t > % oldugundan (1 —t)¥=1 carpani her y
icin siireklidir ve t — 0% iken 1’e yaklasir. Dért durum vardr.
x> 1.t%1 de [0, %] iizerinde siireklidir; I, siradan bir Riemann integralidir.
0<z<1.t— 0" iken f(t) — +oo olur; I IL tiptir.
lim t1=¢f(¢t) = lim (1 —¢t)¥ 1 =1

t—0* t—0+

olur. Limit sonlu ve pozitiftir, iisp = 1 — x < 1°dir; kuvvet testi (Sonu¢ 17.1) geregi I, yakinsaktir.
x = 0. Bu kez t ile ¢carpalim:

lim ¢ f(t) = lim (1 —¢)¥~! = 1.

t—0+ t—0+

Limit sonlu ve pozitiftir, iis p = 1°dir; ayni test geregi I, wraksaktir.
z < 0.t — 0" ikent® — 400 oldugundan

lim ¢ f(t) = lim t*(1 —¢)¥"! = 40

t—0* t—0*

olur. Us p = 1°dir; kuvvet testi geregi I, yine wraksaktur.
I, yalniz y > 0 iken yakinsaktir. 0 < § < % icin s = 1 —t degisken degistirmesini yapalim. dt =
—ds olur;t = % iken s = %,t =1—6 ikens = 6 dir:

1-6 1/2
/ t* 11 —¢t)¥ldt = / s¥71(1 — s)* 1 ds.
1/2 5

Sag yan, I, integralinde x iley nin yer degistirmis halidir. Az énce gosterilene gore & — 07T iken sag yanin
sonlu limiti ancak y > 0 ise vardir; sol yanin limiti I, oldugundan iddia elde edilir.

Sonug. z > 0 vey > 0 ise I; ve I, yakinsaktir; integral yakinsaktir. x < 0 ise I}, y < 0 ise I, iraksaktir;
integral iraksaktir. B

Ispattaki s = 1 — ¢ doniisiimii iki parametrenin roliinii degistirir. Ayn1 déniisiim integralin tamamina
uygulanirsa Beta fonksiyonunun simetrik oldugu goralir.

Onerme 18.1 (Beta Fonksiyonunun Simetrisi). Herz > 0 vey > 0 icin B(z,y) = B(y, x) olur.

ispat.
0 <a<b<1lolsun.s =1 —t degisken degistirmesiyledt = —ds olur;t = aikens =1 —a,t = b iken
s=1—"bdir:

b 1-a
/ t* 11 —t)¥ldt = / sY71(1 — s)* 1 ds.
a 1-b

a — 0% veb — 17 iken sol yan 8(z,y) sayisina yaklasir. Ayni anda1l—b — 0% ve 1l —a — 17 oldu-
Fundan sag yan B(y, x) sayisina yaklagir. m

Beta fonksiyonunun ikinci bir yaziligi, trigonometrik integrallerle baglantiy: kurar.

Onerme 18.2 (Beta Fonksiyonunun Trigonometrik Bicimi). Herz > 0 vey > 0 icin
/2
Blz,y) = 2/ sin?*~1 § cos?Y~1 6 db
0

olur.
ispat.

0 <a<b<1olsunved, = arcsin/a, 6, = arcsin Vb diyelim; 0 < 0, < 0, < Z olur. [0,,6,] iizerin-
det = sin? 0 degisken degistirmesini yapalim:
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dt = 2sinf cos 6 db,

ta:—l 2zx—2 6’

= sin

(1 —t)¥1 = cos®29.
0=0,ikent =a, 0 =0, ikent = b oldugundan

b 0,
/ "N (1 =ty dt = / sin2*=2 0 cos2¥=2 0 - 2sin 6 cos 6 dO
a oa

0,
= 2/ sin?*~1 9 cos?v—1 0 d6
0

bulunur.a — 0% veb — 17 iken sol yan (z, y) sayisina yaklasir. arcsin ve karekok siirekli oldugundan
aynianda 6, — 0 ve 6, — (3) olur; sag yan iddiadaki integrale yaklasi. m

2x —1 <0 ya da 2y — 1 < 0 ise sag yandaki trigonometrik integral de II tiptir; ispat bu integralin
yakinsak oldugunu da gostermektedir. Usleri yeniden adlandirarak siniis ve kosiniis kuvvetlerinin integ-
ralini dogrudan veren bir formiil elde ederiz.

Sonug 18.1 (Siniis ve Kosiniis Kuvvetlerinin Integrali). m > —1 ve n > —1 reel sayilar olsun. O
zaman

/2
/ sinmﬁcos”0d9=16<m—ﬂ,n+1>
; 2 2 2

olur.

ispat.
1 1
T = % vey = n—2{— diyelim.m > —1 ven > —1 oldugundanx > 0 vey > 0°dir; ayrica2z — 1 =

m ve2y — 1 = n olur. Onerme 18.2 bu degerlerle

1 1 7\'/2
ﬂ(ﬁ,n—i_ ) =2/ sin™ @ cos™ 0 df
2 2 0

verir; iki yan 2’ye boliiniir. B

Gamma ile Beta Arasindaki Bagint:

Beta fonksiyonunun degerleri ayrica hesaplanmaz; iki parametreli Beta fonksiyonu tek parametreli
Gamma fonksiyonu cinsinden yazilir.

Teorem 18.4 (Gamma ile Beta Arasindaki Baginti). Herxz > 0 vey > 0 igin

['(2)T(y)

olur.

Bu bagmtinin ispati iki katl integral gerektirir; bu yiizden bagintiy1 burada ispatsiz kullaniyoruz. Para-
metreler dogal say1 oldugunda ise bagint1 yalniz kismi integrasyonla dogrulanabilir.

Onerme 18.3 (Dogal Sayilarda Beta Fonksiyonu). m > 1 ven > 1 dogal sayilar olsun. O zaman

(m—1!(n—1)!
(m+n—1)!

B(m,n) =

olur.
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18.4 Gamma ile Beta Arasindaki Bagint 191

ispat.
m ven dogal sayr oldugunda t™ (1 — t)" ! bir polinomdur; biitiin integraller siradan Riemann integ-
ralidir.
Indirgeme bagintisi. m >1ven>2 olsun. u=(1— )" 1, dv = tm"1dt secimiyle du = —(n —

1)(1 —¢t)"2dt vev = — olur:
m

m m

Sm,m) = [tma —t)"—l] Ln-l
0

1
/ tm (1 —t)" 2 dt.
0

m > 1 oldugundan koéseli parantezt = 0°da, n — 1 > 1 oldugundan t = 1°de sifirdir. Kalan integralde
iislerm = (m+1) —1ven — 2 = (n — 1) — 1 bicimindedir; yani integral (m + 1,n — 1) dir. Béylece

B(m,n):nT_lﬁ(m—i—l,n—l) (m>1,n>2)

elde edilir.
Tiimevarim. n iizerinden tiimevarimla, formiiliin herm > 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. n = 1 igin

1
gom 1) = [ e-rar= = (o200
0

m!

olur. Formiil birn > 1 ve her m > 1 i¢in dogru olsun. Indirgeme bagintist (n yerine n + 1 yazilarak) ve
tiimevarim varsayimi (m yerine m + 1 yazilarak)

Bim,n+1)=—pB(m+1,n)

m!(n—1)!
" (m+n)!
m — 1) n!
(m+n)!

3| 3|3

—~

verir; bu, formiiliin n + 1 icin yazilmis halidir. m

r
Dogal sayilarda I'(k) = (k — 1)! oldugundan 6nermedeki esitlifin sag yani tam olarak

sidir; Teorem 18.4 dogal say1 parametreler igin boylece ispatlanmig olur. Ornegin 3(3,2) = —— = —’dir.
Bagintinin en iinlii sonucu, Gamma fonksiyonunun % noktasindaki degeridir. .

Sonug 18.2 (Gamma Fonksiyonunun Yarimdaki Degeri). I'(3) = /7 dir.

ispat.
Teorem 184 igindex = y = % alalim. T'(1) = 1 oldugundan

o(3:3) =2 =r(3)

2’2 r'(1) 2

olur. Ote yandan trigonometrik bicimde (Onerme 18.2) x = y = % icin iki iis de 2 - % —1=07%du:

/2
5(1,1):2/ =22 =r.
272 ; 2

Demek ki F(%)Q = w’dir. F(%) > 0 oldugundan (Teorem 18.2) I‘(%) = /7 bulunur. m

e fonksiyonunun ilkeli temel fonksiyonlarla yazilamaz; buna kargin [0, +00) tizerindeki integrali I" ( %)
yardimiyla tam olarak hesaplanir.

Sonugc 18.3 (Gauss Integrali). e’ fonksiyonunun [0, 400) iizerindeki integrali yakinsaktir ve
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192 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

+o0
/ e’ dx = ﬁ
0 2

olur.

ispat.

0 < & < b olsun. [¢2, b?] iizerinde tammli x = \/u degisken degistirmesiyle dx = olur; u = €2 iken

b 1 v
/ e dx = —/ e %u~1/? du.
2 ).
g g

Sag yandaki integralin i¢indeki fonksiyon, o = % icin Gamma fonksiyonunu tamimlayan e “u®! fonk-
siyonudur.
e — 0% limiti. e fonksll;yonu [0, b] dizerinde siirekli oldugundan integrali alt sinirina siirekli baghdir

du
2/u

x=c¢,u=>b?ikenx = b’dir:

(bkz. Analiz 2); sol yan / e dx sayisina yaklasir. Sag yanda €2 — 0% olur ve @ = % >0 i¢in 0

0
ucundaki integral yakinsaktir (Teorem 18.1). Boylece

b 1 1%
/ e ” d:cz—/ e Uy~1/2 gy
0 2 Jo
elde edilir.

b — +oo limiti. b — +o0o oldugundan sag yan %F(%) sayisina yaklasir. Oyleyse sol yanin da sonlu
limiti vardir; yani integral yakinsaktir. Sonug 18.2 geregi

too 1_/1 N
-z =_TI(=] = >—.
/0 crdr=3 (2) 5

e cift fonksiyon oldugundan (—o0,0] iizerindeki integral de g’dir ve biitiin dogru iizerinde

+o0
/ e ** dz = /7 bulunur (Tanim 15.2).

I‘_(%O) bilindikten sonra indirgeme bagintisi, Gamma fonksiyonunun biitiin yarim tam sayilardaki deger-
lerini verir.

Onerme 18.4 (Yarim Tam Sayilarda Gamma Fonksiyonu). Hern € {0,1,2,...} icin

oed)- e

olur. Ozel olarak I‘(%) = \/TE vef(g) = %%’tilr.

ispat. ol
. O‘ﬁ = /7 olur; bu, Sonug 18.2 ile verilen

degerdir. Formiil n icin dogru olsun. Indirgeme bagintisinda o = n + % alinirsa

I‘(n—i—%) = (n—l—%)I‘(n—i—%)
n n)!
e
(2n +1)!

T 2 4np) VT

n tizerinden timevarim yapalim. n = 0 icin sag yan

olur. Pay ve payda 2n + 2 = 2(n + 1) ile carpilirsa
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bulunur; bu, formiiliin n + 1 i¢in yazilmis halidir.
|

2!
n=1igin ——+/T = ~—,n =2 igin

3 (2n +2)!
F(n+ 5) =T g VT

3
VT = f elde edilir. m

™

4-1! 2 16 - 2!

Integralleri Euler Integrallerine Indirgeme

Gamma ve Beta fonksiyonlarinin degerleri bilindigine gore, bir integrali hesaplamak ¢cogu zaman onu bu
iki kaliptan birine sokmaktan ibarettir. Asagidaki ¢oztimlerde degisken degistirme dogrudan genellesti-
rilmis integral tizerinde yazilmigstir. Kastedilen, Teorem 18.2 ispatindaki yoldur: déniigiim 6nce sorunlu
uglardan uzak, sinirh ve kapali bir aralikta yapilir, sonra uglar limite gotiiriilir.

© Dért adimda Gamma ya da Beta fonksiyonuna indirgeme

1.

Kalib1 tani. [0, +00) iizerinde bir kuvvet ile bir iistel fonksiyonun ¢arpimi Gamma fonksiyonuna
gotiiriir. Sturls bir aralikta iki kuvvetin ¢arpim ya da [0, 5] tizerinde siniis ve kosiniis kuvvetle-
rinin ¢arpimi Beta fonksiyonuna gotiiriir.

Degisken degistir. Gamma i¢gin iistel fonksiyonun ussiindeki ifade yeni degisken yapilir (e_QES
i¢in u = x3). Beta igin aralik [0, 1]’e tasinur ([0, a] icin = at) ve carpanlar t ile 1 — #’nin kuvvetleri
olarak yazilir.

Parametreleri oku. Kaliplardaki usler parametrenin bir eksigidir; parametre, tisse 1 eklenerek
bulunur. Parametreler pozitif degilse integral iraksaktur.

Degeri hesapla. Beta fonksiyonu Teorem 18.4 ile Gamma fonksiyonuna ¢evrilir. Gamma degerleri
indirgeme bagimtisy, I'(n + 1) = n! ve I'(3) = /7 ile bulunur.

+o00
Ornek 18.2 (Ustelin Ussiinde Kuvvet). / e dz integralini hesaplayimniz.
0

Coziim.
Kalip. [0, +00) iizerinde bir kuvvet ile bir iistel fonksiyonun ¢arpimi vardir; hedef Gamma fonksiyo-
nudur.

d
Degisken degistirme. u = z3 diyelim. du = 322 dx, yani z° dz = ?u olur; z =0ikenu =0,z —

+o00 iken © — +o0’dur:

Parametre. e~

+oo 3 1 +oo
/ z2e % dx = —/ e “du.
0 3 Jo

v = ¢ ¥y? oldugundan a — 1 = 0, yani a = 1’dir.

Deger.

+o00 5 1
/ r?e ™ drx=-T(1)==.
0 3

1
. . d
Ornek 18.3 (Iki Ucunda Sinirsiz Bir Fonksiyon). / —x2 integralini hesaplayimniz.
0 r—x

Cozim.

Kalip. z — z

2 = 2(1 — z) oldugundan

1

- m71/2(1 _ x)71/2
VI — z2
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194 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

olur. Aralik zaten [0, 1]’dir ve fonksiyon, z ile 1 — #’in kuvvetlerinin ¢arpimidir; degisken degistirmeye
gerek yoktur. Fonksiyon iki ucta da sinirsizdir; integral IL tiptir.

Parametreler. iki iis de —3 d1r 1 eklenince iki parametre de % 5 bulunur. Parametreler pozitif oldugun-
dan integral yakinsaktir (Teorem 18.3) ve [3( > 2) sayisina esittir.

Deger. Teorem 18.4 ve Sonuc 18.2 geregi

/ _TErE) _vr-vr
T I

= T.

2

T
V2—zx

2
Ornek 18.4 (Aralig1 Birim Araliga Tasima). / dx integralini hesaplayiniz.
0

Cozim.

Kalip. Smirli bir aralikta #’in ve 2 — 2’in kuvvetlerinin ¢arpimi vardir; hedef Beta fonksiyonudur.
Fonksiyon x — 27 iken sinirsizdir.

Degisken degistirme. Aralig1 [0, 1]e tasimak icin z = 2t diyelim. dz = 2dt, 2% = 4t ve V2 — 2 =

V2+/1 —tolur:

/2 z? Loy,
dx =
0o V2—1z \/'\/1f
= \/_/ t2(1— )" Y2 4t

8
Burada — = 4+v/2 kullanilmistir.
V2 ’

Parametreler. Usler 2 ve —% d1r parametreler 3 ve 3 L olur. integral 4v/2 8 ( ) sayisina esittir.
Deger. I'(3) = 2! =2 ve 1nd1rgeme bagintistyla

r(? _§.§.lr<1):M
2) 222 2 8

olur. Dolayisiyla

1 r3)r(i 8 16
6(3’2)_ r7(2): VT -
(5) 15/ 15
ve
2 2
[ iy 802
bulunur. m

/2
Ornek 18.5 (Siniis ve Kosiniis Kuvvetlerinin Carpimi). / sin § cos? 0 df integralini hesapla-
0

yiniz.

Cozim.
+1 5 n+1
= ve =

Kalip ve parametreler. Sonuc 18.1i¢inde m = 4 ve n = 2 alinir; parametreler

N |
(V)

éolur:
/2
/0 sin* @ cos? 6df = 2,8(; :;)
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18.5 Integralleri Euler Integrallerine Indirgeme 195

Deger. Onerme 18.4 geregi F(g) = 3f ve F(%) = \/TE’dir; ayrica I'(4) = 3! = 6 olur. Teorem 18.4
ile
5(5 §) _TET(E) 1 3yr VA _om
2’2) T@4) 6 4 2 16
bulunur. Sonug olarak
/2 1 = ™
4 2 _:. T _ T
/ sin® 6 cos® §df = 5 16— 32

0

18.6 Alistirmalar

Alistirma 18.1 (Indirgeme Bagintisiyla Bir Deger). I'(2) degerini hesaplayniz.
Coziim.

Indirgeme bagintis1 I'(a + 1) = aT'(a) parametreyi her adimda bir azaltir. 3’den baslayip 1’ye inene
kadar uygulayalim:

7-5-3-1=1052* =16 ve ['(3) = /7 oldugundan

F<g) 1057
2] 16

8! 40320 105

bulunur. Sonug Onerme 18.4 ile de denetlenebilir: n = 4 i¢in A6l 16

+o0
Alistirma 18.2 (Karekék ile Ustelin Carpimi). / Vze ™ dz integralini hesaplayiniz.
0

Cozim.
Degisken degistirme. Ustelin iissiindeki ifadeye u = z° diyelim. z = u!/3 ve dz = %u’Q/ 3 du olur;
ayrica \/z = u!/%dir. Siirlar 0 ve 400 olarak kalir:

+oo

+o00
Vze ™ dr = / ul/Bev . %u*Q/?’ du
0

0
1 +o0o
= —/ e Uy1/2 du.
3 Jo
Uslerin toplam1 % — % = % - % = —Ldir
Parametre.a — 1 = —%, yani o = 5 olur; parametre pozitiftir, integral yakinsaktur.

Deger.
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196 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

+o0
Alistirma 18.3 (Taban1 Farkli Bir Ustel). / 5722 dz integralini hesaplayinz.

0
Cozim.
Tabam e’XLe cevirme. 5 = €5 oldugundan 5-2%" = ¢~ (25)2” olur. ¢ = 2In 5 diyelim; ¢ > 0’dir ve
integral e’ dg bicimini alir.
0
Degisken degistirme. s = \/c z diyelim. z = i, de = 22 veca? = 52 olur; sinirlar 0 ve 400 olarak
Ve Ve
kalir:

+0o0 ) 1 +o0 )
/ e T dx = —/ e % ds.
0 ¢Jy

Deger. Sonuc 18.3 geregi sagdaki integral \/TE’dir. ¢ = 21In 5 yerine yazilirsa

™

+o00
/ 522" gy = VT 1 ~ 0,494
0 2v/2In5 2V 25

bulunur. m

1 3
. . 1
Aligtirma 18.4 (Logaritma Iceren Bir Integral). / z? (ln —) dx integralini hesaplayiniz.
x
0

Cozim.
Fonksiyon z = 0 noktasinda tanimsizdir; integral £ — 0% iken [e, 1] iizerindeki integrallerin limiti
olarak anlagilir.

2

1
Degisken degistirme. Logaritmadan kurtulmak icin z = e~* diyelim. In — = u, 2% = e"** ve dz =
x

1
—e “duolur. z = liken u = 0, x = ¢ iken v = In —’dur. Eksi isareti sinirlarin yerini degistirir:
€

1 1 3 In(1/e)
/ x2 (ln —) dx = / ude 3% du.
€ z 0

1
e — 0% iken In P +00 oldugundan

olur.
Parametreler ve deger. Sag yan, Teorem 18.2 icindeki 5. 6zelligin kalibindadir: o — 1 = 3, yani o =
4 ve t = 3. Oyleyse
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18.6 Alistirmalar 197

4m (n!)?
Alistirma 18.5 (Bir Parametresi Yarim Olan Beta). Her n > 1 dogal sayis1 i¢in 3 (n, %) = ((2n i '
n(2n
oldugunu gosteriniz.
Cozim.
Gamma fonksiyonuna cevirme. Teorem 18.4 geregi
ﬁ< 1) L(n)I(3)
n,- | = —F——
2 L(n+3)
olur. |
. 2n)!
Degerler.I'(n) = (n — 1)! ve I'(3) = /m’dir. Onerme 18.4 geregi I'(n + 1) = (2n) /7 olur.

4m n!
Sadelestirme. Paydadaki kesir ters cevrilip carpilir, /7 ¢arpanlar: sadelesir:

nN_ - 4"n! 4"nl(n—1)!
5(”")_<” R IV A R

(n—1)!= e yazilirsa
n

(n3) = S

S

-1
1.

elde edilir. » =1 i¢in formiil = 2 verir; dogrudan hesap da aym sonucu verir: 3(1, %) =

1
dt
/ =2.n
o V91—t

1
Alistirma 18.6 (Karekok Icinde Kare). /
0

[\)

4

T du integralini hesapl

——— duz integralini hesaplayimniz.
T2 play

Coziim.
Kalip. Aralik [0, 1]’dir ama ikinci ¢arpan 1 — x’in degil 1 — z?’nin kuvvetidir. Fonksiyon z — 1~ iken
sinirsizdir.
Degisken degistirme. t = 22 diyelim. z = t'/2 ve dz = %t’l/z dt olur; x* = t*dir ve smurlar 0 ile 1
olarak kalir:

1 4 1
T 1
—da;:/ 2(1—t)" V2. 212 gt
A V1—$2 0 ( ) 2

1

1
=_/ £82(1 — 1)1/ .
2 0

Parametreler. Usler % ve —%’dir; parametreler g ve % olur. Integral % ﬁ(g, %) sayisina esittir.

Deger.I'(5) = %, I'(3) = /7 ve I'(3) = 2 oldugundan

5(21) - PGIPG) L 8vm o 37
2’2 r(3) 2 4 8
ve

/1 zt 13w _ 3w

0o V1—2z2 2 8 16
bulunur. m
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198 Boliim 18. Euler Integralleri: Gamma ve Beta Fonksiyonlar1

/2
Alistirma 18.7 (Tek Kuvvetlerin Carpimi). / sin® 0 cos® 6 df integralini hesaplayiniz.
0

Cozim.

m n+1
Kalip ve parametreler. Sonuc 18.1 icinde m = 3 ve n = 5 alinir; parametreler 5 = 2ve 1

3 olur:
71‘/2 1
/ sin® § cos® 0 df = 5,3(2,3).
0

Deger. Parametreler dogal sayidir; Onerme 18.3 geregi

112! 2 1
2 = — = —
A2,3) 4! 24 12

olur. Dolayisiyla

/2 11 1
/ sin®fcos®0df = = — = —.
; 2 12 24

Gamma ve Beta fonksiyonlari, integralin icindeki bir parametreye bagh olarak tanimlanmigs fonksiyon-
lardir. Bu boliimde onlar1 her parametre degeri icin ayr1 ayri, birer say: olarak ele aldik. Parametre
degistikce integralin nasil davrandigy, yani boyle bir fonksiyonun siirekli ve tiirevlenebilir olup olmadig:
ve tiirevin integral isaretinin altina gegip gecemeyecegi sorular1 Parametreye Bagli Integraller bgliimiiniin
konusudur.
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19.1

19. Parametreye Bagl Integraller

Euler Integralleri bgliimiinde Gamma fonksiyonunu
+o00
INa) = / e *x* ldz
0

integraliyle tanimlamigtik (Tanim 18.1). Bu ifadede integral x’e gére alinir, ama sonug integrandin iginde
duran « sayisina baghdir: integral bir say1 degil, a’nin bir fonksiyonudur. Integrandinda integral degis-
keninden baska bir degisken daha bulunan integrallere parametreye bagbh integral denir.

Bir fonksiyon integralle tanimlaninca sorulacak sorular bellidir. F(y) = [ f(z,y) dx fonksiyonu siirekli

midir? Tirevlenebilir midir ve tiirevi, integrandin y’ye gore tiirevinin fntegrali midir? F’nin integrali
alinirken iki integralin siras1 degistirilebilir mi? Ucii de iki limit isleminin yer degistirmesi sorusudur;
fonksiyon dizilerinde ayni sorular: limit ile integral (Teorem 5.1) ve limit ile tiirev (Teorem 6.1) igin
sormustuk. Orada yanit1 diizgiin yakinsaklik veriyordu. Burada dizinin n indisinin yerini siirekli degisen
y parametresi, dizgiin yakinsakligin yerini de integrandin diizgiin siirekliligi alacak.

Bu béliimde en sade durumu inceliyoruz: integrasyon araligr sinirly, integrand siirekli. Integrand iki
degiskenli bir fonksiyon oldugundan 6nce boyle fonksiyonlarin siirekliligi hakkinda gereken birkac bilgiyi
derliyoruz. Gamma fonksiyonu gibi siirsiz araliktaki ya da sinirsiz integrandli 6rnekler bir sonraki
bélimiin konusudur.

Iki Degiskenli Siirekli Fonksiyonlar

Integrand f(z,y) iki degiskene baghdir; ihtiya¢ duyacagimiz kavramlar: tek degiskenli tanimlar1 6rnek
alarak kuralim.

Tanim 19.1 (ki Degiskenli Fonksiyonun Siirekliligi). D C R2, f: D — R ve (z(,y,) € D olsun.
Her ¢ > 0 i¢in 6yle bir 6 > 0 bulunuyorsa ki

|lz—zy|<d ve |y—y,|<?d
kosullarini saglayan her (z,y) € D noktas i¢in

|f(x,y)—f(:c0,y0) |<5

olsun, f fonksiyonu (z,, y,) noktasinda siireklidir denir. f, D’nin her noktasinda siirekliyse D iizerinde
siireklidir denir.

Yani (z, y) noktasi (z,, y,) noktasina iki koordinatta birden yeterince yakinsa fonksiyonun degerleri de
birbirine yakindir. Tanimda y = y, alinirsa su gorilir: f, D tizerinde siirekliyse y sabit tutuldugunda = +—
f(z,y) tek degiskenli fonksiyonu da siireklidir; aym sey = sabitken y — f(z,y) i¢in gegerlidir. Bunun
tersi dogru degildir: her degiskene gore ayr1 ayr siirekli olan bir fonksiyon, iki degiskenin fonksiyonu
olarak siirekli olmayabilir (Ornek 19.4).

Tek degiskenli durumda oldugu gibi siireklilik dizilerle de ifade edilebilir. Bir ( (z,,,,,) ) nokta dizisi icin
x, — Ty vey, — Y ise kisaca (z,,,y,,) = (24, yo) yazacagiz.

Lemma 19.1 (iki Degiskende Siireklilik icin Dizisel Olgiit). f: D — R ve (z,y,) € D olsun. f
fonksiyonunun (z,,y,) noktasinda siirekli olmas igin gerek ve yeter kosul, D iginde kalan ve (z,,,y,,) —
(g, Yo) kosulunu saglayan her nokta dizisi igin

f(xn?yn) - f(xO?yO)

olmasidir.
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200 Boliim 19. Parametreye Bagl Integraller

ispat.

Gereklilik. f, (zy,y,) da siirekli ve (x,,,y,,) — (Zq,Yo) olsun. € > 0 verilsin ve § tamimdaki say: olsun.
x,, — xo oldugundan bir Ny 'den sonra | x,, — x, | < 0, y,, — Yo oldugundan bir N, den sonra | y,, —
Yo | < & olur.n > max{N;, N,} icin iki kosul birden saglanir ve tanim geregi

| f(xn?yn) 7f(x07y0) | <e

bulunur.
Yeterlilik. Karsit tersini gosterelim: f, (x4,vy,) da siirekli olmasin. O zaman 6yle bir ¢, > 0 vardir ki

higbir 6 tanimdaki isi gormez. 6 = — i¢in bu, D iginde
n

1 1
|$n_w0|<ﬁ? |Z/n—y0|<;

ve| f(,,Yn) — f(Zg,Yg) | = &g olan bir (z,,,y,,) noktasinin bulunmasi demektir. Béylece (z,,,y,,) —
(g, Yo) oldugu halde f(z,,,y,,) dizisi f(zq,y,) sayisina yakinsamaz. m

Dizisel 6lgiit, stirekliligin cebirsel islemler ve bileske altinda korundugunu dizilerin limit kurallarina
indirger.
Onerme 19.1 (Iki Degiskenli Siirekli Fonksiyonlarla islemler). f,g: D — R fonksiyonlart D C

R? iizerinde siirekli olsun.

(i) f + g ve fg fonksiyonlar1 D iizerinde siireklidir; g hi¢hir noktada sifir olmuyorsa i de siireklidir.
(ii) J bir aralik, ¢ : J — R siirekli ve her (z,y) € D icin f(z,y) € J ise (z,y) — ¢ ( flz,y) ) bileskesi

D iizerinde siireklidir.
(iii) I bir aralik, v : I — R siirekli ve her (z,y) € D icinx € I ise (x,y) — (x) fonksiyonu D iizerinde
siireklidir. Ayni sonug (z,y) — ¥(y) icin de gegerlidir.

Ispat.

(2o, Yo) € D ve D iginde (z,,,y,,) = (2y,y) olsun. Her maddede Lemma 19.1 geregi ilgili fonksiyonun
bu dizi boyunca dogru degere yakinsadigini gostermek yeter.

(i) Lemma 19.1 geregi f(x,,,y,) = f(zg,Y0) ve g(z,,,y,) = 9(xg,Yy) olur. Dizilerin limit aritmetigi
(bkz. Analiz 1) geregi toplam, ¢arpim ve paydasi sifir olmayan boliim dizileri de karsilik gelen degerlere
yakinsar.

(i) t,, = f(z,,v,) dizisi J icindedir ve t,, — t, = f(xy,yy) € J olur. o, t, da siirekli oldugundan tek
degiskenli dizisel 6lgiit (bkz. Analiz 1) geregi ¢(t,,) — ¢(t,) olur.

(iii) x,, — xo ve Y, x, da siirekli oldugundan ayni élgiit geregiy(x,,) — ¥ (z,) olur. m

Onerme, karsilagacagimiz integrandlarin siirekliligini bir bakista verir. (iii) geregi (z,y) — = ve (z,y)

y siireklidir; (i) geregi z ile y’nin her polinomu, (ii) geregi de e =Y, cos(zy), \/x2 + y? gibi bileskeler R?

tizerinde stireklidir. PR ise paydanin sifir olmadig her kiimede, yani (0, 0) noktasini icermeyen her
T Y

kiimede stireklidir.

Parametreye bagl integrallerin biitiin teoremleri, siirekliligin daha giiclii bir bicimine dayanur.

Tanim 19.2 (iki Degiskenli Fonksiyonun Diizgiin Siirekliligi). f: D — R olsun. Her £ > 0 icin
6yle bir 6 > 0 bulunuyorsa ki

|lz—2' | <d ve |y—vy | <9
kosullarini saglayan her (z,y), (', y") € D nokta ¢ifti i¢in
| flz,y) = f(2',y) [ <e

olsun, f fonksiyonu D {izerinde diizgiin siireklidir denir.
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19.1 Iki Degiskenli Siirekli Fonksiyonlar 201

Yani § yalmiz €’a bagldir; D’nin her yerinde ayni § i goriir. Tek degiskenli diizgiin siireklilik taniminimn
(bkz. Analiz 1) iki koordinata tasinmis halidir. Cantor teoremi (bkz. Analiz 1) ve kapali aralikta stirekli
fonksiyonun sinirlilig1 da ayni yolla taginir; kapali araligin yerini kapali bir dikdértgen alir.

Teorem 19.1 (Kapali Dikdortgende Siirekli Fonksiyon). R = [a,b] X [¢,d] ve f: R — R siirekli
olsun. O zaman

(i) f, R iizerinde sinirlidir: her (z,y) € R icin| f(x,y) | < M olan bir M sayist vardir;

(ii) f, R iizerinde diizgiin siireklidir.

Ispat.

Ortak adim: yakinsak alt dizi. ( (z,,,y,) ), R icinde bir nokta dizisi olsun. (z,,) dizisi [a, b] icinde
kaldigindan sinirlidir; Bolzano—Weierstrass teoremi (bkz. Analiz 1) geregi yakinsak bir alt dizisi vardir:
T, — To. Aynt indislerle alinan (y,, ) dizisi [c, d] icinde kaldigindan o da sinirhdr; teoremi bu diziye
uygulaywp indisleri bir kez daha seyreltirsek y,,, — yo olan bir alt dizi buluruz. Burada (m;), (ny)

indislerinin bir alt dizisidir; yakinsak dizinin her alt dizisi ayni limite yakinsadigindan (bkz. Analiz 1)
Ty, = T olmaya devam eder. Kapalr aralikta kalan yakinsak dizinin limiti de o aralikta oldugundan
(bkz. Analiz 1) x, € [a,b] ve y, € [c,d] olur. Sonug: R icindeki her nokta dizisinin, R nin bir (zy,y,)
noktasina yakinsayan bir alt dizisi vardur.

(i) Ssurlilik. f sinirly olmasin. O zaman hern € N igin| f(z,,,y,) | > n olan bir (x,,,y,,) € R noktas:
vardir. Ortak adim geregi (J;m]_,ymj) — (xg,Yg) € R olan bir alt dizi bulunur. f, (zy,y,) da siirekli

oldugundan Lemma 19.1 geregi f(xmj, ymj) — f(xg,Yo) olur; yakinsak dizi simirlidir (bkz. Analiz 1).
Oysa | f(acmj, Yrm,) | > m; vem; — oo oldugundan bu dizi sinirsizdwr. Celiski; f sinirhdir.
(ii) Diizgiin sureklilik. f diizgiin stirekli olmasin. O zaman éyle bir ey > 0 vardir ki hicbir 6 tanimdaki

isi gormez. § = — alinirsa R icinde
n
’ 1 /
ve

| f(@nsyn) — flan,0n) | 2 €9

olan (x,,,y,,), (., y,,) nokta ¢iftleri bulunur. Ortak adim geregi (x ) = (24,Yy) € R olan bir alt

dizi vardir. Ayni indislerle

m]-7ymj

1
| Zhn, =0 | < | Ty = T |+ | @, =70 | < ==+ | 20, — 7 | =0
J

oldugundan :r;nj — x, ayni hesapla y;nj — yo olur. f, (zy, y,) ‘da siirekli oldugundan Lemma 19.1 geregi
f(xmjaymj) _>f(m07y0)7 f(x;njay;n]) _>f(1'0,y0)

olur; iki dizinin farki0’a yakinsar. Bu, farkin mutlak degerinin her j icin en az £, olmasiyla celisir. Oyleyse
f diizgiin siireklidir. m

Tiirev teoremi i¢in son bir kavram gerekir: iki degiskenli bir fonksiyonun degiskenlerden yalniz birine
gore tiirevi.

Tanim 19.3 (Kismi Tiirev). R = [a,b] X [¢,d], f : R = Rve (z4,y,) € R olsun.

0 h) —
a_;;(x()ayo): im (0,0 + f)L 1 (@, %)

limiti var ve sonluysa bu saytya f nin (z, y,) noktasinda y’ye gore kismi tiirevi denir; kisaca f, (g, y)
da yazilir. Limitte y, + b € [c,d] olan h # 0 degerleri alinir; y, = ¢ ya da y, = d ise limit tek yénlidiir.

x’e gore kismi tiirev 5p Ay bi¢imde, y sabit tutularak tanimlanir.
x
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202 Boliim 19. Parametreye Bagl Integraller

Yani z = x, sabit tutulur ve y = f(z,,y) tek degiskenli fonksiyonunun y, noktasindaki tiirevi alinur.

Hesapta x bir sabit gibi davranir; biitiin tiirev kurallar1 gecerlidir. Ornegin f(z,y) = 2>

1 of —2y
3oy = ——  jein— = —___olur.
xie Y, f(z,y) PR icin oy~ @+ 42 olur

e ™Y igin —— =
¢ By

Parametreye Bagli Integralin Tanimi

Integrandin degiskenlerinden birine gére integral alininca geriye &biir degiskenin bir fonksiyonu kalir.

Tanim 19.4 (Parametreye Bagl Integral). R = [a,b] X [c,d] ve f : R — R olsun. Her y € [c, d] igin
z + f(z,y) fonksiyonu [a, b] iizerinde integrallenebilirse

F(y) = / f@y)de (v e led)

ile tanimli F' : [¢, d] — R fonksiyonuna parametreye bagl integral denir. y’ye parametre, 2’e integral
degiskeni denir.

Yani her y i¢in ayr1 bir belirli integral hesaplanir; integral z’i “tiiketir” ve sonug yalniz y’ye bagh kalir. f, R
tizerinde siirekliyse her y i¢in z — f(z,y) siirekli, dolayisiyla integrallenebilir oldugundan (bkz. Analiz
2) F tammlbdlr. Degiskenlerin rolleri degistirilebilir: = parametre alinip y’ye gore integral alinirsa [a, b]

iizerinde f(z,y) dy fonksiyonu elde edilir.

‘ 1
Ornek 19.1 (Acikca Hesaplanan Parametreli integral). F(y) = / (2z + y3)2d:t: fonksiyonunu
0

bulunuz.

Coziim.
(2z +y°)°

e ) = (2x + ¥*)? oldugundan (z’e gore tiirev)

y sabit tutulur ve integral z’e goére alinir. (

Fly) = l@wgy?’)s] (2+y36)3 —y°

x=0
_ 8 + 121> + 6¢/° 4

— = 23 6
6 3+y+y

olur. Sonug y’'nin bir polinomudur; F biitiin R izerinde tanimly, siirekli ve tiirevlenebilirdir. m

2
Ornek 19.2 (Ustel Carpanli Parametreli Integral). F(y) = / x?e~ ™Y dz fonksiyonunu y cinsinden
1

yazimz; F'(0) ve F(1) degerlerini bulunuz.

Cozim.
flz,y) = z2e~Y gonksiyonu R? iizerinde siireklidir; F her y € R icin tanimlidur.
8—1 7
=0.F(0) = 2de = —— = —.
y=0.F0)= [ atde="2 =1

y # 0. Iki kez klszrglciy integrasyon yapilir. Once u = 2, dv = e *¥ dx, sonra u = x, dv = e *Y dx

secimiyle (v = ———)
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19.2 Parametreye Bagl Integralin Tanimi 203

2 ,—xy 2
/m%‘”‘y dr = _re + —/xe_“”y dx
Y

Y
xle TV 2 rxe Y e
= — + — | — _ 5
Y Yy Y Y

2y x? n 2x n 2
P —e — — JE—
y oyl

bulunur. z = 1 ve z = 2 sinirlar1 yerine konursa
1 2 2 4 4 2

Fy:ey(—+—+—)—e2y(—+—+—) y#0

®) y oy ooy y: oy ( )

olur. Ozel olarak

7
y # 0 formilli y = 0’da anlamsizdir, oysa F(0) = 3 tanimlidir. F’nin 0’da siirekli olup olmadig:

formiilden kolayca okunmaz; bir sonraki teorem bu soruyu hi¢ hesap yapmadan yanitlar. m

19.3 Parametreye Gore Siireklilik

flk soru, integrandin siirekliliginin F' fonksiyonuna gecip ge¢medigidir.

Teorem 19.2 (Parametreye Bagh Integralin Siirekliligi). f, R = [a,b] X [c, d] iizerinde siirekli olsun.

O zaman
b
y) = / f(z,y)dz

fonksiyonu [c, d] iizerinde siireklidir. Ozel olarak hery, € [c,d] icin limit integral isaretinin igine alinabilir:

b b
lim f(a:,y)dac:/ lim f(z,y) dac—/ flz,yy)d

Y—=Yo a Y—=Yo

Ispat.
€ > 0 verilsin. f, R iizerinde diizgiin siireklidir (Teorem 19.1); dolayistyla éyle bir § > 0 vardir ki | y; —
Yo | < 0 olan hery,,y, € [c,d] ve her x € [a,b] icin

3

‘ f(mvyl)if(mayQ) | < m

olur (diizgiin siireklilik tanmimi (z,y,) ve (z,y,) noktalarina uygulanmistir; birinci koordinatlar esittir).
Integralin lineerligi, integraller icin iicgen esitsizligi (bkz. Analiz 2) ve siralama ozelligi geregi | y, —
Yo | < 6 iken

| F(y1) — Fys) | =

/ | F@y) — f(z,y,) | da
b—a)= ;<€

olur. Demek ki F, [c, d] iizerinde diizgiin siirekli, 6zel olarak stireklidir.
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204 Boliim 19. Parametreye Bagl Integraller

F’niny, ‘daki siirekliligilim,_,, F'(y) = F(yo) demektir; bu, ifadedeki ilk ve son terimin esitligidir. y -
f(z,y) dey, da sirekli oldugundan her x i¢cinlim,_, f(z,y) = f(z,y,) olur; ortadaki esitlik buradan
gelir. m

Ispatta § sayismin x’ten bagimsiz secilebilmesi belirleyicidir: integrand, x’in biitiin degerleri i¢in ayni
anda az degisir. Fonksiyon dizilerinde limit ile integralin yer degistirmesini saglayan dﬁZgﬁél yakinsak-

ligin (Teorem 5.1) buradaki karsiligi budur. Teoremde z ile y’nin rolleri degistirilebilir: / flz,y)dy

fonksiyonu da [a, b] iizerinde siireklidir. ‘

2
Ornek 19.3 (Limitin Integralin icine Alinmasa). 1in(1) / x%e~®Y dz limitini hesaplayiniz.
y—=0J,

Cozim.
f(z,y) = x2e~%¥ fonksiyonu [1,2] x [—1, 1] dikdortgeninde siireklidir (Onerme 19.1). Teorem 19.2
geregi

2 2 2 7
lim xle TV dx = / 22e0 dx = / x2dr = =
1 1 3

y—0 1

olur. Bu, Ornek 19.2 ¢éziimiindeki F'(0) degeridir: F', 0’da siireklidir. Ayni sonucu y # 0 formiiliinden
cikarmak, her biri sinirsiz biiyliyen terimlerin birbirini nasil gétiirdiigiini izlemeyi gerektirirdi. m

Teoremin kosulu yalniz tek bir noktada bozulsa bile sonug¢ bozulabilir.
Ornek 19.4 (Siireklilik Olmadan Bozulan Esitlik). [0, 1] x [0, 1] iizerinde

#2227 (x,y) 7& (0,0),
T, = { (z2+y?)
Jwv) {o, (2,9) = (0,0)

1
olsun. F(y) = / f(z,y) dz fonksiyonunun y = 0 noktasinda siirekli olmadifini gosteriniz ve Teorem
0

19.2 kosulunun nerede bozuldugunu aciklayimiz.

Coziim.
F(0).Her z € [0,1] i¢in f(z,0) = 0 oldugundan F(0) = 0’dur.
y > 0.u = 2% + y? degisken degistirmesiyle (du = 2x dx)

g2 (21 1
F(y) == <=5\ =2~ 1773
2 v2 u 2 \y 14y

v 1

T2 201417 20+42)

—_

olur.
1
Limit. lim,_,,. F(y) = 3 # 0= F(0); F, 0’da siirekli degildir.
Limit ile integral. = € (0, 1] sabitken y — 0T icin pay 0’a, payda z* > 0 sayisina gider; z = 0 icin
f(0,y) = 0’dwr. Yani her z € [0,1] i¢in lim,_,q+ f(z,y) = 0 olur ve

1 1
/ lim f(a:,y)dwzo#%: lim flz,y)dz

+ +
0 y—0 y—0 0

bulunur: limit integralin i¢ine alinamaz. 11
Bozulan kosul. f, (0,0) noktasinda siirekli degildir. (—, —) — (0,0) oldugu halde
n'n
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11\ 1/ n
f(ﬁ’ﬁ) = (2/n2)2 —Z—>+oo

olur; Lemma 19.1 geregi siireklilik i¢in bu dizinin f(0,0) = 0 sayisina yakinsamasi gerekirdi. Dikkat

edilirse f her degiskene gore ayr1 ayri sureklidir: y sabitken x’in, x sabitken y’nin siirekli fonksiyo-
nudur. Iki degiskenli siireklilik bundan fazlasini ister. m

Integral Isareti Altinda Tiirev

Ikinci soru tiirevle ilgilidir: F’nin tiirevi, integrandin parametreye gore kismi tiirevinin integrali midir?

Teorem 19.3 (Integral Isareti Altinda Tiirev). f ve ? fonksiyonlart R = [a,b] X [c, d] iizerinde
Y

Z/abf(:v,y)dm

fonksiyonu [c, d] iizerinde tiirevlenebilirdir (ug noktalarda tek yonlii tiirev anlagilir) ve hery € [c, d] igin

stirekli olsun. O zaman

Po= [ Yoy

a

olur. Ayrica F’, [c, d] iizerinde siireklidir.

ispat.

y € [c, d] sabit olsun; h # 0 vey + h € [c, d] alalim.

Adim 1: Ortalama deger teoremi. © € [a,b] sabitken t = f(x,t) fonksiyonu [c,d] iizerinde tiirevle-
nebilirdir ve tiirevi fy(x, t) dir; 6zel olarak uglari y ile y + h olan kapali aralikta siireklidir. Lagrange
ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) geregiy ile y + h arasinda yle birn,, sayisi vardir ki

fl@,y+h) = f(zy)
h

= f,(z,n,)

olur.
Adum 2: Farkin integral olarak yazilmasu. Integralin lineerligi geregi

F(y+h)—Fly
(y+h) /fmy

(f T y+h f(z,y)

&> —

- fy(x,y))dw

- / (£,(@n,) — f,(,y) )da

olur. n,, sayisimin x’e nasil bagh oldugunu bilmiyoruz, ama buna gerek de yoktur: son integrand, bir tist
satirdaki integrandin kendisidir ve o, x’in siirekli bir fonksiyonudur.

Advm 3: Diizgiin sureklilik. € > 0 verilsin. f,, R tizerinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir
(Teorem 19.1); Gyle bir 6 > 0 vardirki| t —y | < & olan hert € [c,d] ve her x € [a, b] i¢in

g

| fy(xvt) _fy(may) | < 2(b—a)

olur. 0 < | h | < isem,, y iley + h arasinda oldugundan | n, —y | < | h | < § olur ve bu esitsizlik
t = n, icin her zte gegerlidir. Uggen esitsizligi ve siralama ézelligi geregi

F(y+h /f 2y)d

(b—a)<e

(b)
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bulunur.

Sonug. Fark oraninin h — 0 limiti vardir ve/ fy(,y) dx sayisina esittir. y = c igin yalmzh > 0,y =
d icin yalmz h < O degerleri allnabzldlgmden bu noktalarda elde edilen tek yonlii tiirevdir. Son olarak
f.,» R iizerinde siirekli oldugundan Teorem 19.2 geregi F’ ( / fy(z,y) dz fonksiyonu [c, d] iizerinde

stireklidir. m

Teorem iki yonde kullanilir. Birincisi, degeri bilinen bir F"’nin tiirevini alarak yeni bir integralin degerini
ek bir integral hesab1 yapmadan elde etmektir.

1
. . . d
Ornek 19.5 (Bilinen Integralden Yeni Integral). y > 0 olsun. F'(y) = / Txg integralinden
o T°TY

yararlanarak

1
—— Az
| w

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
Kosullar. 0 < ¢ < d olmak iizere y € [c,d] alahm. [0, 1] X [c,d] dikdértgeninde z2 + y? > ¢? > 0
oldugundan

1 of

O E—
S T 9> - \Z, = T 5 T _o\o9
x2 +y? Ay Y

f(xay) = (m2+y2)2

fonksiyonlarinin ikisi de bu dikdértgende siireklidir (Onerme 19.1). Teorem 19.3 geregi aranan integral

F'(y)dir.
F’nin hesaba.

:c] ==l 1
= —arctan —.

1\’ 1
Tiirev. Carpim ve zincir kurallariyla, (—) = —— kullanilarak
y

y2
1 1 1 1 1
F’ :——arctan—+—-—~<——>
W= y oy 1+ \ 9
L ctan ! 1
= ——arctan - — ———
y? y y(l+y?)

bulunur. ¢ ve d keyfi oldugundan sonug her y > 0 i¢in gecerlidir:

/1 -2 L ctan L 1
55 @ = —— arctan — — ———.
o (@2 +y?)? y2 vy y(1l+y?)

Iki yan —2y ile béliiniirse kismi kesirlerle ugrastiran bir integral tek satirda elde edilir:

/1 dx L rctan 4 1
———5 = ——arctan — + ——.
o @ +y?)? 293 y o 2y2(1+y?)
N .. o 1 dx T 1 !

Ornegin y = 1 icin ; Wzg—kzounl

Ikinci kullanim ters yondedir: hesaplanamayan bir integral bir parametreye baglanir, tiirevi alininca
kolaylasan integral hesaplanir ve sonra geri doniilir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 206 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

19.4 Integral Isareti Altinda Tiirev 207

O Dort adimda integral isareti altinda tirev

1. Parametreyi belirle. Hesaplanacak integral bir I(y) ailesinin iiyesi olarak yazilir; parametre
yoksa uygun bir yere eklenir.

2. Kosullar1 denetle. f ve 0 bir [a,b] X [¢,d] dikdértgeninde siirekli olmalidir. Sorun ¢ikaran
Y

parametre degerleri dikd('irt%enin disinda birakilir.
Tirevi igeri al. I’ (y) = / f, dz hesaplanir; amag bu integralin I’dan kolay olmasidir.

4. Geri don. I’ integralleni;; integral sabiti I’nin bilinen bir degerinden, gerekirse siirekliligin
verdigi bir limitten bulunur.

Ornek 19.6 (Tiirev Alarak Integral Hesab1). y > 0 icin

Loy —1 d |
I(y) = =1In(1
W= | Tpdr =ty
oldugunu gésteriniz. integrand z = 0 ve x = 1 noktalarinda tanimsizdir; bu noktalarda limit degerleriyle
tamamlanir.

Coziim.
Adim 1: Parametre ve integrand. Parametre y’dir. Integrand [0, 1] x [0, +0c0) iizerinde

1l o<r <1,

Inz ?
f(x,y) = Oa T = 05
Y, r=1

olarak taimml:_iyahm ve her d > 0 i¢in [0, 1] X [0, d] iizerinde sirekli oldugunu gorelim. L,
g(s) = — ° (s > 0), g(0) = 1 fonksiyonu [0, +00) iizerinde siireklidir, ¢tinkii lim,_, + R
s s

1’dir (e~* fonksiyonunun 0’daki tiirevi —1’dir). 0 < £ < 1vey > 0igins = —yIlna > 0 yazilirsaz¥ =
e % ve

e s—1 1—e*

flz,y) = =y

Inx —ylnzx

=yg(—ylnz)

olur. Ayni formiil y = 0 i¢in (0 = 0 - g(0)) ve z = 1 icin (y = y - g(0)) de dogrudur. Demek ki (0, 1] x
[0, d] tizerinde f(z,y) = y g(—y In z)’tir; siirekli fonksiyonlarin ¢arpimi ve bilegkesi oldugundan f bu
kiimede siireklidir (Onerme 19.1). £, > 0 olan bir noktaya yeterince yakin noktalar z = 0 kenarina
degmediginden bu, f’nin dikdértgenin x, > 0 olan her noktasindaki siirekliligini verir.
Geriye £ = 0 kenari kalir. 0 < x < 1vey > 0icin 0 < ¥ < 1ve lnz < 0 oldugundan

1— Y 1
<

—lnz — —Inz

0 < fz,y) =

olur. z — 0% iken sag yan y’den bagimsiz olarak 0’a gider: £ > 0 verildiginde 0 < z < ¢ i¢in

<
—Inz
¢ olan bir § € (0, 1) vardir ve bu z’ler i¢in her y’de | f(z,y) — 0 | < € olur. £(0,y) = 0 oldugundan f,
(0, y,) noktalarinda da stireklidir.
Adim 2: Kosullar. 0 < z < 1i¢in z¥ = e¥"® oldugundan

ﬁ@ ) = z¥Inz
8y 7y -

Inz z?

olur. x = 1licin f(1,y) = y ve kismi tiirev 1 = 1¥’dir; x = 0 i¢in f(0, y) = 0 ve kismi tiirev 0’dir. Yani
fy(@,y) =2Y (0 <z <1)ve f,(0,y) = 0°dur.

Bu fonksiyon y = 0 dogrusunu iceren bir dikdértgende siirekli degildir: z > 0 icin f,(x,0) = 1, oysa
f,,(0,0) = 0°dir. Bu yiizden 0 < ¢ < d alip [0, 1] x [c, d] dikdértgeninde ¢alisalim. Burada f,, (0, 1] x
[c, d] iizerinde €Y% bileskesi olarak siireklidir. # = 0 kenarindaise 0 < z < 1 ve y > cicin yInz <
¢In z oldugundan
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0<zy<zt—=0 (z — 0T)

olur; sinir yine y’den bagimsizdir ve Adim 1'deki gerekeeyle f,, (0,y,) noktalarinda da siireklidir.
Teorem 19.3 kosullar1 [0, 1] X [¢, d] iizerinde saglanir.
Adim 3: Tiirev. y € [c, d] i¢in

olur. 0 < ¢ < d keyfi oldugundan bu esitlik her y > 0 i¢in gegerlidir.
Adim 4: Geri déniis. d > 0 olsun ve [0, d] tizerinde H(y) = I(y) — In(1 + y) tanimlayalim. Adim 1
ve Teorem 19.2 geregi I, dolayisiyla H, [0, d] tizerinde siireklidir. Adim 3 geregi her y € (0, d) i¢in

1 1

Hy)=——— =
W =1 14y

olur. Tiirevi i¢ noktalarda sifir olan siirekli fonksiyon sabittir (bkz. Analiz 2); f(x,0) = 0 oldugundan
I(0) = 0 ve H(0) = 0’dir. Oyleyse [0, d] iizerinde H = 0, yani

I(yy =ln(1+y) (y>0)

dz = In 2 bulunur; bu integralin ilkeli temel fonksiyonlarla yazi-

1
olur. Ornegin y = 1 icin / a
o Inz

lamaz. m

Integral Sirasinin Degismesi

d
F siirekli oldugundan [c, d] iizerinde integrallenebilir; / F(y) dy sayisi, 6nce e sonra y’ye gore alinan

.. c
ardisik bir integraldir. Ugtincii soru, siranin sonucu etkileyip etkilemedigidir.

Teorem 19.4 (Integral Sirasinin Degismesi). f, R = [a,b] x [c, d] iizerinde siirekli olsun. O zaman

d b b d
Y = ;
/(/ fa >dx)dy /(/ fa y)dy)d:c

olur.

Ispat.
Teorem 19.2 geregl/ f(z,y) dx fonksiyonu [c,d] iizerinde, / f(z,y) dy fonksiyonu [a,b] iizerinde

stireklidir; iki yandakl dis integraller tanimlidur. Esitligi, iist smzrd yerine degisken birt € [c,d] yazip iki
yanin t’ye gore tiirevlerini karsilastirarak gosterecegiz.
Adim 1: Yardimct fonksiyon. R iizerinde

p(z,t) = / f(z,y)dy

tanimlayalim. x sabitken y — f(x,y) siirekli oldugundan analizin ikinci temel teoremi (bkz. Analiz 2)
geregi hert € [c, d] igin

Oy B
2 w0) = ()

. 0
olur (ug¢larda tek yonlii). Ozel olarak 7 _ f, R iizerinde stireklidir.

ot
Adim 2: p siireklidir. Teorem 19.1 geregi f sinrl ve diizgiin siireklidir; R dizerinde | f | < M ve M >

0 olsun. € > 0 verilsin. Oyle bir 6, > 0 vardir ki| z — z, | < &, iken hery € [c,d] igin
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19.5 Integral Sirasinin Degismesi 209

g

[ fey) = fleon) [ <555

olur. (z,t), (zy,ty) € R icin, integralin toplamsalligi (bkz. Analiz 2) kullanilarak

(@, 1) — p(zg,ty) = / (£ y) — F(zoy) )dy+ / F(zo,y) dy

yazilir. | © — x| < 0, ise birinci integralin mutlak degeri en ¢ok (t —c) - ﬁ < g olur. Ikinci
—c
“dir;

t—ty | < ﬁ ise bu da %’den kiigiiktiir. & =

integralin mutlak degeri en ¢ok M|t —t,
< 6 iken

min{él, ﬁ} alimirsa | ¢ —xy | < dve|t—t,

‘ (p($7t) - ‘P($07t0) | <e

olur; p, R iizerinde siireklidir.
Adim 3: Iki yamn tiirevi. [c, d] iizerinde

d(t) = /ab o(z,t) dz, U(t) = /Ct (/ab f(z,y) dac) dy

0
tamimlayalim. Adim 1 ve Adim 2 geregi ¢ ve 8_f siirekli oldugundan Teorem 19.3 (¢t parametresiyle)

uygulanir:
b b
0
&/ () = / % (z,t) dz = / F(x,t) da.

a 6t a

W ise siirekli bir fonksiyonun integral fonksiyonudur; ikinci temel teorem geregi
b

W (t) = / F@.t) dz

olur. Demek ki hert € [c,d] igin (& — U)'(t) = 0’dir.

Adim 4: Sonug. Tiirevi zdes sifir olan fonksiyon sabittir (bkz. Analiz 2). p(z, c) = 0 oldugundan ®(c) =
0, ayrica ¥(c) = 0°dir; 6yleyse [c, d] iizerinde ® = U olur. t = d i¢in

@<d>=Lb(/cdf<x,y>dy>dm, W<d>=[d<Lbf<x,y>dx)dy

oldugundan istenen esitlik elde edilir. m

Sira degisimi de bir hesap aracidir: ardigik integrallerden biri kolay, 6biiri zor olabilir.

Ornek 19.7 (Sira Degistirerek Integral Hesab1). 0 < p < ¢ olsun. [0, 1] x [p, ] iizerinde f(z,y) =
z¥ (x > 0), f(0,y) = 0 fonksiyonunun iki ardigik integralini karsilagtirarak

Lpa _ op 1
/ R d:r:lnq+
o Inz p+1

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Siireklilik. p > 0 oldugundan f, [0,1] x [p, q] iizerinde siireklidir; gerekge Ornek 19.6 ¢dziimiiniin
ikinci adimindakiyle aynidir (0 < z¥ < zP).

Once y’ye gore. 0 < z < 1 icin ¥ = e¥'"? oldugundan
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q y=q _
/xydyz{x—y] =.'L'q P
Inxz], _ Inx
p =p
olur. z = 0 igin integral 0, z = 1 igin ¢ — p’dir; bunlar sagdaki ifadenin z — 0% ve x — 1~ limitleridir.
Once x’e gore. y € [p, q| i¢in

1
1

/ yde = ——.

0 y+1

Sira degisimi. Teorem 19.4 geregi

Lpa_gp 7
z? —x Y qg+1
dz = — = [ln(y—i—l)]q =1n
/0 Inz » y+1 p p+1

olur. Sonu¢ Ornek 19.6 121e uyumludur: sol yan I(q) — I(p), sag yan In(1 + q) — In(1 + p)’dir. Ornegin

p:l,q:Zigin/
0

dr =1In 2 bulunur. m

19.6 Leibniz Formiilu

Simdiye kadar integralin sinirlar1 sabitti. Sinirlar da parametreye baglysa tiirevde iki yeni terim ortaya
cikar. Integrandin parametreye bagli olmadig1 6zel durumu Analiz 2'de gérmiistiik (bkz. Analiz 2); genel
formiil, o sonug ile Teorem 19.3 teoremini birlestirir.

0
Sonug 19.1 (Leibniz Formiilii). f ve B_ZJ; fonksiyonlart R = [a, b] X [c, d] iizerinde siirekli olsun. u, v :
[c,d] — [a, b] tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman

v(y)
G(y) = f(z,y)dz

u(y)
fonksiyonu [c, d| iizerinde tiirevlenebilirdir ve

o(y) 9
¢w= [ Lyds
u(y) %Y

+f (v, y ) v () = f (wy),y ) (y)
olur. (u(y) > v(y) olan noktalarda integraller yonlii integral olarak anlasilir.)

ispat.

Yo € [, d] sabit olsun; uy = u(yy) vevy = v(yy) yazalim. y € [c,d], y # yo alalim.

Adim 1: Farkin ii¢ parcast. y sabitken x — f(x,y), [a, b] iizerinde siireklidir. Yonlii integralde toplam-
sallik (bkz. Analiz 2), u(y), ug, vg, v(y) noktalarinin sirasi ne olursa olsun

v(y)
f

v(y) Ug Vg
/ f(z,y) dz = / f(z,y)dz + / f(z,y)do + (z,) da
u(y) u(y) ug

Vo

verir. Bundan G(y,) = / f(z,yy) dx cikanlirsa

G(y) — G(yo) = Ay) + B(y) — C(y)

olur; burada
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19.6 Leibniz Formilu 211

A’da simirlar sabit, integrand degiskendir; B ve C’de defisen, sinirdir. Her parcayry — vy, ile boliip y —
Yo limitini alacagiz.

Adim 2: A pargast. uy < vy ise Teorem 19.3, [ug, vo] X [, d] dzkdortgenmde/ f(z,y) dz fonksiyo-

nuna uygulanir; A(y) bu fonksiyonun y ile y, ‘daki degerlerinin fark: oldugundan

. Aly) (™ of
1 = dx
e T— 3y (7, 9o)

Ug

olur. ug > v, ise ayni teorem [vg, ug| X [c, d] iizerinde uygulanir ve iki yan birlikte isaret degistirir; ug =
v, ise iki yan da 0’dir. Esitlik her durumda gecerlidir.

Adim 3: B pargasi. v(y) # v, ise integraller icin ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) geregi v, ile
v(y) arasinda (uglar dahil) 6yle bir §, vardir ki

B(y) = f(&,v) (v(y) — v )

olur; v(y) < vy durumunda teorem [v(y), vy] araligina uygulanir ve yonlii integralin isaret degisimi ayni
formiilii verir. v(y) = vy ise B(y) = 0°dir ve §,, = vy alir. Her durumda | £, — vy | < | v(y) —vg | ve

B(y) _ f(é—y,y) X U(:‘/) — Yo
Y—% Y—%

olur. Ikinci ¢arpan y — vy, iken v'(y,) sayisina yakinsar. Birinci ¢arpan igin € >0 verilsin. f,
(vg, Yo) da stirekli oldugundan 6yle bir 6 > 0 vardirki| z —vy | < dve|y—yy | < 0 iken| f(z,y) —
f(vg, o) | < € olur. v, y,da tiirevienebilir, dolayisiyla siireklidir; oyle bir &’ € (0, 9] vardir ki | y —
Yo | <& iken | v(y) — vy | <& olur. Buy’lerigin| §, — v, | <6 ve|y—y, | < I oldugundan

| f(&ysy) — flvg,90) | <e

bulunur; yani f(§,,y) — f(vg,Yo). Carpimn limiti alinirsa

_ B(y)
lim = f(vg,1yy) v
¥t ¥ — Yo f(wo,50) V' (%o)
olur.
Adim 4: C pargasi. Adim 3, v yerine u yazilarak yinelenir:
- C(y)
lim = f(ug, yo) v (yg)-
¥ Y — Yo f g, yo) v’ (yo)

Sonug. Ug limit birlestirilirse G, y, da tiirevlenebilirdir ve
/7 UO 8f ’ ’
G'(yo) = a_y(ffvyo) dz + f(vo, Yo) V' (o) — f(ug, ¥o) v’ (o)
Ug

olur (yo bir u¢ noktaysa limitler ve tiirev tek yonlidiir). y, € [c, d] keyfi oldugundan formiil ispatlanmigtir.
|
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212 Boliim 19. Parametreye Bagl integraller

Formiil ti¢ katkinin toplamudir: integrandin degismesi, tist sinirin kaymasi ve alt sinirin kaymasi. u ve v
sabitse son iki terim diiser ve Teorem 19.3 geri gelir; f parametreye bagh degilse ilk terim diiser ve Analiz
2’deki formiil kalur.

y
Ornek 19.8 (Leibniz Formiiliiniin Dogrudan Hesapla Karsilastirilmasi). G(y) = / (x+y)?dz

0
fonksiyonunun tiirevini 6nce Leibniz formiiliiyle, sonra integrali hesaplayarak bulunuz.

Coziim. 5

Leibniz formiili. f(z,y) = (v +1y)? ve 8_f = 2(z 4+ y) her yerde siireklidir; u(y) =0, v(y) =y
Y

tiirevlenebilirdir (v’ = 0, v" = 1). Verilen bir y i¢in d > | y | segilirse biitiin kosullar [—d, d] x [—d, d]

dikdortgeninde saglanir. Sonug 19.1 geregi

G'(y)=/y2<x+y>dx+<y+y>2-1—<o+y>2~o
0

= [ (z + y)ﬂﬁig +ay® =4y? —y’ +4y? =Ty

olur.
Dogrudan hesap.
(z+y)° 8y —y® _ Ty’
cly) - -
3 3 3
z=0
ve G’ (y) = Ty?. Iki yol ayni sonucu verir. ®
. . . d (v cos(zy)
Ornek 19.9 (Ilkeli Bulunamayan Integralin Tiirevi). y > 0igin T / dx tiirevini hesap-
yJy T
layiniz.
Cozim.

Kosullar. 0 < ¢ < d olsun ve a = min{c, ¢*}, b = max{d,d?*} alahm. y € [c,d] i¢in u(y) =y ve
v(y) = y? degerleri [a, b] araligindadir ve a > 0’dir. [a, b] X [c, d] dikdértgeninde

P e

fla) = Gy - 2T
fonksiyonlari siireklidir (Onerme 19.1); u’ = 1, v" = 2y dir.
Formiil. Sonuc 19.1 geregi

v cos(y? - cos(y -
G'(y) = / (—sin(zy) )dz + (y2 8 2y — Wy 1
Y y y
olur. ,
Integral. z’e gore (M) = —sin(zy) oldugundan
)
y? z=y? 3\ 2
/ (— sin(zy) ) dz = [cos(wy)] _ cos(y?®) — cos(y )
y Y T=y Y

Toplam.

Yy Y Y
~ 3cos(y?) — 2cos(y?)
. .

G (y) = cos(y3) — cos(y?) n 2cos(y?)  cos(y?)
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19.6 Leibniz Formilu 213

cos(zy)

c ve d keyfi oldugundan sonug her y > 0 i¢in gegerlidir. fonksiyonunun x’e gore ilkeli temel

fonksiyonlarla yazilamaz; G’nin kendisini hesaplayamadigimiz halde tiirevini tam olarak bulduk. m

19.7 Alistirmalar

1
Alistirma 19.1 (Karekok Iceren Limit). lim v/ 22 + y? dz limitini hesaplayiniz.
-1

y—0

Coziim.
(x,y) = z2 + y? bir polinomdur ve negatif deger almaz; karekok fonksiyonu [0, +-00) {izerinde siirek-
lidir. Onerme 19.1 geregi f(x,y) = \/x2 + y? fonksiyonu [—1, 1] x [—1, 1] dikdértgeninde siireklidir.

Teorem 19.2 geregi limit integralin igine alinir:

1 1 1
lim \/acQ—i—dem:/ \/xzdwz/ | z |dz.
1 -1 _1

y—=0 )

| = | ¢ift fonksiyon oldugundan

1 1
/|m|d:c:2/ zdx =1
-1 0

olur. Limit 1’dir. m
Alistirma 19.2 (Iceri Alinamayan Limit). [0, 1] x [0, 1] iizerinde y > 0 icin f(x,y) = % eIV ve
Y
f(z,0) = 0 olsun.
1 1
lim / f(z,y)dz ile / lim f(z,y)dz
0

y—0+ 0 y—0+
sayilarini karsilastiriniz; sonucun Teorem 19.2 ile neden celismedigini aciklayiniz.

Coziim.

. 1 ’
Integralin limiti. y > 0 icin z’e gore (—56*“”2/ yz> = %e*ﬁ/ v? oldugundan

=1 1— efl/y2

1
]- 2 2
oy = [ L] -
/0 2 z=0 2
. 1 —1/y? o .. 1 5 7.
olur. y — 0% iken — — toovee /¥* — 0 oldugundan limit 3 dir.
Y 2
Limitin integrali. z = 0 i¢in f(0,y) = 0’dwr. z € (0, 1] sabitken s = a;_2 yazilirsa y — 0% iken s —
Y

—+00 ve

1
flay)==-se =0

olur. Her z i¢in limit 0 oldugundan ikinci say1 0’dur.

Kargilastirma. — # 0; limit integralin i¢ine alinamaz. Bu, teoremle ¢elismez, ¢iinkii f, (0, 0) nokta-

11
sinda stirekli degildir: (—, —) — (0,0) oldugu halde
n’'n

olur ve Lemma 19.1 geregi bu dizinin f(0,0) = 0 sayisina yakinsamasi gerekirdi. m
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214 Boliim 19. Parametreye Bagl integraller

1
.. 1
Alistirma 19.3 (Tiirevle Logaritma Carpani Uretmek). y > 0 i¢in / z¥dx = 1 esitliginden
Y
0

1
yararlanarak / 2¥ In x dz integralini hesaplaymiz. (Integrand x = 0’da limit degeri olan 0 ile tamam-
0

lanir.)

Coziim.

Kosullar. 0 < ¢ < d olsun. [0, 1] X [¢, d] iizerinde f(z,y) = ¥ (z > 0), f(0,y) = 0 fonksiyonu siirek-

lidir (Ornek 19.6, Adim 2). £ > 0 i¢in z¥ = e¥™® oldugundan i 2¥Inz, x =0 i¢in f(0,y) =0
Y

oldugundan or _ 0’dur. Bu fonksiyon (0, 1] X [c, d] iizerinde siirekli fonksiyonlarin ¢arpimidir. z = 0

Oy
kenarinda, 0 < x < 1 ve y > ci¢in

|z¥Ilnz | <z¢|lnz | — 0 (x — 0%)

1 1
olur. Limit, 2°Ilnz = n—f yazilip L’Hoépital kurali uygulanarak bulunur: tiirevlerin oram % =
c x~ —cx¢

~ L 0dir. Smur y’den bagimsiz oldugundan ? (0, y,) noktalarinda da stireklidir.
¢ Y

Tiirev. Teorem 19.3 geregi y € [c, d] i¢in

1 1
/ :ryln:vdx:i/ :cydm:i(L> :_;
0 dy J, dy\y+1 (y +1)2

olur; ¢, d keyfi oldugundan sonug her y > 0 i¢in gegerlidir.

1
1 2
1
Kontrol. y =1 icin formiil / zlnzxdx = ~1 verir. Kismi integrasyonla da {% lnm] —
0
0

1
/ z dr =0— l bulunur. m
0 2 4

2

y
Alistirma 19.4 (Logaritmali Integrandla Leibniz Formiilii). F(y) = / In(z? + y? + 1)dx fonk-
y
siyonunun tiirevini bulunuz.

Cozim.
Kosullar. 2 + y2 +1>1 > 0 oldugundan
of

flz,y) =In(z? + 9> + 1), a—y(l’,y) =

2y
.’172 + y2 +1
fonksiyonlar1 R? iizerinde siireklidir. u(y) = y, v(y) = y? tiirevlenebilirdir. Verilen bir y icin d > 1 ve
d > | y | secilirse [—d, d] araligindaki her parametre icin u ve v degerleri [—d?, d?] icinde kalir; Sonug
19.1, [~d?, d?] x [—d, d] dikdértgeninde uygulanabilir.
Formiil.

y° 2
PN Y 4 2 2
F(y)—/ mdw+2yln(y +y? +1) —In(2y% +1).
Sinir terimlerinde f(y?,y) = In(y* + yfl +1), f(ly, y) =In(2y? + 1),v = 2y ve v’ = 1 kullanilmustir.
x

Integral. k = \/y2 + 1 yazilirsa / TRk arctan% oldugundan

2

/y 2y 2y ) y? ; y
xr = arctal ———= — arctal —— .
, T+l Vi +1 Vi +1 ViE+1

Sonugc.
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19.7 Alistirmalar 215

F'(y) = — arctan

2y Y
———| arctan ——— —
Vyr+1 ( \/y +1 \/y2+1>

+2yIn(y* +y*> + 1) — In(2y® + 1).

Bir kontrol: y = 1 i¢in iki siur ¢akisir, arktanjantl terim 0 olur ve F/(1) = 2In3 —In3 = ln 3 kalir. m

2

. Y 1
Aligtirma 19.5 (Arktanjanth Integrandla Leibniz Formiilii). y > Oi¢in F(y) = / arctan — dx
Ty
y
fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
Coziim.

1 0 2 1 2yt
Kismi tiirev. w = — yazilirsa e % e =-—2Y __ olur. Zincir kuraliyla
zy Ay

14+w?2 1422yt

2 22yt _ 2xy
zy3 1+ 22yt - 1+a:2y4'

0 1
— arctan — =
Y ry

Kosullar. 0 < ¢ < d, a = min{c, c?}, b = max{d, d*} olsun. [a,b] x [c,d] iizerinde zy? > 0 oldu-
gundan f ve B0 siireklidir; y € [c, d] icin u(y) = y ve v(y) = y? degerleri [a, b] icindedir.
Y

1 1
Formiil. Sonuc 19.1 geregi, f(y?,y) = arctan 7 ve f(y,y) = arctan 7 ile

/ dz + 2y arctan — tan —
X yarc an — — arctan —.
y + 2 4 y4 y3

2zy*
1+ 22y

v _op 1
Y _ 2, A\]z=y?
[ rate = [+

= —yig (ln(l +48) —In(1 + ¢5) ) .

Integral. z’e gore (ln( + 2%y )) oldugundan

Sonug.

1 1
—— + 2yarctan A arctan 7 (y > 0).

/2
Alistirma 19.6 (Sira Degistirerek Kolaylasan Integral). F(y) = / x cos(zy) dz olsun.
0

/ F(y) dy integralini hesaplayiniz.

Coziim.
f(z,y) = z cos(zy) fonksiyonu [0, g} x [0, 1] dikdértgeninde siireklidir. Teorem 19.4 geregi

/01 F(y)dy = /Om (/01 x cos(zy) dy) dx

olur. I¢ integralde x sabittir ve y’ye gore (sin(zy))" = z cos(zy) oldugundan
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216 Boliim 19. Parametreye Bagl Integraller

1
/ x cos(zy) dy = [sin(my)]gz(l) =sinx
0
bulunur (z = 0 i¢in iki yan da 0°dir). Dolayisiyla

1 /2
/ F(y)dy:/ sinxdw:[—cosxg/2=1.
0 0
Verilen sirayla hesap ¢ok daha zahmetlidir: kismi integrasyonla y # 0 igin

1
F(y) :%sin%—l—y—?(cos%—l)

bulunur; bu fonksiyonun ilkelini gérmek kolay degildir, sira degisimi ise hesabi tek satira indirir. m

1
. In(1
Aligtirma 19.7 (Parametre Ekleyerek Integral Hesabi). / nl(+—+2$)d$ integralini, I(y) =
x

1 0

In(1
/ M dx fonksiyonunu inceleyerek hesaplayiniz.

o 1+a?

Cozim.

Adim 1: Parametre. Aranan say1 I (1)’dir; ayrica In 1 = 0 oldugundan I(0) = 0’dr.
Adim 2: Kosullar. [0, 1] x [0, 1] iizerinde 1 + zy > 1 > 0 oldugundan

_In(1+zy) g

f(x,y)——, 6y<$,y):

x
1+ 22 (1+2y)(1+ z2)

fonksiyonlari siireklidir (Onerme 19.1).

1
d .
/ (L olur. Integrand: basit kesirlere
0

Adim 3: Tirev. Teorem 19.3 geregi I’ (y) 1+ 2y)(1 +22)
Ty T

ayiralim:

T 1 z+y Y
(14zy)1+22) 1+y2\14+22 14+zy)/)
Gergcekten, parantez ici ortak paydaya alininca pay
(z+y)(1+zy) —y(1+22) =z + 2y = 2(1 + y?)

olur. Uc temel integral

1
Y x=1
/0 1+ zy v [n( +my)]“7:0 n1+y)

oldugundan

= 1+ 42 —+——1n(1+y))

, 1 In2 my
I') (5 +3

bulunur.
Adim 4: Geri déniis. I’ sﬁrekl} oldugundan (Teorem 19.3) Newton-Leibniz formiilii (bkz. Analiz 2)

geregi I(1) = I(1) — I(0) = / I’ (y) dy olur:
0
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19.7 Alistirmalar 217

n2 [ d L oyd 'In(1
m):ﬂ_/ y2+ﬁ/ ny_/ l+y)
2 J, 1+y 4/, 1+y o 1ty

: In2 ..
Ik iki integral T ve nT’dir. Uclincii integral, degiskenin adi disinda aranan integralin kendisidir, yani
I(1)’dir. Boylece

In2
olurve 2I(1) = %, yani

bulunur. m

Bu bélimiin biitiin teoremleri sinirl bir aralik ve kapali bir dikdoértgende siirekli bir integrand varsayar;
ispatlarin her biri dikdortgendeki diizgiin siireklilige dayanir. Gamma fonksiyonu gibi 6rneklerde integ-
rasyon aralig1 sinirsizdir ya da integrand bir ucta sinirsizdir ve bu ara¢ dogrudan kullanilamaz. Stireklilik,
tiirev ve sira degisimi teoremlerinin oraya taginmasi icin gereken yeni kavrami, integralin parametreye
gore diizgiin yakinsakligini, Parametreye Bagli Genellestirilmis Integraller béliimiinde kuruyoruz.
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20.1

20. Parametreye Bagli Genellestirilmis
Integraller

b
Parametreye Bagli Integraller béliimiinde F(y) = / f(z,y) dz fonksiyonunu sinirli bir [a, b] araliginda

inceledik: f siirekli oldugunda F' de stirekliydi ve iki integralin siras1 degistirilebiliyordu; —— de stirekliyse

9y
tiirev integral isaretinin altinda almabiliyordu. Integrasyon araligi sinirsiz oldugunda ya da integrali
alinan fonksiyon bir u¢ yakininda sinirsiz kaldiginda F'(y) bir genellestirilmis integrale doniisiir ve f’nin
siirekliligi artik tek basina yetmez. Ornegin

F(t) = / +Oo te " dx (t>0)
0

integralinde te~** fonksiyonu her yerde siireklidir; buna karsin birazdan gérecegimiz gibi F(0) = 0 ve
t > 0icin F(t) = 1 olur: F, t = 0 noktasinda siireksizdir.

Bu tablo tamidiktir. Stirekli fonksiyonlarin noktasal limiti siireksiz olabiliyordu ve care diizgiin yakinsak-
likt1. Genellestirilmis integral de bir limittir; dolayisiyla ayni ¢care burada da ise yarar. Fonksiyon serileriyle
parametreye bagh genellestirilmis integraller arasindaki sozliik soyledir:

Tablo 20.1: Fonksiyon serileri ile parametreye bagl genellestirilmis integraller arasindaki s6zlitk

Fonksiyon serisi Parametreye bagl integral
toplam indisi n integrasyon degiskeni
degiskenz € E parametre y € Y

‘ b
kismi toplam S,, () / f(z,y)dz
F(y)

toplam S(z)

kalan S(z) — S,,(z) / - f(z,y)dzx
b

Bu bélimde 6nce dizgiin yakmsakligi tamimliyor, sonra onu goéstermenin yollarini (Cauchy kriteri,
Weierstrass M-testi, Dirichlet ve Abel testleri) kuruyoruz. Ardindan diizgiin yakinsakligin sagladiklarim
sirayla ispathiyoruz: F' siireklidir, parametreye gore integrali ve tiirevi integral isaretinin altinda alina-
bilir. Gamma fonksiyonunun stirekliligi bu sonuglarin ilk uygulamasidir. Béliimiin sonunda bu araclarla

e
si
/ dx integralinin degerini buluyoruz.
x
0

Noktasal ve Diizgiin Yakinsaklik

Parametrenin her degeri icin ayr1 bir genellestirilmis integral vardir; 6nce bunlarin hepsinin yakinsak
olmasini, sonra yakinsamanin parametreden bagimsiz bir hizla gerceklesmesini tanimliyoruz. Bolim
boyunca Y C R bos olmayan bir kiimedir; en sik kargilagilan durum Y = [¢, d] araligidir.

Tanim 20.1 (Parametreye Bagli Genellestirilmis Integral). a € Rve f : [a,+0c0) x Y — R olsun;
her y € Y ve her b > a i¢in x — f(z,y) fonksiyonu [a, b] lizerinde integrallenebilir olsun. Her y € Y
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20.1 Noktasal ve Diizgiin Yakinsaklik 219

+o0

icin f(z,y) dx genellestirilmis integrali (Tanim 15.1) yakinsaksa bu integrale Y tizerinde noktasal

a
yakinsaktir denir. Bu durumda

+o0
Fy)= | fay)da= hm/fxy

. bt
ile tanimlanan F' : Y — R fonksiyonuna parametreye bagli genellestirilmis integral, y degiskenine

parametre denir.

Yani y sabitlenir ve x’e gore siradan bir genellestirilmis integral hesaplanir; sonug y’ye bagh bir sayidir.

Limit tanimiyla yazarsak: her y € Y ve her € > 0 i¢in dyle bir B > a vardir ki b > B oldugunda | F(y) —

/abf(x,y) dx

biitiin parametre degerleri icin yetmesidir.

< € olur. Buradaki B sayis1t hem €’a hem y’ye baghdir. Diizgiin yakinsaklik, tek bir B’nin

+o0

Tanim 20.2 (Genellestirilmis Integralin Diizgiin Yakinsaklig1). / f(z,y) dz integrali Y tize-

rinde F fonksiyonuna noktasal yakimsasin. Her € > 0 i¢in yalniz €’a bag(il oyle bir B = B(e) > a sayist
varsa ki b > B olan her b ve her y € Y icin
b

olsun, o zaman integrale Y iizerinde diizgiin yakinsaktir denir. Sol yandaki fark integralin kalanidar:

<eg

b +o0
a b
Dolayisiyla diizgiin yakinsaklik

lim sup =0

b—+oo yey

+0oo
/ f(z,y)dz
b

kosuluna denktir.

Yani b yeterince biiyiik secildiginde [a, b] lizerindeki integral, F'(y) degerine biitiin y € Y noktalarinda
aym anda e’dan daha yakindir. Tanimdaki iki esitligi gerekcelendirelim. b < b" i¢in integralin aralik
iizerinde toplamsallig1 (bkz. Analiz 2)

/ab/f(x,y)dmz/abf(w,y)dm+[)b/ f(a,y) dz

verir. b’ -, +0o0 iken sol yan F(y)’ye yakinsar; dyleyse sagdaki son integralin de limiti vardir ve bu limit

F(y / f(z,y) dz sayisidir. Kalan i¢in yazilan esitlik budur. Supremumlu kosula gelince: tanimdaki

esitsizlik her y € Y icin saglaniyorsa b > B iken kalanlarin mutlak degerlerinin supremumu en ¢ok £’dur;
tersine, supremum 0’a gidiyorsa bir B’den sonra €’dan kiiciiktiir ve her y icin kalan da 6yledir.
Tanimdan iki basit sonug cikar. Integral Y iizerinde diizgiin yakinsaksa Y ’nin her alt kiimesinde de diizgiin
yakinsaktir; ayn1 B sayist i goriir. Integral Y, ve Y, kiimelerinin her birinde diizgiin yakinsaksa Y; U'Y,
tizerinde de dizgiin yakimsaktir; iki B sayisiun biiytigi alur.

+o0
Ornek 20.1 (Noktasal Yakinsak Bir Integral). F(t) = / te ' dz integralinin [0, +00) iizerinde

noktasal yakinsak oldugunu gésteriniz ve F' fonksiyonunu bulunuz.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 219 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/integralin-cebirsel-ozellikleri.html#thm-aralik-toplamsalligi
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

220 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

Cozim. )

t = 0. Integrali alinan fonksiyon 6zdes olarak sifirdir: her b > 0 icin / 0dz = 0ve F(0) =0.
, 0

t > 0. (—e ') = te ' oldugundan

b
/ te tr dx = [— e_m]g =1—¢b
0

olur. b — +oo iken 7% — 0 oldugundan F(t) = 1’dir.
Integral her ¢ > 0 i¢in yakinsaktir ve

0,t=0
F(t):{l t>0

olur. m

+o00
Ornek 20.2 (Diizgiin Yakinsamayan Bir Integral). / te " dz integralinin [0, +00) iizerinde

0
diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Ornek 20.1 ¢éziimiindeki hesaptan kalani yazalim. ¢ > 0 igin

+oo b
/ te”dx = F(t) — / tedr=1—(1—e?) ="
b 0

1
olur; ¢ = 0icin kalan 0’dir. Herhangi bir b > 0 verilsin ve ¢, = 3 alinsin. Bu parametre degerinde kalan

sayisidir. Oyleyse her b > 0 icin

sup >

t>0

1
e

+o0o
/ te ¥ dg
b

olur ve bu supremum b — +0o iken 0’a gitmez. Tanim 20.2 geregi integral [0, +00) tizerinde diizgiin

yakinsak degildir. (¢ = 3 icin hicbir B sayis1 tamimdaki kosulu saglamaz, ¢iinki — > g’tﬁr.) [ ]
e

+o0
Ornek 20.3 (Sifirdan Uzakta Diizgiin Yakinsaklik). ¢ > 0 olsun. / te'* dz integralinin [§, +00)
0

iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
t > 6 ve b > 0icin bt > b oldugundan kalan

+oo
0< / te P dr = eV < e
b
esitsizligini saglar. Sagdaki say1 t’den bagimsizdir; dolayisiyla

+o0
/ te ' dzx
b

olur. § > 0 sabit oldugundan b — +o0 iken e~* — 0’dir. Kalanlarin supremumu 0’a gider; integral
[0, +00) tizerinde diizgiin yakinsaktir. B

sup <e ¥

t>6
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20.1 Noktasal ve Diizgiin Yakinsaklik 221

Uc 6rnek birlikte okunmalidir. ¢ kiiciilditkge e % kalanimi kiigiiltmek icin gereken b biiyiir; t — 0% iken
bu b smursiz bityiir ve ortak bir B bulunamaz. Parametre 0’dan ¢ kadar uzak tutuldugunda sorun ortadan
kalkar. F’nin ¢t = 0’daki siireksizligi ile diizgiin yakinsakligin 0 yakininda bozulmas: arasindaki bag
rastlant1 degildir; bunu Teorem 20.6 aciklayacak.

Ayni kavramlar II. tip integraller icin de tanimlanir.

Tanim 20.3 (fkinci Tip Integralde Diizgiin Yakinsaklik). a < b reel sayilar ve f : [a,b) x Y — R
olsun;hery € Yvehera < t < biginz — f(z,y) fonksiyonu [a, t] iizerinde integrallenebilir olsun (tekil
nokta b; Tanim 17.1). Her y € Y i¢in

b t
Fo) = [ fay)da=lin [ fop)do

limiti var ve sonluysa integrale Y {izerinde noktasal yakinsaktir denir. Buna ek olarak her € > 0 i¢in
yalniz £’a bagl 6yle bir § € (0,b — a) varsakib — § < t < b olan her ¢ ve her y € Y i¢in

/tbf(ﬂml) dz

olsun, o zaman integrale Y tizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

= <eg

F@—/fwmm

Yani L tipteki “b yeterince bityik” kosulunun yerini “¢, tekil noktaya yeterince yakin” kogulu alir;
diizgiinliik yine 6’muin y’ye bagh olmamasidir. Tekil nokta sol ugsa ya da integral (—oo, b] tizerindeyse
tanim ayni bicimde yazilir. Bu béliimdeki teoremleri I. tip integraller i¢in ifade ve ispat ediyoruz; II tip
icin ifadeler ve ispatlar, “b > B” yerine “b — § < t < b” yazilarak aynen yinelenir.

Dizi Olciitii ve Cauchy Kriteri

Diizgiin yakinsaklig1 fonksiyon dizilerinin diline ¢eviren bir olciitle bagliyoruz; 6nceki béliimlerin teorem-
lerini integrallere tasiyan koprii budur.

+o0o
Teorem 20.1 (Diizgiin Yakinsaklik icin Dizi Olciitii). / f(z,y) dz integrali Y iizerinde F fonksi-
a

yonuna noktasal yakinsasin. Integralin'Y iizerinde diizgiin yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul sudur:
uy, > a veuy, — 400 olan her (uy,) say: dizisi igin

a@w:/”fuwmw (wev)

fonksiyon dizisiY iizerinde F ’ye diizgiin yakinsar: F;, X F (V).

ispat.
(=) Integral diizgiin yakinsak olsun, ), — ~+0oo olsun ve € > 0 verilsin. Tanim 20.2 geregi éyle bir B >

a vardir kib > B ve hery € Y icin

b
F(y) — / f(z,y) dz| < e olur. uy, — 400 oldugundan oyle bir
K € Nvardirkik > K iginuy, > B olur. Oyleyse k > K ve hery € Y icin

| F(y) — F(y) | = <e

F<y)—/uk f(z,y)dx

bulunur. K yalniz €’a baghdir; F, X F (V).
(<) Karsit tersini gosterelim: integral Y iizerinde diizgiin yakinsak olmasin. Tanimin olumsuzu geregi
oyle birey > 0 vardir ki her B > a icin

b>B ve > g

b
F@—/fmwm
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222 Boliim 20. Parametreye Bagh Genellestirilmis Integraller

olacak bi¢imde bir b sayisi ve biry € Y noktast bulunur. Her k € N i¢cin bunu B = a + k ile uygulayalim
ve bulunan sayrya uy, bulunan noktaya y,, diyelim. u;, > a + k oldugundan u;, > a ve u;, — +00 olur.
Ote yandan bu dizi icin her k’de

| F(yp) — F(ye) | = €9

saglanir. Oyleyse € = € icin higbir indisten sonra | F(y) — F,(y) | < g, esitsizligi biitiny € Y nokta-
larinda birden gegerli olamaz; (E,,) dizisi F’ye diizgiin yakinsamaz. Boylece kosul saglaniyorsa integral
diizgiin yakinsaktir. B

at+k
Olgiit cogu zaman u, = a + k dizisiyle kullanilir: integral diizgiin yakinsaksa F,(y) = / fz,y)dz

fonksiyonlar1 F’ye diizgiin yakinsar. Her F, siirh bir araliktaki parametreye bagh in?egraldir ve bir
onceki boliimiin teoremleri ona uygulanir; diizgiin yakinsaklik da bu 6zellikleri F’ye tagir.
Limit fonksiyonu Fyi bilmeden diizgiin yakinsakliga karar vermek i¢in yine Cauchy kriterine bagvurulur.

Teorem 20.2 (Parametreye Bagh Integraller icin Cauchy Kriteri). f : [a, +00) X Y+—> R olsun ve

hery € Y, herb > a icin x — f(x,y) fonksiyonu [a,b] iizerinde integrallenebilir olsun. f(z,y)dzx

a
integralinin Y iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul sudur: her e > 0 i¢in 6yle bir B >
a vardir kiby > by > B olan herb;,b, ve hery € Y icin

by
/ f(z,y) dx
b

1

<e€

olur.

ispat.
(=) Integral Y iizerinde F *ye diizgiin yakinsasin vee > 0 verilsin. Oyle bir B > a vardir kib > B ve her

b
y €Y icin ’F(y) — / flz,y)dz| < g olur. by > by > Bvey €Y icin araya F(y) ekleyip cikaralim:

by by b,
bl a a
by by
Lt .
2 2 7
(<) Kosul saglansin.

Adim 1: Noktasal yakinsaklik. y € Y sabit olsun. Kosul, bu y icin tek degiskenli x — f(x,y) fonksi-
yonunun genellestirilmis integraller icin Cauchy kriterini (Teorem 16.1) sagladigini séyler. Oyleyse
f(z,y) dz yakinsaktir; degerine F(y) diyelim.

a €
Adim 2: Yakinsama dizgindiir. € > 0 verilsin ve kosuldaki B sayisi 2 icin segilsin. by > Bvey €Y

sabitlensin. by > by olan her by icin

by by

f@y)de— | f(z,y)de

a a

<€
2

olur. by — 400 iken ilk integral F(y) ye yakinsar; limitte kesin olmayan esitsizlik korundugundan

by

F(y) — f(z,y)dz| <

<eg

N ™
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bulunur. Bu, b, > B olan herb, ve hery € Y icin gecerlidir ve B yalniz €’a baghdur. Integral Y iizerinde
diizgiin yakinsaktir. B

Kriterin olumsuzu, diizgiin yakinsamamay1 gostermenin elverigli bir yoludur: integralin Y tizerinde
diizgiin yakinsak olmamasi icin gerek ve yeter kosul, 6yle bir €5 > 0 bulunmasidir ki her B > a i¢in
by > by > Bolan by, b, sayilar1 ve bir y € Y noktas1

esitsizligini saglasin. Bu bigimi Ornek 20.10 ¢éziimiinde kullanacagz.

Weierstrass M-Testi

Diizgiin yakinsaklig1 géstermenin en kisa yolu, serilerdeki gibi (Teorem 7.2), integrali alinan fonksiyonu
parametreden bagimsiz ve integrali yakinsak bir fonksiyonla sinirlamaktur.

Teorem 20.3 (Integraller icin Weierstrass M-Testi). f : [a,+00) X Y — R olsun ve hery € Y, her
b > a icin x — f(z,y) fonksiyonu [a,b] iizerinde integrallenebilir olsun. Her b > a icin [a,b] iizerinde
integrallenebilir 6yle bir M : [a, +00) — R fonksiyonu bulunsun ki

| flz,y) | < M(x) (her z >a,her y€Y)

L) 400
olsun ve M (z) dz yakinsak olsun. O zaman / f(z,y) dx integrali hery € Y i¢in mutlak yakin-

a a
saktir ve Y iizerinde diizgiin yakinsaktir.

ispat.

+oo
€ > 0 verilsin. / M (z) dx yakinsak oldugundan Cauchy kriteri (Teorem 16.1) geregi 6yle bir B > a
vardir ki by > blaz B igin

by
M(z)dx <e
by

olur (M > 0 oldugundan mutlak degere gerek yoktur). Bu B yalniz €’a baghdir. by, > b, > Bvey €Y
icin integraller icin iicgen esitsizligi (bkz. Analiz 2) ve siralama ozelligiyle

by
/ fz,y)dz
by

by by
< [T @ dos [T M@)ds < 1)
b, b,

bulunur.
Mutlak yakinsakhik. y € Y sabitken+g)) zincirinin son iki halkasi,  — | f(z,y) | fonksiyonunun

Cauchy kriterini sagladigini gb’sterir;/ | f(z,y) | dx yakinsaktir (Tanim 16.1).

Diizgiin yakinsaklik. (1) zincirinin ilk ve son halkasi, Teorem 20.2 kosulunun saglandigini gosterir;
integral Y iizerinde diizgiin yakinsaktir. B

Esitsizligin bir z, > a sayisindan sonra saglanmasi da yeter: [a, z,] iizerindeki integral kalan etkilemez.
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224 Boliim 20. Parametreye Bagh Genellestirilmis Integraller

© U¢ adimda integraller icin M-testi

1. Parametreyi yok et. | f(z,y) | i¢in biitiin y € Y degerlerinde gegerli, y icermeyen bir M (z) st

sinir1 bulunur.
+oo

2 Tek degiskenli integrali incele. M (z) dz integralinin yakinsaklig1 tanimla ya da bir testle

a
gosterilir.

3. Sonug. Integral Y iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktur.

°° sin(zy)
14 22

+
Ornek 20.4 (Biitiin Dogruda Diizgiin Yakinsak Integral). / dx integralinin R Gizerinde

0
diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Sinir. Her > 0 ve her y € R i¢in | sin(zy) | < 1 oldugundan

sin(zy) 1
=M
1+22 |~ 1+22 (z)
olur.
dx

+o0
Tek degiskenli integral. / = g yakinsaktir (Ornek 15.2).
0

1422
Sonug. Teorem 20.3 geregi integral R iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m

) . e, sin(zy)
Ornek 20.5 (Ustel Carpanla Sinirlama). / e~ ® ——== dz integralinin R tizerinde dizgin yakin-
x
1
sak oldugunu gosteriniz.
Coziim.

x > licin — < 1vehery € Rigin |sin(zy) | < 1 oldugundan
T

_,, sin(zy)
x

€

‘ <e® = M(z)

+o0
olur. / e ®dz = e ! yakimsaktir (Ornek 15.6, t = 1 ve a = 1). Teorem 20.3 geregi integral R
1

izerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. B

Test II. tip integrallere de aynen uygulanr.

Sonug 20.1 (ikinci Tip Integraller icin M-Testi). f: [a,b) x Y — R, Tanim 20.3 kosullarini saglasin.
Her a < t < b igin [a, t] iizerinde integrallenebilir 6yle bng : [a,b) — R fonksiyonu bulunsun ki her x €

[a,b) ve hery € Y i¢in| f(z,y) | < M(x) olsun ve | M/(x)dx integrali (tekil nokta b) yakinsak olsun.

a

b
O zaman / f(z,y) dz integrali hery € Y i¢in mutlak yakinsaktir ve Y iizerinde diizgiin yakinsaktr.
ispat.
Noktasal yaktnsalgllk. y €Y sabit olsun. 0 < | f(z,y) | < M(x) oldugundan karsilastirma testi (Te-
orem 17.4) geregi/ | f(z,y) | dx yakinsaktir; mutlak yakinsak integral yakinsak oldugundan (Teorem

a

b
17.6) / f(z,y)dzx de yakinsaktir. Degerine F(y) diyelim. (Anilan iki teorem tekil nokta sag ugcta

olduguZda da ayni ispatla gegerlidir; ispatlar f(-,y) fonksiyonunun sinirsiz olmasini kullanmaz.)
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20.3 Weierstrass M-Testi 225

b
Diizgiin yakinsaklik. € > 0 verilsin. / M (z) dz yakinsak oldugundan kalani 0’a gider: éyle bir § €

fo
(0,b—a) vardirkib—9§ <t <b ig:in/ M (x)dz < € olur. Boyle birt, biry € Y vet < s < b igin
t

/tsf(azy)dx

g/ts|f(a:,y) |dm§/tsM(m)da:£/th(:c)da:

b
olur; son adimda M > 0 kullanildi. s — b~ iken sol yan / f(z,y) dz| sayisina yakinsar; 6yleyse
t

F(y)—/ f(z,y)dx

/tbf(fv,y) d

b
< / M(z)dx <e
¢
bulunur. § yalmiz €’a baghdr; integral Y iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

zy

VvV1i—z

1
Ornek 20.6 (ikinci Tip Bir Integralde M-Testi). ¢ € R olsun. / dz integralinin (—oo, ]
0

tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Integrali alinan fonksiyon z — 1~ iken sinirsizdir; integral IL. tiptir ve tekil nokta z = 1’dir.

Smir. 0<z<1lvey<colsun.y<0isezy <0< |c|olury>0isezy <y <c=]|c|olur ki
durumda da zy < | ¢ |'dir; iistel fonksiyon artan oldugundan e®¥ < el ¢l ve

5l

V1i—z

= M(x)

bulunur. M, y’ye bagh degildir.
Tek degiskenli integral. (—2\/ 1— m) =

oldugundan 0 < ¢t < 1i¢in

1
Vvi—=2x
t
d
/ i :[—2 T—al,=2—2v1—¢
0

1—z

1
olur ve t — 17 iken bu ifade 2’ye yakinsar. Dolayisiyla / M (z)dz = 2¢l ¢! yakinsaktur.
0

Sonug. Sonug 20.1 geregi integral (—oo, ¢| iizerinde diizgiin yakimsaktir. m

M-testi bir yeter kosuldur ve her zaman mutlak yakinsaklik da verir. Sartl yakinsak integrallerde, 6rnegin

oo s
/ S dz tiiriinden integrallerde (Ornek 16.8) hi¢bir zaman ise yaramaz; boyle integraller i¢in daha
1

ince testler gerekir.

20.4 Dirichlet ve Abel Testleri

Mutlak yakinsamayan integrallerde, integrali alinan fonksiyon f - ¢ bi¢iminde iki ¢arpana ayrilir: f
salinan, g ise monoton carpandir. Tek degiskenli testlerin (Teorem 16.6, Teorem 16.7) ve serilerdeki karsi-
Iiklarinin (Teorem 7.3, Teorem 7.4) diizgiin siirimlerini kuracagiz. Serilerde Abel’in toplama formiiliiniin
oynadigi rolii burada ikinci ortalama deger teoremi oynar (bkz. Analiz 2): ¢, [p, ¢ izerinde integrallene-
bilir ve 1) monoton ise

q £ q
/ (@) ¥(z) dz = (p) / (@) dz + (q) / o(z) de (2)

D P 3
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226 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

olacak bi¢cimde bir & € [p, ¢ vardur.

Teorem 20.4 (Parametreye Bagh Integraller icin Dirichlet Testi). f,g: [a,+00) x Y — R olsun ve
hery € Y, herb > a icinx + f(z,y) fonksiyonu [a,b] iizerinde integrallenebilir olsun. Asagidaki kosullar
saglansin:

(i) f’nin integralleri diizgiin simirhidir: 6yle bir M >0 vardir ki her 7> a ve her y €Y icin
/ f(z,y) da:‘ < M olur;

(ii) hery € Y icinx — g(x,y) fonksiyonu [a, +00) iizerinde monotondur;

(iii) x — 400 iken g(z,y), y’ye gore diizgiin olarak 0’°a gider: her ) > 0 i¢in 6yle bir B > a vardir ki xz >
Bvehery €Y igin| g(z,y) | < n olur
+o0
O zaman f(z,y) g(x,y) dz integrali Y iizerinde diizgiin yakinsaktir.

a

ispat.

y sabitken x — g(x,y) monoton oldugundan sinirly her aralikta integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2);
integrallenebilir iki fonksiyonun ¢arpimiolan x + f(x,y) g(z,y) de éyledir (bkz. Analiz 2).

Adum 1: f’nin her araliktaki integrali sitnirlidwr. a < p < qvey € Y igin (i) kosulu

/:f(:v,y)dx

Adim 2: Cauchy kriteri.c > 0 verilsin. (lll) kosulunun = 4— ile uygulayalim: 6yle bir B > a vardir ki

<2M (3)

verir.

x> Bvehery €Y igin| g(z,y) | < m olur.by > by > B vey €Y sabitlensin. (2) esitligini [by, b,]
araliginda ¢ = f(-,y) ve = g(-,y) ile yazalim: éyle bir £ € [by, by] vardir ki

by ¢
f(z,y) 9(z,y)dz = g(by,y) | f(=z,y)dx
by by

by
+g(bg,y)/ fz,y)dz
¢

olur. Mutlak deger alip (3) stmirini kullanalim:

by
/ f(z,y) g(z,y) dz
b

1

<2M (| g(by,y) [+]9(bgy) |)

<2M(m+m) —e.

B yalniz €’a baghdir. Teorem 20.2 geregi integral Y iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Teorem 20.5 (Parametreye Bagh Integraller icin Abel Testi). f,g: [a,+00) X Y — R olsun ve her
y €Y, herb>a icin x — f(z,y) fonksiyonu [a,b] iizerinde integrallenebilir olsun. Asagidaki kosullar
saglansin:

. +00
® / f(z,y) dx integrali Y iizerinde diizgiin yakinsaktir;

(ii) hery € Y icinz — g(z,y) fonksiyonu [a, +00) iizerinde monotondur;

(iii) g diizgiin ssmurhdur: 6yle bir K > 0 vardir ki herx > a ve hery € Y icin | g(z,y) | < K olur.
+oo

O zaman f(z,y) g(x,y) dx integrali Y iizerinde diizgiin yakinsaktir.

a
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20.4 Dirichlet ve Abel Testleri 227

ispat.
Carpumin sinirly araliklarda integrallenebilirligi Dirichlet testinin ispatindaki gibidir. € > 0 verilsin. (i)
kosulu ve Teorem 20.2 geregi 6yle bir B > a vardirkiq > p > B ve hery € Y icin

/fxydm

olur; p = q igin integral 0 oldugundan esitsizlik ¢ > p > B i¢in de gegerlidir. by >b; > Bvey €Y
sabitlensin. (2) esitligi, [by, by] araliginda o = f(-,y) vep = g(-,y) igin bir £ € [by, by] verir. by < & <
b, oldugundan (4) esitsizligi iki integrale de uygulanir; (iii) ile birlikte

<= (4)

b,
F(w) 9z, y) dz| < | glby, ) /fwy
by
+1 glba) /fa:y
2e

bulunur. Teorem 20.2 gerefi integral Y iizerinde diizgiin yakinsaktir. B

Iki testin kosullarini karsilastiralim:

Tablo 20.2: Parametreye bagl integraller i¢in Dirichlet ve Abel testlerinin kosullar:

f g
Dirichlet faT fdz integralleri diizgin s1- z’e gére monoton, diizgiin ola-
nirh rak 0’a gider
Abel J T fda diizgiin yakimsak 2’e gére monoton, diizglin sinir-
¢ Ih

Dirichlet testi f’den daha azini, g’den daha ¢ogunu ister; Abel testinde denge tersinedir. Carpanlardan
biri parametreye bagh degilse o ¢arpanla ilgili diizgiinlitk kosulu kendiliginden saglanir: tek bir B zaten
biitiin y degerleri i¢in aynidur.

+00o
Ornek 20.7 (Abel Testiyle Diizgiin Yakinsaklik). / - [0, +00) tizerinde
0

diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
lim,_,, sinz_ = 1 oldugundan
=

. Si%,ac>0
s(a:)—{l, z=0

fonksiyonu [0, +00) tizerinde siireklidir; = 0 bir tekil nokta degildir ve integral L tiptir. f(z,y) =
s(z) ve g(z,y) = e ¥ alalm; Y = [0, +00).
! T sing

dzr

(i) [ f diizgiin yakinsaktir. / s(x) dx sirekli bir fonksiyonun siradan integralidir; /
0 1

+oo
ise yakinsaktir (Ornek 16.9). Dolayistyla / s(z) dx yakinsaktir. f, y’ye bagh olmadigindan tanim-

X

daki B sayis1 her y i¢in aynidir; yakinsama Y iizerinde diizgiindiir.
(ii) Monotonluk. y > 0 sabitken z  e™*¥ azalandir (y = 0 i¢in sabittir).
(iii) Diizgiin stmrlilik. z > 0 ve y > 0 i¢in xy > 0 oldugundan 0 < e™*¥ < 1; K = 1 alinir.
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228 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

Teorem 20.5 geregi integral [0, +00) lizerinde diizgiin yakinsaktir.
M-testi burada kullanilamaz: y = 0 i¢in integral sarth yakinsaktir, mutlak yakinsak degildir (Ornek
16.8); oysa M-testi her parametre degerinde mutlak yakinsaklik verir. m

+o00 :
Ornek 20.8 (Abel Testinde Carpanlar1 Secmek). / e " Mdm integralinin R tzerinde
x
1

diizgiin yakinsak oldugunu Abel testiyle gosteriniz.

Cozim.
Integrali alinan fonksiyonu

. 1
- sin(zy) = ze T sin(zy) - —
x —_—

f(z,y) g(=z,y)

biciminde ayiralim.
(i) [ f diizgiin yakinsaktir. Her z > 1 ve y € R icin | ze “sin(zy) | < ze™* olur. Kismi integras-
yonla

b
2 b+1
/ rze Tdx = [— e T — e‘x]’{ = - — —t)
1 e e

2 +o00
bulunur; b — +o0o iken bu ifade — sayisina yakinsar. Teorem 20.3 geregi / ze * sin(zy) dz integ-
e
1

rali R tizerinde diizgin yakinsaktir.

(ii) Monotonluk. z - — fonksiyonu [1, +00) tizerinde azalandur.
z

1
(iif) Diizgiin stmirhilik. £ > 1icin 0 < — < 1; K = 1 alnur.
x

Teorem 20.5 geregi integral R {izerinde diizgiin yakinsaktir. Ayni sonucu Ornek 20.5 ¢dziimiinde
dogrudan M-testiyle elde etmistik; bu drnek, Abel testinde ¢arpanlarin nasil secildigini gostermektedir.
|

400 :
Ornek 20.9 (Dirichlet Testiyle Diizgiin Yakinsaklik). § > 0 olsun. / M dx integralinin
x
1

[0, 4+00) tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim. )
f(z,y) = sin(zy) ve g(z,y) = — alahm; Y = [§, +00).
T

(i) Integraller diizgiin sinirlidir. y > § ve 7 > 1 icin

_ ‘ [_ cosg(jxy)]z

(ii) Monotonluk. z -+ — fonksiyonu [1, +00) iizerinde azalandir.
x

_ |cosy —cos(ty) |
Yy

i 2 2
/ sin(zy) dx <-<=
1 y~ 0

2
olur; M = — alinir.

1

(iii) Diizgiin olarak sifira gitme. — — 0 olur ve g, 3’ye bagl olmadigindan bu yakinsama y’ye gore
x

dizgiindir.

Teorem 20.4 geregi integral [0, +-00) iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

+o0 _:
Ornek 20.10 (Sifir Yakininda Diizgiinliigiin Bozulmasz). / M dz integralinin (0, 4+00)
x
1

iizerinde noktasal yakinsak oldugunu, ama diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.
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Cozim.

Noktasal yakinsaklik. y, > 0 verilsin. Ornek 20.9 sonucu § = y, ile uygulanirsa integral [y, +00)
izerinde diizgiin yakinsaktir; 6zel olarak y = y, i¢cin yakinsaktir.

Diizgiin yakinsamama. Cauchy kriterinin olumsuzunu kullanacagiz. B > 1 verilsin; b; = B, b, =

2Bveyp = ﬁlB > 0 alalm. u = zyg degisken degistirmesiyle o olur;z = Biginu = %, T =
x u
2B icinu = §’dir:
/23 sin(zyp) de — /”/2 sinu du.
B z w/4 u
T T g - . LT
[Z, 5] araliginda siniis artandir; dolayisiyla sin u > sin 1= 9 olur ve
/2 d
/ smu \/_ / _u _ _1 9
/4
bulunur.ey; = — In2 ~ 0,49 sayis1 B’den bagimsizdir. Her B > licinb, > b; > Bolan b, b, sayilar1

2
ve bir yz € (0, 4+00) noktasi

250

/b2 sin(zyg) de
b

T

esitsizliini saglamaktadir. Teorem 20.2 geregi integral (0, +00) lizerinde diizgiin yakinsak degildir.

Dirichlet testi agisindan bozulan kosul (i)‘dir: — sinir1 y — 0% iken sinirsiz bilyiir. m
Y

Sureklilik ve Dini Teoremi

Diizgiin yakinsakligi ilk &diilii siirekliliktir. Tki degiskenli f fonksiyonunun siirekliligini Parametreye
Bagli Integraller boliimiindeki anlamda kullaniyoruz.

Teorem 20.6 (Qﬁzgﬁn Yakinsak Integral Siireklidir). ¢ < d olsun ve f, [a,+0) X [c, d] iizerinde
stirekli olsun. / f(z,y) dz integrali [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaksa

a

+o00
Fly) = f(z,y)d
fonksiyonu [c, d] iizerinde siireklidir.

ispat.
Hern € N igin

Ew- [ T eyde (e led)

tamimlayalim. f, [a,a + n] X [c, d] dikdortgeninde siirekli oldugundan Teorem 19.2 geregi her F,, [c, d]
uzerinde siireklidir. u,, = a +n — 400 ve integral diizgiin yakinsak oldugundan Teorem 20.1 geregi
E, =X F ([e,d]) olur. Siirekli fonksiyonlarin diizgiin limiti siireklidir (Teorem 4.2); dyleyse F, [c,d]
iizerinde siireklidir. ®

Siireklilik yerel bir 6zellik oldugundan diizgiin yakinsakligin biitiin parametre kiimesinde degil, her kapali
ve sinirli alt aralikta saglanmasi yeter.
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230 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

Sonug 20.2 (Yerel Diizgiin Yaklnsalillkla Siireklilik). J C R birden ¢ok nokta iceren bir aralik ve f,
[a, +00) X J iizerinde siirekli olsun. / f(z,y) dz integrali J 'nin kapal ve sinirli her [c, d] alt aralifinda

diizgiin yakinsaksa F', J iizerinde siireklidir.

Ispat.

Yo € J verilsin. y, noktasini igeren bir [c,d] C J aralif1 (¢ < d) secelim; y,, J 'nin bir u¢ noktas: degilse
[c,d] araligi y, 1 i¢c nokta olarak igerecek bicimde segilir. Teorem 20.6 geregi F ’nin [c, d] ye kisitlamasi
Yo da siireklidir. J’nin y,’a yeterince yakin biitiin noktalari [c,d] aralginda oldugundan bu, F’nin J
iizerinde y,, noktasinda siirekli olmasi demektir. ®

Teoremin kosullar1 altinda y, € [c,d] i¢in lim,_,, F(y) = F(y,) olur. f siirekli oldugundan f(z,y,) =

lim,_,, f(z,y) dir; dolayisiyla bu esitlik

Yo

+oo

+00
lim flz,y)dz = / ( lim f(z,y) )da:

Y—Yo a Y—Yo

biciminde yazilabilir: limit ile genellestirilmis integral yer degistirir.
Teoremin kargit tersi, serilerdeki gibi, diizgiin yakinsamamay1 hesapsiz gésg_ermeye yarar: f stirekli oldugu
(e 9]

halde F siirekli degilse yakinsama diizgiin olamaz. Béliimiin bagindaki te % dz integralinde te=*®

0 e "
fonksiyonu [0, +00) x [0, 4+00) zerinde siireklidir, ama F, ¢t = 0’da siireksizdir (Ornek 20.1). Oyleyse
hicbir d > 0 icin integral [0, d] tizerinde diizgiin yakinsak degildir; Ornek 20.2 ¢dziimiindeki hesap da

bunu verir: oradaki t, = 5 noktasi b > P icin [0, d] i¢indedir.

Siireklilik teoreminin ilk uygulamasi olarak, Euler Integralleri boliimiinde tanimlanan Gamma fonksiyo-
nunun (Tanim 18.1) siirekli oldugunu gosterelim.

+oo
Ornek 20.11 (Gamma Fonksiyonunun Siirekliligi). I'(a) = / e *x* ! dz fonksiyonunun
0
(0, +00) tizerinde siirekli oldugunu gosteriniz.
Cozim.

Siireklilik yerel oldugundan, 0 < ¢ < d olan her [c, d] araliginda siirekliligi géstermek yeter. Integral
o < 1icin ¢ = 0’da tekildir; Teorem 18.1 ispatindaki gibi ikiye ayiralim:

1
I (@) :/ ez du,
0

+oo
La) = / ez ldz.
1

T, siireklidir. e 2! fonksiyonu [1, +00) X [e, d] iizerinde siireklidir. z > 1 ve a < d i¢in 271 <
241 oldugundan

0<e 2l <e @il = M(x)

+o0
olur. / e ®x91 dx yakinsaktir (Teorem 18.1). Teorem 20.3 geregi I () integrali [c, d] iizerinde
1

diizgiin yakinsaktir; Teorem 20.6 geregi I, [c, d] tizerinde siireklidir.
I'; sireklidir. Her n > 2 i¢in

1
G, (o) :/ e x> ldx
1

. 1
tanimlayalim. Integrali alinan fonksiyon [—, 1} X [c, d] dikdértgeninde siirekli oldugundan Teorem
n

19.2 geregi her G,,, [c, d] lizerinde siireklidir. 0 < z < 1ve a > cicine® < 1vez* ! < z¢ 1 oldu-
gundan kargilastirma testiyle (Teorem 17.4)
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20.5 Siireklilik ve Dini Teoremi 231

1/n
/ ez ldx
0
0

0<Ti(a) = Gp(a)

1/n

< ¢ ldx =

cnc

bulunur. Sagdaki say1 a’dan bagimsizdir ve ¢ > 0 oldugundan n — oo iken 0’a gider. Teorem 3.1 geregi
G,, = T ([e, d]) olur; siirekli fonksiyonlarin diizgiin limiti olarak I} siireklidir (Teorem 4.2).

Sonuc. I' =T + T, [c, d] iizerinde streklidir. ¢ ve d keyfi oldugundan I', (0, +00) tizerinde siireklidir.
|

1
I icin yapilan hesap — yerine herhangi bir 0 < ¢ < 1 ile yinelenirse her « € [e, d] igin
n

t tc
0< / e ldr < —
0 c

bulunur. Sag yan o’dan bagimsizdir ve t — 0% iken 0’a gider; yani tekil noktas: 0 olan integral [c, d]
iizerinde diizgiin yakinsaktir (Tanim 20.3). Ote yandan yakinsama (0, d] {izerinde diizgiin degildir: 0 <
t < 1 sabitken [0, ¢] {izerinde e=® > e~ ! oldugundan kalan

t 1 t ta
/ e ZTxldy > —/ 2 ldy = —
0 eJy e

esitsizligini saglar ve sag yan o — 07 iken simirsiz bilyiir.
Teorem 20.6 ifadesinin tersi ise dogru degildir: f ve F siirekli oldugu halde yakinsama diizgiin olmayabilir.

+oo
Ornek 20.12 (Siirekli Limite Diizgiin Olmayan Yakinsama). / y (zy — 1) e *Y dz integralinin
0

[0,1] tizerinde siirekli bir fonksiyona noktasal yakinsadigini, ama yakinsamammn diizgiin olmadifin
gosteriniz.

Cozim.
f(z,y) =y (xy — 1) e *¥ fonksiyonu [0, +00) x [0, 1] iizerinde siireklidir.
Sinirli aralikta integral. Carpim kuraliyla

0
PpEye ) = —ye ™+ zy’e ™ =y (zy —1)e
X

oldugundan her b > 0 i¢in
b
/ ylzy—1)e ®¥dx = [— Ty e_””y]g = —bye v
0

bulunur.

Noktasal limit. y = 0 i¢in bu ifade 0°dir. y > 0 i¢in b — 400 iken by — 400 olur ve iistel fonksiyon
her kuvvetten hizli bityiidiigiinden by e~% — 0’dir. Oyleyse her y € [0,1] i¢in F(y) =0 olur; F
suireklidir.

Diizgiin yakinsamama. Kalan

b
F(y) - / f(z,y) dz = bye ™
0

1 1 y
sayisidir. b > 1 icin y, = 3 € [0, 1] noktasinda kalan 1-e~! = = olur. Oyleyse her b > 1 igin kalan-
e

1

larn [0, 1] tizerindeki supremumu en az —’dir ve 0’a gitmez; integral [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsak
e

degildir. m
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232 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

Bu Ornekte f isaret degistirmektedir: zy < 1 iken negatif, zy > 1 iken pozitiftir. Bu bir zorunluluktur.
Fonksiyon dizilerinde oldugu gibi (Teorem 4.3), isaret degistirmeyen integrallerde limitin stirekliligi
diizgiin yakinsaklig1 kendiliginden getirir.

Teorem 20.7 (Parametreye Bagh Integraller icin Dini Teoremi). ¢ < d olsun ve f, [a, +0) X [c, d]
tizerinde siirekli olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

(i) her (z,y) icin f(x,y) > 0;
.. +oo
(i1) / f(z,v) dz integrali [c, d] iizerinde noktasal yakinsaktir;

+oo
(ii1) F(y) = f(z,y) dx fonksiyonu [c, d] iizerinde siireklidir.

a

O zaman integral [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaktir.
ispat. .
E, (y) :/ f(z,y) dx dizisini ele alahm ve fonksiyon dizileri i¢in Dini teoreminin (Teorem 4.3)

kogullarmladenetleyelim.
Her E,, [c, d] iizerinde siireklidir (Teorem 19.2). f > 0 oldugundan hery € [c, d] i¢in

a+n+1
By () — Ey(y) = / f(z,y)dz > 0

a+n

olur; ( F,(y) ) say: dizisi artandur. (iii) geregi F' siireklidir ve (ii) geregi F,, — F' (noktasal, [c,d]) olur.
Dért kosul da saglandigindan Teorem 4.3 geregi F,, =X F ([c,d]) olur. Geriye tam sayr olmayan iist
siirlara gegmek kalvyor. € > 0 verilsin; 6yle bir N € N vardir kibhery € le,d]i¢in0 < F(y) — Ey(y) <

eolur.b > a+ N vey € [¢,d] olsun. f > 0 oldugundanb — [ f(z,y) dz fonksiyonu artandir ve limiti

a

F(y) dir; dolayisiyla

a+N b
Fy(y) = / fay)dz < / f(z,y) dz < F(y)

saglanir. Buradan

b
0< F(y) - / f(z.y)dz < F(y) — Fy(y) <e

bulunur. B = a + N sayist yalniz €’a baghdwr; integral [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaktir. m

Teorem f < 0 i¢in de gecerlidir; — f fonksiyonuna uygulanir.

+o00
Ornek 20.13 (Dini Teoremiyle Diizgiin Yakinsaklik). 0 < ¢ < d olsun. / 1 Y dx integra-
0

+ z2y2
linin [c, d] Gizerinde diizgiin yakinsak oldugunu Dini teoremiyle gésteriniz.

Cozim.

flz,y) = 52 fonksiyonu [0, +00) X [c, d] iizerinde siireklidir (payda hig sifir olmaz) ve y > 0
oldugundan pozitiftir.

Noktasal limit. 32 arctan(xy) = 1+yTyZ oldugundan

b
/0 ﬁ dz = [arctan(my)]g = arctan(by)

olur. y > 0 sabitken b — +o0 igin by — +oco ve arctan(by) — g’dir. Oyleyse her y € [c,d] icin
F(y) = g olur.
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Sonug. F sabit fonksiyondur ve siireklidir. Teorem 20.7 geregi integral [c, d] iizerinde diizgiin yakin-
saktir. .
Dogrulama. Kalan 5~ arctan(by) sayisidir. Arktanjant artan oldugundan y > ¢ i¢in kalan en ¢ok

g — arctan(bc) olur; bu say1 y’den bagimsizdir ve b — +oo iken 0’a gider. B

Ayni integral [0, d] iizerinde diizgiin yakinsak degildir: y = 0 i¢in integral 0’dir, yani F/(0) = 0 # 72_r olur

ve F, 0’da siireksizdir. Dini teoreminin (iii) kogsulu bozulmustur.

Parametreye Gore Integral ve Tiirev

Sinirh aralikta siirekli f icin gecerli olan iki iglem, integral sirasinin degistirilmesi (Teorem 19.4) ve integral
isareti altinda tirev (Teorem 19.3), diizgiin yakinsaklik eklendiginde genellestirilmis integrallere taginir.
Bu sonuglar fonksiyon dizilerindeki limit-integral (Teorem 5.1) ve limit-tiirev (Teorem 6.1) teoremlerinin
kargiliklaridar.

Teorem 20.8 (Genellestirilmis Integralin Pafametreye Gore Integrali). c<d olsun ve f,
(o)

[a, +00) X [, d] iizerinde siirekli olsun. F(y) = f(z,y) dx integrali [c,d] iizerinde diizgiin yakin-

a

+o00 d
saksa / (/ flz,y) dy) dx genellestirilmis integrali yakinsaktir ve

Kd(aﬂnﬂayMM)dy=:Lﬂn(Adﬂayww>dx

olur.

ispat. J
Teorem 20.6 geregi F, [c, d] iizerinde siireklidir; dolayisiyla sol yandaki/ F(y) dy integrali vardir. b >

a i¢in
b d
mwz/fmwm, wwz/fww@

yazalim. f, [a,b] X [c,d] dikdortgeninde siirekli oldugundan F,, [c,d] iizerinde ve @, [a,b] iizerinde
stireklidir (Teorem 19.2); integral sirasi da degistirilebilir (Teorem 19.4):

bw(w)dl": de(y)dy- (5)
[ eterie= |

p(b) = supycic ql F(y) — Fy(y) | yazalm; diizgiin yakinsaklik b — +oo iken p(b) — 0 demektir. (5)
esitligi, integralin lineerligi ve integraller icin iicgen esitsizligiyle

/CdF(y)dy/:sO(w)dx

d
[ (P~ B )y

d
s/\F@wduwuwsmww—@

b d
bulunur. Sag yan b — +oo iken 0’a gider. Oyleyse blim / o(x) dx limiti vardir ve / F(y)dy
—+00
a c

sayisina esittir. B

Yani biri genellestirilmis olan iki integralin sirasi, diizgiin yakinsaklik altinda degistirilebilir. Bu, ilkeli
bulunamayan bazi integralleri hesaplamanin yoludur.
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234 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

+oco —cx _ _—dzx
Ornek 20.14 (Integral Sirasim1 Degistirerek Hesap). 0 < ¢ < d olsun. / C "° i integ-
T
0

ralini hesaplayiniz.

Coziim.
Parametreli integral olarak yazma. x > 0 icin

d —zyqy=d —cx —dx
e e — €
/ ey = [7 ] -
x _
c

y=c z

d
olur. x = 0 icin ayni1 integral / dy = d — ¢ sayisidir; bu, sagdaki kesrin z — 0™ limitidir. Oyleyse

¢ +o0 d
hesaplanacak integral, f(z,y) = e ®Y olmak iizere / ( / flz,y) dy) dz integralidir ve z = 0
0 c

bir tekil nokta degildir.
Dl"izgiin yakinsaklik. f, [0, +00) X [c, d] iizerinde stireklidir. y > cvex > Oigine ™ < e~

1 ..
/ e dz = - yakinsaktir (Ornek 15.6). Teorem 20.3 geregi / e Y dz integrali [c, d] lizerinde
0 ¢ 0

% olur ve

1
diizgiin yakinsaktir; degeri F(y) = ;’dir.

Sira degisimi. Teorem 20.8 geregi

too —cz __ —dz dq d
/ idac:/ —yzlnd—lnc:ln—
0 T Y c

Cc

bulunur. m

Tiirev teoreminde, fonksiyon dizilerindeki gibi, asil kosul tiirevin integralinin diizgiin yakinsamasidir;
integralin kendisinden yalniz bir noktada yakisaklik istenir.

of

Teorem 20.9 (Genellestirilmis Integralin Parametreye Gore Tiirevi). c < d olsun; f ve 30
Y
[a, +00) X [c, d] iizerinde siirekli olsun. Asagidaki iki kosul saglansin:
(i) . I e
en az biry, € [c,d] i¢in f(z,yy) dx yakinsaktir;

a

(i) [T Of . 4 o
a—y(x, y) dx integrali [c, d] dizerinde diizgiin yakinsaktir.

+o00
O zaman F(y) = / f(z,y) dz integrali [c, d] iizerinde diizgiin yakinsaktwr, F tiirevlenebilirdir ve her
y € [e,d] igin ‘
+o00 b
F)= [ g s

olur. (U¢ noktalarda tiirev tek yonlii tiirev olarak anlasilir.)

ispat.
b>avet € [c,d] icin

+oo b
G(t):/a g—;(:c,t) dz, Gb(t)z/a g—;(x,t) dz

yazalim. (i) ve Teorem 20.6 geregi G, [c, d] iizerinde siireklidir; G, de siireklidir (Teorem 19.2). p(b) =
SUpyeio,q)| G(t) — Gy(t) | olsun; (ii) geregib — +oo iken p(b) — 0°dur. 5
Adim 1: Stnurly aralikta bir esitlik. x > a sabitkent — f(x,t) fonksiyonunun tirevi a—z(x, t) siirek-

lidir; analizin temel teoremi (bkz. Analiz 2) hery € [c,d] i¢in
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fa)— fa) = | ’ g—;j@,o dt

Yo

verir. Iki yani x’e gore [a, b] iizerinde integralleyip sag yanda integral sirasini degistirelim (Teorem 19.4;
y <y, ise [y, yo| araliginda uygulanir ve iki yanin isareti birlikte degisir):

Yo

/a ' fla,y)da / " flero) da = [ Gwa (6)

Adim 2: Limit aday1. A = f(z,yy) dx olsun ve

a

o) =4+ [ “odr (e led)

tanimlayalim. (6) esitliginden
b b y
o)~ [ fay)da = (A - [ faw) dx> + [ (6~ Gty ya
a a Yo
olur. y iley arasindaki araligin uzunlugu en ¢ok d — c oldugundan son integralin mutlak degeri en ¢ok

p(b) (d — ¢)’dir. Dolayisiyla hery € [c, d] i¢in

< +p(b) (d—c) (7)

B(y) — / ' fley)de| < |A- / ' fleyp) da

bulunur.
Adim 3: Diizgiin yakinsaklik. (7) esitsizlifinin sag yaniy’ye bagh degildir veb — +o0 iken 0’a gider:
ilk terim (i) geregi, ikinci terim (ii) geregi. Oylfjozge her € > 0 igin 6yle bir B > a vardir kib > B ve her

y € [c, d] i¢in sol yan €’dan kiiciiktiir. Bu, / f(z,y) dz integralinin her y igin yakinsak oldugunu,

degerinin ®(y) oldugunu ve yakinsamanin [cL: dl iizerinde diizgiin oldugunu séyler: F = ®.

Adim 4: Tiirev. G siirekli oldugundan y / G(t) dt fonksiyonu tiirevienebilirdir ve tirevi G(y) dir
y Yo
(bkz. Analiz 2). Oyleyse F(y) = A+ / G(t) dt tiirevienebilirdir ve F' (y) = G(y) olur. m

Yo

+oo
Teoremi Teorem 6.1 ile kargilastiralim: y, noktas1 oradaki “capa” noktasinn, / —— dx integralinin

o OV
diizgiin yakinsaklig: da tiirev dizisinin diizgiin yakinsakliginin karsiligidir. Tiirevlenebilirlik de yerel bir
ozelliktir: kosullar bir J araliginin kapali ve sinirl her alt araliginda saglaniyorsa tiirev formiilii biitiin J
iizerinde gecerlidir.

Dirichlet Integrali

sinx

Bolimiin biitiin araglarmi tek bir hesapta bir araya getiriyoruz. fonksiyonunun ilkeli temel fonksi-

yonlarla yazilamaz; yine de [0, +00) tizerindeki integrali, integrale bir parametre eklenerek bulunabilir.
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236 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

© Bes adimda integral isareti altinda tiirevle hesap

1. Parametre ekle. Hesaplanacak integral, bir I(y) ailesinin 6zel bir degeri olacak bicimde para-
metreye baglanir.

- Diizgiin yakinsaklig1 goster. I(y) integralinin ve g—g integralinin hangi kiimelerde diizgiin
yakinsadig: bir testle belirlenir.

3. Tiirev al. Teorem 20.9 ile I’ (y) yazilir; bu integralin ¢ogu zaman ilkeli bulunur.

. Geri integralle. I’ (y) bilindiginde I(y) bir sabit farkiyla belirlenir.

5. Sabiti bul. I’nin bilinen bir degeri ya da bir limiti kullanilir; aranan degere gerekiyorsa siireklilikle

(Teorem 20.6) gegilir.

S

sinz

+oo
Ornek 20.15 (Dirichlet integralinin Degeri). / de = g oldugunu gosteriniz.
0

Cozim. .
Adim 1: Parametre. Ornek 20.7 ¢dziimiindeki siirekli s fonksiyonuyla (z > 0 icin s(z) = s1nx’

5(0) =1) z

I(y) = / Tewvs@ydr (y20)
0

tanimlayalim; aranan say1 I(0)’dir. f(z,y) = e ¥ s(z) fonksiyonu [0, +00) x [0, +00) iizerinde sii-
reklidir. « s(z) = sinz esitligi « = 0 i¢in de dogru oldugundan

g(x, y)=—ze Ws(x) =—e sinz

dy

olur ve bu fonksiyon da stireklidir.
Adim 2: Diizgiin yakinsaklik. Ornek 20.7 geregi I (y) integrali [0, +00) iizerinde diizgiin yakinsaktir.
Sonug 20.2 geregi I, [0, +00) tizerinde stireklidir; 6zel olarak

10) = lim 1) (8)

olur. Tiirevin integrali i¢in 0 < § < d alalim. y € [d, d] ve £ > 0 i¢in

|—e *¥sinz| < e ®¥ < ez

+o0 1 . +oo
olur ve / e % dy = 5 yakinsaktir (Ornek 15.6). Teorem 20.3 geregi / ? dz integrali [, d]
Y
0 0

iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Adim 3: Tiirev. f ve B0 streklidir, I(y) her y > 0 i¢in yakinsaktir ve tiirevin integrali [d, d| Gizerinde
)

diizgiin yakinsaktir. Teorem 20.9, [4, d] aralifinda uygulanir: I bu aralikta tiirevlenebilirdir ve
+o0
I'(y) =— / e *sinzdx
0

olur. Her y > 0 sayis1 § < y < d olan bir [§, d] aralifinin i¢ noktasi oldugundan bu formiil her y > 0
icin gecerlidir. Sagdaki integrali hesaplayalim. Carpim kuraliyla

32 ( e ™Y (ysinz + cosx) ) =—ye "V (ysinz + cos )
T

+e P (ycosx — sinx)

=—(14+y*) e ®¥sinx

oldugundan
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20.7 Dirichlet Integrali 237

/b eV sin z dr — e (ysinx;—cosx) b _1 —e by (ysin2b+cosb)
0 1+y 0 1+y

bulunur. Paydaki ikinci terim i¢in
et (ysinb + cosb)| < (y+1) e

olur ve y > 0 oldugundan b — +oo iken bu terim 0’a gider. Oyleyse

1

I/(y):—m (y>0)

olur.

Adim 4: Geri integralleme. (arctany)’ = . oldugundan I(y) + arctany fonksiyonunun

+ 92
(0, +00) araligindaki tiirevi 6zdes olarak sifirdir; bu fonksiyon sabittir (bkz. Analiz 2). Bir C sabiti igin
I(y) = C —arctany (y >0)

olur.
Adim 5: Sabit. z > 0 i¢in | sinz | < z oldugundan | s(z) | < 1’dir. y > 0 ve b > 0 i¢in

b b —b
1—e™ 1
/e‘mys(:r)dx S/ ey =— o <=
0 0 Yy

Y
: 1 .
olur;, b — +oo iken | I(y)|< - bulunur. Dolaysiyla lim
Y

I(y) = 0’dir. Ote yandan

Y—+00

lim, , . arctany = g oldugundan

_ ™
veC =12 cikar:
2
™
I(y) = 5 arctany (y >0).

Sonug. (8) esitligi ve arktanjantin 0°daki stirekliligiyle

+oo :
/0 sn;a: dx =1(0) = lim (g — arctany) = g

y—0+

bulunur. m

Hesabin her adimi bir teoreme yaslanir ve higbiri atlanamaz. I’ (y) formiilii yalniz y > 0 i¢in elde edildi,
ciinkii tiirevin integrali y = 0 yakininda diizgiin yakinsamaz; y = 0’a ancak I’nin siirekliligiyle, yani Abel
testinin verdigi diizgiin yakinsaklikla inilebildi.

Bu sonug, Ornek 20.10 ile ilgili de bir sey soyler. y > 0 igin u = xy degisken degistirmesi

/+°° sin(zy) dp = /+°° sinu du
x u
1 Y

verir ve y — 07 iken sag yan g sayisina yakinsar. Oysa y = 0 i¢in integral 0’dir. Parametreye 0 eklendi-

ginde limit fonksiyonu siireksiz olur; 0 yakininda diizglin yakinsakligin bozulmasi bir kez daha kendini
gostermistir.
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Alistirmalar

[k ii¢ aligtirma, sinirh araliktaki parametreye bagl integraller icin Leibniz formiiliinii (Sonug 19.1) yineler;
kalanlar bu bélimiin konusudur.

y
Alistirma 20.1 (Sinirlar1 Parametreye Bagh Integral). 0 < y < 7 icin F(y) = / (In2 + zy) dz

siny
olsun. F’(y) tirevini Leibniz formiiliiyle hesaplayiniz.

Coziim.

f(z,y) =In2+ zy, alt smir u(y) =siny ve st simir v(y) =y olsun. 90 = u'(y) = cosy ve
Y
0
v’ (y) = Vdir. f ve 8_f biitiin diizlemde siireklidir; 0 < y < 7 i¢in sin y ve y sayilar1 [0, 7] aralifindadur.
Y

Oyleyse her 0 < ¢ < T icin kosullar [0, 1] X [c, ] dikdortgeninde saglanir. Sonuc 19.1 geregi

Yy
F'(y) =/ rdz+ f(y,y) - 1— f(siny,y) - cosy

siny

/y d 2 Y y? —sin?y
rdr = | — ==
i 2 2

in .
v siny

olur. Uc terimi ayr1 ayr1 yazalim:

fly,y) =In2+ 4%
f(siny,y)cosy =1n2 - cosy + ysiny cos y.

Toplayarak

3y? —sin?y

Fi(y) = =

+ (1 —cosy)In2 —ysinycosy

bulunur.
Dogrulama. Integral dogrudan alinabilir:

2 a2
F(y) = (y—siny)In2+ w

Carpim kuraliyla tirevi

2 2
F'(y)=(1—cosy)In2+ y—;my +y (y —sinycosy)
Y 3y
olur; El +y?= - oldugundan bu, yukaridaki ifadeyle aynmidir. m

2

.. YT ey
Alistirma 20.2 (Leibniz Formiilii ve Ustel Fonksiyon). y > 0ic¢in F'(y) = / ¢

dz olsun. F' (y)
tiirevini hesaplayiniz.

Coziim.
flay) =°

sayilardan olugan kapali ve sinirli bir aralikta degisirken u(y) ve v(y) de pozitif sayilardan olusan kapali

—zy

, u(y) =y ve v(y) = y? olsun. ? =—e %, v (y) =1 ve v'(y) = 2y’dir. y pozitif
Y

ve sinirl bir aralikta kalir; f ve 50 bu dikdortgende siireklidir. Sonug 19.1 geregi
Y

2

F'(y) = /y (—e™)dz + f(y*,y) - 2y — f(y,y) - 1
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—ay
olur. 9 <e ) = —e *Y oldugundan
or\ vy

Yy =y
bulunur. Sinir terimleri
e v’ 2e Y’ e v
f?y) -2y = 2y = , fyy) = —
(" v) " " (¥, 9) "
olur. Toplayarak
F'(y) eV —e W 2V eV 3V —2eV
y = —_ =
Yy Y Y Y
y? Yy
elde edilir. (0 < y < 1 icin y? < y olur; / =— / anlagmasiyla formiil aynen gecerlidir.) B
y y?

2

. . . Y d
Alistirma 20.3 (Integrasyon Degiskenini Icermeyen Integrand). y > Oi¢in F'(y) = / ﬁ
n Y

olsun. F’(y) tiirevini Leibniz formiiliiyle hesaplayiniz.

Coziim. )

f(z,y) = miTg) fonksiyonu z’e baglt degildir; u(y) =y, v(y) = y. y > 0 icin In(1 +y) # 0
n

oldugundan f ve 8_y’ 0 < ¢ <y < d olan her seritte siireklidir; u ve v tiirevlenebilirdir ve bu y’ler i¢cin

degerleri sinirh bir aralikta kalir. Zincir kuraliyla

of 1

oy (1+y)n%(1+y)

olur. Sonug 19.1 geregi

2

vof 2y 1
Fllyy=[ %Ld -
) /y o Tty Wty

yazilir. Ik integralde integrali alinan fonksiyon x’e gore sabittir; integral, bu sabit ile araligin uzunlugu
y? — y sayismin carpimudir. Oyleyse

2
, Yy -y 2y—1
F'(y) = —
) (1+y)In?(1 +y) * In(1+y)
bulunur.
v’ —y

Dogrulama. F(y) = m

oldugundan boliim kurali ayn1 sonucu verir. B

cos(zy)
1+ x4

+o0
Alistirma 20.4 (M-Testiyle Diizgiin Yakinsaklik). / dz integralinin R {izerinde diizgiin
1

yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Her x > 1 ve her y € Rigin | cos(zy) | < 1ve 1+ 2% > z* oldugundan

cos(zy)
14zt

1
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240 Béliim 20. Parametreye Bagli Genellestirilmis integraller

0 dy 1
olur. / — integralip = 4 > 1 oldugundan yakinsaktir ve degeri g’tﬁr (Teorem 15.2). Teorem 20.3
z
1

geregi integral R tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktur.
Integrali aliman fonksiyon [1,+00) x R iizerinde siirekli oldugundan, Sonug¢ 20.2 geregi integralin
tanimladig1 fonksiyon R tizerinde stireklidir. m

+o0
Alistirma 20.5 (Ustel Carpanli Kosiniis: Diizgiin Yakinsaklik). / e ™ cos z dx integralinin

0
[1,4+00) tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Cozim.
y > 1lvex > 0icin zy > z, dolayisiyla e=*¥ < e™% olur. | cos z | < 1 ile birlikte

le=™Y cosz| < e ® = M(x)

+o00
bulunur. / e ®dz =1 yakinsaktir (Ornek 15.6, t =1 ve a = 0). Teorem 20.3 geregi integral

[1,400) lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m

+o0o
Alistirma 20.6 (Ustel Carpanli Kosiniis: Deger). y > 0 icin / e~ cos x dx integralini hesapla-
0
yiniz.

Coziim.
b > 0igin

b b
Kz/ e "Yceoszdr, L=/ e "Ysinx dr
0 0

yazalim ve iki kez kismi integrasyon uygulayalim. ey

Birinci kismi integrasyon. u = cosz, dv = e *Ydz ile du = —sinz dx ve v = ¢ olur:
K- [_ezycosx]b B lL _ 1= e % cosb _ £
y 1, v y y

Ikinci kismi integrasyon. u = sinz, dv = e~ ¥ dz ile

I— [ e_””ysinmr_i_lK_ e‘bysinb+K
o Y y y
K’yi ¢ozme. ikinci esitligi birincide yerine koyalim:

1—eWecosb e Wsinb K
K= 2 2
Y Yy Y

K
? terimini sola alip iki yani y? ile carpalim:

(VP + 1)K =y—ye cosb+e sinb.

Buradan

_ y+e " (sinb— ycosb)

K
1+y?

bulunur.
Limit. Paydaki ikinci terim i¢in
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et (sinb — ycosb)| < (1+7y) et

olur ve y > 0 oldugundan b — +oo iken bu terim 0’a gider (sikistirma teoremi). Oyleyse

+o0 y
/0 e Weoszdr = T+, (y>0)

olur. m

+o00
Alistirma 20.7 (Ustel Carpanli Kosiniis: Sifir Yakini). / e Y cos z dzx integralinin (0, +00)

0
iizerinde diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Alistirma 20.6 ¢oziimiindeki iki sonuctan kalan

+oo b )
/ e Weoszdr = —2— — K =% Y (sinb —ycosb)
b 1+y? 1+9y2

olarak bulunur. k¥ € Ni¢in b, = T+ kn alalim; sin b;, = 1ve cos b, = 0 oldugundan bu b degerlerinde

—bry 1
kalanin mutlak degeri 1e+_y2 olur. y,, = E € (0,1) noktasinda
e*bkyk e ! 1

- = >
1+y: 1+yi 2

saglanir, giinkii y7 < 1’dir. b, — 400 oldugundan, ne kadar biiyiik bir B secilirse segilsin b, > B olan
bir b;, ve kalanin —’den biiyiik oldugu bir y;, noktas1 vardir. ¢ = % icin tanimdaki kosul saglanamaz;
e

integral (0, +00) tizerinde diizgiin yakinsak degildir. m

+o0o
Alistirma 20.8 (Gauss Carpanli Kosiniis: Diizgiin Yakinsaklik). / e’ cos(zy) dz integralinin

0
R tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Her x > O ve y € Ricin

’e’mz cos(avy)‘ <e ™ = M(z)

+o0
olur. / e ** dz Gauss integrali yakinsaktir ve degeri \/TE’dir (Sonug 18.3). Teorem 20.3 geregi
0

integral R tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. B

Alistirma 20.9 (Gauis Carpanli Kosiniis: Deger). Gauss integralinden (Sonug 18.3) yararlanarak her
oo

y € Rigin J(y) = e~ cos(zy) dz integralini hesaplayiniz.
0

Coziim.
a2 of
f(@,y) = e cos(ay) ve o
Y
Diizgiin yakinsaklik. J(y) her y i¢in yakinsaktir (Alistirma 20.8). Tiirev igin

—T

= —z e %" sin(zy) fonksiyonlar: [0, +00) x R iizerinde siireklidir.

‘—az e sin(zy)‘ <ze®
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242 Boliim 20. Parametreye Bagh Genellestirilmis Integraller

+o0 ) 1 T of
olur ve / ze ¥ dxr = 3 yakinsaktir (Alistirma 15.1). Teorem 20.3 geregi / 0 dx integrali R
Y
0 0

tizerinde diizgiin yakinsaktir.
Tiirev. Herhangi bir d > 0 i¢in Teorem 20.9, [—d, d] araliginda uygulanir; d keyfi oldugundan her y €
R i¢in

+o0
J (y) = —/ z e sin(zy) do
0

olur. Sagdaki integrale kzlsmi integrasyon uygulayalim: u = sin(zy), dv = ze dz ile du=

—T

olur:

ycos(zy) dx ve v = ¢

b
b —z2 . b
[z sinmdo = | -S| LU [ cos(ay) da.
0 2 2Jy
0
e~ sin(by)

5 — 0 olur ve son integral J(y)’ye yakinsar.

b — +oo iken koseli parantezli terim —
Oyleyse

Jy)=-2Iy (WeR)

bulunur.
Geri integralleme. h(y) = J(y) e¥*/* tammlayalim. Carpim kuraliyla

W (y) = J' () e/ + I(y) - S e/t = (1) + 5 () )ert =0
olur; h sabittir (bkz. Analiz 2).
Sabit. cos 0 = 1 oldugundan J(0), Gauss integralidir: h(0) = J(0) = \/TE Oyleyse her y icin h(y) =
Tﬂ, yani

+o00
/ e~ cos(zy) dz = \/T% e v’ /4

0

bulunur. Integrali alinan fonksiyon x’e gore ¢ift oldugundan biitiin dogru iizerindeki integral bunun
iki katidir: /7T e ¥’/4. m

N o . T, sin(zy)
Alistirma 20.10 (Tiirevle Hesaplanan Bir Integral). Her y € R i¢in G(y) = e ——dx
x
0
integralini, integral isareti altinda tiirev alarak hesaplayimiz.
Cozim.
Siireklilik. Ornek 20.7 ¢dziimiindeki s fonksiyonunu s(—u) = s(u) ile biitiin dogruya genisletelim;

sin(zy) = y s(zy) oldugundan
T

s, R iizerinde siireklidir ve her v i¢in u s(u) = sinw olur. z > 0 igin
integrali alinan fonksiyon
g(z,y) =ye " s(zy)

bi¢iminde yazilir; x = 0’daki degeri y’dir ve g, [0,400) x R iizerinde siireklidir. z > 0 i¢in 99 =

Oy
e % cos(zy) olur; z = 0 igin g(0, y) = y ve tiirev 1 = €’ cos 0’dir. Oyleyse her yerde
S (w,) = ¢ cos(ay)

olur ve bu fonksiyon stireklidir.
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+o0
Diizgiin yakinsaklik. | e ® cos(zy) | < e * ve / e ?dx =1 oldugundan Teorem 20.3 geregi
0

Ay
G(0) = 0.
Tiirev. Herhangi bir d > 0 i¢in Teorem 20.9, [—d, d] araliinda uygulanir: G(y) yakinsaktir, G tiirev-
lenebilirdir ve

+00 b
/ %9 4z inte grali R iizerinde diizgiin yakinsaktir. Capa noktasi y, = 0’dir: g(x, 0) = 0 oldugundan
0

+oo
G'(y) = / e * cos(zy) dx

0

olur. Bu integrali hesaplayalim. Carpim kuraliyla

0

2 ( e " ( ysin(zy) — cos(zy) ) ) = —e " ( ysin(zy) — cos(zy) )

+e ( y? cos(zy) + ysin(zy) )
= (1+y?) e cos(zy)

oldugundan

b L ‘ B 1
/ e cos(zy) dz = e’ (ysin(by) Zos(by) )+
0 14+ y

bulunur. Paydaki ilk terim icin
le™® ((ysin(by) —cos(by) )| < (| y [+1)e™®

olur ve sag yan b — +oo iken 0’a gider. Oyleyse

G'(y) = (y €R)

olur.
Geriintegralleme ve sabit. G(y) — arctan y fonksiyonunun tiirevi 6zdeg olarak sifirdir; bu fonksiyon
sabittir ve y = 0’daki degeri G(0) — arctan 0 = 0’dir. Oyleyse

+oo i
/ e sin(zy) dzr = arctany (y € R)
x
0

bulunur. m

Bu béliimle birlikte kitabin izledigi yol tamamlaniyor. Fonksiyon dizilerinde, fonksiyon serilerinde,
Fourier serilerinde ve parametreye bagl integrallerde hep ayni soruyu sorduk: iki limit isleminin sirasi ne
zaman degistirilebilir? Yanit her seferinde ayni kavrama, diizgiin yakinsakliga dayandi. Son iki boliimde
iki degiskenli f(z,y) fonksiyonlariyla kargilagtik, ama her seferinde degiskenlerden birini sabit tutarak
calistik. Cok degiskenli fonksiyonlarin limiti, siirekliligi ve tiirevi kendi bagina bir konudur; bu konuyu
Analiz 4 kitabinda ele aliyoruz.
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21.1

21. Uygulamali Ozet

Bu sayfa kitabin yontemlerini ispatsiz, soru ¢ozmeye donik bir kopya kagidi olarak toplar. Uygulama
sorularinin ¢ogu “diizgiin yakinsak midir?”, “terim terime tiirevlenebilir mi?”, “Fourier serisini bulunuz
ve su toplami hesaplayiniz”, “integral yakinsak midir?”, “Gamma fonksiyonuyla yaziniz” ya da “Leibniz
formiilityle tiirevini bulunuz” bicimindedir. Sayfa her soru tipi i¢cin adim adim bir algoritma, sik kullanilan
olcttleri ve formiilleri bir arada gosteren tablolar ve kisa ama tam ¢6ziilmiig 6rnekler verir. En ayrintilh
algoritmalar en ¢ok karsilagilan {i¢ tipe ayrildi: genellestirilmis integralin yakinsakligi, Fourier serisinin
hesabi ve toplami, parametreye bagl integralin tiirevi. Her kural, ayrintisinin ve gerekgesinin bulundugu
béliime baglanir.

Soru Tipine Gore Yontem

Bir soruyu okuyunca ilk is, hangi aracin istendigini ya da hangisinin en kisa yol oldugunu belirlemektir.
Asagidaki tablo soru kaliplarini yontemlerle eglestirir.
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21.1 Soru Tipine Goére Yontem
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Tablo 21.1: Soru kaliplar1 ve yontemler

Soruda istenen

Kullanilacak yontem

Bu sayfada

Fonksiyon dizisinin noktasal li-
miti; tanimla ya da bir olgiitle

dizgin yakmsaklik

Limit ile integral ya da tiirev yer
degistirir mi, terim terime tirev
aliabilir mi

Fonksiyon serisi diizgiin yakin-
sak myi, terim terime integral ya
da tiirev

Kuvvet serisinin yakinsaklik
kiimesi, u¢ noktada limit

Bir fonksiyonun Fourier serisi

Serinin bir noktadaki toplamu,
oradan bir say1 serisinin toplam

[0, 7] ya da [0, L] tizerinde siniis
ya da kosiniis serisi

Karelerin ya da dérdiincii kuv-
vetlerin terslerinin toplamu

Genellestirilmis integral yakin-
sak m1, mutlak m sartl mi

Integrali Gamma ya da Beta
fonksiyonuyla yazmak, hesapla-
mak

Sinirlar1 parametreye bagli bir
integralin tiirevi

Ilkeli bulunamayan bir integrali
parametre yardimiyla hesapla-
mak

Parametreye bagli genellestiril-
mis integral diizgiin yakinsak
mi

Sinirlama, supremum, nokta di-
zisi, stireklilik ve sinirlilik ol¢iit-
leri

Yer degistirme teoremlerinin
kosullar1

Weierstrass M-testi, Dirichlet ve
Abel testleri

Oran ya da kok formild, ug
nokta testleri, Abel limiti

Katsay1 formiilleri, simetri, ha-
zir integraller

Dirichlet yakinsaklik teoremi
Tek ya da cift genigleme
Parseval esitligi

Tip belirleme, parcalama, karsi-
lastirma, kuvvet, Dirichlet ve
Abel testleri

Kalip tanima ve degisken degis-
tirme

Leibniz formiila

Integral isareti altinda tiirev, si-
ra degistirme

M-testi, kalanin supremumu,
Dirichlet ve Abel testleri

Noktasal Limit ve Diizgiin Yakinsaklik

Bolim 21.2

Bolim 21.3

Bolim 21.4

Bolim 21.5

Bolim 21.6

Bolim 21.7

Bolim 21.8

Bolim 21.9

Bolim 21.10

Bolim 21.11

Bolim 21.12

Bolim 21.13

Bolim 21.14

Bir fonksiyon dizisi sorusu hemen her zaman iki agamalidir: 6nce noktasal limit bulunur, sonra yakinsa-
manin diizgiin olup olmadigina karar verilir. Diizgiin limit varsa noktasal limite esittir, bu yiizden aday

tek ve bellidir (Onerme 2.1).
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© Bes adimda diizgiin yakinsaklik incelemesi

1.

Noktasal limit. 2’i sabit tut, n — oo limitini al. Davramsgin degistigi noktalan (x =0, z =1,
| z | = 1, paydann sifirlar1) ayr1 incele ve sonucu pargali bir f olarak yaz.

Hizli olumsuz denetim. Her f, siirekli ama f siireksizse ya da her f,, simirli ama f sirsizsa
yakinsama diizgiin degildir; dur (Sonug 4.2, Sonug 4.1).

Fark fonksiyonu. | f,(z) — f(z) | ifadesini tek kesir yap ve sadelestir.

Sinirla ya da supremumu al. Fark x icermeyen bir o, — 0 ile sinirlaniyorsa diizgiindiir (Teorem
3.1). Suur gérinmiyorsa d,, = sup,cg| f,(z) — f(z) | tirevle hesaplarur: kritik noktalar ve
kiimenin uglar1 denetlenir (Teorem 3.3).

Karar. d,, — 0 ise diizgiin, degilse diizgiin degil. Olumsuz sonucu tek satirda géstermek icin tepe
noktasinin yerini izleyen bir z,, secip f,,(z,,) — f(z,,) + 0 oldugunu yazmak yeter (Teorem 3.2).

Soru “tamim kullanarak” diyorsa dérdiincii adimdaki egitsizlik zinciri ¢ ile sonlandirilir: o, < € egitsizli-
ginden bir N () segilir ve bu N’nin z’e bagh olmadig1 vurgulanir (Tanim 2.1). Hangi aracin ne zaman ige

yaradig1 asagida 6zetlenmistir.

Tablo 21.2: Diizgiin yakinsaklik i¢in ara¢ secimi

Durum

Arag

Sonug

Fark, x i¢ermeyen bir o, — 0
ile sinirlaniyor

Fark tirevlenebilir, sinir agik
degil

fr, strekli, f stireksiz
f, siurly, f siirsiz

fn nin tepesi yiikseliyor ya da
kayryor

Kapal1 aralik, f,, stirekli, mono-
ton yakinsama, f siirekli

Limit fonksiyonu bilinmiyor

Sinirlama 6l¢iitii (Teorem 3.1)

Supremum 6l¢itil (Teorem 3.3)

Sonuc 4.2
Sonuc 4.1

Nokta dizisi testi (Teorem 3.2)

Dini teoremi (Teorem 4.3)

Cauchy kriteri (Teorem 3.4)

Diizgiin

d,, — 0 ise ve ancak o zaman
diizgiin

Diizgiin degil
Diizgiin degil
Diizgiin degil

Diizgiin

Diizgiin Cauchy ise diizgiin

Supremum hesabinda sik karsilagilan dizilerin sonuclarini bilmek zaman kazandirir. Tablodaki supremum

degerleri kritik noktanin yerine konmasiyla bulunur; 6rnegin nze™

deger e~ dir.

Acik Matematik - acik-matematik.com

246

™ icin tirev x = %’de sifirdir ve

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.2 Noktasal Limit ve Diizgiin Yakinsaklik 247

Tablo 21.3: Standart dizilerin supremumlar:

fn(x) Kiime Noktasal limit sup| f, — f | Diizgiin mii?
x" [0,1) 0 1 hayir
" [0,a],a <1 0 a™ evet
z"(1—x) [0,1] 0 < 1 evet
“n+1
nxe ™" [0, 4+00) 0 1 hayir
e
z?e " [0, +00) 0 4 evet
e2n?
ne 1
—_— 0, +00 0 - hayir
s [ ) : y
_r R 0 1 evet
1+ nx? 2\/n
sin(nx) R 0 1 evet
n n

Diizgiin yakinsaklik kiimeye baglidir. Sorunlu nokta (yukarida = 1 ya da z = 0) kiitmeden atilip ondan
uzak durulursa diizgiin yakinsaklik cogu zaman geri gelir (Onerme 2.3). Asagidaki iki 6rnek ayni dizinin
iki kitmedeki davranisimi kargilagtirir.

2nx
3 dizisinin

Ornek 21.1 (Sifirdan Uzakta Diizgiin Yakinsaklik). a > 0 olmak iizere f,(z) = Tona?

[a, +00) tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gésteriniz.

Coziim.
Noktasal limit. x > a > 0 sabitken pay ve payday1 n’ye bolelim:

2z 2z 2
fn(x) 1 +z2 72 z
n
. 2,
Noktasal limit f(z) = —’tir.
x

Fark. Kesirleri egitleyelim:

2nz? — 2(1 + nx?)
z(1 + nx?)

_ 2

Siirlama. z > a oldugundan z(1 + nz?) > a(1 + na?)’dir. Dolayisiyla her z € [a, +00) i¢cin

2

|fn($)—f($)\§m=%

olur. a,, sayisi  icermez ve n — oo iken 0’a gider. Teorem 3.1 geregi f,, = f ([a, +00)).
Tanimla yazmak istenirse: € > 0 verildiginde o, < — oldugundan N > —— se¢mek yeter; bu N
na ase

yalniz €’a baghdir. m

2
ne 5 dizisinin (0, +o0) tizerinde

Ornek 21.2 (Sifira Kadar Uzanan Aralikta Bozulma). f, (z) = TTna?
ne

diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Cozim. 5
Noktasal limit, onceki ornekteki gibi f(z) = —’tir (x > 0).
x

Her f,, sinirhidir. Tirev
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248 Béliim 21. Uygulamali Ozet

2n(1 — nz?)

P =

1
x = T’de sifirdir; f,, bu noktaya kadar artar, sonra azalir. En biiyiik deger f,, (\/LH) = y/n oldugun-
n
dan 0 < f,(z) < y/n’dir.
Limit sinirsizdir. z — 0% iken — — +00 olur. Siurli fonksiyonlarin sinirsiz limitine yakinsama
x

diizgiin olamaz (Sonug 4.1).

1
Ayni sonug nokta dizisiyle de goriiliir: tepe noktas: z,, = — icin

N
fol@,) = f(z,) =Vn—2vVn=—vn

dizisi 0’a gitmez (Teorem 3.2). B

Sik yapilan hatalar

+ Noktasal limiti bulurken « =0 ya da z =1 gibi 6zel noktalar1 ayirmamak. Limit fonksiyonu
parcaliysa cogu zaman cevap oradan c¢ikar.

N(g)’yi x’e bagh birakmak. N = — gibi bir se¢im noktasal yakinsaklig1 gosterir, diizgiin yakin-

xe
saklig1 gostermez.
« Supremumu yalmz kritik noktada aramak. Kiimenin uclari1 da denetlenmelidir; u¢ kiimeye ait
degilse o ugtaki limit alinur.
+ Diizgiin yakinsaklig1 kiimeden bagimsiz sanmak. [a, +00) tizerindeki olumlu sonug (0, 4+00) i¢in

gecerli degildir.

21.3 Limit, Integral ve Tiirev Yer Degistirir mi?
“Limit ile integral yer degistirir mi?”, “terim terime tiirevlenebilir mi?” tiiriindeki sorularin hepsi ayni

kalibu izler: ilgili teoremin kosulu diizgiin yakinsakliktir ve is o kosulu denetlemeye iner. Asagidaki tablo
dizi, seri ve parametreli integral siiriimlerini bir arada verir.
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Tablo 21.4: Limit, integral ve tiirevin yer degistirme kosullar1

Soru Yeterli kogul Teorem
lim f,, strekli mi? f, stureklive f, = f Teorem 4.2
lim f; fn= f; lim f,, mi? f,, integrallenebilir ve [a, b] iize- Teorem 5.1

(lim f,,)” = lim f; mi?
> f,, strekli mi?
5 =5 f mr

Q2 fn) =22 fp mi?

Kuvvet serisinde ucta limit

. b . . .
lim, fa f(z,y)dz iceri gi-
rer mi?

d b b Of Y
dyfafd:ﬂ—fa aydmml.

Genellestirilmis integralde ayni
islemler

rinde f, =X f

Birnoktada ( f,,(z,) ) yakimnsak
ve fr, g

f,, surekli ve seri dizgiin yakimn-
sak

f,, integrallenebilir ve seri [a, b]
iizerinde diizgiin yakinsak

Bir noktada yakinsak ve tiirev
serisi diizgiin yakinsak

Seri u¢ noktada yakinsak
f dikdortgende siirekli

0
fve —f dikdortgende stirekli
Ay
[c,d]  parametre  araligin-
da: streklilik ve integral
.. +00 . . .
icin [T fdz, tirev igin
J +oo g—f dz diizgiin yakinsak;
tirevde ayrica bir y, icin
f:oo f(z,y,) dx yakinsak

Teorem 6.1, Sonug 6.1

Teorem 8.1

Teorem 8.2

Teorem 8.3, Sonug 8.2

Sonug 9.2

Teorem 19.2

Teorem 19.3

Teorem 20.6, Teorem 20.8, Te-
orem 20.9

Kosullar yeterlidir ama gerekli degildir: diizgiin yakinsaklik olmadan da esitlik bazen tesadiifen korunur
(Ornek 5.4). Bu yiizden “yer degistirmez” demek icin kosulun bozuldugunu gostermek yetmez; iki yani

ayr1 ayr1 hesaplayip farkl ¢iktiklarini géstermek gerekir (Ornek 5.3).

© Dért adimda terim terime tiirev sorusu

1. Capa noktasi. f, () dizisinin yakinsadig1 bir z, bul; cogu zaman x, = 0 ise yarar.

2. Tiirev dizisi. f,,’yi hesapla ve noktasal limiti g’yi bul.

3. Diizgiinliik. | f) (z) — g(x) | farkini z’ten bagimsiz bir sifir dizisiyle smnirla. Tiirev dizisi diizgiin
yakinsamiyorsa teorem uygulanamaz; esitligi dogrudan denetle.

4. Sonug. f = lim f, tiirevlenebilirdir ve f’ = g’dir. Saglama icin f’yi ayrica bulup tiirevini g ile
kargilagtir.

2
Ornek 21.3 (Terim Terime Tiirevin Uygulanmasi). f,(z) = % + cos(nz)

5 dizisi i¢in R tzerinde
n
terim terime tiirev alinabilecegini gosteriniz ve limit fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Cozim. )
Capa noktast. f,,(0) = — — 0; dizi 7, = 0’da yaknsaktur.
sin(nz
Tiirev dizisi. f; (z) = — ( 5 ) olur ve noktasal limiti g(z) = z’tir.
n
Diizgiinliik. Her z € R icin
| sin(nz) | 1
| fal@) —z|=— 75" <5
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oldugundan Teorem 3.1 geregi f; = g (R).
Sonug. Sonug 6.1 geregi (f,,) bir f fonksiyonuna gakmsar, f tiirevlenebilirdir ve f’(x) = z’tir.
cos(nm%

Saglama. 3

< — oldugundan f(z) = %’dir ve gercekten f’(z) = z = lim f; (z) olur. m
n

Fonksiyon Serilerinde Diizgiin Yakinsaklik

Bir fonksiyon serisinin diizgiin yakinsakligi, kismi toplamlar dizisinin diizgiin yakinsakligidir (Tanim 7.4).
Pratikte kismi toplamlarla nadiren ugrasilir; asagidaki sira izlenir.

@ Dért adimda fonksiyon serisinin diizgiin yakinsaklig:

1. Gerek kosul. sup .| f,(z) | = 0 nmu? Degilse seri E tizerinde diizgiin yakinsak olamaz (Sonug
7.1).

2. M-testi. M,, = sup,cg| f,,(x) | bul: ya agik bir esitsizlikle (|sin| <1,z > lise e ™ < e ™) ya
da tirevle. Y M,, yakinsaksa seri mutlak ve diizgiin yakinsaktir (Teorem 7.2).

3. Salimim varsa. ) | M, wraksak ama terim sin(nz), cos(nz) ya da (—1)™ ¢arpani tagiyorsa Dirichlet
testi (kismi toplamlar diizgiin sinirli, 6biir carpan monoton ve diizgiin olarak 0’a gider) ya da Abel
testi (bir ¢carpanin serisi diizgiin yakinsak, 6biirit monoton ve diizgiin sinirlt) denenir (Teorem 7.3,
Teorem 7.4).

4. Olumsuz cevap. Terimler siirekli ama toplam siireksizse seri diizgiin yakinsak degildir (Ornek
8.3).

M-testinde supremum i¢in tiirev almadan 6nce aritmetik ve geometrik ortalama esitsizligine bakmak ¢cogu
zaman yeter: 1 + nz? > 2,/n| z | oldugundan
|z | 1
S _
1+n2? = 2¢/n

olur. Dirichlet testinde kullanilan kismi toplam sinirlart asagidadir (Ornek 7.6).

Tablo 21.5: Dirichlet testi i¢in diizgiin siirh kismi toplamlar

Seri Kismi toplamlarin sinir1 Gegerli oldugu kiime
S (—1)F 1 her yerde
> sin(kz) 1 [0, 2m — §]
sin(d/2)
> cos(kx) 1 [0, 2m — §]
sin(d/2)
sin(nx)

Sinir §’ya baghdir ve 6 — 0 iken biiyiir. Dirichlet testiyle Y

serisi [0, 2m — §] tizerinde diizgiin
yakinsar. Seri her noktada yakinsaktir, ama x = 0’1igeren ya da 0’a ug olarak dayanan bir aralikta diizgiin
yakisamaz: toplam (0, 27) tizerinde , ¢ = 0’da ise 0’dur, yani siireksizdir (bkz. Ornek 8.3).

(o]

T

Ornek 21.4 (Supremumu Tiirevle Bulunan M-Testi). _
n(l + nz?)

serisinin R tizerinde diizgiin
. . . n:1
yakinsak oldugunu gdsteriniz.

Cozim.
Supremum. Terim tek fonksiyon oldugundan = > 0 ile ¢alismak yeter. g(z) = m icin
(z) 1 — na?
T)=—————s
I n(1 4+ nx?)?
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1
olur ve tek kritik nokta z = —"dir. g(0) = 0 ve x — 400 iken g(x) — 0 oldugundan en biiyiik deger

NG
9(1):1/ﬁ_ 1

vn n-2  2n3/2

N

1
olur. Dolayisiyla M 32 almabilir.

Say1 serisi. Z e /2 serisi p = 3 > 1 olan bir p-serisinin katidir ve yakinsaktir.

s aritmetik ve

Sonug¢. Teorem 7.2 geregi seri R iizerinde mutlak ve duz%un yakmsaktlr Ayn1 M,

x
geometrik ortalama esitsizliginden de ¢ikar: <=

n(l+nz?) ~ n 2\/5

Ornek 21.5 (Terim Terime Integralle Bir Say1). S(z) = Z M olsun. / S(z) dz degerini
n= 0
bulunuz.
Coziim.
sin(nz) 1

Diizgiin yakinsaklik.

1
3 Ve > 3 yakmsak oldugundan seri [0, 7] iizerinde diizgiin

3
n
yakinsaktir (Teorem 7.2).
Terim terime integral. Teorem 8.2 geregi integral ile toplam yer degistirir:

/Oﬂs@c)dx:f;%/o’rsm(m)dx:il—;_:m

n=1 n=1

Cift n’lerde pay 0, tek n’lerde 2’dir:
/ S(x)dz = 2 i .,
— (2k—1)* 7 96 48
Tek sayilarin doérdiincii kuvvetlerinin terslerinin toplami Parseval esitliginden gelir (Tablo 21.12). m

21.5 Kuvvet Serileri: Yakinsaklik Kiimesi ve Abel Limiti

Kuvvet serisi sorularinda 6nce yakinsaklik kiimesi bulunur, sonra bu kiime tizerindeki diizgiin yakinsaklik
ya da bir u¢ noktadaki limit sorulur. Yaricap formiilleri igin bkz. Analiz 2.

© Bes adimda kuvvet serisi

1.

Yaricap. > a,(x — zy)" icin R = lim yada R = (bkz. Analiz 2). z%"

1
lim sup ¥/| a,, |

Apt1
gibi atlamali serilerde oran testini dogrudan terimlere uygula.
2.
3. U¢ noktalar. z = z; + R koyup cikan say1 serisini ayr1 ayr1 incele.

4. Diizgiin yakinsaklik. Seri agik araligin kapali her alt araliginda diizgiin yakmsar. Bir ugta
yakinsiyorsa o uca kadar kapali aralikta da diizgiin yakinsar (Teorem 9.1, Sonug 9.1).

5. Ugta limit ve integral. Seri z = z; + R’de yakinsaksa lim,_,, ,r)- S(2) = >_a,R" olur ve
seri uca kadar terim terime integrallenir (Sonug 9.2).
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Tablo 21.6: Ug noktalarda sik ¢ikan say: serileri

Ug noktada ¢ikan sayi serisi

Karar

Arag

1
o
> (=1)"b,,, b, azalarak 0’a gi-
der
Terimler 0’a gitmiyor

> gibi teleskopik

1
n(n+1)
1
Pozitif terimli, - gibi davrani-
n

yor

. = (z—1
Ornek 21.6 (Merkezi Kaydirilmig Bir Kuvvet Serisi). Z % serisinin yakinsaklik kiimesini
n

p > 1 ise yakmsak, p <1 ise
wraksak

Yakinsak

Iraksak

Yakinsak, toplam hesaplanir

Limit karsilastirma ile p-serisine
baglanir

n=1
bulunuz.
Coziim. )
Yarigap. a,, = icin
n 2"
Upyr| n2" _ n
a, | (n+1)2nt1  2(n+1)

p-serisi
Leibniz testi

Gerek kosul

Kismi toplam

Kargilagtirma

n

Ll
2

oldugundan R = 2'dir. Seri | x — 1| <2, yani —1 < & < 3 i¢in mutlak yakinsaktur.

x = 3. Seri

— olur; harmonik seri iraksaktir.

nor - ln
—2)" -1" 1
x = —1. Seri Z %T) = Z (i olur. — azalarak 0’a gittiginden Leibniz testi geregi yakinsaktir;
n 2" n n

mutlak degerler harmonik seriyi verdiginden yakinsaklik sartlidir.

Sonug. Yakinsaklik kiimesi [—1, 3)’tiir. m

Ornek 21.7 (U¢ Noktada Limit). S(z) = Z

Cozim.

(z—1"

n=1

olsun. lim S(z) limitini bulunuz.
n 2" z——1+

t = x — 1 yazalim: seri Y | a,,t" olur, yaricap1 R = 2°dir ve dnceki drnege gore t = —R = —2’de yakin-
saktir. Teorem 9.1 (ii) geregi seri ¢ € [—2, 0], yani z € [—1, 1] iizerinde diizgiin yakinsaktir. Terimler
stirekli oldugundan toplam bu aralikta siireklidir (Teorem 8.1) ve limit, serinin uctaki degerine esittir:

lim §(z)=S(-1)=)_ (=D"

rz——1t

n=1 n

Alterne harmonik serinin toplami i¢in bkz. Agaliz 2.

Saglama. | u | < 1icin —In(1 —u) =) L oldugundan u =
n

1
z — —17 iken bu ifade In 5= In 2’ye gider. m

Fourier Serisini Hesaplamak

r—1

= —In2.

bulunur;

. 2
ile S(z) =1n 3

Fourier serisi sorusu bir integral hesab1 sorusudur: dikkat edilecek yerler periyot, simetri ve kismi integ-
rasyondaki smir terimleridir. Kitabin dort adimlik recetesini (Tanim 10.3) aralik tiriinti de kapsayacak

bi¢imde genigletelim.
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21.6 Fourier Serisini Hesaplamak 253

© Bes adimda Fourier serisi

T
L. periyot ve aralik. Periyot T = 2L ise L = —’dir. T = 27 ise L = 7 ve formiiller cos(nz),
nr

sin(nz) ile yazilir; degilse cos % sin < ile (Tanim 10.4). Fonksiyon [0, 1] ya da [0, L] iizerinde
verilip siniis ya da kosiniis serisi isteniyorsa Boliim 21.8 kesimine geg.

2. Simetri. f tekse biitiin a,, = 0, ¢iftse biitiin b,, = 0’dir ve kalan katsay1 yarim araliktaki integralin

iki katiyla hesaplam{ (Onerme 10.2). Parcali fonksiyonlarda simetriyi grafikten denetle.
1
" agayrL ay = I f(z) dz; a,, i¢in bulunan kapali ifadede n’ye bélme oldugundan oraya n =
-L
0 konamaz; g integralden ayrica hesaplanir.

4. a,, ve b,,. Parcali fonksiyonda integrali parcalara bol; f = 0 olan parcalar diiser. Kismi integ-
rasyonda u polinom, dv trigonometrik olsun. Carpim bicimli integrandlarda (zsinz, |sinz
cos(3x) cos(nz)) carpimi toplama cevir ve paydayi sifirlayan n degerini (n = 1 ya da n = 3 gibi)
ayrica hesapla.

5. Sadelestir ve yaz. sin(nn) = 0, cos(nm) = (—1)™ kullan; katsay: tek ya da cift n’de sifirlaniyorsa
seriyi n = 2k — 1 ya da n = 2k ile yeniden yaz.

5

Tablo 21.7: Fourier katsay1 formiilleri

Durum a, b,
27 periyot 1 " l " ;
f(z) cos(nz) dz f(z)sin(nz) dz
n —T n —T
2L periyot L F(z) cos 22 4z 1 /L f(@)sin 77 der
L), L L), L
. . 2 ™
Cift f, 2m periyot _/ £(z) cos(nz) dz 0
™
0

Tek f, 27 periyot 0 2 / f(z)sin(nz) dz
T
0

Seri her durumda % +>_ (@ cos(:) + b, sin(+) ) bi¢imindedir; sabit terim a, degil %’dir. Hesapta en
cok su degerler ve hazir integraller kullanilir (n > 1 tam sayu).

Tablo 21.8: Tam say1 katlarinda trigonometrik degerler

Ifade Deger

sin(n) 0

cos(n) (=)™

1—(=n" cift n igin 0, tek n icin 2

sin % cift n icin 0; n = 2k — 1 icin (—1)k+1
cos n?ﬁ tek n igin 0; n = 2k igin (—1)*
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Tablo 21.9: Fourier hesabinda hazir integraller

Integral Deger

T 1—(—=1)"
/ sin(nz) dz 1=E=D"
0 n

4 1)1
/ x cos(nz) dz ( )2

0 n

™ n+1
/ zsin(nz) dz (-1 il
0 n

™ 2(—1)"
/ 22 cos(nz) dx ( 2) T
0 n

5 1t (1)

dz, 1

/0 sin x cos(nz) dz, n # T

Carpimui toplama ceviren ti¢ 6zdeslik:

1
sinacosb = 3 [sin(a + b) + sin(a —b) |,
cosacosb = % [cos(a+b) + cos(a—D) |,
1
sinasinb = 3 [cos(a—b) —cos(a+D) ] .

Bir trigonometrik polinom kendi Fourier serisidir (Teorem 10.1). Ornegin cos(3x)’in serisi yalniz cos(3x)

2

terimidir, sin” z’in serisi de 373 cos(2x)’tir; integral hesaplamaya gerek yoktur.

Ornek 21.8 (Sag Yarida Azalan Dogru).

f(:r)={0’ “T<T<0 ey om) = f(a)

T—x,0<z<m
fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.
Cozim.

Simetri. f ne tek ne cifttir; iki katsay1 ailesi de hesaplanir. (—, 0) parcasinda f = 0 oldugundan biitiin
integraller [0, 7] tizerine iner.

ag.
1 (7 1 o 7
== —z)dr=—- —=—.
ag = — /0 (r—z)dx 5=y
sin(nx)
a,.u=m—z,dv=cos(nz)dr alahm; du = —dz, v = :
n
T (m — ) sin(nz) 1
(m — ) cos(nz) dx = + — s1n(nx) dz
n
0
= 0 + n2
1—(—1)" 2
Dolayisiyla a,, = (—2) tek n i¢in —, cift n i¢in 0.
™
b,,-u=m—x,dv = sin(nz) dr alahm; v = —M:
n
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/0ﬁ<7r _ 2)sin(nz) dz — —w]ﬂ - %/Oﬂ cos(nz) dz

n
0

1
Dol lab, = —.
olayisiyla b, = —

Seri.

Sik yapilan hatalar

* Sabit terimi a, yazmak. Serinin sabit terimi %’dir; yukaridaki 6rnekte %

* ay’1, a,, icin hesaplanmis kapali ifadeye n = 0 koyarak bulmaya calismak.

« 2L %eriyotlu fonksiyonda L yerine periyodun kendisini kullanmak. f(z + 4) = f(x) ise L = 2’dir.
* sin 7’yi 0 sanmak. Yalniz sin(n) her n i¢in sifirdir.

« zsinz ya da |sinz | gibi integrandlarda paydasi 1 — n olan terimi n = 1 i¢in de kullanmak; a,

ayrica hesaplanir.
« Tek ya da cift fonksiyonun integralini [0, 7]’ye indirirken 2 ¢arpanini unutmak.

Fourier Serisinin Toplami: Dirichlet Teoremi

Fourier serisi bulunduktan sonra ¢ogu zaman “seri su noktada neye yakinsar?” ya da “buradan su say1
serisinin toplamini bulunuz” diye sorulur. Cevap, periyodik genislemenin o noktadaki sag ve sol limitle-
rinin ortalamasidir (Teorem 12.3, Sonug 12.2).

© U¢ adimda seri toplam

1. Periyodik genislemeyi ciz. Parcalarin birlesme noktalarini ve periyodun uglarini isaretle; bura-
larda sicrama olup olmadigina bak.
2. Noktanin tiiriinii belirle. Asagidaki tablodan serinin o noktadaki toplamini oku.

3. Seriye koy. Secilen x degerini seriye yaz; cos(nt) = (—1)", sin n?ﬁ gibi degerlerle say1 serisini

sadelestir ve aranan toplami yalniz birak.

Tablo 21.10: Parcali diizgiin bir fonksiyonun Fourier serisinin toplami

Nokta Serinin toplami

f’nin siirekli oldugu i¢ nokta f(z)

I¢ sigrama noktasi z,, f(zg+0) + f(zg —0)
2

x = +m (27 periyot) f(=m+0)+ f(x —0)
2

Kosiniis serisi, z = 0vex =7 f(O+0)ve f(r—0)

Siniis serisi, t =0vex =7 0

Hangi noktanin secilecegini aranan seri belirler:

Acik Matematik - acik-matematik.com 255 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.8

256 Béliim 21. Uygulamali Ozet

+ Kosinislii katsayilarda (—1)™ ¢arpam varsa = 7 segilir; cos(nn) = (—1)" ile carpilinca isaretler
kaybolur ve isaret degistirmeyen toplam ¢ikar.

« Katsayilarda (—1)" yoksa x = 0 isaret degistirmeyen toplami, z = 7 alterne toplam verir.

* Siniisli terimler z = 0 ve z = m’de sifirdir; siniislii katsayilardan bir toplam elde etmek i¢in 2 = g

uygundur ve tek indisli alterne toplamlar ¢ikar.

Ornek 21.9 (Tek Sayllarla Alterne Toplam). Ornek 21.8 drnegindeki serinin z = g noktasindaki
1)k+1

toplamindan yararlanarak Z oh—1

toplamuini bulunuz.

Cozim.
Toplam. Periyodik genisleme par¢ali diizgiindiir; z = g noktasinda f siireklidir ve f(%) = g’dir.
Dolayisiyla seri bu noktada E’ye yakinsar (Sonug 12.2).

(2k— 17

Seriye koy. cos = 0 oldugundan kosiniislii terimlerin hepsi diiser. Siniislii toplamda cift

n’ler i¢in sin % =0,n =2k — 1 i¢in sin % = (—1)FVdir:

T o) k+1
a=1t ,; o
Sonug.

i 1)k+t 1 1 ™
1l——4+ === —.
£~ 2k 3 5 4

Aymi seri bagka noktalarda da bilgi verir. £ = 0 bir sigrama noktasidir: f(04+0) =7, f(0—0)=0
oldugundan seri E’ye yakinsar ve sintisli terimler sifir oldugundan

T T 2 & 1 w2

TSt St

k| 2k— D2 242k 12 8

bulunur. z = w’de ise f(m — 0) = 0 = f(—=n + 0) oldugundan genisleme siireklidir ve seri 0’a yakinsar.
Siniis ve Kosiniis Serileri
Fonksiyon yalmiz [0, 7] ya da [0, L] iizerinde verilmisse ve siniis ya da kosiniis serisi isteniyorsa f dnce

tek ya da ¢ift genigletilmis gibi diigtintliir (Tanim 14.1). Genislemeyi acgikca yazmak gerekmez; formiiller
yalniz [0, 7] tizerindeki degerleri kullanir (Tanim 14.2).

© Dért adimda yarim aralik acilimi

1. Seriyi se¢. Kosiniis serisi ¢ift gem@lememn siniis serisi tek genislemenin Fourier serisidir.

" Katsayilar. Kosiniis icin a, = / f(z cos—dx (ap ayr1), sinis icin b, =

/ f(z sm — dx L = 7 ise kesirler sadelesir (Tanim 14.3).

3. U(;larda toplam. Igerlde seri f’ye ya da sigramada ortalamaya, kosiniis serisi uclarda f(0 + 0) ile
f(L — 0)’a, siniis serisi uglarda 0’a yakinsar (Teorem 14.1).

4. Diizgiin yakinsaklik. Genisleme siirekli ve parcali diizgiinse seri diizgiin yakinsar (Teorem 13.2).
Kosiniis serisi i¢in f’nin [0, 7] iizerinde siirekli olmasi yeter; siniis serisi igin ek olarak f(0) =0
ve f(m) = 0 gerekir.
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Tablo 21.11: Kosiniis ve siniis serilerinin karsilastirmasi

Kosiniis serisi

Siniis serisi

Genisleme Cift: f(—z) = f(z) Tek: f(—z
Katsay1 (L = 7) / #(z) cos(nz) / f(z
z = 0’da toplam f(0+0)
x = m’de toplam f(mr—0) 0
Diizgiin yakimsaklik i¢in f stirekli ve parcali diizgiin Ek olarak f(0) =
Ornek 21.10 (Cadir Fonksiyonunun Siniis Serisi).
T, 0<r < g
flz) = {w—m,% <z<mT
fonksiyonunun [0, 7] iizerindeki Fourier siniis serisini bulunuz.
Cozim.
b, = —(I; + L) olsun; I, ve I, iki parcadaki integrallerdir.
™
I,.u =z, dv =sin(nz) dz:
7T/2 1
I = /0 zsin(nz) de = 7% cos n?n' + —5 sin n77r
I,. u=m —z, dv = sin(nz) dz:
— & 1 (™
I, = [_w] 1 / cos(n) dz
n /2 n /2
= cos nr + ! sin
S 2n 2 27 2
Toplam. Kosiniislii terimler birbirini gotiirir
2 2 nmw 4 nm
b,=—+—sin— = —sin—.
T n? 2 7n? 2
Ciftnicinb, =0,n =2k —1licinb, = A-1)* “dir:
f % =00= ¢ "ok —1)2
1)k+1

%Z ok — sm((2k—1)m).

k=

=—f(z)

SlIl nx

f(m)=0

Ornek 21.11 (Siniis Serisinin Diizgiin Yakinsaklig1). Ornek 21.10 érnegindeki siniis serisinin [0, 7]

izerinde f’ye diizgiin yakinsadigini gosteriniz.

Coziim.

Diizgiin yakinsaklik. Her « igin
4(71)k+1 4
————sin( (2k—1 <—
reh 1z (k=) < T
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1
ve Y, m yakinsak oldugundan seri R tizerinde diizgiin yakinsaktir (Teorem 7.2).

Toplam f’dir. f stirekli ve parcali diizgiindiir; f(0) = f(7) = 0 oldugundan tek genislemesi 0 ve £
noktalarinda da siireklidir. Teorem 14.1 geregi seri (0, 7) icinde f(x)’e, uglarda 0 = f(0) = f(7)’ye
yakinsar. Yani diizgiin yakinsamanin limiti [0, 7] izerinde f’dir. Ayni sonug Teorem 13.2 ile de ¢ikar. m

(2k—1)m

Bu seri x = g’de f(5) = g’ye esittir. sin = (—1)**! oldugundan isaretler karelenir ve g =

4 1 2
— Z —— bulunur; W— toplamui bir kez daha elde edilir.
T (2k —1)2 8

Parseval ve Bessel ile Seri Toplami

Dirichlet teoremi katsayilarin kendisini toplar, Parseval e§itli%i karelerini (Teorem 13.4). Bu yiizden bir
Fourier serisinin katsayilari o gibiyse Dirichlet teoremi » ) tiiriinden, Parseval esitligi > v tlriin-

den toplamlar verir.

© Dért adimda Parseval ile seri toplami

2
L Katsayilar. a, a,,, b, hazir olsun; sol yan % + (a2 + b2 ) dir.

1 /™ 2 [T
2. Sag yan. — / f(x)? dx. Siniis ya da kosiniis serisinde ya da f tek veya ciftse bu — / f(z)?dx
T 7T
. 0

1 L
olur. 2L periyotta I / f(x)? dx yazilw.
L

3. Esitle. Parseval egitligi_igin f’nin parcali siirekli olmas: yeter; siireklilik ya da diizgiin yakinsaklik
gerekmez.
4. Yalniz birak. Aranan toplamui ¢ek; tek ve cift indisleri ayirma hilesiyle baska toplamlara geg.

1 1
Tek ve ¢ift indisleri ayirma. S =3 — veT = P @h—1)p olsun. Cift indisli terimlerin
n>1 g > _

S
toplami % oldugundan

S 2P
S=T+ — S =
+ 20’ 2r —1
2 4 72 2 4 1 4 4
olur.p =2i¢in T = 7r—’denS - _ ﬂ-—,p =4icinT = 7T—’danS = —6 T cikar. Alterne
8 (_31)n8r1 6 99 a2 96 15 96 90
toplam d 1 lir: ) ———=8——=—.
oplam da ayni yoldan gelir: Y 3 1 12
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Tablo 21.12: Fourier serilerinden elde edilen klasik toplamlar

Fonksiyon ve yontem Ayrint1

g
)
—
o)
g
)
(¢
[0]°8
o
—

22, x = m’de toplam Ornek 12.4

22, x = 0’da toplam Ornek 12.4
| |,z =0datoplam  Ornek 12.3

T, T = g’de toplam Ornek 12.1

,_.
(TSN Ool:lm Slﬂm mlﬂm

Z 1 |sinz |, £ =0’da top- Alistirma 12.3
4k2 —1 lam
1 4 x2, Parseval Alistirma 13.4

Ornek 13.4

H
g% 813

Ornek 21.12 (Cadir lig)nksiyonunda Parseval). Ornek 21.10 &rnegindeki siniis serisine Parseval

1
esitligini uygulayarak Z o7+ toplamni bulunuz.
£~ (2k —1)

Coziim.
Neden uygulanir? Siniis serisi, f’nin tek genislemesinin Fourier serisidir. Tek genisleme [—, 7]
iizerinde siireklidir, dolaylslle.;:l parcali siireklidir ve Teorem 13.4 uygulanir. Tek geniglemenin karesi

cift oldugundan sag yan — [ f(x)? dx’tir.
T

° 16 b — 0.

22k —1)4 2 T

> 16 1
;bizﬁg(%—l)‘l

Sag yan. f,z = g’ye gore simetrik oldugundan iki par¢anin integrali egittir:

Solyan.a, =0vebs, | =

2 /2 4 m  r?
/f e B
Esitle.
LD SINENN . S
s ( 2k—1 6 = (2k—1)* 96
|

Bessel esitsizligi Parseval esitliginin “<” stirimiidiir ve integrallenebilir her fonksiyon icin gecerlidir

(Teorem 11.2). Iki pratik sonucu var(dlr )Fourler katsayilar1 0’a gider (Sonuc 11.2), ve Y (a2 + b2) raksak
sin(nz

N

olan bir trigonometrik seri, > gibi, integrallenebilir hicbir fonksiyonun Fourier serisi olamaz

(Ornek 11.3).
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21.10 Genellestirilmis Integralin Yakinsaklig:

Bu tir sorularda integral cogu zaman hesaplanamaz; istenen yalniz yakinsaklik karari ve gerekgesidir.
Kararin buytik kismi, integrandin sorunlu noktalarda hangi kuvvet gibi davrandigini gérmekten ibarettir.
Once integralin tipini belirlemek gerekir.

Tablo 21.13: Genellestirilmis integral tipleri

Tip Sorun Tamim Ornek
. b 0 dx
L. tip Sinir sonsuz lim (Tanim 15.1) / =
b—+o00 1 x
a
. . . b 1
- dz
II. tip Fonksiyon bir ucta s-- . (Tamm 17.1) / dx
nirsiz t—at J, 0 VT
I¢ tekil nokta Fonksiyon (a, b) icinde Iki parcaya ayrilir (Ta- ' dz
SINIrs1Z nim 17.2) . N3
III. tip Sonsuz smir ve tekil Her parcada tek sorun oo dz
nokta birlikte (Tanim 17.5) 0 Vr(l + x)

@ Alt1 adimda yakinsaklik karar1

1
1. Sorunlu noktalar listele. Sonsuz uclar ile payday: sifirlayan, Inz ya da — gibi smirsizlik
x

doguran noktalar1 yaz. Her adayda limiti al: limit sonluysa nokta yalmz gériniirde tekildir ve o
yandaki parca siradan bir integraldir (Onerme 17.1).

2. Parcala. Aralig1 her parcada tek sorun kalacak bigimde bol; ara nokta (¢ogu zaman 1) serbestce
secilir. Biitiin parcalar yakinsaksa integral yakinsak, biri bile iraksaksa 1raksaktur.

3. Isarete bak. Parcada f > 0 ise karsilastirma ve kuvvet testleri dogrudan uygulanir; f < 0 ise —f
ile caligilir. fsaret degisiyorsa énce | f | ile mutlak yakinsaklik denenir (Teorem 16.5).

4. Kuvveti bul. Sonsuzda 2? f(x), tekil nokta a’da (z — a)? f(x) limitini sonlu ve pozitif yapan p’yi
bul. Baskin terimleri ve denklik tablosunu kullan. Karar: sonsuzda p > 1, tekil noktada p < 1 ise
yakinsak; aksi hélde wraksak (Sonuc 16.1, Sonug 17.1).

5. Limit 0 ya da oo ¢ikarsa. Logaritma ya da tstel carpan varsa p’yi biraz kaydir: sonsuzda | = 0
ve p > 1 ise yakinsak, [ = 400 ve p < 1 ise wraksak. Tekil noktada ayni kural p < 1 ve p > 1 ile
isler.

6. Salinim. sin, cos ¢arpani varsa ve | f | ile sonug alinamiyorsa Dirichlet testi (F'(b) = f: f swurly,
6biir ¢arpan monoton ve 0’a gider) yla da Alzgl ’Sesti uygulanir (Teorem 16.6, Teorem 16.7). Sarth

— cos(2z

yakinsaklik icin |sinz | > sin? z = 5

esitsizligi kullanilir.

Kuvvet testinin 6lciisii olan integraller ve kararda sik kullanilan &biir kiyas integralleri asagidadir.
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21.10 Genellestirilmis Integralin Yakinsaklig 261

Tablo 21.14: Kiyas integralleri

Integral Yakinsak oldugu durum Ayrinti
+o0o
dx
/ ) p>1 Teorem 15.2
xrP
a
/b dx p<l1 Teorem 17.1
, @—ap
+o0

t>0 Ornek 15.6

/+Oo her p Ornek 16.5
1
J

zPe T dx
" —d:r p>1 Alistirma 16.3
z(lnx)P
' Inzdx yakinsak, degeri —1 Ornek 17.7
0
/*00 sinz dz p > 1 mutlak, 0 < p < 1 sarth Tablo 16.2
xP

Tekil noktadaki davranigi bulmak i¢in standart limitlerden gelen denklikler kullanilir. Tablodaki her satir,
x — 0 iken iki ifadenin oraninin 1’e gittigini séyler; dolayisiyla limit karsilastirma testinde sol siitun sag
siitunla degistirilebilir (Teorem 17.5).

Tablo 21.15: Sifir yakininda denklikler

z — 0 iken Gibi davranir z — 0 iken Gibi davranir
sinz, tanzx T 1—cosz 1"_2
2
arcsinz, arctanxz 1+2)*—1,a#0 az
In(1+ z) x e’ —1 x

Sonsuzda ise li¢ siralama yeter: her € > 0 ve her m icin In z, z°’dan; 2™ de e”’ten yavas biiylir. arctan =
sonsuzda E’ye gider, yani sabit gibi davranir. Integrandin gériiniisiine gére test segimi séyle yapilir.

Tablo 21.16: Integrandin bicimine gore test segimi

Integrandin goriiniisii Onerilen yol

Rasyonel ya da koklii ifade Kuvvet testi: pay ve paydanin baskin dereceleri-
nin farki p’yi verir

In z ¢arpani Kuvvet testi, p biraz kaydirilarak ({ = Oyadal =
400 durumu)

€% carpani 22f(z) — 0ile p = 2 secilir

sin z, cos x ¢arpani ve bir kuvvet Once |sinz | < 1 ile mutlak yakinsaklik; iglemez-
se Dirichlet testi

Monoton ve sirli bir ¢arpan (arctan z, e /%) Abel testi ya da siurla kargilagtirma

Tekil noktada sin, 1 — cos, In(1 + -), arctan Denklik tablosuyla kuvvete indirgeme
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0 In(1 +z)

32 dz integralinin yakinsak
x

Ornek 21.13 (Iki Ucu Sorunlu Logaritmali Integral). /
0

oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Sorunlu noktalar. Sinir sonsuzdur ve x — 0% iken integrand smnirsizdir:

In(1+2z) In(l+z) 1 In(1+ z) 1 1
32 x vz’ T BV

Bu bir IIL tip integraldir; z = 1’de bélelim:
+oo 1 +o00
[T [ [
0 0 1

1
I, (tekil nokta 0). Denklik tablosundan In(1 + ), z gibi davranur; integrand z~*/2 gibidir. p = 3 ile

Iki parcada da integrand pozitiftir.

lim z'/2 —ln(l +2) = lim —ln(l +2) =1
z—0t x3/2 xz—0t T

1
olur.0 <1< +oovep = 3 < 1 oldugundan I; yakinsaktir (Sonug 17.1).
3
I, (sonsuz ug). p = 2 secilirse z3/2 f(z) = In(1 4 ) — 400 olur; bu durumda test yalmz p < 1 igin

5
karar verir. p’yi biraz kiiciiltelim, p = &

. In(1+x) . In(1+42)
5/4 3 T2 =
m 232 sttt gl/4 0.
5
Limit O ve p = 1 > 1 oldugundan I, yakinsaktir (Sonu¢ 16.1 (ii)).

Sonug. Iki par¢a da yakinsak oldugundan integral yakinsaktir. B

400 :
Ornek 21.14 (Sarth Yakinsak Salinimli Integral). / Sl% dx integralinin sarth yakinsak oldu-
T
0

gunu gosteriniz.

Cozim. . )
sinz  sinx
NG T

1 +oo
Iidar; / siradan bir integraldir (Onerme 17.1). Yalniz / incelenir.
0 1

Goériiniirde tekil nokta. v/ —1-0=0 (z — 0"). Integrand (0, 1] {izerinde sinir-

VT

1 b
Yakinsaklik. f(z) = sinz ve g(x) = — alahm. F(b) = / sin x dz integrali cos 1 — cos b’ye esittir
1 +oo
ve | F(b) | < 2’dir; g azalandir ve 0’a gider. Dirichlet testi geregi /
1

sin x

NG

dx yakinsaktir (Teorem

16.6).
Mutlak yakinsak degil. | sinz | > sin? z oldugundan
|sinz | _ sin®z 1 cos(2x)
N R NN
+o00 ) +o00 d 1
/ cos(2z) dx yine Dirichlet testiyle yakinsaktur, 2 e p = = < 1 oldugundan raksaktir.
2\/x L 2V 2

+0 sin® z
dx yakinsak olsaydi
/1 v
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1 sin?z  cos(2x)

oz vz | avE

+o00 dx
esitligi geregi iki yakinsak integralin toplami olarak / EWr de yakinsak olurdu. Oyleyse
z

sin® z Fob |sinz |

Sonug. Integral yakinsak ama mutlak yakinsak degildir: sartli yakinsaktir (Tanim 16.1). B

+00 Lin2
dx de wraksaktir (Teorem 16.3).

dx waksaktir ve karsilastirma testi geregi /

1—coszx

3 dz integralinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

/2
Ornek 21.15 (Denklikle Iraksaklik). /
0

Cozim. )

Tekil nokta. Tek sorunlu nokta x = 0’dir; denklik tablosundan 1 — cos z, % gibi davrandigindan
1

integrand % gibidir ve siirsizdur. (0, 7] tizerinde integrand pozitiftir.
T

Kuvvet testi. p = 1 ile

. 1—-coszx . 1—cosz 1
lim T —s— = lim — =3
z—0+ x z—0+ T 2

olur. Limit sonlu ve pozitif, p = 1 > 1 oldugundan integral iraksaktir (Sonu¢ 17.1). m

Sik yapilan hatalar

2
d
Tekil noktayr gérmeden Newton-Leibniz formilini uygulamak. / ﬁ icin ilkelden —2
r—
0

bulunur oysa integral raksaktir; = 1 i¢ tekil noktadir (Tanim 17.2).

/ integralini hm / olarak hesaplamak. Bu Cauchy temel degeridir; integral yakinsak

olr;cz;sa da var olablhr (Tamm 15.3).

» Kuvvet testini sonsuzda ve tekil noktada ayni esikle kullanmak. Sonsuzda p > 1, tekil noktada p <
1 yakinsaklik verir.

« Isaret degistiren bir integrandda karsilagtirma testini dogrudan uygulamak. Test negatif olmayan

« Limit 0 ¢iktiginda p < 1 ile ya da limit +o0 giktiginda p > 1 ile karar vermek. Bu iki durumda test
sonug vermez; p kaydirilir.
« III. tip integralde yalniz bir parcay: incelemek. Biitiin parcalar ayri ayr1 yakinsak olmalidir.

Gamma ve Beta Fonksiyonlariyla Hesap
“Gamma fonksiyonuyla yaziniz” ya da “Beta fonksiyonundan yararlanarak hesaplayimiz” diyen sorular,

integrali bir degisken degistirmeyle tanim kalibina sokmayi ister. Dért adimlik recete Euler integralleri
béliimiindedir; burada formiilleri ve kaliplari tek yerde topluyoruz.
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264 Béliim 21. Uygulamali Ozet

Tablo 21.17: Gamma ve Beta formiilleri

Ifade Esiti Kosul Ayrint1
I'(a) /+oo e do a>0 Tanim 18.1
0
INa+1) al'(a) a>0 Teorem 18.2
I'(n+1) n! n > 0 tam say1 Teorem 18.2
1 3 5 ~
F(E)’ F(§>, F(i) ﬁ’ \/T%’ Sf Onerme 18.4
I'(n+1 (2n)! n > 0 tam say1 Onerme 18.4
( 2) Tl VT
/+OO et o1 gy I'(a) t>0,aa>0 Teorem 18.2
ta
0
1
Bz, y) / (1 — t)vt dt z,y>0 Tanim 18.2
0
B(z,y) I'(z)T(y) z,y >0 Teorem 18.4
I'(z +y)
B(m,n) (m—1)!(n —1)! m,n > 1 tam say1 Onerme 18.3
(m+mn—1)!
/2 1 /im+1 n+1 _
$in™ 9 cos™ 6 do _5< , ) m,n > —1 Sonucg 18.1
2 2 2
0
/+0<> e dz ﬁ Sonuc 18.3
0 2

Sik goriilen kaliplar ve onlari tanim kalibina sokan degisken degistirmeler asagidadir. Her satir, ilk
stitundaki doniigiimle bir satir hesapla elde edilir.

Tablo 21.18: Euler integrallerine gotiiren kaliplar

Integral Do6ntisiim Sonug
oo _ .k 1 m+1
m —az* u=az
/0 e dx ka(m“)/kr( 2 )
+00 o 'm+1
/ (x—c)me " dx t=z—c e %
1 — ot F(n+1)
m(__ n T =e€ —_—~ 7
/0 2™ (—Inz)" dx (m+ 1)+
/Cl”m(c—:r)”d:v T =ct ™ B(m 4+ 1,n + 1)
0
/C 2™ (c? — 22)" da x = csinf sin, cos kuvvetleri, Sonu¢ 18.1
0

Kosullar: 1. satirda a,k > 0 ve m > —1; 2. satirda a > 0 ve m > —1; 3. satirda m > —1 ve n > —1; 4.
satirda ¢ > 0 ve m,n > —1. Yani Gamma’'nin argiiman: ve Beta’nin iki parametresi pozitif olmalidir;
degilse integral wraksaktir (Teorem 18.1, Teorem 18.3).

+oo
Ornek 21.16 (Otelenmis ve Olceklenmis Gamma). Vz — 2e73* dz integralini Gamma fonk-

2
siyonu yardimiyla hesaplayiniz.
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Cozim.

Oteleme. t =z — 2alalm;x =2 =t =0,z — +00 = t — 400 ve e 3% = e %¢73 olur:

+o00 +o00
vV —2e 3% dy =e " / t1/2e-3t d¢.

2 0

. 1 3
Olgekleme. Kalipta v — 1 = 7 yani o = 5 ve t yerine 3 vardir. Teorem 18.2 (5) geregi

/+OO t1/2673t dt = F(%) _ ﬁ/2 _ ﬁ )
0 33/2 3\/§ 6\/§

Sonug.
+oo VT V3r
Vo —2e 3% de = = —.
/2 T —2e x 6/3c0  18¢8
|

1
Ornek 21.17 (Logaritmanin Kuvvetiyle Gamma). / 2?(Inz)* dz integralini Gamma fonksiyonu
0

yardimiyla hesaplayiniz.

Cozim.

Déniisiim. z = e alalm: Inz = —¢,dz = —e tdt; 2 — 0T ikent — +00, z = 1 ikent = 0:

1 0 +00
/ r?(lnz)* dx = / e 2ttt (—e t) dt = / tte 3t dt.
0 +oo 0

(Inz)* = (—t)* = t* oldugundan isaret sorunu ¢ikmaz.
Gamma. Kalipta o« = 5 ve ¢ yerine 3 vardur:

oo r(s) 4 24 8
/ pettgp = DO - A _ 2
0

35 243 243 81

2
Ornek 21.18 (Trigonometrik Déniisiimle Beta). / 22V4 — 22 dx integralini Beta fonksiyonu
0

yardimiyla hesaplayimiz.

Coziim.
Doniisiim. = 2sin 6 alalim; dz = 2 cos 0 df, V4 — 22 = 2 cos 0 ve 6, 0’dan g’ye gider:

2 /2 /2
/ x2v4—a:2da:=/ 4sin20~2c050'20089d0=16/ sin? 6 cos? 6 d6.
0 0

0

Beta. Sonuc 18.1ilem =n = 2:

16-26(2.2) =s. i)
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Leibniz Formiilu

Sinirlar1 da integrandi da parametreye bagl bir integralin tiirevi Leibniz formiliiyle bulunur (Sonuc 19.1):

d v(y) v(y) P
2 rewde= [ wyyde
Y Jugy) uly) %Y

+f (v(y),y )v'(y) = f (u),y ) ().
Formiil {i¢ parcalidir: integrandin tiirevinden gelen i¢ kisim ve iki sinur terimi. Sinirlar sabitse yalmz i¢

kisim kalir (Teorem 19.3); integrand y’ye bagh degilse yalniz sinir terimleri kalir ve formiil analizin temel
teoremine iner.

0 Bes adimda Leibniz formili

1. Rolleri ayir. integral degigkeni x, parametre y’dir. f(z,y), u(y) ve v(y)’yi agikca yaz.

* Kosullar1 denetle. f ve ——, z’in aldig1 degerleri ve ilgilenilen y degerlerini iceren bir dikdért-

Ay
gende siirekli; u ve v tiirevlenebilir olmalidir. Sorun ¢ikaran y degerlerini (payday: sifirlayanlar,
logaritmanin tanimsiz oldugu yerler) digsarida birak.

- I¢ kisim. 30 ’vihesapla ve &’e gore integralle. Logaritma ve arktanjant iceren integrandlarda tiirev
Y

cogu zaman rasyonel bir ifadeye sadelesir.

4. Sinir terimleri. f’de x yerine iist sinir1 koy ve v’ (y) ile carp; alt sinir1 koy ve u’(y) ile ¢arpip
cikar. f’deki y’ler aynen kalir.

5. Topla ve sadelestir. Logaritmalar1 birlestir; miimkiinse bir y degerinde sayisal ya da dogrudan
hesapla saglama yap.

v In(1 + zy)
x

Ornek 21.19 (Logaritmali integrandla Leibniz Formiilii). y > 0 icin F(y) = / dz

y
olsun. F’(y)’yi bulunuz.

Cozim.
In(1 + zy)

Roller ve kosullar. f(z,y) = ,u(y) =y, v(y) = .0 < ¢ < d olmak iizere y € [c, d] igin

smurlar pozitif bir kapali aralikta kalir. > 0, y > 0 bolgesinde f ve

of 1 x 1

Ky(w’y)zg.l—i—xy: 1+zy

stireklidir; Sonug 19.1 uygulanur.
i¢c kisim.

3

y 4y _ 2
/ dx zi[ln(l-i-:cy)]ii??js:ln(l—'_y) ln(l—l-y).

1+zy Y
.. In(1 4 In(1 2
Sinir terimleri. Ust sinirda f(y2,y) = n(_—gy) ve v’ (y) = 3y?; alt smirda f(y,y) = nd+y") ve
Y Y
u(y) =1
3In(1+ y* In(1 + ¢
F@Py) -3y — flyy) - 1= ( )_ Il )
Y Y
Toplam.

41n(1 +y*) —2In(1 + y?) 2, (1+y*)?
= = —-—In—-—.

F/
(y) ” T

Ornegin F’(1) = 2In 2 ~ 1,386°dir; F’nin saysal tiireviyle ayni deger bulunur. m

Acik Matematik - acik-matematik.com 266 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

21.13

21.12 Leibniz Formilu

267

Sik yapilan hatalar

« Sinur terimlerini v’ (y) ve v’ (y) ile carpmay1 unutmak.

« Sinur teriminde x yerine sinir1 koyarken f’deki y’yi de degistirmek ya da tam tersine z’i birakmak.

f(v(y),y) yalmz y’ye bagh bir ifadedir.

* I¢ kisimda 9z almak. Turev parametreye, yani y’ye goredir.

x
+ Sabit sinurli bir integralde sinuir terimi eklemek. Sinirlar y’ye bagh degilse v' =« = 0’dur.
« In(1 + zy) gibi ifadelerin y’ye gore tirevinde i¢ tiirevi (z) unutmak.

Integral Isareti Altinda Tiirev ve Sira Degistirme

flkeli temel fonksiyonlarla yazilamayan bir integral, bir parametre ailesinin iiyesi yapilarak hesaplanabilir:
ya tiirev alinir ve tiirevin integrali kolaydir, ya da integrand bir bagka integral olarak yazilip sira degisti-
rilir. Bes adimlik regete Parametreye bagh genellestirilmis integraller béliimiindedir; asagidaki tablo hangi

kalipta hangi hilenin ige yaradigini gosterir.

Tablo 21.19: Parametre ekleyerek hesap kaliplari

Integrandda gériilen Hile Ayrint1
b a b -
x’—z
/ x¥ dy olarak yaz ya da z¥ ile Ornele 19.6
Inz .
tirev al
e~ T _ e—bz b
o / e ™ dy olarak yaz, sirayi Teorem 20.8
degistir
In(1+y-), arctan(y -) y’'ye gore tirev al; y = 0’daki Teorem 19.3
deger bilinir
sin z €% carpani ekle, tiirev al Ornek 20.15
x

Bu hesaplarda sik ¢ikan sonugclar:
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Tablo 21.20: Sik kullanilan integral degerleri

Integral Deger Ayrinti
/+Oo e~ dg 1 y>0 Ornek 15.6
0 Y
+o0 y
/ =Y cos x d Tty ——y>0 Aligtirma 20.6
0
+o0 1 ..
e "Ysinrdr LY > 0 Ornek 20.15
0 T+y?
T sing d T Ornek 20.15
z 2
0
/+°°sin(—my)dx y>015e2,y—013e0 y<0 t=]y|zdonisimi
0 v ise ——
2
o e do ﬁ Sonug 18.3
2
0
e da 1né a.b>0 Ornek 21.21
0 z a’

Ornek 21.20 (Tiirev Alarak Logaritmali Integral). y > 0 icin
/2
I(y):/ ln(cos2x+y2sin2x)d:c
0

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Kosullar. 0 < ¢ < d olsun. y € [, d] i¢in logaritmann i¢i min(1, ¢?)’den kiiciik olmaz; f ve

of 2y sin? x
0y cos?z +y2sin?zx
[0, 5] x [c, d] iizerinde siireklidir. Teorem 19 3 geregi I’ (y), bu ifadenin integralidir.
dt

Tiirev. t = tan x doniisiimiiyle (sin? z = ,cos?r =

—— . dz
14 ¢2 1+t2)

1+

2y t2
/ (14 12) y1+ 242 di
0 y2t?)

olur. y # 1 i¢in basit kesirlere ayiralim:

2y t? 2y 1 1
(1+2)(1+y22) 2 —1\1+#2 1+4+922)

/+°° dt 0 /+°° dt T dugund
—— = —ve ———— = — oldugundan
, 1+ 2 ) T+ 2

2y o 1 2y 7(y—-1) 7
1 =y

2—1 2\ y -1 2y y+1

I'(ly) = ”

/2
y = I’de dogrudan I'(1) = / 2sin? z dx = g bulunur; formiil bu degeri de verir.
0
Geri integral. I(y) = 7In(1 +y) + C. y = 1 icin logaritmanin ici cos? z + sin? z = 1 oldugundan

I(1) = 0’dir; buradan C = —7In 2:
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21.13 Integral Isareti Altinda Tiirev ve Sira Degistirme 269

+oo —2x _ bz
Ornek 21.21 (Sira Degistirerek Ustel Fark). / £ "° i integralini hesaplaymiz.
x
0

Coziim.
Integral olarak yaz. Her z > 0 icin

—2z —5x 5
e — €
- @ :/ e %y dy
z 2

olur; z = 0’da iki yan da 3’e esit tutulursa esitlik [0, +00) tizerinde gecerlidir ve integrand siireklidir.
Diizgiin yakinsaklik. f(z,y) = e *Y, [0, +ﬁ x [2, 5] tizerinde siireklidir ve 0 < e™®¥ < e~2% olur.

+
/ e 2% dy = 2 yakinsak oldugundan e ™Y dz integrali [2, 5] lizerinde diizgiin yakinsaktir

0
(Teorem 20.3).

Sira degistir. Teorem 20.8 geregi

+o00 5 5 +o00 5
/ (/ ezydy> dm=/ (/ ezydﬂc> dy=/ &y =1n§.
0 2 2 0 2 ¥ 2

21.14 Parametreye Bagl Genellestirilmis Integrallerde Diizgiin Ya-
kinsaklik

Parametreye bagh bir genellestirilmis integralin diizgiin yakisakligi, kalanin parametreden bagimsiz
olarak kii¢tilmesidir (Tanim 20.2):
+oo
/ f(z,y)dx
b

Bu tiir sorularin biiytik cogunlugu Weierstrass M-testiyle tek satirda ¢oziiliir; zor olan, parametreyi yok
eden M (z) sinirin bulmaktir.

lim sup =0.

b—+o0 yeY

© Dort adimda parametreli integralde diizgiin yakinsaklik

1. Noktasal yakinsaklik. Her sabit y i¢in integralin yakinsak oldugunu tek degiskenli testlerle

Oster.
g “+o0o

2 M-testi. | f(z,y) | < M(z) olacak, y icermeyen bir M bul ve M (z) dz’in yakinsadigim

goster (Teorem 20.3). Tekil noktali integrallerde ayni test gegerlidi; (Sonug 20.1).

3. M-testi islemezse. Kalan agik¢a hesaplanabiliyorsa supremumuna bak. Salinimli integrallerde
Dirichlet ya da Abel testini uygula (Teorem 20.4, Teorem 20.5).

4. Olumsuz cevap. Kalanin supremumu 0’a gitmiyorsa ya da f sirekli oldugu halde F'(y) bir
noktada siireksizse integral orada diizgiin yakinsak degildir (Teorem 20.6). Sorun ¢ogu zaman
parametrenin bir u¢ degerinde (y — 0) ¢ikar; o ugtan uzak durulan [c, d] araliklarinda diizgiinlitk
geri gelir.
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270 Béliim 21. Uygulamali Ozet

Tablo 21.21: M-testinde parametreyi yok eden sinirlar

Ifade Sinir Gegerli oldugu yer
| sin(zy) |, | cos(zy) | 1 her z, y

e Y e y>c>0,z>0

| sin(zy) | EEY her z, y

_ L 1 z#0

22 £ 42 22

yFe v kkek y>0,2>0

. k>
e (tiirevle, y = ’te)

+00
Ornek 21.22 (Parametreyi Tiirevle Yok Etmek). / y?e™®¥ dx integralinin [0, +00) iizerinde

1
diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Sinur. z > 1 sabitken h(y) = y?e ¥ fonksiyonunun y > 0 {izerindeki en biiyiik degerini arayalim:

W(y) = Q2y—azy?)e ™ =y(2—axy)e ™

2
y = —’te sifirdir; h bu noktaya kadar artar, sonra azalir. En buyiik deger
x

2 4 _
h(;)zﬁe 2

oldugundan her > 1 ve her y > 0 icin 0 < y?e™¥ < M(x) = 5 dir.
[t 4 4 Lo o
M-testi. Wda; == yakinsaktir. Teorem 20.3 geregi integral [0, +00) iizerinde diizgiin
1

yakinsaktir. L
Bir saglama. y > 0 icin integral F(y) = y*- £ - ye ¥ y=0 igin F(0) =0dir; F siireklidir,
Y

Teorem 20.6 ile uyumludur. B

+o0
Ornek 21.23 (Sifir Yakininda Diizgiinliigiin Bozulmasz). / Ty22 dz integralinin (0, +00)
0 7Y

iizerinde diizgiin yakinsak olmadigini gosteriniz.

Coziim. -
Noktasal deger. y > 0 i¢in [aurctam(:1:3/)]5r = bE integral her y > 0 i¢in yakinsaktir.
Kalan. b > 0 i¢in

+00o
Yy ™
/b m dr = 5 — arctan(by).

y — 0% iken bu ifade g’ye gider; dolayisiyla her b i¢cin
™ ™
su (— — arctan(b ) =
up( 3 (by) ) =5

olur ve b — +o00 iken 0’a gitmez. Integral (0, +00) {izerinde diizgiin yakinsak degildir (Tanim 20.2). m
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Sorun yalmz y =0 yakinindadir. ¢ > 0 olmak tizere [c,+00) lzerinde kalanin supremumu T_

%Trctan(bc)’dir ve b — +oo iken 0’a gider; orada yakinsama diizgiindiir. F'(0) = O ikeny > O i¢in F(y) =
3 olmasi, yani F’nin 0’da siireksiz olmasi da [0, +00) tizerinde diizgiinliigiin bulunamayacagini gosterir.

Son Kontrol Listesi

Bir ¢6ziimi bitirmeden 6nce su sorulari sor:

1.
2.

Noktasal limiti buitiin 6zel noktalar1 ayirarak buldun mu? N () ya da supremum z’ten bagimsiz m?
Supremumu ararken kritik noktalarin yaninda kiimenin uglarini da denetledin mi?

3. Bir limit, integral ya da tiirevi iceri alirken gereken diizgiin yakinsaklig1 gosterdin mi? Terim terime

e A A

9.
10.

tirevde capa noktasini yazdin mi?

M-testindeki M,, ya da M (z) gercekten x’ten (parametreli integralde y’den) bagimsiz m?

Kuvvet serisinde iki u¢ noktay1 ayri ayr1 inceledin mi? a

Fourier serisinde periyodu ve L’yi dogru aldin mi1? a,’1 ayr1 hesapladin mu, sabit terimi ?0 yazdin m1?

Seri toplami sorusunda segtigin noktanin sicrama mi, u¢ mu, siireklilik noktasi m1 olduguna baktin mi?
Genellestirilmis integralde biitiin sorunlu noktalar: bulup her parcay: ayri ayr1 inceledin mi? Kuvvet
testinin esigini (sonsuzda p > 1, tekil noktada p < 1) dogru kullandin m1?

Gamma ve Beta doniisiimiinde sinirlar: ve da’i birlikte dontistiirdiin mii? Parametreler pozitif mi?
Leibniz formiiliinde iki sinir terimini de tiirevleriyle carparak ekledin mi?

Kurallarin gerekeeleri ve daha fazla ¢6ziimli 6rnek icin her bolimin aligtirmalarina, ders igeriginin
tamamu icin Miifredat ve Giris sayfasina donebilirsin.
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