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Giris

Integral Calculus, tek degiskenli integrali iki ve ii¢ boyuta tasir ve vektor analizinin biiyiik teoremle-
rine ulagir. flk kisim bir bélge iizerindeki integrali Riemann toplamlariyla tanimlar, ardigik integrallerle
hesaplar ve uygun koordinat sistemini secerek (kutupsal, silindirik, kiiresel ya da genel bir déntsiim)
hesabi sadelestirir; hacim, kiitle, kiitle merkezi, eylemsizlik momenti, olasilik ve yiizey alani bu integral-
lerle bulunur. ikinci kisim vektér alanlarini, egriler boyunca ve yiizeyler iizerinde integrali tanimlar; is,
dolanim ve aki kavramlarini Green, Stokes ve diverjans teoremleriyle birbirine baglar.

1 Not

Dersin dayandigr kismi tiirev, gradyan, Jacobi matrisi ve zincir kurali i¢in Analiz 4, tek degiskenli
integral i¢in Analiz 2 notlarina bakilabilir.
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1.1

1.2

1. Dikdortgen Bolgelerde Iki Kath
Integraller

Tek degiskenli analizde bir egrinin altindaki alan1 bulma problemi bizi belirli integrale g6tiirmiistii: aralig
kiigiik parcalara boler, her parcanin ustiine bir dikdértgen diker, alanlar toplar ve parcalar kigiliirken
limite geceriz. Bu bolimde aymn fikri bir boyut yukari tasiyoruz. Bir dikdértgenin iistiinde ve bir ylizeyin
altinda kalan cismin hacmini ararken dikdortgeni kiiciik dikdortgenlere bolecegiz, her birinin tistiine ince
bir kutu dikecegiz ve kutularin hacimlerini toplayacagiz. Bu toplamlarin limiti iki katli integraldir.
Tanumdan integral hesaplamak ¢ogu zaman c¢ok zahmetlidir. Tek degiskende bu yiikii Analizin Temel
Teoremi kaldirmist1. Iki degiskende ayni rolii Fubini Teoremi oynar: iki katl integral, art arda alinan iki tek
katli integrale esittir. Boliimii, bir fonksiyonun bir dikdortgen tizerindeki ortalama degerini tanmimlayarak
bitirecegiz.

Belirli Integrali Hatirlayalim

Iki katli integrali kurarken izleyecegimiz yol, tek degiskenli belirli integralin kurulusunun aynisidir; bu
ytizden o kurulusu kisaca hatirlayalim.

f, [a, b] araliginda tanimli olsun. Aralig: genisligi Az = (b — a)/n olan n es [z;_;, ;] alt araligma boler
ve her alt araliktan bir &} 6rnek noktasi segeriz. Bu se¢imle kurulan

" fla?) Az
=1

toplamu bir Riemann toplamuidir (bkz. Analiz 2). n — oo iken bu toplamlarin limiti belirli integraldir:

/ fayde = 1m 3" fiat) A
a =1

f(z) > 01ise Riemann toplamu, yiiksekligi f(x}) ve genisligi Az olan dikddrtgenlerin alanlar1 toplamidir;
integral ise y = f(x) egrisinin altinda, a ile b arasinda kalan alandir. Simdi aralifin yerine bir dikdértgen,
dikdortgenlerin yerine de kutular koyacagiz.

Hacim Problemi ve Iki Katli integral

Bir yiizeyin altindaki hacmi, kutularin hacimlerini toplayarak yaklasik hesaplamakla ige basliyoruz.
Iki degiskenli bir f fonksiyonu kapali

R =[a,b] x [c,d] ={(z,y) ER? |a <z <bc<y<d}

dikdértgeninde tanimli olsun ve énce f(z,y) > 0 oldugunu varsayalim. f’nin grafigi z = f(z,y) denk-
lemli bir ylizeydir. R’nin {stiinde ve bu yiizeyin altinda kalan

S={(z,y,2) e R* |0 <z < f(z,y), (x,y) € R}

cisminin hacmini bulmak istiyoruz.

Ik adim R’yi parcalamaktir. [a, b] araligim genisligi Az = (b — a)/m olan m es [z,_;, z;] alt araligina,

[c, d] araligin1 da genisligi Ay = (d — c)/n olan n es [y;_;, y,] alt araligina bolelim. Boliim noktalarindan
eksenlere paralel dogrular cizince R,

Ry = [z, 2] X [y;-1,9,] (1<i<m,1<j<n)

bi¢imindeki mn tane alt dikdortgene ayrilir. Her alt dikdortgenin alam1 AA = Ax Ay’dir.
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1.2 Hacim Problemi ve Iki Katli Integral 9

Y
Ax
R
dr 1 <y ¥
° o ° . o °
T
O L] ./ L]
L] L] /\y
R..
Vi T -
. ° L4 ° ° L
L] O L] O
L] L]
c+
I ] I >
0 a X4 X, b x

Sekil 1.1: R=[a, b] x [c, d] dikdortgeni m = 6, n = 4 i¢in 24 alt dikdortgene bolinmistir. Turuncu R;; alt
dikdortgeninin kenarlar1 Ax ve Ay, alan1 AA = Ax Ay'dir; her alt dikdortgenden bir 6rnek noktas: (nokta)
secilir.

Her R;; icinden bir (z}},y;;) 6rnek noktasi secelim. S’nin R;; iizerindeki ince pargasini, tabani R;;
ve yiiksekligi f(z};,y;;) olan bir kutuyla (situnla) degistirebiliriz. Bu kutunun hacmi taban alani ile
yitksekligin carpimudur: f(z7;, y;*j) AA. Butin kutularin hacimlerini toplarsak S’nin hacmi igin

Va Y Y fal ) AA

yaklagimini elde ederiz.

Tanim 1.1 (ki Kathh Riemann Toplami). f, R = [a,b] x [c,d] dikdbrtgeninde tanimli olsun. R,
yukaridaki gibi alani AA olan mn tane R;; alt dikdortgenine boliinsiin ve her R,; icinden bir (z7;, y;;)
Ornek noktasi secilsin.

n

Z Z f(xfja y:}) AA

i=1 j=1

toplamina f’nin bu boliiniise ve bu 6rnek noktalara karsilik gelen iki katli Riemann toplami (double
Riemann sum) denir.

Yani her alt dikdértgende f’yi sectigimiz noktada hesaplar, sonucu alt dikdortgenin alaniyla ¢arpar ve elde
edilen mn tane sayiy1 toplariz. Tek degiskenli Riemann toplamiyla benzerlik aciktir: Az uzunlugunun
yerini AA alani, tek toplamin yerini iki kath toplam almistir. f pozitifse iki katli Riemann toplami,
asagidaki gibi kutularin hacimleri toplamdir.
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10 Béliim 1. Dikdértgen Bolgelerde iki Katli Integraller

z=flx, y)

Sekil 1.2: Tabani Ry, yiiksekligi f{x;;, y;;) olan kutu (turuncu), cismin R;; {izerindeki ince pargasinin yerini
tutar; hacmi fx;;, y;;) AA'dir. Biitiin alt dikdértgenlerdeki kutularin hacimleri toplamu iki kath Riemann
toplamidir.

Bolunis inceldikge kutular cismi daha iyi doldurur. Bu yizden m ve n birlikte biiytirken Riemann
toplamlarinin S’nin hacmine yaklagsmasini bekleriz. Bu tiir limitler yalniz hacim hesabinda degil, ilerideki
boliimlerde kiitle, moment ve olasilik hesaplarinda da, tistelik f pozitif olmadiginda da karsimiza cikar.
Bu yiizden limiti her fonksiyon i¢in tanimliyoruz.

Tanim 1.2 (Dikdértgende iki Kath integral). f, R = [a,b] X [c, d] dikdértgeninde tanimli olsun.
Asagidaki kosulu saglayan bir I sayisi varsa f’ye R tizerinde integrallenebilir (integrable) denir: her
€ > 0 i¢in dyle bir N vardir ki m,n > N olan her boliniiste ve 6rnek noktalar R, ; icinden nasil segilirse
secilsin

n

SN flag ) AA—I| <€

i=1 j=1

olur. Bu durumda I sayisina f’nin R tizerindeki iki katl integrali (double integral) denir ve

n

// fley)dAd= lim > > flz},y;) AA
i S0 2 2

=1 j=1

yazilir.

Yani iki katli integral, boliniis inceldikge iki katli Riemann toplamlarinin yaklastig1 sayidir ve bu say1
ornek noktalarin secimine bagli degildir. d A simgesi “kii¢iik alan parcas1” diye okunur; tek degiskendeki
dz’in karsiligidir.

Tanimla ilgili iki ki¢iik not diselim:

« Alt dikdortgenlerin esit boyutta olmasi sart degildir. Farkli boyutlu alt dikdortgenler de kullanilabilir;
yeter ki limitte hepsinin kenar uzunluklar1 0’a gitsin. Esit boliniis yalniz hesaplar1 sadelestirir.
« Ornek noktay1 her R,;;’nin sag iist kdsesi (z;,y;) olarak secersek formiil daha sade goriiniir:
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1.2 Hacim Problemi ve Iki Katli Integral 11

f = 0 oldugunda kutularla yaptigimiz yaklasimin limiti olan bu say1y1 cismin hacmi olarak tanimlariz.

Tanim 1.3 (Yiizeyin Altindaki Hacim). f, R iizerinde integrallenebilir ve her (z,y) € R i¢in
f(z,y) > 0 olsun. R dikdortgeninin iistiinde ve z = f(z,y) yiizeyinin altinda kalan cismin hacmi

V= //Rf(x,y) dA

sayisidir.

Yani pozitif bir fonksiyonun iki katl integrali, grafiginin altindaki hacimdir. Bu tanim, tek degiskenli ana-
lizdeki dilim y6ntemiyle (bkz. Analiz 2) bulunan hacimle uyumludur; bunu Fubini Teoremi’nin ardindan
gorecegiz.

Peki hangi fonksiyonlar integrallenebilir? Uygulamada karsilasacagimiz fonksiyonlarin hemen hepsi.
Teorem 1.1 (Hangi Fonksiyonlar Integrallenebilir). R = [a,b] X [c, d] olsun.

(i) R iizerinde siirekli her fonksiyon R iizerinde integrallenebilir.

(ii) Daha genel olarak, R iizerinde simirli olan (yani her (z,y) € R i¢in| f(x,y) | < M olacak bi¢imde bir M
sabiti bulunan) ve sonlu sayida diizgiin egri disinda siirekli olan her f fonksiyonu R iizerinde integrallenebilir.

Ispatin fikri.

(i) Kapali ve sinirli R iizerinde siirekli olan f diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 4). Buna gore here > 0 icin alt
dikdortgenler yeterince kiiciik secildiginde f’nin her R;; icindeki degerleri birbirinden €’dan az farkhdur.
Ayni boliiniiste iki farkli ornek nokta secimiyle kurulan iki Riemann toplaminin farki bu yiizden en ¢ok

m

ZiEAA:a(b—a)(d—c)

i=1 j=1

olur. Iki farkly ince béliiniisiin toplamlari ise ikisinin ortak inceltmesine (biitiin béliim noktalarini birlikte
kullanan boliiniise) ait bir toplamla karsilastirihr ve onlar da birbirine yakin ¢ikar. Béliiniis inceldikge
biitiin Riemann toplamlar birbirine yaklastifindan ortak bir limitleri vardr.

(ii) Once her siireksizlik egrisinin, toplam alani istendigi kadar kiigiik olan karelerle értiilebildigini gorelim.
Egri, tiirevi siirekli olan bir v(t) = z(t) i+ y(t)j, o <t < B parametrizasyonuyla verilsin. ' ve y’
kapali ve sinirli bir aralikta siirekli olduklarindan sinirldur: bir L sabiti igin her t’de | z’'(t) | < L ve
| ¥'(t) | < L olur. Ortalama Deger Teoremi’nden (bkz. Analiz 2)| z(t) —z(s) | < L|t—s | ve| y(t) —
y(s) | < L| t— s | elde edilir. [, B] araligini k es parcaya bélelim. Her par¢ada |t —s | < (8 — «a)/k
oldugundan egrinin o pargasi, kenari L( — &) /k olan bir karenin i¢inde kalir. Bu k karenin toplam alani

k(Mﬁk— a))2 _ L?(ﬁk— a)?

olur ve k biyidiikce 0°a gider. Boliiniis yeterince ince segildiginde bu karelere degen alt dikdortgenlerin
toplam alani da istendigi kadar kiiciik olur. Bu dikdortgenlerdeki katki en ¢ok 2M ile bu kiiciik alanin
carpimi kadar degisebilir, geri kalan dikdortgenlerde ise (i)‘deki akil yuriitme isler.

“Birbirine yaklasan toplamlarin ortak bir limiti vardwr” advmu ise gercel sayilann tamlhigina dayanan
Cauchy élgiitiinii gerektirir; bu adimin ayrintisi ileri analizin konusudur. ®

Ornek 1.1 (Dért Kutuyla Hacim Tahmini). R = [0,2] x [0, 2] karesinin iistiinde ve z = 16 — 22 —
2y? eliptik paraboloidinin altinda kalan cismin hacmini tahmin ediniz. Bunun igin R’yi dért es kareye
boluniiz ve her karenin sag tist kosesini 6rnek nokta olarak aliniz.

Coziim.
R’yi dort es kareye bolmek, m = n = 2 almak demektir. O zaman Az = Ay = 1 ve her karenin alam
AA = 1’dir. Karelerin sag iist késeleri (1,1), (1,2), (2,1) ve (2,2) noktalardir. f(z,y) = 16 — 2% —
292 icin
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12 Boliim 1. Dikdortgen Bolgelerde Tki Katli Integraller

i=1 j=1
= F(L,1) AA+ f(1,2) AA+ £(2,1) AA+ f(2,2) AA
=13-147-1+10-14+4-1=34

bulunur. Bu say, asagida paraboloidin altina ¢izilen dort kutunun toplam hacmidir.

Sekil 1.3: z =16 — x* - 2)” paraboloidinin altina dikilen dort kutu (diisey eksen kiiciiltiilmiis 6lcekte).
Yiitkseklikler karelerin sag tist koselerindeki degerlerdir: 13, 7, 10 ve 4. Kutularin toplam hacmi 34'tiir.

Kare sayisini artirdik¢a tahminler iyilesir. Ayni yontemle (sag iist koseler) elde edilen degerler sunlardir:

m=n 2 4 8 16

Kare sayis1 4 16 64 256
Tahmin 34 41,5 44,875 46,46875

Cismin gercek hacmi 48’dir; bunu Ornek 1.8 icinde Fubini Teoremi’yle hesaplayacagiz. =,y > 0 iken f
hem x hem y arttik¢a azaldigindan, her karenin sag iist kosesi f’nin o karedeki en kii¢iik degerini verir.
Bu yiizden biitiin kutular cismin i¢inde kalir ve tahminler gercek degere alttan yaklagir.

Ornek 1.2 (Hacim Olarak Yorumlanan Bir Integral). R = [—1,1] x [—2, 2] olmak iizere

//mdA

integralini hesaplayiniz.
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Cozim.

Bu integrali tanimdan, yani Riemann toplamlarinin limiti olarak hesaplamak cok zordur. Ama
V1 —2z2 > 0 oldugundan integrali bir hacim olarak yorumlayabiliriz (Tanum 1.3).

z=+V1—2a2ise z > 0ve 2% + 22 = 1'dir. Bu denklem y icermediginden uzayda ekseni y ekseni olan,
yaricap1 1 olan dairesel bir silindiri gosterir; z > 0 kosulu da silindirin tist yarisini secer. Demek ki
integral, bu yarim silindirin altinda ve R dikdortgeninin iistiinde kalan S cisminin hacmidir.

Sekil 1.4: z = J(1 - x?) yiizeyi, ekseni y ekseni ve yaricapi 1 olan silindirin {ist yarisidir. R = [-1, 1] x
[-2, 2] tizerindeki cismin her kesiti alan1 77/2 olan bir yarim dairedir ve cismin uzunlugu 4'tiir.

S, y eksenine dik her diizlemle ayni kesiti veren bir cisimdir: kesit, yaricap1 1 olan bir yarim dairedir.
Cismin y yéniindeki uzunlugu 2 — (—2) = 4 oldugundan hacmi kesit alani ile uzunlugun garpimidir:

//RmdA=%7r(1)2.4=2w.

Temel Ozellikler

Riemann toplamlari toplamaya ve sabitle carpmaya uyar; bu uyum limite de tasinir ve integral hesabinda
stirekli kullanacagimiz su kurallar: verir.

Onerme 1.1 (Lineerlik ve Karsilagtirma). f ve g, R = [a, b] X [c, d] iizerinde integrallenebilir ve c bir
sabit olsun. O zaman f + g ile cf de R iizerinde integrallenebilir ve

(i) toplam kurali:
//R[f(m7y)+9(xvy)]dA://Rf(x,y)dA-l-//Rg(w,y)dA,

(ll) Sablt ga’pan ku’ all.'
I 9 9

(iii) karsilastirma: her (z,y) € R i¢in f(z,y) > g(z,y) ise

//Rf(w,y)dAZ//Rg(%y)dA

olur.
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ispat.

Iy ve I, sirastyla f ile g’nin R dizerindeki integralleri olsun. Bir boliiniis ve drnek noktalar secip f, g, f +
g vecf igin bu secimle kurulan Riemann toplamlarini S¢, S, Sy, , ve S, ile gosterelim. Toplamlar terim
terim kuruldugundan

Sprg=8;+85  Sp=c8;

olur.

(i) € > 0 verilsin. f ve g integrallenebilir oldugundan 6yle Ny ve Ny vardir ki m,n > N iken | S; —
I; | <e/2,m,n> Ny iken| S, — I, | <e/2 olur. N = max{Ny, Ny} alimirsa m,n > N iken iicgen
esitsizligiyle

bulunur. Bu, f + g’nin integrallenebilir oldugunu ve integralinin Iy + I, oldugunu gosterir.
(ii) € > 0 verilsin ve m,n > N iken | Sy — Iy | <e/(| ¢ |+ 1) olacak bigimde N segilsin. O zaman
m,n > N iken

[cle

lel+

olur; demek ki c f integrallenebilir ve integrali c I, dir.

(iii) h=f —g = f+ (=1)g olsun. (i) ve (ii) geregi h integrallenebilir ve integrali I, = I, — I dir.
Her (z,y) € R icin h(z,y) > 0 oldugundan h’nin her Riemann toplami S, > 0°dir. I;, < 0 olsaydie =
—1I;, > 0 i¢in, m, n yeterince biiyiikken | Sy, — I, | < ¢, dolayisiyla

Sh<‘[h+€:‘[h_[h:0

olurdu; bu S;, > 0 ile celisir. Oyleyse I, > 0, yani If > Ig dir.

Kargilagtirma kuralinin en sik kullanilan 6zel hali sudur: R iizerinde f > 0 ise [ R fdA > 0olur

Orta Nokta Kurali

Tek degiskenli integraller icin kullanilan sayisal yontemlerin (orta nokta, yamuk ve Simpson kurallar1)
iki katli integrallerde de karsiliklar1 vardir. Burada yalniz en basitini, orta nokta kuralini ele aliyoruz.

Tanim 1.4 (Iki Katli Integral i¢in Orta Nokta Kurali). R = [a, b] X [c, d] dikddrtgeni yukaridaki gibi
mn tane R, ; alt dikddrtgenine bolinsiin.

- Tt Yty
ST 0 YT Ty
strastyla [z; 1, x;] ve [y,_1,y;] araliklarinin orta noktalar1 olmak iizere
J[ famaas 3 ranm aa
R i=1 j=1

yaklagimina orta nokta kurali (Midpoint Rule) denir.

Yani orta nokta kurali, 6rnek noktasi her R;;’nin merkezi (z;,y;) olarak secilmis bir iki katli Riemann
toplamidir. f integrallenebilirse bu toplam m,n — oo iken integrale yaklasir; pratikte kiigiik m ve n
degerleriyle bile iyi sonug verir.
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1.4 Orta Nokta Kurali 15

@ Orta nokta kurali dért adimda

. Az = (b—a)/m, Ay = (d — ¢)/n ve AA = Ax Ay degerlerini bulun.
z yonindeki x4, ..., z,, ve y yoniindeki y,, ..., y,, orta noktalarini yazin.
. f’yi mn tane (z;,y;) merkezinde hesaplayn.

. Bu degerleri toplayip A A ile carpin.

B~ W=

Ornek 1.3 (Orta Nokta Kuraliyla Tahmin). R = [0,2] x [1, 2] olmak iizere // (z — 3y?) dA integ-

R
ralini m = n = 2 alarak orta nokta kuraliyla tahmin ediniz.

Coziim.

Adm 1. Az=(2-0)/2=1Ay=(2—1)/2=1/2ve AA=1 31 = L'dir.

Adim 2. z yoniindeki alt araliklar [0, 1] ve [1, 2], y yéniindekiler [1, 5] ve [2, 2]'dir. Orta noktalar
A R N
.’L'1—27 ‘/1:2_2’ y1_47 y2_4

olur.

Adim 3. f(z,y) = z — 3y? i¢in

15 8 75 67 17 8 147 139
(1) % 5- w/ (21) "% - 1
; 35\ 24 75 51 37\ 24 147 123

(2’4)_16 16 16’ (2’4)_16 16 16

bulunur.
Adim 4. Toplayip AA = 1 ile carparsak

380 1 95
= s=-—=-11
16 2 8 875

elde ederiz. m

Her alt dikdortgeni dort es parcaya bolerek devam edersek orta nokta yaklagimlar: géyle olur:

Alt dikdortgen sayis1  Orta nokta yaklagimi

1 ~11,5

4 —11,875

16 —11,96875

64 —11,9921875
256 —11,998046875
1024 —11,99951171875

Integralin kesin degeri —12’dir (Ornek 1.6). Tabloda her satirda hatanin tam olarak dértte birine indigini
goriiyoruz: 0,5; 0,125; 0,03125; ...
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Her integral bir hacim degildir

Bir iki katli integrali hacim olarak yorumlamak yalmz f > 0iken dogrudur. Yukanidaki f(z,y) = = —
3y? fonksiyonu R iizerinde negatif degerler alir; integralin —12 ¢ikmasi bu yiizdendir ve bir hacim
degildir. Negatif deger alan fonksiyonlarin integralini hacimlerle nasil yorumlayacagimizi Ornek 1.6
ve Ornek 1.7 sonrasinda gérecegiz.

Ardisik Integraller

Tek degiskenli integralleri tanimdan hesaplamak zordur; iki katl integralleri tanimdan hesaplamak daha
da zordur. Bu kisimda iki katli integrali, art arda alinan iki tek katli integrale ¢evirmenin zeminini hazir-
liyoruz.

f, R = [a,b] X [c, d] iizerinde siirekli olsun. fcd f(z,y) dy yazdigimizda 2’1 sabit tutar ve f(z,y)’yi y’ye
gore y = c’den y = d’ye kadar integralleriz. Bu isleme y’ye gore kismi integral denir; kismi tirevde
oldugu gibi diger degisken sabit sayilir. Sonug z’e bagl bir sayidir, yani ’in bir fonksiyonudur:

d
Aw:/fwmw

Bu fonksiyonu 2’e gére z = a’dan z = b’ye kadar integrallersek

/,f Alz) do = /,f [ /j P dy] "

elde ederiz. Sagdaki ifade, art arda alinan iki tek katl integraldir.
Tanim 1.5 (Ardisik Integral). f, R = [a,b] X [c, d] iizerinde tanimli olsun ve asagida gecen tek katli

integraller var olsun.
b pd b[ pd
//f(fﬂ,y)dydw=/ V f(w,y)dy]dx

l[évmwmw=lqlanMPy

ifadesine ardisik integral (iterated integral) denir.

ifadesine ve benzer bi¢cimde

Yani fab fcd f(z,y) dy dz yazdigimizda 6nce z’i sabit tutup y’ye gore c’den d’ye integral aliriz; ¢ikan z
fonksiyonunu sonra x’e gére a’dan b’ye integralleriz. Ikinci ifadede sira tersidir. Her iki durumda da
icten disa dogru ¢alisiriz: en igteki diferansiyel (dy ya da dx) ilk integralin degiskenini, en icteki integral
isaretinin sinirlar1 da onun sinirlarini gosterir. Koseli parantezler genellikle yazilmaz.

0 Ardigik integral iki adimda

1. I¢ integral. Distaki degiskeni sabit say1p icteki degiskene gore bir ilkel bulun ve icteki sinirlary
yerine koyun. Sonug yalniz digtaki degiskene baglidur.
2. D1s integral. Bu fonksiyonun distaki sinirlar arasinda tek degiskenli integralini alin.

3 p2
Ornek 1.4 (Once y Degiskenine Gore Ardisik integral). / / 22y dy dr ardisik integralini hesap-
0 Y1

layiniz.

Cozim.
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I¢ integral. z’i sabit sayarsak x2 bir sabit ¢arpandir ve

y=2

2 2
4 1 3
20 dy — 2 Y 2.2 - _ 2,2

y=1

olur. Yani yukaridaki A(z) fonksiyonu bu érnekte A(z) = 322°dir.
Dis integral. Bu fonksiyonu z’e gore 0’dan 3’e integrallersek

3 2 3 3
3 T 27
x2ydydx:/ —z?dr = l—] =
/0/1 L2 2 2

bulunur. m

2 3
Ornek 1.5 (Once x Degiskenine Gore Ardisik Integral). / / x%y dz dy ardigik integralini hesap-
1 Jo

layiniz.

Coziim.
I¢ integral. Bu kez y’yi sabit sayariz; y bir sabit carpandur:

3 z3 o 27
/ yder = | =y =—y—0=09y.
0 3 3
=0

Dis integral.

Iki 6rnekte integral siras1 farkli oldugu halde ayni sonucu bulduk. Bu bir rastlant1 degildir: bir sonraki
teorem, siirekli fonksiyonlarda iki ardigik integralin her zaman esit oldugunu, ustelik ikisinin de iki kath
integrale esit oldugunu soyler.

Fubini Teoremi
Ardisik integrallerin iki kath integrale esit oldugunu séyleyen Fubini Teoremi, iki katl integral hesabinin
temel aracidir. Once bunun neden dogru olmasi gerektigini hacim iizerinden gorelim.

f>0ise [ fR f(z,y)dA integrali, R’nin ustinde ve z = f(z,y) yiizeyinin altinda kalan S cisminin
hacmidir. Ote yandan dilim yéntemine gore bu hacim

V:/bA(ac)dx

ile de hesaplanir; burada A(z), S’nin = noktasindan gegen ve x eksenine dik diizlemle kesitinin alanidir.
x sabitken bu kesit, ¢ <y < d aralifinda z = f(z,y) egrisinin altinda kalan bolgedir. Bu bslgenin alani
tam da y’ye gore kismi integraldir:

d
A(z) = / £z, v) dy.
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18 Béliim 1. Dikdértgen Bolgelerde iki Katli Integraller

z=flx, y)

X

;\\

LS

Sekil 1.5: Cismin x noktasindan gegen ve x eksenine dik diizlemle kesiti (turuncu), ¢ < y < d araliginda C:
z = f{x, y) egrisinin altinda kalan bélgedir. Alan1 A(x) = [/ flx, y) dy oldugundan hacim [,” A(x) dx ardisik
integraline esittir.

Boylece

//Rf(x,y)dA:V:/abA(x)dxz/ab/cdf(x,y)dydx

olmalidir. Cismi y eksenine dik diizlemlerle dilimlersek ayni akil yiiriitme diger siray: verir. Teoremin
kesin ifadesi ve ispat1 soyledir.

Teorem 1.2 (Fubini Teoremi). f, R = [a,b] X [c,d] dikdortgeninde siirekli olsun. O zaman

//Rf(w,wdA:/ab/cdf(x,y)dydx
=/Cd/abf(w,y)dxdy

olur.

ispat.

Ilk esitligi gosterelim; ikincisi x ile y nin rolleri degistirilerek ayni bicimde gosterilir.

Adum 1: Ifadeler anlamlidur. f siirekli oldugundan Teorem 1.1 geregi iki katl integral vardur. Her sabit
x iginy — f(z,y) siirekli oldugundan i¢ integral vardir. Ayrica c < v < & < d olmak iizere

)
F(z) = / f(z,5) dy

bi¢imindeki her fonksiyon [a, b] iizerinde siireklidir (bkz. Analiz 3), bu yiizden dis integraller de vardur.
Advm 2: Ardisik integrali parcalara ayirmak. m ve n’yi sabitleyip R’yi R,; alt dikdorigenlerine
bolelim ve
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1.6 Fubini Teoremi 19

T; Yj
I, = / / Fa,y) dyde

i-1 " Yj-1

diyelim. Tek degiskenli integral araliklara gore toplamsal oldugundan, énce i¢ integrali [c,d] nin alt
araliklarina, sonra dis integrali [a, b] 'nin alt araliklarina bélerek

buluruz.

Adim 3: Her par¢ay: sikistirmak. R, ; kapali ve sinirl oldugundan siirekli f burada bir en kiigiik m;;
ve bir en biiyik M,; degeri alir (bkz. Analiz 4). x € [z;_1,x;] sabitken her y € [y;_1,y,] icin m;; <
f(z,y) < M,; oldugundan

Yi
m;; Ay < / f(z,y)dy < M,; Ay
Yj-1
olur. Bunu x’e gére [x,_,,x;| iizerinde integrallersek
m;; AA< I; < M;; AA

elde ederiz.

Adim 4: Uygun ornek noktast. Adim 3'e gore I,;/ AA sayisim,; ile M;; arasindadir. f, m,; degerini

R;;'nin bir P noktasinda, M;; degerini bir () noktasinda alir. P’yi Q’ya birlestiren dogru parcast R,;
icinde kalir ve

gt)=F(P+HQ—P)), 0<t<1

fonksiyonu siireklidir; g(0) = m;; ve g(1) = M, dir. Ara Deger Teoremi’ne (bkz. Analiz 1) gore g(t) =
I,;/AA olan birt vardw. (z7;,y;;) = P +t(Q — P) dersek bu nokta R, ; icindedir ve
I; = f(l';‘j,yfj) AA

olur.
Adim 5: Limite gegmek. Adim 2 ve Adim 4'ii birlestirirsek her m ve n igin

b d m n
/ / oy dyds =3 flat;, i) AA
a c =1 j=1

buluruz. Sag taraf bir iki katl Riemann toplamidir. f integrallenebilir oldugundan m,n — oo iken bu
toplamlar, rnek noktalar nasil se¢ilmis olursa olsun ffR f(z,y) dA’ya yaklasir. Sol taraf ise m ve n’ye

bagh degildir. O halde iki taraf esittir:

/ab/cdﬂw,y)dydw://Rﬂw,y)dA.

Fubini Teoremi daha genel kosullarda da gecerlidir: f, R tizerinde sinirliysa, yalniz sonlu sayida diizgiin
egri tizerinde siireksizse ve ardisik integraller varsa yine

//Rf(x,y)dA:/ab/cdf(x,y)dydwz/Cd/abf(a:,y)dxdy

olur. Bu genel hélin ispati ileri analiz gerektirir. Teorem, adin1 1907'de ¢ok genel bir bi¢imini ispatlayan
Italyan matematik¢i Guido Fubini’den (1879-1943) alr; siirekli fonksiyonlar icin olan hali ise bundan
neredeyse bir yiizy1l énce Cauchy tarafindan biliniyordu.
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Iki ardigik integralin birbirine esitligi, parametreye bagli integraller yardimiyla ayrica da gosterilebilir
(bkz. Analiz 3). Bu esitlik, karigik kismi tirevlerin esitligini soyleyen Clairaut Teoremi’ni (bkz. Analiz
4) hatirlatir: orada tiirev alma sirasi, burada integral alma siras1 6nemsizdir. Fubini Teoremi bunun da
Otesinde ardigik integralin iki katli integrale esit oldugunu soyler. Ayrica f > 0 igin Tanim 1.3 ile tanim-
ladigimiz hacmin dilim yonteminin verdigi [ j A(z) dz hacmiyle ayni oldugunu da gostermis olduk.

Ornek 1.6 (Fubini Teoremiyle iki Yoldan Hesap). R = [0,2] x [1, 2] olmak iizere // (z —3y?) dA
N R
integralini hesaplayiniz. Bu integrali Ornek 1.3 icinde orta nokta kuraliyla tahmin etmistik.

Cozim.
f(z,y) = = — 3y? bir polinom oldugundan siireklidir; Fubini Teoremi’ni iki sirada da uygulayabiliriz.

Once y’ye gore. I¢ integralde x sabittir:

//R(x—3y2)dA:/02/12(1'—3y2)dydx:/OQ[Iy_y3]Z—?dw

2 2
= 20 —8) — (x —1) |dx = r—T)dx
/0[< )= (@—1)] /0< )

2
2
— lx__m] —92_14=—192.
2

0

Once z’e gore. Bu kez ic integralde y sabittir:

//R(x—SyQ)dAZ/12/02(x—3y2)dxdy:/12 [%2—3@,21 dy

= /12(2—6y2)dy = [2y—2y3]?
= (4—16)— (2—2) = —12.

Iki yol da ayn1 sonucu verir: ffR(m —3y?)dA=—-12.m

Sonucun negatif ¢cikmasi bir hata degildir. R tizerinde x < 2 ve y > 1 oldugundan z — 32 <2—-3=
—1 < 0°dir; yani f’nin grafigi tiimiiyle zy-diizleminin altindadir. Bu durumda — f > 0 olur ve Onerme

1.1 geregi
//Rﬂx,y)dA://R[f(x,y)]dA

olur. Sagdaki integral, R’nin altinda ve grafigin ustiinde kalan cismin hacmidir. Demek ki negatif bir
fonksiyonun integrali, grafik ile R arasindaki hacmin ters isaretlisidir; burada bu hacim 12’dir.
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1.6 Fubini Teoremi 21

Sekil 1.6: R = [0, 2] x [1, 2] tizerinde z = x — 3)? ylzeyi xy-diizleminin timiyle altindadir (diisey eksen
kicultilmis 6lgekte). Rile yiizey arasindaki cismin hacmi 12'dir; integral bunun ters isaretlisi olan —12'dir.

Ornek 1.7 (Integral Sirasinin Secimi). R = [1,2] x [0, 7] olmak iizere // ysin(zy) dA integralini
R
hesaplayiniz.

Coziim.
Integrand siireklidir. Once z’e gére integral alirsak i¢ integralde y sabittir. x’e gore tiirev alindiginda

(f% [— cos(zy) ] = ysin(zy)

oldugundan — cos(xy), i¢ integrandin x’e gore bir ilkelidir. Buna gére

//R ysin(zy) dA = /07r /12 ysin(zy) dz dy = /Oﬂ [— cos(my)]ii%dy

" 1
:/ (—cos2y+cosy )dy = [—isinQy—i—siny}
0

=0-0=0

™

0

bulunur. m

Bu érnekteki f(z,y) = ysin(zy) hem pozitif hem negatif degerler alir. Béyle bir fonksiyonun integrali

iki hacmin farkidir:
|| t@waa=vi-v,
R

Burada V;, R’nin tstiinde ve grafigin altinda kalan hacim (f’nin pozitif oldugu yerlerden gelir), V; ise
R’nin altinda ve grafigin iistiinde kalan hacimdir (f’nin negatif oldugu yerlerden gelir). Integralin 0
cikmasi, bu drnekte bu iki hacmin egit oldugunu séyler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 21 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.7

22 Boliim 1. Dikdortgen Bolgelerde Tki Katli Integraller

Integral sirasini akillica secin

2 ™
Ayni integrali 6nce y’ye gore alarak, yani / / y sin(zy) dy dz biciminde hesaplamaya kalksaydik
1

0
i¢ integral icin kismi integrasyon, dis integral icin de bir kez daha kismi integrasyon gerekirdi. Fubini
Teoremi iki siranin ayni sonucu verdigini giivenceye alir; bu yiizden hesaba baglamadan 6nce hangi
siranin daha kolay integraller verdigine bakmak gerekir.

Ornek 1.8 (Eliptik Paraboloidin Altindaki Hacim). z2 + 2y% + z = 16 eliptik paraboloidi, z = 2 ve
y = 2 diizlemleri ve ¢ koordinat diizlemiyle sinirlanan S cisminin hacmini bulunuz.

Coziim.

Paraboloidin denklemi z = 16 — 22 — 2y? biciminde yazilabilir. Koordinat diizlemleriile z = 2 ve y =
2 diizlemleri, cismin tabanmni R = [0,2] x [0, 2] karesi olarak belirler. R iizerinde 22 < 4 ve 2y < 8
oldugundan 16 — 22 — 2y? > 4 > 0’dir; yani S, R’nin iistiinde ve paraboloidin altinda kalan cisimdir.
Bu, Ornek 1.1 icinde hacmini tahmin ettigimiz cisimdir. Fubini Teoremi’yle (6nce x’e gore):

2 2
Vz//(lG—x2—2y2)dA=/ / (16 — 22 — 2y?) dx dy
R 0o Yo
2 23 " 2 /88
:/ 16z — — — 2y%x dy:/ (——4y2)dy
0 3 o \3

2
88 4 )% 176 32
I I I (LB T
[3y 3y] 3 3 ®

0

Carpim Bicimindeki Fonksiyonlar

Integrand, yalmiz z’e bagl bir fonksiyonla yalniz y’ye bagh bir fonksiyonun carpimiysa iki katli integral
iki tek katl integralin ¢arpimina déniisiir.

Onerme 1.2 (Carpim Bicimindeki Fonksiyonun Integrali). g, [a,b] iizerinde ve h, [c, d] iizerinde
siirekli olsun. R = [a, b] X [c, d] i¢in

//R 9(x) h(y) dA = / ' (@) da / “hy)dy

olur.
ispat.

f(z,y) = g(x) h(y) iki siirekli fonksiyonun ¢arpimi oldugundan R iizerinde siireklidir. Fubini Teoremi’ni
once x’e gore integral alacak bicimde uygularsak

//R 9() h(y) dA = / ' [ / " gla) ) dm] dy

olur. I¢ integralde y sabit oldugundan h(y) bir sabittir ve integralin disina ¢ikar:

b b b
[ s@htde=hw) [ g@)de=Knw), K= [ glx)da

a a

K bir sayr oldugundan dis integralin de disina ¢ikar:
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/chh@)dy:K/cdh(y)dy:/abg(w)dx/cdh(y)dy.

Ornek 19 (Carpim Biciminde Bir Integrand). R =[0,7/2] x [0,7/2] olmak iizere

sin x cos y dA integralini hesaplayiniz.
R

Coziim.
Integrand g(z) = sinz ile h(y) = cos y’nin carpimidir. Onerme 1.2 geregi

/2 /2
//sinxcosydA:/ sina;dac/ cosy dy
R 0 0

= [—cosa:]g/2 |:siny]g/2 =1-1=1

bulunur. R tizerinde sin x cosy > 0 oldugundan bu say1, R’nin iistiinde ve z = sin x cos y yiizeyinin
altinda kalan cismin hacmidir. m

Ortalama Deger
Tek degiskenli bir f fonksiyonunun [a, b] araligindaki ortalama degeri

b
fort = ﬁ/ﬂ f(.’L')d.’L’

idi (bkz. Analiz 2). iki degiskende araligin uzunlugunun yerini dikdoértgenin alani alir.

Tanim 1.6 (Dikdértgen Uzerinde Ortalama Deger). f, R = [a,b] x [c, d] {izerinde integrallenebilir
ve A(R) = (b —a)(d — ¢), R’nin alani olsun.

Jore = ﬁ//Rf(w,y) dA

sayisina f'nin R tizerindeki ortalama degeri denir.

Yani ortalama deger, integrali alana bélmekle bulunur. f > 0 ise tanimdaki esitligi
AR 1 = [[ $(ow)da
R

biciminde okuyabiliriz: tabani R ve yiiksekligi f,, olan kutunun hacmi, f’nin grafiginin altindaki cismin
hacmine esittir. z = f(x,y) daglk bir araziyi gosteriyorsa, tepeleri f,, yiiksekliginden kesip kesilen
parcalarla vadileri doldurdugumuzda arazi timiyle diizlegir.
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24 Béliim 1. Dikdértgen Bolgelerde iki Katli Integraller

Sekil 1.7: Engebeli bir z = f{x, y) ylzeyi ve z = forx diizlemi (turuncu). Diizlemin tstiinde kalan tepeler
kesilip altinda kalan vadilere doldurulursa yiizey tiimiiyle diizlegir; tabani R, yiiksekligi fo.: olan kutunun
hacmi yiizeyin altindaki hacme esittir.

Ornek 1.10 (Ortalama Kar Kalinligr). Dogu-bati ydniinde 388 km, giiney-kuzey ydniinde 276 km
olan dikdortgen bigimli bir bélgeye iki giin boyunca kar yagiyor. Bolge 4 x 4 = 16 es dikdortgene boli-
nityor ve her par¢anin merkezindeki kar kalinlig1 (cm) 6l¢iilityor; 6lgtimler asagidaki sekildedir. Bolgedeki
ortalama kar kalinligim orta nokta kuraliyla tahmin ediniz.

4 v (km)
276

12 15 17,5 13

° ° ° °

4,5 28 17 13,5

° ° ° °
2 25 18,5 11
° ° ° °
0 15 8 7
° ° ° °

x (km)
0 388

Sekil 1.8: Bolge 4 x 4 = 16 es dikdortgene bolinmustiir; noktalar alt dikdortgenlerin merkezleri, sayilar
bu merkezlerde 6l¢iilen kar kalinligidir (cm). Koyu renkli hiicrelerde kar daha kalindur.

Cozim.
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1.8 Ortalama Deger 25

Baslangi¢c noktasini bolgenin giineybati kdsesine koyalim. z doguya, y kuzeye dogru kilometre
cinsinden él¢iilsiin ve f(z,y), (z,y) noktasindaki kar kalinligi olsun. Bolge R = [0, 388] x [0, 276]
dikdortgenidir ve A(R) = 388 - 276’dir. Aradigimiz say1

Jore = ﬁ//}q]‘(m,y) dA

ortalamasidir.
Integrali m = n = 4 ile orta nokta kuraliyla tahmin edelim. Her alt dikdértgenin alani
1
AA = 6 (388)(276) = 6693 km?

olur. Sekildeki 16 merkez degerini alt satirdan baslayarak toplarsak

(0O+15+8+7)+ (2+25+ 18,5+ 11)
+(4,5+ 28+ 17 +13,5) + (12 + 15+ 17,5 + 13)
=30 + 56,5 + 63 + 57,5 = 207

bulunur. Buna goére

4 4
// fla,y)dA~ DN f(7,,5;) AA = 6693 - 207
R

i=1 j=1
ve

6693 - 207 207

388276 16 129

fort ~

olur. Bolgeye ortalama olarak yaklagik 13 cm kar diigmistir. AA/A(R) =1/16 oldugundan bu
tahmin, 16 dl¢iimiin aritmetik ortalamasindan bagka bir sey degildir. m

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar Riemann toplamlariyla tahminden baglayip ardigik integral hesabina, hacim ve
ortalama deger problemlerine ve Fubini Teoremi’nin kogullarina uzanir.
Alistirma 1.1 (Sag Alt Koselerle Riemann Toplami). R =[0,4] x [-1,2] olsun. m =2, n =3
alip 6rnek noktalar: alt dikdortgenlerin sag alt koseleri olarak segerek (1 — zy?) dA integralini bir

R

Riemann toplamiyla tahmin ediniz.
Coziim.
Arx=(4—-0)/2=2, Ay=(2—(-1))/3 =1 ve AA = 2’dir.  ydniindeki alt araliklar [0, 2], [2, 4];
y yoniindekiler [—1,0], [0, 1], [1,2]’dir. R;;’nin sag alt kosesi (z;,y;_; ) noktasidir; yani x € {2,4} ve
y € {—1,0, 1} degerlerini kullaniriz. f(z,y) = 1 — zy? icin

f(27_1) = _]-af(270) = lvf(2a 1) =-1,
f(4’_1) = _37f(470) = 17f(4’ 1) =-3

olur. Bu degerlerin toplami —6°dir. Dolayisiyla
// (1—2y?)dA ~ (—6) - AA = (—6) - 2 = —12
R

bulunur. m

Alistirma 1.2 (Ol¢iim Tablosundan Hacim Tahmini). 20 m’ye 30 m’lik dikdértgen bigimli bir su
deposu suyla dolu. Deponun derinligi bir koseden baslayarak 5 m araliklarla 6l¢tilmiis ve asagidaki tabloya
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26 Béliim 1. Dikdértgen Bolgelerde iki Katli Integraller

yazilmistir (satirlar 20 m’lik kenar, siitunlar 30 m’lik kenar boyunca uzaklig, hiicreler metre cinsinden
derinligi gosterir). Orta nokta kuralini 20 m’lik kenarda m = 2, 30 m’lik kenarda n = 3 parcayla kulla-
narak depodaki suyun hacmini tahmin ediniz.

0 5 10 15 20 25 30

0o 2 3 4 6 7 8 8

5 2 3 4 7 8 10 8

10 2 4 6 & 10 12 10

5 2 3 4 5 6 8 7

20 2 2 2 2 3 4 4
Cozim.

z degiskeni 20 m’lik kenar boyunca, y degiskeni 30 m’lik kenar boyunca él¢ilsiin ve f(zx,y), (z,y)
noktasindaki derinlik olsun. Suyun hacmi, R = [0, 20] x [0, 30] iizerinde | fR f(z,y) dA integralidir.
m = 2 i¢in Az = 10 ve orta noktalar z; = 5, £, = 15’tir. n = 3 i¢in Ay = 10 ve orta noktalar y; =
5, Yy = 15, y3 = 25’tir. AA =10 - 10 = 100 m® olur. Merkezlerdeki derinlikleri tablodan okursak

f(5,5) =3, f(5,15) =17, f(5,25) =10,
£(15,5) = 3, f(15,15) = 5, f(15,25) = 8

ve toplam 36 bulunur. Buna gére

2 3
Vi ;Zf(fi,:&j) AA = 36 - 100 = 3600 m?

7 7j=1

olur. m

Alistirma 1.3 (Alt ve Ust Kose Toplamlarimi Siralamak). V, f(z,y) = /52 — 22 — y? grafiginin
altinda ve 2 < x < 4, 2 <y < 6 dikdortgeninin istiinde kalan cismin hacmi olsun. Dikdortgen z = 3
ve y = 4 dogrulariyla dort alt dikdortgene boluniiyor. L 6rnek noktalar: sol alt koseler, U de sag ust
koseler alinarak kurulan Riemann toplamlari olsun. V, L ve U sayilarint hesaplamadan kigiikten buytge
siralayiniz ve gerekgesini aciklayiniz.

Coziim.

Alt dikdértgenler [2, 3] x [2,4], [2,3] x [4, 6], [3,4] x [2,4] ve [3,4] x [4, 6]dur.

f’nin davranisi. Dikdortgen iizerinde z > 2 ve y > 2’dir. y sabitken x arttik¢a 22 artar, 52 — 2 — 32
azalir ve karekok artan bir fonksiyon oldugundan f azalir. Aym bicimde z sabitken f, y arttikca azalir.
Ayrica 22 + y? < 16 + 36 = 52 oldugundan f her yerde tanimli ve f > 0’dir.

Sonug. Bir alt dikdértgenin sol alt kdsesi hem en kiiciik 2’e hem en kiiciik y’ye sahiptir; bu yiizden
f'nin o alt dikdortgendeki en bityiik degeri sol alt kosededir. Sol alt kdsedeki yiikseklikle dikilen kutu,
cismin o alt dikdortgen tizerindeki pargasini icine alir; bu ytizden V' < L’dir. Sag st kose ise f’nin
en kugciik degerini verir; o ylikseklikle dikilen kutu cismin iginde kalir ve U < V olur. f kesin azalan
oldugundan her kutu ile cisim arasinda hacmi pozitif bir bosluk kalir; boylece

U<V <L

bulunur.
Siralamay sayilarla da gorebiliriz. Her alt dikdortgenin alani 2’dir ve

L=2(2V11+4V2+V39+3V3 ) ~ 47,46,
U=2(3V3+V7+2V5+0)~ 24,63

olur; sayisal olarak V' =~ 39,30’dur. m
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1.9 Alistirmalar 27

Alistirma 1.4 (Hacim Olarak Yorumlayarak Hesaplamak). R = [0,1] x [0, 1] olmak iizere // (4—
R

2y) d A integralini, onu bir cismin hacmi olarak yorumlayarak hesaplayiniz.

Coziim.

R tzerinde 4 — 2y > 4 — 2 = 2 > 0 oldugundan integral, birim karenin tstiinde ve z = 4 — 2y diizle-
minin altinda kalan cismin hacmidir.

z = 4 — 2y ifadesi ’e bagh degildir. Bu ylizden cismin z eksenine dik her kesiti aynidir: yz-diizleminde
koseleri (y,z) = (0,0), (1,0), (1,2) ve (0,4) olan bir yamuk. Yamugun paralel kenarlar1 4 ve 2,
ytiksekligi 1’dir; alani

442

1=3
2

olur. Cisim, bu yamugun z yoniinde 1 birim boyunca 6telenmesiyle olusan bir prizmadir; hacmi kesit
alani ile uzunlugun ¢arpimudir:
//(4—2y)dA:3-1:3.
R
Fubini Teoremi’yle kontrol edelim:

11 1 1
/ / (4—2y)dydac=/ [4y—y2](1)dm=/ 3dz = 3.
0o Jo 0 0

4 2
Alistirma 1.5 (Logaritma Veren Bir Ardisik Integral). / / (f + Q) dy dx ardigik integralini
1 /1 \Y %
hesaplayniz.
Cozim.

2
I¢ integral. z sabitken E’nin y’ye gore ilkeli z In y, g’in ilkeli g—’tir:
Y x

T
2 2
/(E+g>dy:lxlny+y—
1 \y =z 2x

2 1
= <x1n2+—) — (0+—) ::cln?—i—i.
T 2 2

y=2

Dis integral.

4
4 2
/ (wln2+i)dm: x—ln2—|—§lnx
1 2x 2 2

1
3 1
—81n2+§ln4—§1n2

1 21
:8ln2+31n2—§ln2 = ?1n2.

Alistirma 1.6 (Uygun Siray1 Secerek Hesap). R = [0,2] x [0, 3] olmak iizere // ye Y d A integra-

R
lini hesaplayiniz.

Cozim.
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28 Béliim 1. Dikdértgen Bolgelerde iki Katli Integraller

Integrand siireklidir, Fubini Teoremi her iki siray1 da kullanmamiza izin verir. y carpan, iisteki —zy
ifadesinin z’e gore tiirevi olan —y’nin ters isaretlisidir:

9
Ox

(—e ™ )=ye ™.

Bu yiizden 6nce x’e gore integral almak, ilkeli dogrudan verir. (y’ye gore 6nce integral alsaydik kismi
integrasyon gerekirdi.)

Alistirma 1.7 (Kesit Alanlariyla Hacim). S, z = z?,/y yiizeyinin altinda ve R = [0,2] x [1,4]
dikdértgeninin tistiinde kalan cisim olsun. 0 < z < 2 icin S’nin z eksenine dik ve x noktasindan gecen
diizlemle kesitinin alan1 A(z)’i bulunuz ve hacmi f A(z) dz olarak hesaplayiniz.

Coziim.

Kesit alani. z sabitken kesit, 1 < y < 4 aralifinda z = 22 /y egrisinin altinda kalan bdlgedir. Alan,
22 sabit ¢arpan olmak iizere

4 2 4 14
A(z) = / 2y dy = z* {— y3/2] = (8 —1)= =2
1 3 1 3

olur. Ornegin x = 1’deki kesitin alan1 A(1) = 14/3, x = 2’deki kesitin alan1 A(2) = 56/3’tiir.

Hacim.
2 2
14 14 112
V:/ A(x)dw:/ —xzdx:_.§:_.
0 0 3 3 3 9

Cismi y eksenine dik diizlemlerle dilimleseydik kesit alam A(y) = \/y f *22dy = % y olurdu ve

/. 14 %ﬂ dy = g . % = 112 ile ayn1 sonuca ulagirdik; Fubini Teoremi’nin soyledlgl de budur. m

Alistirma 1.8 (Paraboloit ile Diizlem Arasindaki Cisim). z = 2 + 22 + (y — 2)? paraboloidi ile z =

1,z =1,z = -1,y = 0 ve y = 4 diizlemlerinin sinirladig1 cismin hacmini bulunuz.
Coziim.
Cismi tanimak. x = £+1 ve y = 0, y = 4 diizlemleri cismin izdiisimiini R = [—1, 1] x [0, 4] dikdért-

geni olarak belirler. R {izerinde 2 + x2 + (y — 2)? > 2 > 1 oldugundan paraboloit her yerde z = 1
dizleminin ustiindedir. Cisim, altta z = 1 diizlemi, iistte paraboloit ile smirhdir; (z,y) noktasinin
ustiindeki yiitksekligi

(2+x2+(y—2)2)—1:1+x2+(y—2)2

olur. Cismin hacmi, paraboloidin altindaki hacimden tabani R ve yiiksekligi 1 olan kutunun hacminin
cikarilmastyla bulunur; Onerme 1.1 geregi bu fark

V= // 1+z%+( ]dA

integralidir.
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1.9 Alistirmalar 29

Hesap. Once y’ye gore integral alalim:

4
/ [1+2%+ (y—2)* |dy
0

234
:4+4x2+lwl
3
0
8 8 28
=4+47% + - + - = 42?2 + —.
+x+3+3 :c+3

Sonra x’e gore:

Alistirma 1.9 (Bir Dikdortgende Ortalama Deger). f(z,y) = z%y fonksiyonunun, késeleri (—1, 0),
(—1,5), (1,5) ve (1,0) olan R dikdértgeni tizerindeki ortalama degerini bulunuz.

Cozim.
Késelerden R = [—1,1] x [0,5] ve A(R) =2-5 =10 oldugu goriiliir. Integrand ¢arpim biciminde
oldugundan Onerme 1.2 ile

1 5
2 25 25
m2ydA:/ szx/ ydy==.2=22
//R L ) 32 3

bulunur. Ortalama deger

1 , 1 25 5
- dA = — .2 _°2
Jon = IRy //Rx Y 10 36

olur. m

Alistirma 1.10 (Simetriyle Hesap). R = [—m, 7] X [—m, 7] olmak iizere // (1+ z?siny +
R
y?sinz ) dA integralini hesaplaymniz.

Cozim.
Onerme 1.1 geregi integrali {i¢ parcaya ayirabiliriz:

// 1dA+// xzsinydA—i-// y?sinz dA.
R R R

Birinci parca. Onerme 1.2 ile
// ldA:/ daz/ dy = 21 - 21 = 42
R — —
olur; bu, R’nin alanidir.

ikinci parca. Yine Onerme 1.2 ile
3

™ T 2
//mzsinydAz/ xzd:c/ sinydy:%oO:()
R -7 -7

olur; ¢iinkii sin y tek fonksiyondur ve simetrik bir aralikta integrali sifirdur.
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Uciincii parca. Ayni nedenle, bu kez sin x tek oldugundan

2. T i 2
y“sinx dA = sinx dz Y dy=0~?=0
R — _

™

olur.
Sonug olarak

// ( 1+x2siny+y251nx)dA:47r2
R

bulunur. m

Aligstirma 1.11 (Fubini Teoreminin Kosulu Neden Gerekli).

_ T~y

1 1 1 1
olsun. / / f(z,y)dydx ve / / f(z,y)dz dy ardigik integrallerini hesaplaymiz. Sonu¢ Fubini
0 Yo 0o Yo

Teoremi ile celigir mi?

Cozim.
Once y’ye gore. 0 < z < 1 sabit olsun. Pay1 x — y = 2z — (z + y) diye yazarsak

2z 1

I@9) = Gagp ~ wrap

x
_|_
(+y)? z+y

olur. y’ye gore tiirev alinarak dogrulanabilecegi gibi bunun bir ilkeli — "dir. Buna gore

[ewn-[atmr o],

y=0

oz ( 1+1)_ 1
o (z+1)2 z41 r x) (x+1)2

bulunur. (z = 0 i¢in i¢ integral iraksaktir; tek bir nokta dis integrali etkilemez.) Dis integral

Lot Lodx 1 1t 1 1
/O/Of(a:,y) yds /0 Rl L IEEE REE

olur.
Once x’e gore. z ile y'nin yerini degistirmek f’nin isaretini degistirir: f(y,z) = —f(z, y). Bu yiizden
yukaridaki hesap, harflerin rolleri degistirilerek, fol f(z,y)dz = e verir ve
1 1 1
dy 1
flog)dody=— [ =3
/0 /0 o (y+1)? 2
bulunur.

Yorum. ki ardigik integral farklidir, ama bu Fubini Teoremi ile celismez. Teorem f’nin kapali R =
[0,1] x [0, 1] dikd6rtgeninin her noktasinda siirekli olmasini (genel halinde en azindan sinirl olmasini)
ister. Buradaki f ise (0, 0) noktasinda tanimli bile degildir ve bu noktanin yakininda sinirsizdir: rnegin
f(z,0) = z/z3 = 1/22, 2 — 0% iken sonsuza gider. Demek ki teoremin kosulu saglanmiyor. Hatta
f. R uzerinde integrallenebilir de degildir: sol alt kosedeki alt dikdértgende ornek noktay: (z,0)
bi¢iminde ve z’i yeterince kiiciik secerek Riemann toplamlarini istedigimiz kadar biiyiitebiliriz. m
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1.9 Alistirmalar 31

Alistirma 1.12 (Integralle Tanimlanan Fonksiyonun Karisik Tiirevleri). £, [a,b] X [c, d] iizerinde
stirekli olsun. a < < bve ¢ < y < dicin

9(z,y) = /: /y f(s,t)dtds

tammlansin. g, = g,, = f(7,y) oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Buradaki g, = (g,),, once = e sonra y ’ye gore alian karigik kismi tiirevdir.
Gy Y'Yl sabit tutalim ve ¢ f Y f(s,t)dt diyelim. f, [a,b] x [c,y] tizerinde siirekli oldugundan

®, [a,b] tizerinde siireklidir (bkz Analiz 3). g(z,y) = fa () ds oldugundan, analizin ikinci temel
teoremi (bkz. Analiz 2) geregi
9:(2,y) / flz,t)d

olur. Simdi z’i sabit tutalm. t — f(z,t) sirekli oldugundan ayni teorem bu kez y’ye gére uygulanur:
9y (2,Y) = /f:vtdt f(z,y).

9yz- [ [a, 2] X [c,y] dikdértgeninde siirekli oldugundan Fubini Teoremi integral sirasini degistirme-

mize izin verir:
y T
say) = [ [ fstdsar

Yukaridaki akil yiiritmeyi z ile y’nin rolleri degistirilerek tekrarlarsak énce gy z,y) f f(s,y)ds,
sonra g, (z,y) = f(x,y) bulunur.
Béylece g,.,, = g,, = f(z,y) olur. m

Bu bolimde integral hep bir dikdortgen tizerinde alindi. Uygulamada ise integrasyon boélgesi cogu zaman
bir daire, bir ticgen ya da iki egri arasinda kalan bir bolgedir. Bir sonraki bolimde iki kath integrali boyle
genel bolgelere genisletiyor ve ardigik integralin sinirlarinin bu bélgelerde nasil kuruldugunu gorityoruz:
Genel Bolgelerde iki Katli Integraller.
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2.1

2. Genel Bélgelerde Iki Katli Integraller

Tek degiskenli belirli integralde integrasyon bélgesi her zaman bir araliktir. Iki katli integrali ise simdiye
kadar yalniz dikdértgenler iizerinde tanimladik (Dikddrtgen Bélgelerde Tki Katli Integraller). Oysa karsi-
miza ¢ikan bolgelerin ¢cogu dikdortgen degildir: iki parabol arasinda kalan bir bolge, bir ticgen ya da bir
disk gibi.

Fikir basittir: bolgeyi bir dikd6rtgenin i¢ine koyar, fonksiyonu bdlgenin disinda sifir alarak biitiin dikdort-
gene genisletiriz. Boylece yeni bir limit tanimina gerek kalmaz; dikdértgendeki tanim ve Fubini Teoremi
(Teorem 1.2) yeterli olur. Bolge iki egri arasinda kaldiginda integral yine bir ardigik integrale donusiir. Tek
fark, i¢ integralin sinirlarmin artik sabit sayilar degil, dis degiskenin fonksiyonlar1 olmasidir.

Genel Bir Bolgede Iki Kath Integral

Once dikdortgen olmayan bir bélge iizerinde integralin ne demek oldugunu belirleyelim.
D diizlemde simnurl: bir bélge olsun, yani D’yi i¢ine alan bir R = [a, b] X [c, d] dikdértgeni bulunsun. D
iizerinde tamimli bir f fonksiyonunu R’ye, D’nin disinda sifir degerini vererek genisletelim:

[ f(z,y),(z,y) € D ise,
F<x7y)_{0’ ’ (waz)ER ve (z,y) ¢ D ise. (1)

Tanim 2.1 (Genel Bir Bolgede Iki Katli Integral). D sinirli bir bélge, R onu igeren bir dikdértgen ve
F, (1) ile verilen fonksiyon olsun. F', R tizerinde integrallenebilir ise f fonksiyonunun D tizerindeki iki

kath integrali
J[ ewaa= [[ Feyaa
D R

ile tanimlanir.

Yani D uzerindeki integral, sifirla genisletilmis fonksiyonun dikdértgen tizerindeki integralidir (Tanim
1.2). D’nin disinda F' = 0 oldugundan bu noktalar integrale hicbir katk: vermez. Bu yiizden D’yi icerdigi
stirece hangi dikdortgeni sectigimizin 6nemi yoktur: dikdortgeni biiyiitmek, integrale yalniz F’nin sifir
oldugu parcalar ekler.

f(z,y) >0 ise ffD f(z,y)dA, D’nin istinde ve z = f(z,y) grafiginin altinda kalan cismin hacmidir.
Gercekten F’nin grafigi, D tizerinde f’nin grafigiyle aynidir, R’nin geri kalaninda ise taban diizlemine
yapigiktir. Iki grafigin altinda kalan hacim de bu yiizden aynidir.
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z = f(x, y), D tizerinde z=HKzx, y), R iizerinde

z z
a A

Sekil 2.1: Solda fmnin D tuizerindeki grafigi. Sagda D'yi iceren R dikdoértgeni ve Fnin grafigi: D tizerinde f
ile aym1 yiizey, Rnin geri kalaninda taban diizlemi (F = 0). iki grafigin altinda kalan hacim aynidur.

F, D’nin smir noktalarinda siireksiz olabilir: smirin bir yaninda f, 6biir yaninda 0 degerini alir.
Dikdortgenlerde, smirl ve yalniz sonlu sayida diizgiin egri tizerinde siireksiz olan bir fonksiyonun integ-
rallenebilir oldugunu gérdiik. f, kapali ve siirlt D bélgesinde siirekliyse sinirlidir; D’nin siniri da sonlu
sayida diizgiin egriden olusuyorsa F, R iizerinde integrallenebilir ve [[ D f(z,y) dA vardir. Bu bolimde

karsilasacagimiz biitiin bolgelerin siiri bu tiirdendir.

Birinci ve Ikinci Tip Bolgeler

Tanim integralin var oldugunu séyler ama onu nasil hesaplayacagimizi sdylemez. Hesap i¢in bolgeleri,
smirlarinin bicimine gore iki tiire ayiririz.

Tamim 2.2 (Birinci Tip Bolge). g; ve g, [a, b] araliginda siirekli ve her x € [a, b] i¢in g, (z) < go(x)
kosulunu saglayan iki fonksiyon olsun.

D={(z,y) |a<z<bgi(x) <y < gola)}

biciminde yazilabilen bir bolgeye I. tip bolge denir.

Yani L tip bir bolge, © = a ve x = b diisey dogrular1 arasinda, altta y = g, (), iistte y = g, () grafigiyle
smurlanir. Bolgeyi kesen her diisey dogru onu tek bir dogru pargasi boyunca keser. g; ve g, nin tek bir
formiille verilmesi gerekmez; siirekli olduklari siirece parcali tanimli da olabilirler.

Tanim 2.3 (Ikinci Tip Bolge). h, ve h,, [c,d] araliginda siirekli ve her y € [c,d] icin h, (y) < hy(y)
kosulunu saglayan iki fonksiyon olsun.

D={(z,y) |c<y<d, h(y) <z <hy(y)}
bi¢iminde yazilabilen bir bolgeye II. tip bolge denir.
Yani II. tipte « ile y'nin rolleri yer degistirir: bolge y = ¢ ve y = d yatay dogrular1 arasinda, solda z =
hi(y), sagda x = hy(y) egrisiyle sinirlanir ve her yatay dogru onu tek bir dogru pargasi boyunca keser.

Dikdortgen, ticgen ve disk gibi pek ¢cok bolge hem I. hem II. tiptir; ikisi de olmayan bélgeleri ise boliimiin
sonunda parcalara ayirarak inceleyecegiz.
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Birinci tip (I. tip) bolge ikinci tip (II. tip) bolge
Ay AY
¥ =8
d -
D
D yT >
x=hy(y) x = hy(y)
¢+
y= &)
a x b x x

Sekil 2.2: Solda I tip bir bélge: alt ve tist kenar1 x'in fonksiyonlarinin grafikleridir. Diisey ok y = gi(x)
egrisinden girip y = g,(x) egrisinden ¢ikar ve i¢ integralin siirlarini verir. Sagda II. tip bir bélge: sol ve

sag kenar1 y'nin fonksiyonlaridir; yatay ok x = h,(y) egrisinden x = h,(y) egrisine gider.

Iki Tip Bolgede Ardisik integral

Tanimu I. ve I tip bolgelere uygulayinca iki katli integral, dikdortgenlerde gordiigiimiiz ardisik integral-
lere (Tanim 1.5) ¢cok benzeyen bir bigim alir.

Teorem 2.1 (Birinci Tip Bolgede Iki Kath Integral). f, I tip bir

D={(z,y) [a<z<b gi(2) <y < go(a)}

bolgesinde stirekli ise

femaa= [ [ feydyds
A [].

olur.

Ispat.

Adum 1: Bélge ve genigletme. g, ve g,, [a, b] kapali araliinda siirekli olduklarindan sinirlidir. Bu yiizden
her z € [a,b] i¢in ¢ < g,(x) ve go(z) < d olacak bicimde c, d sayilar: segebiliriz. R = [a,b] X [c, d]
dikdortgeni D’yi icerir; 6zellikle D sinirlidir.

D kapalidir da. Terimleri D’de olan bir (x,, yy,) dizisi (z, y) *ye yakinsasin.a < z, < bveg;(x) <y, <
9o () esitsizliklerinde limite gegip gy, g, nin sirekliligini kullanirsak a < x < b ve g;(z) <y < go(x)
buluruz. Yani (z,y) € D’dir ve D kapalidir (bkz. Analiz 4).

Kapali ve sinirli bir kiime kompakttir (bkz. Analiz 4). U¢ Deger Teoremi’ne (bkz. Analiz 4) gére siirekli f,
D’de ssmirhidir. F, (1) ile verilen fonksiyon olsun. F' de R iizerinde sinirlidir ve tanim geregi

//Df(w,y)dA=//RF(:r,y)dA
olur.

Adim 2: Genisletilmis fonksiyon integrallenebilir. F yalniz D nin simirinda, yaniy = g,(x), y =
9o(x) grafikleriyle x = a, x = b dogru pargalari iizerinde siireksiz olabilir. Bu kiimeler, toplam alam
istendigi kadar kiigiik dikdortgenlerle ortilebilir. Diisey dogru parcalari igin bu agiktir.

gy ise [a, b] de diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 4). Bu yiizden her ¢ > 0 icin [a, b] yi éyle [z)_,, x}] par¢a-
larina bolebiliriz ki her par¢ada g, ’in en biiyiik ve en kiiciik degeri arasindaki fark €’dan kiiciik olsun.
Grafigin bir parca iizerindeki kismi, tabani [x),_,, x| ve yiiksekligi € olan bir dikdértgenin icinde kalr.
Bu dikdértgenlerin toplam alani e (b — a)’dir. g, 'nin grafigi de ayni bigimde ortiiliir.
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2.3 Iki Tip Bélgede Ardisik Integral 35

Dikdortgenlerdeki integrallenebilirlik ol¢iitiiniin (ii) sikki ve Fubini Teoremi’nin (Teorem 1.2) ardindan
verilen genel hali, ispatlarinda siireksizlik egrilerinden yalniz bu értme 6zelligini kullanir (bkz. Dikdortgen
Bélgelerde Tki Katli Integraller). Bu yiizden ikisi de F’ye uygulanir; ézellikle F, R iizerinde integrallene-
bilir.

Adum 3: Ardisik integral vardir. Bir © € [a, b] sabitleyip i¢ integrale bakalim. ¢ <y < g,(z) ya da
95(z) <y < d ise (x,y) noktasi D nin disindadir ve F(x,y) = 0°dir. g1 (z) < y < go(x) ise (z,y) € D
ve F(x,y) = f(x,y) dir. Demek kiy +— F(z,y) sinirlidir ve en ¢ok iki noktada siireksizdir; bu yiizden i¢
integral vardir. Tek degiskenli integralin araliga gore toplamsalligiyla

d g1(z) ga(x) d
/ F(x,y)dy=/ 0dy+/ f(w,y)dy+/ 0dy

g1(z) g2(z)

gz(f)
- / £ ) dy

91(z)

bulunur. Bir fonksiyonun tek bir noktadaki degerini degistirmek tek degiskenli integrali degistirmez;
bu yiizden F’nin y = g,(x) ve y = go(z) noktalarindaki degerleri énemsizdir. Sagdaki integrale G(x)
diyelim.

Dus integralin var oldugunu gérmek icin G nin siirekli oldugunu gosterelim. £(x) = g,(x) — g, () olsun.
y = g,(z) + ¢t £(x) dogrusal degisken degistirmesi (bkz. Analiz 2)

1
Gla) = €0 [ 1 (20100 +11(a) )
0

verir.0 < t < 1iken( z, g,(z) + t£(z) ) noktasi D dedir ve (z,t) ye siirekli bicimde baglidir. Bu yiizden
integralin icindeki fonksiyon [a, b] x [0, 1] dikdortgeninde siireklidir. Parametreye bagl integralin siirek-
liligine gore (bkz. Analiz 3) sagdaki integral x’in siirekli bir fonksiyonudur. £ de sirekli oldugundan G,
[a, b] 'de siireklidir ve f; G(z) dz vardir.

Adim 4: Fubini Teoremi. F simirlidir, R iizerinde integrallenebilir ve kullandigimiz ardisik integral
vardir. Fubini Teoremi’nin genel hdline gore

//RF(:c,y)dAz/ab/ch(x,y)dydxz/abG(x)dx

olur. Adim 1'deki esitlik ve G’nin tanimiyla bu, istenen esitliktir. B

Yani I tip bir bélgede 6nce y’ye gore, sonra z’e gore integral aliriz. I¢ integralde x sabittir; ama bu kez
yalniz f(z,y) degil, g, (z) ve go(z) smirlar1 da x’e baghdir. I¢ integralin sonucu z’in bir fonksiyonudur
ve dis integral onu sabit sinirlar arasinda toplar.

Teorem 2.2 (ikinci Tip Bolgede ki Katli Integral). f, I tip bir

D={(z,y) | c<y<d hi(y) <z <hyly)}

//D F(w,y) dA = / ' /h h(()) F,y) dedy

bolgesinde stirekli ise

olur.

Ispat.

L tip bolgedeki ispatta (Teorem 2.1) x ile y’nin rollerini degistiririz. hy ve hy sinirli oldugundan her y €
[e,d] igina < hy(y) ve hy(y) < b olacak bigimde a, b segilir ve R = [a, b] X [c, d] alinir. O ispatin Adim
1 ve Adim 2’sindeki gibi D kapali ve sinirlidir, F' simirlidir ve R iizerinde integrallenebilir.

Sabit bir y € [c,d] i¢in F(z,y), hi(y) <z < hy(y) iken f(x,y)’ve, bu aralifin disinda 0’a esittir.
Dolayisiyla i¢ integral vardir ve
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36 Boliim 2. Genel Bolgelerde iki Katli Integraller

b hz(!/)
/ F(z,y)dz = / f(,y) de
a hq(y)

1

olur. Sagdaki integrale H (y) diyelim. x = hy(y) +t ( hy(y) — hy(y) ) degisken degistirmesiyle, Adim
3'teki gibi H ’nin [c,d]’de siirekli oldugu, dolayisiyla dis integralin de var oldugu goriiliir. Fubini
Teoremi’nin genel hali bu kez obiir sirayi verir:

%f(x,y)dAzﬂ%F(may)dA
:/cd/abF(m,y)dxdyZ/cdH(y)dy-

Bu, istenen esitliktir. ®

Smirlar hangi degiskene baglh olabilir?

Dis integralin s1n1r1ar1 her zaman sabit sayilardir. I¢ integralin sinirlar1 yalniz d1§ deglgkene baglh
olabilir. Ornegin f f fdydx yazim dogrudur Ama dig sinirinda  bulunan f f fdydxyada

i¢ sinirinda kendi deglgkem y bulunan f f Y f dy dz anlamsizdir: bunlarin sonucu b1r say1 olamaz.

Sinirlar1 dogru yazmanin en giivenli yolu, bélgeyi cizip iginden bir ok gecirmektir.

© Dért adimda iki katlt integralin sinirlarini belirleme

1. D bolgesini ¢iz ve siur egrilerinin kesisim noktalarini bul.

2. Bélgenin I. tip mi, II. tip mi, yoksa ikisi birden mi olduguna karar ver. Ikisi birden ise tek parca ve
daha kolay integral veren bi¢imi sec.

3. L tipte bélgeyi asagidan yukar1 kesen bir diisey ok ¢iz: okun girdigi egri y = g, () alt sinuri, ¢iktig
epri y = go(x) Ust smur1 verir; a ve b, 2’in bolgedeki en kii¢iik ve en biiyiik degeridir. II. tipte ok
yataydir ve soldan saga, © = h(y) egrisinden z = h,(y) egrisine gider.

4. Once dis degiskeni sabit tutarak ic integrali, sonra dis integrali hesapla.

Ornek 2.1 (Iki Parabol Arasinda Kalan Bolge). D,y = 222 ve y = 1 + 2 parabollerinin sinirladig1

bolge olmak tizere
[ @+2waa
D

integralini hesaplayiniz.
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2.3 Iki Tip Bélgede Ardisik Integral 37

y=1+x"

(1,2)

y=2x"

\/

Sekil 2.3: y = 2x* ve y =1 + x* parabolleri (-1, 2) ve (1, 2) noktalarinda kesisir. Aradaki D bolgesi L. tiptir:
her diisey ok alttaki y = 2x* paraboliinden girer, iistteki y = 1 + x* paraboliinden cikar.

Coziim.

Bolge. Paraboller 222 =1+ 22, yani 22 = 1 iken kesisir: £ = —1 ve = = 1, kesisim noktalar (-1,2)
ve (1,2)dir. —1 < 2 < 1 igin 22 < 1 oldugundan 2x? < 1 + 2%dir; alttaki parabol y = 222, iistteki
y = 1+ x?°dir. Bolge L. tiptir:

D={(z,y) | -1<z<1,222 <y<1+2z%}

Bolge IL. tip degildir: 1 < y < 2 araligindaki bir yatay dogru bélgeyi iki ayr1 par¢a boyunca keser.
I¢ integral. Teorem 2.1’e gore

1 plta?
//(x+2y)dA:/ / (x +2y)dydz
D —1 /222

olur. z sabitken x + 2y’nin y’ye gore bir ilkeli zy + y*’dir:

[0+ V]t = a1+ 0%) + (14 27)? — a(20?) — (2027
=z +23+1+ 222 + 2% — 223 — 4zt
=3zt -3+ 222 + 2+ 1.

Dis integral. —2® ve x tek fonksiyonlar oldugundan simetrik [—1, 1] araliginda integralleri sifirdur;

cift terimler icin integral [0, 1]’deki degerin iki katidir:
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38 Boliim 2. Genel Bolgelerde iki Katli Integraller

1 1
/ (—3x4—w3+2x2+w+1)dx:2/ (—32* + 222 + 1) dx
0

-1
3 2 16 32
( 5+3+) 15 15

Baz1 bolgeler hem I. hem II. tiptir; o zaman integrali iki sirada da kurabiliriz.

Ornek 2.2 (Bir Paraboloidin Altindaki Hacim). z = 2 + y? paraboloidinin altinda, zy-diizleminde
= 2z dogrusu ile y = x? paraboliiniin sinirladig1 D bdlgesinin iistiinde kalan cismin hacmini hem I tip
hem IL tip yazimla bulunuz.

b (2,4, 20)

(2,4,0)

Sekil 2.4: Ornekteki cisim: taban1 xy-diizlemindeki D bélgesi, tavani z = x* + y* paraboloidi, yan yiizleri
y = 2x diizlemi ile y = x* parabolik silindiridir. En yiiksek noktasi (2, 4, 20)'dir; sekil sigsin diye z ekseni
kisaltilarak ¢izilmistir.

Cozim.
L. tip olarak. Egriler x? = 2z, yani z = 0 ve x = 2 iken kesisir; kesisim noktalar1 (0,0) ve (2, 4)’tiir.
0 < z < 2i¢in 22 < 2z oldugundan

D={(z,y)|0<z<2,2? <y< 2z}

olur. D iizerinde z? + y2 > 0 oldugundan hacim

y=2x

2 2 2 v
V:// (m2+y2)dydm=/ 22y + = dx
0 Yz2 0 3
—mp2
y=x
2 3 6
8
:/ 2x3+i—x4—x— dx
0 3 3

0
_ 56 32 128 1960 —672—640 _ 648 _ 216
~ 3 5 21 105 105 35
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2.3 Iki Tip Bélgede Ardisik Integral 39

bulunur.
IL tip olarak. Sinirlar1 ’e gére ¢ozelim: y = 2x dogrusu x = ¥, y = x? paraboliiniin > 0 kolu z =
Vyolur. 0 <y < 4icin ¥ < ,/y oldugundan

yazilir ve Teorem 2.2"e gore

4 rE 4[,3
V:/ / (a:2+y2)d$dy:/ S
0 “y/2 0 3

4 [ 3/2 3 3
- v oY Y )y,
/0 ( 3 TV T ) Y
4
_ /4 ﬁ N y5/2 B ﬁ dy — 2y5/2 N 2y7/2 B 13y*
N 24 5 7 96
0

olur. 45/2 = 32, 47/2 = 128 ve 4* = 256 oldugundan

o=\/j
dy

z=y/2

64 256 104 448 +3840 — 3640 648 216

V=517 3 105 T 105 35

bulunur. iki yol ayni sonucu verir. m

Bir bolge iki tipten de olsa, bu iki yazimdan biri ¢ogu zaman ¢ok daha kisadur.

Ornek 2.3 (Dogru ile Parabol Arasinda Kalan Bolge). D, y = z — 1 dogrusu ile y?> = 2z + 6 para-
boliiniin sinirladig: bolge olmak tizere
// zydA
D

integralini hesaplayiniz.

L. tip olarak: alt sinir iki parcali IL tip olarak: tek parca
y y

y=+(2x+6) x=y2-3

e
,

(-1,-2) (-1,-2)

~—

y=-J(2x + 6)

Sekil 2.5: y = x - 1 dogrusu ile y* = 2x + 6 parabolii arasindaki D bolgesi. Solda diisey oklar: x = -1'in
solunda alt sinir paraboliin alt kolu, saginda dogrudur; bu yiizden I. tip yazim iki integral ister. Sagda
yatay oklar hep paraboldan girip dogrudan ¢ikar: II. tip yazim tek integraldir.

Coziim.
Bélge. Dogru x = y + 1, parabol z = "’2—2 — 3 bigiminde yazilabilir. Kesisimde y? = 2(y + 1) + 6, yani
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Y —2y—8=(y—4)(y+2) =0

olur. Buradan y = —2 ve y = 4, kesisim noktalar1 (—1,—2) ve (5,4) bulunur. —2 < y < 4 i¢gin y* —
2y — 8 < 0 oldugundan % — 3 < y + 1’dir: parabol solda, dogru sagdadur.

Dhem I hemII tiptir. Ama L. tip yazimda alt sinir iki parcalidir: —3 < z < —1 iken paraboliin alt kolu
y=—V2x+6,—1 <z <5ikeny = = — 1 dogrusudur. II. tip yazim ise tek parcadir:

2
D:{($»y>‘—2Sy£4,%—39§y+1}.

Hesap. Teorem 2.2'e gore

4 py+l 41,2 r=
//xydA:/ / xydxdyz/ =Y dy
D —2 Y y2/2-3 -2 _
2
1 /4 y?
== Y (y+1)2—(——3 dy.
2/, [ 2

2
Koéseli parantezin icini acalim: (y + 1)%2 = y2 + 2y + 1 ve (y—; - 3) = % — 3y? + 9 oldugundan fark
—yf + 4y? + 2y — 8dir. Bunu y ile carparsak

1 /4 y5
//acydA:—/ —Z 43+ 292 — 8y | dy
D 2J., 4

4
1 y6 4 2y3
= |- 27 4y
2[ g TV T T
2

olur. Koseli parantezdeki ifade y = 4’te —% + 256 + %8 —64 =064, y=—2de —% + 16 — % —
16 = —8 degerini alir. Boylece

//nydA:%(64—(—8)):36

bulunur.
I. tip yazimla karsilastirma. Ayni integral

-1 pv2z+6 5 V2z+6

/ / a:ydydx—}-/ / xy dydx
-3 Y2216 -1z

olarak da yazilabilir. Birinci integral sifirdur, ciinkii 2y, y’ye gore tektir ve i¢ siirlar simetriktir. Tkinci-

sinde i¢ integral

T 3 5z
— | (2 —(z—1)2|=—" 4222+ —
2[(x+6) (z )] 2~|—9c+2

olur ve [—1, 5] tizerindeki integrali yine 36 ¢ikar. Sonu¢ aynidir, ama iki parcali yazim daha fazla is
ister. B

Hacim problemlerinde iki ayr1 ¢izim isimizi ¢ok kolaylastirir: biri ti¢ boyutlu cismin, ébiirii cismin zy-
diizlemindeki tabani olan D bélgesinin ¢izimi.

Ornek 2.4 (Bir Dértyiizliiniin Hacmi). =+ 2y + 2z = 2, z = 2y, z = 0 ve z = 0 diizlemlerinin smur-
ladig1 dortytizliiniin hacmini bulunuz.
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2.3 Iki Tip Bélgede Ardisik Integral 41

Dortyiizli T

Taban bolgesi D

0,0,2)

(1, 1/2,0)

Sekil 2.6: Solda x=0,z=0, x=2yve x+ 2y + z = 2 diizlemlerinin sinirladig T dortyiizliisii. Sagda tabani
olan D tiggeni: x + 2y + z = 2 diizlemi xy-diizlemini y = 1 - x/2 dogrusu boyunca keser.

Coziim.

Cisim. Dortyiizli T’nin tabanmi z = 0 dizlemindedir; tstten x + 2y + 2z =2, yani 2 =2 —x — 2y

diizlemiyle, yanlardan z = 0 ve z = 2y disey diizlemleriyle sinirlanir.

Taban bélgesi. z + 2y + 2z = 2 diizlemi xy-diizlemini (2 = 0) z + 2y = 2, yani y = 1 — § dogrusu

boyunca keser. Dolayisiyla T"nin altinda kalan D bélgesi z =0, y = § ve y = 1 — § dogrularinin

sinirladig ticgendir. Son iki dogru § = 1 — %, yani = 1 iken, (1, %) noktasinda kesigir. Boylece
D:{(:v,y)‘ogxgl,ggygl—;

olur. D tizerinde y < 1 — ¥ oldugundan 2 — z — 2y > 0’dur.

Hacim. V = ffD (2 —z—2y)dAdr:

1 pl—z/2 1 oly=1-z/2
V= (2—z—2y)dydx = |:2y_xy_y:|y:m/2 da.
0 Yz/2 0

flkelin ist sinirdaki degeri
T AN z?
e a1 ) (12 a1 e

alt siirdaki degeri z — ””—22 — %2 =z — %’ti’m Farklar1 1 — 2z + 22 = (1 — x)? oldugundan
1 3
1—
Vz/ (1—2)2dx = [—ﬂ
0 3

bulunur. Kontrol: D ii¢geninin = 0 tzerindeki kenarinin uzunlugu 1, kars1 kdsesinin bu kenara
uzaklig1 1 oldugundan alan: %’dir. Dértytzliniin yiksekligi 2 oldugundan V = % . % -2 = % olur. m

1
1

3

0
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Integrasyon Sirasini Degistirmek

Fubini Teoremi’ne gore bir iki katl integrali iki farkli sirada ardigik integral olarak yazabiliriz. Bazen
siralardan biri ¢ok zor, hatta elemanter fonksiyonlarla imkansizdir. Béyle bir ardisik integralle karsilasinca
onu o6nce bir iki katl: integral olarak yorumlar, sonra 6biir sirada yazariz.

@ U¢ adimda integrasyon sirasini degistirme

1. Verilen ardigik integralin sinirlarindan D boélgesini kiime olarak yaz: dig sinirlar dis degiskenin, i¢
sinirlar i¢ degiskenin araligidir.

2. D’yi ciz.

3. D’yi 6biir tipte yeniden betimle ve integrali ters sirada yaz.

Ornek 2.5 (Sira Degistirerek Hesaplanan Bir Integral).

1,1
/ / sin(y?) dy dx
0 T

ardisik integralini hesaplayiniz.

Ltip:0<x<1l,x<y=<1 ILtip:0<y=<1,0=<x<y

/x=y

(1,1) (1, 1)

Sekil 2.7: Ayni D tiggeni iki bicimde okunur. Solda diisey ok y = x dogrusundan y = 1 dogrusuna gider;
sagda yatay ok x = 0 ekseninden x = y dogrusuna gider. Ikinci okuma, i¢ integrali x'e gore almay1 saglar.

Coziim.

Neden sira degismeli? Verilen sirada énce [ sin(y?®) dy’yi bulmamiz gerekir; ama sin(y?) nin ilkeli
elemanter bir fonksiyon degildir. Bu yiizden siray1 degistiririz.

Bolge. Teorem 2.1'1 tersten okursak integral ffD sin(y?) dA’dir ve

D={(z,y)|[0<z<lz<y<1}
koseleri (0,0), (1,1) ve (0, 1) olan {iggendir. Ayni iiggen IL tip olarak
D={(z,y) [0<y<1,0<z<y}

bi¢iminde yazilir.
Hesap. Teorem 2.2'e gore
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olur. u = y?, du = 2y dy degisken degistirmesiyle

! 1t 1 L1
; ysin(y 25 smuduza [—cosu]oza(l—cosl)

bulunur. Bu deger yaklasik 0,2298’dir. m

Iki Katl1 Integralin Ozellikleri

Dikdértgen iizerindeki integralin lineerlik ve karsilagtirma 6zellikleri (Onerme 1.1) genel bolgelere aynen
tasinir. Bunlara bolgeye gore toplamsallik, alan ve sinirlama 6zellikleri eklenir.

Onerme 2.1 (iki Kath Integralin Ozellikleri). Asagidaki biitiin integrallerin var oldugunu ve c’nin bir
sabit oldugunu varsayalim.

(i) Lineerlik.
//L,[f<m’y)+g(x’y)]dA://Df(m’y)dAﬁL//Dg(x,y)dA

//Dcf(:r,y)dA:c/Df(:r,y)dA

(ii) Karsilastirma. D nin her noktasinda f(x,y) > g(z,y) ise

//fxydA>// g(z,y)d

(iii) Bolgeye gore toplamsallik. D = D, U D, ise ve D, ile D, nin ortak noktalar yalniz sinirlarindaki
sonlu sayida diizgiin egri iizerindeyse

//Df(a:,y)dAz//D f(m,y)dA+/D f(z,y)dA

(iv) Alan. D nin alani A(D) ile gosterilirse
// 1dA = A(D
D
(v) Stnirlama. D ’nin her noktasindam < f(x,y) < M ise

< /Df(a:,y) dA < M - A(D).

Toplamsallik ozelligi, ne I ne IL tip olan bir bolgeyi I ve II. tip parcalara ayirarak integral almamizi saglar:
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Ne L ne II tip D, L tip, D, IL tip

Sekil 2.8: Solda ne I ne IL tip olan bir D bélgesi: kesikli diisey dogru siniri dort kez, kesikli yatay dogru da
dort kez keser. Sagda D bir diisey dogru parcasiyla iki parcaya ayrilmistir: D, L tip, D, IL tip bir bolgedir ve
iki parca yalniz bu dogru parcasi boyunca ortaktir.

Ispat.

Her adimda D ’yi iceren bir R dikdortgeni alir ve bir fonksiyonun R’ye sifirla genisletilmesini biiyiik harfle
gosteririz.

(i) ve (ii) f ile g’nin genisletmeleri F' ve G olsun. f + g’nin genisletmesi F' + G dir: D’de iki taraf da
f+ g’ye, D’nin disinda 0 + 0 = 0’a esittir. Ayni bicimde c f 'nin genisletmesi cF’dir. D’de f > g ise R’de
F > G olur, ¢iinkii D’nin disinda ikisi de sifirdir. Dikdértgendeki ozellikleri (Onerme 1.1) R iizerinde F
ve G’ye uygulayip tanimi kullanirsak (i) ve (ii) elde edilir.

(iii) f’nin D’den, D, 'den ve D, den sifirla genisletmeleri F', F} ve F, olsun. C, D, ile D, nin ortak sinir
olsun. R’nin C iizerinde olmayan bir p noktasini alalim. p ¢ D ise ii¢ fonksiyon da p’de sifirdir. p € D
ise p, Dy ile D, den tam olarak birindedir; bu yiizden F, (p) ile F,(p) den biri f(p)’ye, obiirii 0’a esittir.
Her iki durumda F, (p) + E,(p) = F(p) 'dir. Demek ki

H=F+F—-F

fonksiyonu C’nin disinda sifirdir. F, F}, F, integrallenebilir oldugundan dikdortgendeki lineerlik ozelligi
geregi H de R iizerinde integrallenebilirdir. C' sonlu sayida diizgiin egriden olustugu i¢in hi¢bir dikdortgeni
tamamen dolduramaz. Bu yiizden R’nin her boliintiisiinde her alt dikdortgenden C' iizerinde olmayan bir
ornek nokta secebiliriz. Bu secimle H ’nin biitiin Riemann toplamlar sifirdwr. Iki katl: integral her 6rnek
nokta secimi icin Riemann toplamlarinmin limiti oldugundan ffR H dA = 0 olur. Simdi (i) den

//RﬂdA+//R1%dA=//RFdA+//RHdA://RFdA

bulunur. Tanim geregi bu esitligin terimleri sirasiyla D;, D, ve D iizerindeki integrallerdir.
(iv) D L tip ise Teorem 2.14 f = 1 icin uygularsak

//DldA:/ab/gg(z:>1dydxz/ab(QQ(;c)—gl(x))dx

olur. Bu, iki egri arasinda kalan bélgenin alanidir (bkz. Analiz 2). 1L tip bélgelerde x ile y nin rolleri degisir;
bu tiirden sonlu sayida parcaya ayrilan bolgelerde de (iii) ve alanin toplamsalligi kullanilir. Daha genel
bolgelerde ise A(D) = ffD 1dA esitligi alanin tanimi olarak alimir.

(v)m < f < M oldugundan (ii) geregi
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2.5 Iki Katl Integralin Ozellikleri 45

//DmdAﬁ//Df(w,y)dAs//DMdA
//mdA:m// 1dA =m- A(D)

olur; ayni bigimde sagdaki integral M - A(D) ye esittir. B

olur. (i) ve (iv)‘e gore

Yani (iii), tek degiskenli integraldeki [ b fdr = [ fdz+ [ b fdx ozelliginin iki boyutlu karsiligidir.
(iv)‘iin geometrik anlami da agiktir: tabam D, yﬁkseakligi 1 olan bir silindirin hacmi A(D) 1= A(D)dir
ve bu hacim ] fD 1dA’ya esittir. (v) ise m > 0 iken z = f(z,y) grafiginin altindaki hacmin, tabam D ve
yiikseklikleri m ile M olan iki silindirin hacimleri arasinda kaldigini séyler.

Ornek 2.6 (Alan1 Iki Katli Integralle Bulmak). y = 22 parabolii ile y = 2z dogrusunun sinirladig
D bolgesinin alanini iki katli integralle bulunuz.

Cozim.
Ornek 2.2'de bu bélgeyi L tip olarak

D={(z,y)|0<z<2,2* <y <2z}
bi¢iminde yazdik. Onerme 2.1 (iv)‘e gore

A(D)z// 1dA /2/2m1dydm=/2(2m—x2)d:p
D 0 Y2 0
3

2
g T 8 4
2| =4 2=
[x 3] 373

0

bulunur. m

Sinirlama 6zelligi, hesaplanmasi zor bir integrali kabaca kestirmeye yarar.

Ornek 2.7 (Bir Integrali Kestirmek). D, merkezi orijin ve yaricap1 2 olan disk olmak iizere

// esinwcosy dA
D

integralinin alabilecegi degerleri Onerme 2.1 (v) ile sinirlayimniz.
Cozim.
Her (z,y) icin —1 < sinz <1 ve —1 < cosy < 1 oldugundan —1 < sinz cosy < 1’dir. Ustel fonk-
siyon artan oldugundan

e—l S esinxcosy S 61 —e

olur.m = 1, M = eve A(D) = - 22 = 47 alirsak

4 )
_7T < // esinzcosy g A < 4dre
€ D

bulunur. Bu, integralin yaklagik 4,62 ile 34,16 arasinda oldugunu séyler. Kestirim kabadir; integralin
gercek degeri yaklagik 14,41°dir. m

Dikdoértgende tanimladigimiz ortalama deger (Tanim 1.6) genel bolgelere aynen taginir.
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Tamim 2.4 (Genel Bir Bolgede Ortalama Deger). A(D) > 0 olan bir D bélgesinde integrallenebilir
bir f fonksiyonunun ortalama degeri

Jore = ﬁ//[)f(x,y) dA

sayisidir.

Yani f,, f’nin D tizerindeki integralinin bélgenin alanina béliinmesiyle bulunur; f > 0 ise tabani D,
yiiksekligi f,., olan silindir, grafigin altindaki cisimle ayni hacme sahiptir. Onerme 2.1 (v)'i A(D)’ye
bolersek m < f., < M buluruz: ortalama, en kii¢iik ve en buiyiik deger arasindadir. f siirekli ise ortala-
manin f’nin gercekten aldig1 bir deger oldugunu da gésterebiliriz.

Onerme 2.2 (iki Kath integraller i¢cin Ortalama Deger Teoremi). f, A(D) > 0 olan L ya da IL tip
bir D bolgesinde stirekli olsun. Bu durumda

//D #(z,9)dA = f(z0,50) A(D)

olacak bi¢imde bir (z,y,) € D noktasi vardr.

Ispat.
D I tip olsun:

D={(z,y) |a<z<b g(x) <y <gy(x)}.

Bolge IL tip ise ayni advmlar x ile y’nin rolleri degistirilerek yapilir.

En kiigiik ve en biiyiik deger. L tip bolgedeki integral formiiliiniin ispatinda (Teorem 2.1, Adim 1) D nin
kapalr ve sinirly, dolayisiyla kompakt oldugunu gordiik. Ug Deger Teoremi’ne (bkz. Analiz 4) gore D de
dyle P ve Q noktalari vardir kim = f(P) ve M = f(Q) igin her (z,y) € D noktasindam < f(z,y) <
M olur. Onerme 2.1 (v)i A(D) > 0 sayisina bélersek

m< <M, u=ﬁ//[)f($,y>dz4

buluruz.

Aradeger. P = (z,,y,) ve Q = (x4, y,) olsun. P den diisey olarak (x,, g, (x)) noktasina inen, oradan
y = g, (x) grafigi boyunca (x4, g,(x5)) noktasina giden ve oradan diisey olarak Q’ya ¢ikan yolun
biitiin noktalari D dedir. Bu yolu siirekli bir : [0,1] — D fonksiyonuyla, v(0) = P vey(1) = Q olacak
bicimde parametrelendirelim. h(t) = f(~(t)) fonksiyonu [0, 1] de siireklidir ve h(0) = m, h(1) = M *dir.
m = M ise f sabittir ve her nokta ise yarar. m < M ise p, h(0) ile h(1) arasinda (ya da bunlardan
birine esit) oldugundan Ara Deger Teoremi’ne (bkz. Analiz 1) gore h(t,) = p olan bir t, € [0, 1] vardir.
(2o, Yo) = V(to) dersek

// f(,y) dA = p A(D) = f(zo,4,) A(D)
D

olur. m

Yani f > 0ise grafigin altindaki hacim, taban1 D ve yiiksekligi f nin bir f(z, y,) degeri olan bir silindirin
hacmine esittir: grafigin tepeleri kesilip ¢ukurlar1 doldurulunca diiz bir tavan elde edilir.

Alistirmalar

Alistirma 2.1 (Degisken Sinirli Bir Ardisik Integral).

1 Yy 5
/ / ze¥ dx dy
o Yo
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ardigik integralini hesaplayiniz.

Coziim.
I¢ integral. ic integralde y sabittir; eV’ carpani x’e gore sabit oldugundan disar1 ¢ikar:

y
y 2 2
ze¥’ dx = e¥’ i ev’.
0 2 2
0

D1s integral. u = y3, du = 3y? dy degisken degistirmesiyle

bulunur. m

Alistirma 2.2 (Ardisik Integrali Kurup Hesaplamak). D, y = x dogrusu ile y = 3z — 22 parabo-
liiniin sinirladifs bdlge olmak iizere [[ b 2y d A integralini bir ardigik integral olarak yazip hesaplayiniz.

Cozim.

Bolge. Kesisimde z = 3z — 22, yani 2% — 2z = z(z — 2) = 0 olur: z = 0 ve = = 2, noktalar (0,0)
ve (2,2)’dir. 0 < z < 2i¢in (3z — 22) — x = (2 — x) > 0 oldugundan parabol dogrunun iistiindedir.
Bolge L. tiptir:

D={(z,y)|0<z<2,z<y<3z—2z}

Bu bélgeyi II. tip yazmak iki parca gerektirirdi, ¢iinkii paraboliin tepesi (%, %), y = 2 dogrusunun
istiindedir.

Hesap.
2 p3z—x? 2
// 2ydA:/ / 2ydyd:z;—/ [yQ]Zf?f_”” dx
D 0o Jz 0
2 2
_/ ((3m—x2)2f:c2)dm:/ (822 — 623 + z4) dx
0 0
I e N TR
3 2 5 3 5 15
0
|

Alistirma 2.3 (iki Stranin Karsilastirllmasi). D, y = = — 2 dogrusu ile # = y? paraboliiniin smir-
ladig1 bélge olmak iizere || fD y dA integralini iki sirada da kurunuz, kolay olan sirayla hesaplaymniz ve

neden daha kolay oldugunu aciklayniz.
Coziim.
Bolge. x = y? ile x =y + 2 esitlenirse y> —y —2 = (y —2)(y + 1) = 0 olur. Kesisim noktalar
(1,—1) ve (4,2)'dir. —1 < y < 2'icin (y + 2) — y* > 0 oldugundan parabol solda, dogru sagdadir.
IL. tip yazim. Bolge tek parca halinde

D={(z,y) | -1<y<2,y? <z <y+2}

biciminde yazilir:
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48 Boliim 2. Genel Bolgelerde iki Katli Integraller

2 py+2 2
// ydA:/ / ydxdy:/ y(y+2—y?)dy
D —1 7y2 -1

2
2 3 4
= P+2y—y’)dy= %Hﬂ—yz]
—1
-1
8 5 9
3 12 4

L. tip yazim. 0 < z < 1 iken diisey ok paraboliin alt kolu y = —+/Z’ten iist kolu y = /7', 1 <z <
4 iken y =  — 2 dogrusundan y = /x’e gider:

1 G 4 oz
// ydA:/ / ydyda:+/ / ydydzx.
D 0 J—vz 1 Jao—2

Birinci terim sifirdir, ¢iinkil y tek fonksiyondur ve ic sinirlar simetriktir. Ikinci terim

y=vaz

/14 lyﬂ d$:%/14(37_(37_2)2)d$=%/14(—x2+5m—4)da:

y=z—2
4
_17x3+5z274x _1<8+11)_9
2| 3 2 “2\3 " 6/ 4
1

verir. Sonug¢ aymdir. II. tip sira daha kolaydir: sol ve sag sinir tek formiille verildigi icin integral tek
parcadir; I tip sirada ise alt sinir x = 1°de degistiginden integrali ikiye bolmek gerekir. m

Alistirma 2.4 (Silindir ve Diizlemlerle Sinirli Bir Cisim). Birinci oktantta y? + 22 = 4 silindiri ile
x = 2y, x = 0 ve z = 0 dizlemlerinin smurladig1 cismin hacmini bulunuz.

Coziim.
Cisim ve taban. Birinci oktantta z > 0 oldugundan cismin tavani z = /4 — y? yiizeyi, tabam 2z =

0 diizlemidir. Silindirin i¢inde 0 < y < 2°dir ve x, x = 0 ile x = 2y diizlemleri arasinda kalir. Taban
bolgesi
D={(z,y) |[0<y<20<z<2y}
olur; bu bir II. tip ticgendir.
Sira secimi. Yiikseklik yalnz y’ye baglidir. Once z’e gére integral alirsak i¢ integral yalmz bir garpma

olur; 6biir sirada ise [ 1/4 — y? dy i¢in trigonometrik degisken degistirme gerekirdi.
Hesap.

2 2y 2
V=/ / \/4—y2dmdy=/ 2y\/4 — y2 dy.
0o Yo 0
u=4—1y? du= —2ydyalirsak y = 0 iken u = 4, y = 2 iken u = 0 olur:

4 9 y 4
V= d:—“] —2.g=-2
/0‘/1_”‘ [3“ o 3°73

Alistirma 2.5 (Bir Ardisik Integralin Cismi).

1 1—=x
/ / (1—z—y)dydz
0o Jo
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2.6 Aligtirmalar 49

integralinin hacmini verdigi cismi betimleyiniz ve integrali hesaplayiniz.

Coziim.
Cisim. Taban bélgesi

D={(zy)|0<2<1,0<y<1-—a}

koseleri (0,0), (1,0) ve (0,1) olan tiggendir. D iizerinde yiikseklik z =1 — 2 — y > 0’dir; bu, = +
y + z = 1 diizlemidir. Cisim, koordinat diizlemleri ile  + y 4+ 2z = 1 diizleminin sinirladig1, koseleri
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) ve (0,0, 1) olan dértyiizlidiir.

Hesap. I¢ integral

-z 211" )2 _ )2
/ ﬂ—w—yMy={0—@y—%w — oy Uo7
0

2 2
0
olur. Dis integral
1
1 2 3
1-— 1— 1
/ ( w(m:l_< w] 1
0 2 6 . 6
verir. Kontrol: taban alani1 1 5> yiikseklik 1 oldugundan dértytizliiniin hacmi % % 1= %’dlr. [ |

Alistirma 2.6 (iki Hacmin Farki). y = 2 parabolik silindiri ile z = 3y ve z = 2 + y diizlemlerinin
sinirladigy cismin hacmini, iki hacmin fark: olarak bulunuz.

Coziim.

Taban. iki diizlem 3y = 2 + y, yani y = 1 iken kesisir. y < 1 iken 3y < 2 + y oldugundan cisim altta
z = 3y, iistte 2 = 2 + y diizlemiyle sinirlanir. Silindirin icinde y > x2°dir; diizlemlerin kesisim dogrusu
da cismi y = 1’de kapatir. Taban bolgesi

D={(z,y) | -1<z<1,2*<y<1}

olur. D tizerinde 3y > 0 oldugundan iki diizlem de zy-diizleminin tstiindedir.
Hacim. Cismin hacmi, z = 2 + y diizleminin altindaki hacimden z = 3y diizleminin altindaki hacmin
cikarilmasiyla bulunur. (i) 6zelligiyle iki integral birlestirilir:

// 2+y)dA— //3ydA / /2 2 —2y)dydz
:/1[2y y]y_mzdx:/1(1—2:c + %) da

—2(1-Z+4g) =2 o -1
3 5 15 15

52 v 36 16>
Ayr ayr1 hesaplanirsa iki hacim {5 ve 3¢ ¢ikar; farklari yine 37 tir. m

Alistirma 2.7 (iki Ardisik integrali Birlestirmek). Bir D bolgesi iizerindeki integral
1 2y 3 3—y
J[1ewaa= [ ["tewdzays [ [ ey dedy
D o Yo 1 Yo

bi¢iminde iki ardigik integralin toplami olarak yazilmigtir. D’yi betimleyiniz ve integrali ters sirada tek
bir ardigik integral olarak yaziniz.

Coziim.
Parcalar. iki integralin bolgeleri
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Dy ={(z,9) |0<y<1,0<z <2},
Dy ={(z,y) |1<y<3,0<z<3—y}

olur. D;, z = 0 ekseni ile z = 2y, yani y = % dogrusu arasindadir. Dy, x = 0ilex =3 —y, yaniy =
3 — x dogrusu arasindadur.

Bolge. y = § ve y = 3 — x dogrular1 § = 3 — z, yani z = 2 iken (2, 1) noktasinda kesisir. D, ile D,
yalnizy = 1 dogru parcasi boyunca ortaktir ve birlesimleri kogeleri (0, 0), (2, 1) ve (0, 3) olan ii¢gendir.
Ters sira. Bu licgeni L. tip olarak yazalim. 0 < z < 2 icin diisey ok alttaki y = § dogrusundan girip
ustteki y = 3 — = dogrusundan ¢ikar:

//D Fyy) dA = /0 2 / ; f(w,y) dy da.

Alistirma 2.8 (Siray1 Degistirerek Hesaplamak).

o3
/ / e dxdy
0 3y

integralini integrasyon sirasini degistirerek hesaplayiniz.
Coziim.
Neden? ¢*”"nin ilkeli elemanter degildir; verilen sirada i¢ integral hesaplanamaz.
Bolge. Integrasyon bolgesi
D={(z,y)|[0<y<1,3y<az<3}

koseleri (0,0), (3,0) ve (3,1) olan iicgendir. Ust kenar1 & = 3y, yani y = £ dogrusudur. I tip olarak
Dz{(x,y)’OSxS&OSySg}

yazilir.
Hesap.

bulunur. m

Aligtirma 2.9 (Bélgeyi Parcalara Ayirmak). D, [—1,1] x [—1, 1] karesinden, késeleri (+1,0) ve
(0, £1) olan egik kareninici (| = | + | y | < 1) ¢ikarilinca kalan bolge olsun. D’yi 1. tip bolgelerin birlegimi
olarak yazip [[ O x? d A integralini hesaplayniz.

Coziim.

Parcalar. D, karenin dort kosesindeki dort dik tiggenden olusur ve bu ticgenlerin ortak noktalar: yalniz
koselerdir. Her biri I tiptir:
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2.6 Aligtirmalar 51

={(z,y) |0<z<1,1-z<y<1},
:{(m,y)| —1<2<0,1+z<y<1},
To={(z,y) | -1<2<0,-1<y<—-1—zx},
T,={(z,y) |0<z<1l,-1<y<z—1}

Hesap. Her parcada ic integral 22 ile diisey parcanin uzunlugunun carpimdir. 7} ve T}, te bu uzunluk
x, Ty ve Ty'te —a’tir:

//T1x2dA:/01 mda:— // 22 dA = / :c2~(fx)dm:%1.

Ayni bicimde T ve T, iizerindeki integraller de 1 tiir. Onerme 2.1 (iii)‘'e gore
1
2dA=4.- =
// ’ 1
bulunur.

Kontrol. Karenin tamaminda integral f_ll f_ll z?dydz = 4, egik karede ise 4 f —x)dr =
%’tiir. Toplamsallik geregi D {izerindeki integral % — % =1 d1r ]

Alistirma 2.10 (Yarim Diskte Bir Kestirim). S = {(z,y) | 2% + y? < 1,z > 0} olmak iizere
/ Vvi—x?y?dA
s

integralini Onerme 2.1 (v) ile sinirlaymiz.

Cozim.
Alan. S, yarigapi 1 olan yarim disktir: A(S) = 7.
Integrandin 51n1rlar1 (|z|—] y |) > 0 e§1t31zhg1nden |zy | < 2 +y cikar. S°de 2% +y? <1

oldugundan | zy | < 3, yani 0 < #%y? < +’tiir. Buradan
15 V15
Z<4 22y? <4 = TS\/4fx2y2§2

olur.
Kestirim. m = \/TTS’ M =2ile

gg //\/TdA<2

yani

\/1:57T§/ Va—x?y?dA<m7
s

bulunur. Sayisal olarak integral 3,0418 ile 3,1416 arasindadir. m

Alistirma 2.11 (Bir U¢gende Ortalama Deger). f(z,y) = xy fonksiyonunun, késeleri (0, 0), (1,0) ve
(1,3) olan D t¢geni tizerindeki ortalama degerini bulunuz.

Cozim.
Bélge. Hipoteniis (0, 0) ile (1, 3)’ten gegen y = 3z dogrusudur. Uggen L tiptir:

D={(z,y)|0<z<1,0<y< 3z}

Alam A(D) =1 -1-3 = $dir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 51 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

52 Boliim 2. Genel Bolgelerde iki Katli Integraller

Integral.

1 3z 1 2
9z 9 1 9

acydA:// wydydm:/ac-—dx:—-—:__
//D o Jo L2 2478

Ortalama. Tanim 2.4'e gbre

3

> |

1 2 9
- A=2.2 2
Fort A(D)//D‘Tyd 3°%

bulunur. m

Alistirma 2.12 (Simetriyle Hesaplamak). D = {(z,y) | | z | +| v | < 1} olmak iizere

// (2+x2y3—yzsinx)dA
D

integralini simetri ve geometri kullanarak hesaplayiniz.

Cozim.
Ayirma. Lineerlik geregi integral ii¢ integralin toplamidir:

2// 1dA+// x2y3dA—// y?sinz dA.
D D D

Birinci terim. D, késegenleri 2 uzunlugunda olan bir karedir; alan1 22 = 2°dir. Onerme 2.1 (iv) geregi
birinci terim 2 - 2 = 4’tiir.
Ikinci terim. D’yi I tip olarak yazalim: —1 <z < 1ve —(1— |z |) <y < 1—| z |. Sabit z i¢in

1— |z |
/ 223 dy =0
—(1=]=

olur, ¢iinkii 3 tek fonksiyondur ve aralik simetriktir. Dolayisiyla ikinci terim 0’dur.
Uciincii terim. Bu kez D’yi IL. tip yazalm: —1 <y < 1ve —(1— |y |) <2 <1 —| y |. Sabit y icin

sin x tek oldugundan
-yl
/ y?sinzdr =0
—(1=1yD

olur ve tigiincii terim de 0’dur.
Sonug.

// (2+x2y3—yQSinw)dA:4—|—O—O:4.
D

Genel bolgelerde integrali artik iki adimda kuruyoruz: bélgeyi iki egri arasina sikistiriyor, sonra ardisik
integrali yaziyoruz. Baz1 bolgeler ise x ve y ile degil, merkeze uzaklik ve aciyla ¢cok daha kolay betim-
lenir: diskler, halkalar ve daire dilimleri. Bir sonraki boliimde bdyle bolgeler igin kutupsal koordinatlara
geciyoruz: Kutupsal Koordinatlarda Iki Kath Integraller.
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3.1

3. Kutupsal Koordinatlarda Iki Katl
Integraller

Merkezi orijinde olan bir disk iizerinde [ R f(z,y) dA integralini hesaplamak istedigimizi diigiinelim. Dik
koordinatlarda a yaricaph disk

—a<z<a, —Va? —12?2 <y<Va?—z?

diye yazilir. Sinirlarda karekokler belirir ve i¢ integral cogu zaman zahmetli bir hesaba déniisiir. Oysa ayn1
disk kutupsal koordinatlarda yalmzca 0 < r < a, 0 < § < 27 demektir: biitiin siurlar sabittir.

Bu boliimde iki katl integrali kutupsal koordinatlara tagimayi 6grenecegiz. Kural kisadir: z = rcos 6,y =
rsin 0 yazilir ve d A yerine r dr df konur. Asil is, bu fazladan 7 ¢arpaninin nereden geldigini anlamaktir;
cevap kiictik kutupsal dikdortgenlerin alanindadir. Daireler, halkalar, giil egrileri ya da orijinden gecen
cemberlerle sinirli bolgelerde integral bu sayede birkag satirda hesaplanir.

Kutupsal Koordinatlar ve Bolgeler

Once kutupsal koordinatlar1 kisaca hatirlayip hangi bolgelerin bu koordinatlarla kolay yazildigini gorelim.
Diizlemde bir P noktasinin kutupsal koordinatlar1 (7, #)’dir: r, P’nin orijine uzakligs; 6 ise pozitif x ekse-
ninden OP dogrultusuna saat yoniiniin tersine ol¢iilen agidir (bkz. Analitik Geometri). Dik koordinatlarla
baglanti

r? = 2% + 92, x =rcosf, y=rsind

esitlikleriyle kurulur.

Bu koordinatlarda orijin merkezli cemberler r = sabit, orijinden ¢ikan 1ginlar ise § = sabit denklemle-
riyle yazilir. Bu yiizden cemberler ve iginlarla sinirli bir bélge, 7 ve 6 icin sabit sinirlarla betimlenir. Ornegin
birim disk 0 < r < 1,0 < 0 < 2 ile; Gist yar1 diizlemde x? + y2 =1lilez2 + y2 = 4 cemberleri arasinda
kalan yarim halkada 1 <r < 2,0 < 6 < 7 ile verilir.

(@)0<r<1,0<0=<2m (b)1<r<2,0<0=<m
y y

x2+y2:1

Sekil 3.1: Kutupsal koordinatlarla kolay yazilan iki bélge. (a) Birim disk: 0 < r < 1, 0 < 0 < 27. (b) Ust yar1
dizlemde x* + y* = 1 ile x* + y* = 4 cemberleri arasindaki yarim halka: 1 < r < 2, 0 < 6 < & Okla gdsterilen
151n bolgeye r = 1'de girer, r = 2'de ¢ikar.
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Kutupsal Dikdortgen

Yukaridaki iki bolge, dik koordinatlardaki dikdértgenin kutupsal karsiligi olan bir bélge tiiriiniin 6zel
halleridir.

Tanim 3.1 (Kutupsal Dikdortgen). 0 < a < bve a < § < a + 27 olsun. Kutupsal koordinatlar:
a<r<hb, a<f<p
kosullarini saglayan noktalarin olusturdugu
R={(r,0)|a<r<ba<0<p}

kiimesine kutupsal dikdortgen (polar rectangle) denir.

Yani kutupsal dikdortgen, r ve 6 icin birer kapali aralik secilerek elde edilir. Smirinda iki ¢ember yay1
(r = a ve r = b) ile iki 151n pargasi (f = o ve § = () vardir; bi¢imi bir halka dilimidir. a = 0 ise dilim
orijine kadar uzanir ve bir daire dilimi olur. 8 — a = 27 ise tam bir halka ya da disk elde edilir. 3 — a <
27 kosulu, diizlemin hicbir pargasinin iki kez sayilmamasini saglar.

Sekil 3.2: Kutupsal dikdértgen R={(r, 6) | a < r< b, a < 0 < ff}: iki cember yayi ile iki 151 parcasinin
sinirladigy halka dilimi.

Bir kutupsal dikdortgenin alani, iki daire diliminin alanlar1 farkidir. Bu kii¢iik hesap, bolimiin biitiin
formiillerinin kaynagdur.

Onerme 3.1 (Kutupsal Dikdortgenin Alani). o <r <b, o < 8 < f ile verilen R kutupsal dikdortge-
ninin alani

A(R) = 5 (b* —a®)(B—a) =T ArAf

N =

b
olur. Burada 7 = 2 * ortalama yarigap, Ar = b —a ve A = 3 — o’dir.
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Ispat.

Yarigap: p ve merkez agisi p (0 < ¢ < 2m) olan daire diliminin alam %p2<p’dir, ciinkii bu dilim 7p? alanh
dairenin 5= kadaridur.

R, yarigapi b ve merkez agisi A olan daire diliminden, ayni acili ve yarigapi a olan dilim ¢ikarilarak elde
edilir. Bu yiizden

1 1 1
A(R) = SV A6 — Za? A = - (b? — a?) Af
oLur. —a” = +a — @) ¢arpaniarina ayriirsa
lur. b2 — a® = (b+ a)(b — a) carpanl yril

A(R) = “;’b(b—a)AezmrAe

bulunur. m

Yani kutupsal dikdortgenin alani, kenarlar1 Ar ve 7 Af olan siradan bir dikdértgenin alanina tam olarak
esittir; 7 Af, ortalama yarigaptaki yaymn uzunlugudur. Alanin yalmzca Ar Af olmadigina dikkat edin:
yaninda bir 7 ¢arpani vardir. Ayn1 Ar ve A ile orijinden uzakta daha genis bir dilim elde edilir.

Iki Katl1 Integrali Kutupsal Koordinatlara Tasimak

Simdi bir kutupsal dikdértgen iizerindeki integrali, iki kath integralin Riemann toplamlariyla tanimini
(Tanim 1.2) kutupsal hiicrelerle tekrarlayarak hesaplayacagiz.
R,a <r <b,a <6< fileverilen bir kutupsal dikdértgen olsun. [a, b] aralifini m, [, 5] araligim n esit
parcaya bolelim:
r, =a+i1Ar, Ar = b—a,
m
—a

=

0, =a+jA0,A0 =

3

r = r; cemberleri ile § = 6, 1inlar1 R’yi mn tane kiigiik kutupsal dikdortgene béler:

R, = {(r, 0)|rig <r<r;,0; ;<6< Hj}.
Her hiicrenin “merkezi” olarak kutupsal koordinatlari
pr = lic1 + i g = 0;1 +9;
2 J 2

olan noktay1 secelim. Onerme 3.1 geregi hiicrenin alani tam olarak
AA;; =r; Ar Af

olur.
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bir hiicre

boliniis

Sekil 3.3: Sol: r = r; cemberleri ve 0 = 6; 1ginlar1 R'yi kiigiikk kutupsal dikdortgenlere boler. Sag: bir R;
hiicresi. Isin yoniindeki kenar1 Ar, merkezinden gecen yayin uzunlugu r* A@dir ve alani tam olarak AA;;
=" Ar Afdr.

*

7

*

T

Dik koordinatlarda hiicrenin merkezi (7} cos 6
Riemann toplami soyledir:

sin 03‘) noktasidir. Ornek noktalar: bu merkezler olan

)
|

mn f(r} cos 67, 77 sin 9;)AAU

NgE

3 |l
—~
—_
N

Mz 18

-
I
—

<.
Il
—

f(r} cos 67, 7 sin 9;)7";‘ Ar Af.

Simdi r@-diizleminde
g(r,0) =r f(rcos6, rsinf)

fonksiyonunu tanmimlayalim. O zaman (1) toplami

n

Spn = i > g(r;,05)Ar A

i=1 j=1

bi¢imini alir. Bu, ¢’nin [a,b] X [«, 8] siradan dikdértgeni tizerindeki bir Riemann toplamidir. Bsliiniig
inceldikge ayn1 S,,,,, sayilar1 bir yandan || fR f dA integraline, 6te yandan ¢’nin r6-diizlemindeki integ-

raline yaklasir. Fubini Teoremi (Teorem 1.2) bu son integrali bir ardisik integral olarak hesaplatir. Sonug
asagidaki teoremdir; (ii) sikki, sinirlari sabit olmayan bolgeleri de kapsar.

Teorem 3.1 (Kutupsal Koordinatlara Gegis). (i) Kutupsal dikdortgen.0 < a <bvea<f<a+
2m olsun. f,a <1 <b,a <8 < B ile verilen R kutupsal dikdortgeninde siirekli ise

B b
//f(x,y)dA:/ / f(rcosf,rsinf)rdrdb
R a Ya
olur.

(ii) Genel kutupsal bélge. o < B < a + 2 olsun; hy ve hy, [a, B] araliginda siireklive 0 < hq(6) < hqy(6)
olsun. f,

D={(r,0)|a<0<Bh0)<r<hy(0)}

bolgesinde stirekli ise
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3.3 ki Katl Integrali Kutupsal Koordinatlara Tagimak 57

B rha(6)
/ f(a:,y)dA:/ / f(rcos,rsinf)rdrdd
D a “hq(0)

olur.

Sekil 3.4: D = {(r,0) [ =0 < B, h;0) <1 <h,(0)]. Orijinden ¢ikan her isin D'yer = h,(0) egrisinde girer, r =
h;(0) egrisinde ¢ikar; i¢ integralin sinirlar: bunlardr.

ispat.

(i) Boliiniisii yukaridaki gibi kuralim; PZ], R hiicresinin merkezi olsun.

Bir hiicrede. f, kapali ve simirh R, ; kumesmde stirekli oldugundan orada bir en kiiciik deger m,; ve bir en
biiyik deger M;; alir (bkz. Analzz 4) AA;; hiicrenin alamidir; integralin sinirlama ézelliginden (Onerme

2.1) hem ffR_' fdA hem de f(F,;) AA;; sayisum,; AA;; ile M;; AA,;; arasindadir. Bu yiizden

‘/ FAA— F(B;) Ady| < (M, —my)) AA,,
Hiicreleri toplama. Hiicreler R’yi Orter ve ikiser ikiser yalniz alani sifir olan sinir yaylari ve parcalan

boyunca kesisir. Bolgeye gore toplamsalliktan (Onerme 2.1) || fR f dA, hiicreler iizerindeki integrallerin
toplamidir. Uggen esitsizligiyle

’/ faa-s,,
R

< Z Z(sz —m;;) AA,;

i=1 j=1

bulunur.
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58 Béliim 3. Kutupsal Koordinatlarda iki Katli Integraller

Hucreler kigiliince. f, kapali ve sinirli R kiimesinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir (bkz. Analiz
4). Yani her € > 0 icin 6yle bir § > 0 vardwr ki aralarindaki uzaklik 6’°dan kiigiik olan her iki noktada
f’nin degerlerie dan az farklidwr. Bir hiicrenin iki noktasi (r, 0) ile (r’, ") arasindaki uzaklik en ¢ok Ar +
b A0 dwr: (r,0)’dan (r,0") ya giden kiris, uzunlugur | 6 — 0’ | < b A8 olan yaydan kisadir; (r,6’) ile
(r',0") arasvda | 7 — 1" | < Ar’dir. m ven yeterince biiyiikse Ar +b A0 < & olur, her hiicrede M, ; —

m;; < € saglanir ve
‘// fdA—S,..
R
elde edilir.

Limit. g(r,0) =7 f(rcosf,rsinf), Q = [a,b] X [, 8] dikdortgeninde siireklidir; dolayisiyla integral-
lenebilirdir ve Riemann toplamlarz S, m,n — oo iken ff gdA sayisina yakinsar. Fubini Teoremi

mn?

<EZZAA (R)

=1 j=

(Teorem 1.2) bu sayiyi f f g dr df ardisik integraline egztler Son esitsizlikte limit alinirsa

’ ] raa- /j /:gdrde

olur. € > 0 rastgele oldugundan iki integral esittir.

(ii) b > 0, hy’nin [, 5] iizerindeki en biiyiik degerinden kiigiik olmayan bir say olsun; D, 0 < r < b,
a < 0 < S kutupsal dikdortgeninin (R diyelim) icindedir. F', D’de f’ye, R’nin geri kalaninda 0’a esit
olsun. F, D’nin simininda siireksiz olabilir. Once gereken integrallerin var oldugunu gérelim, sonra (i) deki
adimlart F icin yeniden yapalim.

Integraller vardir. D’nin siniry, § = « ve @ = 3 1sinlarindan birer dogru parcastiler = hy(0), r = hy(6)
egrilerinden olusur. hy ve hqy tiirevienebilir olmayabilir; yine de bu egriler, toplam alani istendigi kadar
kiiciik karelerle ortiiliir. w(8), aralarindaki fark 6 ’y1 asmayan iki agida h., 'nin degerlerinin en biiyiik fark:
olsun; hy diizgiin siirekli oldugundan 6 — 0 ikenw(d) — 0°dur. [, B] araligini uzunlugu § olan k parcaya
bolelim. Bir par¢ada egrinin r degerleri uzunlugu en ¢ok w(d) olan bir araliktadwr. Bu araligi uzunlugu
en ¢ok b é olan, en ¢ok w(8)/(bd) + 1 parcaya bélelim. Ortaya ¢ikan her kiigiik kutupsal dikdértgenin iki
noktasi arasindaki uzaklik, (i) ‘deki gibi, en cok bd + b & = 2b § 'dur; bu yiizden kenari 2b § olan bir kareye
sigar. Bu karelerin toplam alani en ¢ok

w(d)

k(W+1>(2b5)2 :4b(ﬁ—04) (w(5)+b5)

<eA(R)

olur ve 6 — 0 iken 0’a gider. r = hy(0) egrisi de aymi bicimde ortiiliir. Teorem 1.1 (ii)nin ispat,
siireksizlik egrilerinden yalniz bu ortillme ozelligini kullanir. f’nin D’den sifirla genisletmesi sinirlidir ve
yalniz D’nin simirinda siireksiz olabilir; bu yiizden D ’yi iceren her dikdortgende integrallenebilirdir, yani
ffD f dA vardir. Ayni nedenle her hiicrede ffR F'dA da vardir; bu kez siireksizlikler, yaylar ve dogru

parcalarindan olusan hiicre sinirinda da olabilir.
F, R’yi iceren bir koordinat dikdortgenine sifirla genisletilirse f ’nin D ’den sifirla genisletmesi elde edilir.
Bu yiizden tamim geregi (Tanim 2.1) ffD fdA= ffR FdAdw.

Hiicrelerde tahmin. D ’nin sinirina degmeyen bir hiicre ya tamamen D ’nin i¢inde ya da tamamen disinda

en biiyiik degeri olsun; D’nin sinirina degen hiicrelerde kaba tahmin
‘// FdA—F(F;)AA;;| <2K AA;

yeterlidir, ¢iinkii bu hiicrelerin toplam alani sifira gider:

* 0 = o ve 0 = [ isinlarina orijin disinda degen hiicreler ilk ve son agi dilimindedir; toplam alanlari en
cok b2 A@’dur.

* Bir agi diliminde r = hy(0) egrisinin r degerleri uzunlugu en ¢ok w(A0) olan bir araliktadir. Ilk ve son
dilimin disinda, egriye orijin disinda bir noktada degen bir hiicre bu araliga da deger; béyle hiicrelerin
sayist en ¢ok w(A8)/Ar + 2°dir ve her birinin alani en ¢ok b Ar AQ’dir. n dilim iizerinden toplam alan
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3.3 ki Katl Integrali Kutupsal Koordinatlara Tagimak 59

en ¢ok b(8 — a) (w(A0) + 2 Ar ) olur ve w(Af) — 0 oldugundan sifira gider. r = hy(0) egrisi i¢in
de aynisi gegerlidir.

* Orijine degen hiicreleri = 1 olanlardiwr. Her birinin alani % Ar A6 oldugundan toplam alanlar %(,6 —
a) Ar?dir.

Boylece m,n — oo iken ffR FdA- S, — 0olur

Limit. S, 'nin her terimi, (1) deki gibi, r0-diizleminde (r},0%) noktasindaki r F(r cos 8, rsin @) dege-

117]
rinin Ar A ile carpimidir. Bu érnek noktalarda r > 0 ve oo < 6 < °dir. Boyle bir noktanin goriintiisii

olan (r cos 0, r sin 0) noktasinin [«, 8] araligindaki tek kutupsal agisi, f — o < 27 oldugundan, 6°dir. Bu
yiizden gériintiiniin D de olmast icin gerek ve yeter kosul, (r, ) noktasinin

E={(r,0)|a<0<B,h(0)<r<hy(0)}

bolgesinde olmasidir. Demek ki ornek noktalarda r F'(r cos 0, r sin 0), g’nin E den [0,b] X [«, 8] dikdort-
genine sifirla genisletmesiyle ayni degeri alir. Yani S,,, bu genisletmenin bir Riemann toplamidir. r
yatay, 0 du§ey eksende alimirsa E bir 1L tip bolgedir (Tanlm 2.3). Teorem 2.2 gerefi ff gdA vardir ve

fﬂ f © gdr df ardisik integraline esittir. Tanim geregi S,,,, toplamlari bu sayiya yaklnsar Iki limit
ayni oldugundan istenen esitlik ¢ikar. ®

Teorem, dik koordinatlardan kutupsal koordinatlara gecisi ti¢ isleme indirger: = rcos6, y = rsiné
yazilir; r ve @ i¢in uygun sinirlar konur; d A yerine r dr df yazilir. Bu son islem, Onerme 3.1 ile buldugumuz
alan formiliiniin sonsuz kii¢iik bi¢imidir: kenarlar1 dr ve r df olan kiigiiciik bir kutupsal dikdortgen, alam
dA = rdrdf olan bir dikdortgen gibi davranur.

I carpanini unutmaym

En sik yapilan hata, dA yerine yalmz dr df yazmaktir. dA = rdr df icindeki r, integrali alinan
fonksiyon ne olursa olsun, f = 1 olsa bile eklenir. Ornegin birim diskin alani

27 1 1
/ /rdrd9:27r-—=7r
o Yo 2

olarak dogru ¢ikar; r unutulursa 27 gibi yanlis bir sonug elde edilir.

3.4 Kutupsal Dikdortgenlerde Hesap

Once sinirlar sabit olan bélgelerle, yani kutupsal dikdértgenlerle baslayalim. Teoremi uygulamanin yolu
her seferinde aynidur.

© Kutupsal koordinatlara gecis dort adimda

1. Bolgeyi ¢izin ve 6 araligini bulun. Bolgeyi hangi 1sinlar tarryor? En kiiciik ve en biyik a¢1 o
ile B’dur.

2. r smirlarin1 okuyun. Sabit bir 6 i¢in orijinden ¢ikan 151 bolgeye nerede girip nerede ¢ikiyor?
Bu iki deger h,(6) ve hy(6) dur.

3. Fonksiyonu déniistiiriin. = rcosf, y = rsinf, 2 + y? = r? yazin ve dA yerine rdr df
koyun.

4. Once 7’ye, sonra 0’ya gore integral alin.

[k 6rnekte bu dort adimi tek tek izliyoruz.

Ornek 3.1 (Yarim Halka Uzerinde Bir Integral). R, iist yar1 diizlemde 22 + 9% = 1ve 2% + 32 =4
cemberleri arasinda kalan bolge olmak iizere

// (3¢ + 4y?)dA

integralini hesaplayiniz.
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60 Béliim 3. Kutupsal Koordinatlarda iki Katli Integraller

Cozim.
Adim 1 ve 2: sinirlar. Bolge

R={(z,y)|y=20,1<2*+y* <4}

yarim halkasidir (b6liimiin basindaki seklin (b) panelinde gosterilen bolge). Ust yar1 diizlemi 0 <
m acilar1 tarar. Bu acilarin her birindeki 151n bolgeye r» = 1°de girer, r = 2°de ¢ikar. Demek ki R, 1
r < 2,0 <0 < 7 kutupsal dikdortgenidir.

Adim 3: déniisiim. 3z + 4y? = 3r cos 6 + 472 sin? § ve dA = r dr df oldugundan Teorem 3.1 geregi

T 2
// (3z + 4y?)dA = / / (3r% cos 0 + 4r3 sin? 0)dr df
R o 71

<
<

olur.
Adim 4: integraller. Ic integralde 0 sabittir:

2
/ (3r% cos 0 + 473 sin? 0)dr = [ 73 cos 0 + r* sin? 9]:3 = Tcosf + 15sin? 6.
1

Burada 23 — 1% = 7 ve 2% — 1* = 15’tir. D1s integral icin sin? § = (1 — cos 20) 6zdesligini kullana-
lim:

7cosf + 15sin? 0)dh = 7cos9+—5——500320 do
2 2
0 0

150 1 T o1
= [7sin9+%—25sin29] ﬂ

0

1
Siniis terimleri 0 ve 7’de sifir oldugundan yalniz 157“ kalir. Sonug [ R(31‘ +4y?)dA = %’dir. ]

Bazen integral bize dik koordinatlarda bir ardigik integral olarak verilir. Once bu ardigik integralin hangi
bolge tizerinde alindigini bulur, sonra bélgeyi kutupsal koordinatlarla yeniden yazariz.

Ornek 3.2 (Ardisik Integrali Kutupsal Koordinatlara Cevirme). Asagidaki integrali hesaplayiniz:
1 V1—z2
/ / (2 + y*)dy dz.
-1Y0

Coziim.
Bolge. Sinirlar

Rz{(m,y)|71§x§1,0§y§v1—x2}

bolgesini verir. y = V1 — 22, birim ¢emberin st yarisidir; demek ki R, birim diskin iist yarisidir.
Kutupsal koordinatlarda R, 0 < r < 1,0 < 6 < 7 ile verilir.
Doéniisiim. 22 4 y2 = r2 ve dA = r dr df’dur:

1 pVi-a? 1
/ / (x2+y2)dydx:/ / r2 . rdrdd.
170 0o Yo
. 1

4
. 1
Hesap. I¢ integral / r3dr = |ﬁ—] = Z’tﬁr ve @’ya bagh degildir. Bu yiizden
0
0

1 T
~df = -
/04 4
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3.4 Kutupsal Dikdortgenlerde Hesap 61

bulunur. Dik koordinatlarda i¢ integral 2v/1 — 22 + %(1 — 22)3/2 ifadesini verir ve dis integral trigo-
nometrik bir degisken degistirme gerektirirdi. m

Kutupsal koordinatlarin en ¢ok ise yaradig1 yerlerden biri, tabani disk olan cisimlerin hacmidir.

Ornek 3.3 (Paraboloidin Altindaki Hacim). z = 0 diizlemi ile z = 1 — 22 — y? paraboloidi arasinda
kalan cismin hacmini bulunuz.

Sekil 3.5: z=1 - x* - y? paraboloidi ile xy-diizlemi arasindaki cisim. Paraboloit diizlemi x* + y* = 1 cemberi
boyunca keser; taban D birim disktir.

Coziim.

Taban. Paraboloidin denkleminde z = 0 yazilirsa 2% + y? = 1 bulunur; yani diizlem paraboloidi birim
cember boyunca keser. Cisim, D = {(z,y) | 2% + y* < 1} birim diskinin iistiinde ve paraboloidin
altindadir. Kutupsal koordinatlarda D, 0 < r < 1,0 < 6 < 27 kutupsal dikdértgenidir.

Hacim. Cismin yiiksekligi 1 — z2 — y?> = 1 — r2’dir. Bu yiizden

V://D(l—acz—yz)dA:/Ozw/ol(l—rz)rdrde

olur. I¢ integral

N

1 2
1 1 1
_3d:1"__r_ =___="C
/O(T r)dr lQ 4] 2 4 1

sabittir; dis integral bunu 27 ile ¢arpar. Sonug
V=27

olur.
Dik koordinatlarda ayni hacim
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1 V1—z?
V:/ / (1—2%—y*)dydz
-1Y V122

olarak yazilirdi. I¢ integral (1 — 22)3/2 verir ve [(1 —22)3/? dz integrali trigonometrik degisken
degistirme ister. Kutupsal koordinatlar bu zahmeti ortadan kaldirir. m

Genel Kutupsal Bolgeler

Teoremin (ii) sikk: (Teorem 3.1), sinirlar1 sabit olmayan bolgeleri de kapsar. Bu bélgeler II. tip bolgelerin
(Tanim 2.3) kutupsal karsiligidir. Orada z, y’ye bagl iki egri arasinda, y ise sabit sinirlar arasinda degisi-
yordu. Burada r, 8’ya bagl iki egri arasinda, 6 ise sabit sinurlar arasinda degisir.

Teoremde f =1, hy = 0 ve h, = h alirsa, kutupsal bir egriyle sinirli bélgenin alani igin tamidik bir
formul ¢ikar.

Sonug 3.1 (Kutupsal Bélgenin Alan1). o < 8 < a + 27 olsun ve h, [a, ] araliginda siirekli ve negatif
olmayan bir fonksiyon olsun. § = a ve 6 = 8 isinlari iler = h(0) egrisinin stmirladigt

D={(r0)|a<0<B,0<r<h0)}

bolgesinin alani

olur.
ispat.

Bir bélgenin alani, 1 fonksiyonunun o bélge iizerindeki integralidir (Onerme 2.1). Teorem 3.1, hy = 0 ve
hy = h ile uygulanirsa

B rh(9)
A(D):// 1dA=/ / rdrdf
D a Y0

bulunur. m

Yani iki katli integral, tek degiskenli analizdeki kutupsal alan formiiliinii (bkz. Analiz 2) yeni bir yoldan
Verir.

Ornek 3.4 (Giiliin Bir Yapraginin Alani). 7 = cos 26 dért yaprakl giiliiniin bir yapraginin sinirladig
alani iki katli integralle bulunuz.
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3.5 Genel Kutupsal Bolgeler 63

Ay

Sekil 3.6: r= cos 20 dort yaprakli giili. Sagdaki yaprak 0= -/4 ile 0 = 7/4 151nlar1 arasindadir; bu agilardaki
her 151n orijinden ¢ikip egriye r = cos 2€da ulasir.

Cozim.

Bolge. Sagdaki yapragialalm. —F < 6 < 7 iken —5 < 20 < 7 oldugundan cos 26 > 0°dir. Ug acilarda
cos 20 = 0 olur, yani egri bu iki 151n boyunca orijine déner ve bir yaprak tamamlanir. Bu a¢ilarin her
birindeki 151n orijinden ¢ikar ve egriye r = cos 26’da ulagur:

™ s

D:{(r,0)|—1§9§ ,OST‘SCOSQH}.

Alan. Sonug 3.1 geregi

w/4  pcos20 /4 1
A(D) = / / rdrdf = / 5 cos? 20 do

—7/4 Y0 —r/4

1 71'/4
= —/ (14 cos46)db
—m/4

olur; burada cos? 26 = 1(1 + cos 46) zdesligini kullandik. Son integral

1[ 1 /4
—0~|——sin40] =--
4 4 a4

oS

7r
8

olur, ¢iinkii sin(+7) = 0’dir. Bir yapragin alani %’dir. [

Son ornekte taban boélgesi orijinden gecen bir ¢emberdir. Boyle bir ¢cemberin kutupsal denklemi ¢ok
sadedir ve bolgeyi bir genel kutupsal bolge olarak yazmamizi saglar.
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Ornek 3.5 (Silindirin Icinde, Paraboloidin Altinda). z = 22 + 32 paraboloidinin altinda, zy-diizle-
minin iistiinde ve x? + y? = 2z silindirinin icinde kalan cismin hacmini bulunuz.

cisim

z

taban D

=Xy
(x-1)%+y*=1 /
r=2cos 6 \

\ 4

Sekil 3.7: Sol: taban D, (x - 1)* + y* = 1 diskidir; kutupsal denklemi r = 2 cos 0, -7/2 < 0 < 7/2. Sag: x* +
= 2x silindirinin i¢inde, xy-diizleminin tstiinde ve z = x* + ¥ paraboloidinin altinda kalan cisim.

Cozim.
Taban. Cisim, sinir cemberi 22 + 32 = 2z olan D diskinin iistiindedir. Kareye tamamlarsak
> —2r+1+y =1 (z—-1)2+y2 =1
bulunur: merkezi (1,0), yarigapi 1 olan gember. Kutupsal koordinatlarda 2% + y? = 72 ve z = r cos §
oldugundan cemberin denklemi r? = 2r cos 6, yani r = 2cosf olur (r = 0 ¢éziimii orijindir, o da

cemberin Ustiindedir). r > 0 olmasi i¢in cos 6 > 0, yani —g <0< % gerekir; bu aralikta r = 2 cos 6

cemberi bir kez dolanir. Her 151n orijinden ¢ikip cembere r = 2 cos §’da ulagtigindan
D:{(T,G) | —g S0§g,0§r§20039}

olur.
Hacim. Cismin yiiksekligi 2 + y? = r?’dir. Teorem 3.1 (i) ile

/2 2cos @
V=//(:r2+y2)dA:/ / r2.rdrdf
D x/270

/2 ” 2cos 6 /2
:/ T d9:/ 4cos*Odo
—7/2 0 —1/2

bulunur. cos? @ cift fonksiyon oldugundan bu integral 8 foﬂ/ % costh df’ya esittir.
Trigonometrik integral. cos? § = %(1 + cos 26) 6zdesligini iki kez kullanalim:
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8cos? § = 2(1 + cos20)? = 2(1 + 2 cos 20 + cos? 26)

1
= 2(;—{—200520—}-5%546).

Buradan
36 1

elde edilir; sintis terimleri O ve g’de sifirdir. B

Alistirmalar

Alistirmalar kolaydan zora siralidir. Hepsinde isin yarisi, bolgeyi kutupsal koordinatlarla dogru yazmaktr.

Alistirma 3.1 (Uc Ceyrek Diskte Koordinat Secimi). R, merkezi orijinde ve yaricapi 4 olan diskin
birinci, ikinci ve G¢lincii bolgelerde kalan kismi olsun (dordiincii bolgedeki ceyrek disarida kalir). f, R
tizerinde siirekli rastgele bir fonksiyondur. [[ R f(z,y) dA integralini kutupsal mi, dik koordinatlarla m
yazmak daha uygundur? Sectiginiz koordinatlarla bir ardigik integral olarak yaziniz.

Coziim.

R’nin siir1 r = 4 ¢emberinin bir yayu1 ile iki 1511 parcasindan olusur: pozitif « ekseni (§ = 0) ve negatif
y ekseni (0 = 37“) Pozitif x ekseninden baslayip saat yoniiniin tersine dénersek birinci, ikinci ve ti¢iincit
bolgeleri tarar ve negatif y ekseninde dururuz. Her 151n orijinden ¢ikip cembere 7 = 4’te ulagir. Demek

ki R,
0<r<d4, ogeg?’g

kutupsal dikdortgenidir ve kutupsal koordinatlar uygundur:

//Rf(x,y)dAz/037T/2/04f(rcos0,rsin@)rdrda_

Dik koordinatlarda ise bélgeyi en az iki pargaya ayirmak gerekirdi: —4 < z < 0 i¢in —v'16 — 22 <
y<V16—22ve0<z<4icin0<y<V16—22. m

Alistirma 3.2 (Uggende Koordinat Se¢imi). R, kdseleri (—1,1), (1,1) ve (1, —1) olan iicgensel bélge
olsun ve f, R tizerinde siirekli rastgele bir fonksiyon olsun. ] fR f(z,y) dA integralini kutupsal mi, dik
koordinatlarla m1 yazmak daha uygundur? Segtiginiz koordinatlarla bir ardisik integral olarak yaziniz.

Cozim.
Uggenin kenarlar1 y = 1 (iist), z = 1 (sag) ve (—1,1) ile (1, —1) noktalarmdan gecen y = —x dogru-
sudur. Her —1 < z <1 i¢in diigsey dogru bolgeye y = —x’te girer, y = 1’de c¢ikar. Yani R bir L tip

bélgedir (Tanim 2.2):
1,1
f(z,y)dA = f(z,y) dy dz.
J sevar= [ [ spayae
3

Kutupsal koordinatlar burada elverigsizdir. y = —z dogrusu orijinden gecer ve § = —7, f = =F 1s1nla-

1
rin1 verir. Ama isinlar bolgeden iki farkli kenardan ¢ikar: —% < § < T icinz = 1kenarindan (r = Ly,

cos 0
1<6< %Tﬁ icin y = 1 kenarindan (r = ﬁ) Kutupsal yazim iki integral ve daha karmagik smirlar

ister. Dik koordinatlar daha uygundur. m

Acik Matematik - acik-matematik.com 65 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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™ 2sin 6
Alistirma 3.3 (Integralin Bolgesini Bulma). / rdr df integrali hangi bélgenin alanidir?
w/2 Y0
Bolgeyi betimleyip integrali hesaplayimniz.

Coziim.
Bolge. r dr df = dA oldugundan integral, Z < 0 < 7, 0 < r < 2sin 6 bolgesinin alanidir. 7 = 2sin
egrisini dik koordinatlara ¢evirelim: iki yani r ile ¢carparsak

r’=2rsinfe 2+’ =2y +(y—172=1

olur. Bu, merkezi (0, 1), yarigap1 1 olan ¢emberdir. % <0 < maglart <0, y > 0 bolgesini taradi-
gindan bélge, bu diskin y ekseninin solunda kalan yarisidir.
Hesap. Sonug 3.1 ile

us 1 s us
/ ~(2sin6)? do = / 2sin? 0 df = / (1—cos26)dé
/2 2 w/2 /2

={9—1sin29} =71'——=I
2 /2 2

bulunur. Bu, beklendigi gibi yarigap: 1 olan dairenin alaninin yarisidir. B

Alistirma 3.4 (iki Cember Arasinda Bir Integral). D, birinci bolgede 22 + y? = 4 ve 2% + y? = 22
cemberleri arasinda kalan bélge olmak iizere [f , @ dA integralini hesaplayiniz.

Cozim.

Bolge. 22 + y? = 4 cemberi r = 2°dir. 22 + y? = 2z ¢emberi, Ornek 3.5 icinde gordiigiimiiz gibi r =
2 cos ’dir; merkezi (1,0), yarigapi 1 olan bu ¢cember biiyiik cemberin i¢indedir ve ona (2, 0)’da tegettir.
Birinci bolgede (0 < 6 < 7) her 151n bolgeye kiiciik gemberden ¢ikarken girer, biiyiik cembere ulasinca
cikar:

Dz{(r,ﬁ)|0_0§g,20050§r§2}.

Integral. x = 7 cos # oldugundan

w/2 P2
//:(:dAz/ / rcosf - rdrdf
D 0 2cos @

olur. I¢ integral

2
r3 8 4
cosf lg] = g(cos 6 — cos* 9)

2 cos 6

verir. foﬂ/2 cos 0 df = 1 ve Ornek 3.5 ¢dziimiinden foﬂ/z cos?0df = - 3T = 3% oldugundan

8 3 8 «
dA=S(1-2T) 22T« 10059
//Dm 3( 16) 3 20

bulunur. m

Alistirma 3.5 (Bir Cemberin I¢cinde, Otekinin Disinda Alan). (z —1)? + y2 = 1 ¢emberinin icinde
ve 22 + 32 = 1 cemberinin diginda kalan bélgenin alanini bulunuz.

Coziim.

Bolge. Cemberler kutupsal koordinatlarda r = 2 cos § ve r = 1’dir. Kesisim noktalarinda 2 cos § = 1,
yani 6 = :t%’tﬁr. —% <0< % icin 2 cos § > 1 oldugundan 151n bélgeye r = 1’de girer, 7 = 2 cos §’da
cikar:
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wl

p—{wo)|-

§0§§,1§r§20050}.

2cos 6
. 1
Alan. I¢ integral / rdr = 5(4 cos? § — 1) verir. 4cos® 6 = 2 + 2cos 20 oldugundan bu ifade
1
2(1 + 2 cos 20)’ya esittir. Boylece

I 1 /3
A(D) = 5 /ﬂ/g(l + 2cos 20)df = 5 [9 + sin 29]77#3
olur. sin %’T = ‘/75 ve sin(—%ﬂ) = —‘/75 oldugundan
1 /2 T V3
A(D) = §<§ +\/§) =5+ ~ 19132
bulunur. m

Alistirma 3.6 (Ceyrek Halka Uzerinde Hacim). D, birinci bolgede 2 < r < 3 ile verilen ceyrek halka
olsun. f(z,y) = xy? fonksiyonunun grafiginin altinda ve D’nin iistiinde kalan cismin hacmini, kutupsal
koordinatlarda bir ardisik integral kurarak hesaplayiniz.

Cozim.
Kurulum. D iizerinde > 0 oldugundan f(x,y) = xy? > 0°dir; hacim ffD zy?dA’dir. D,2 < r < 3,
0<o< % kutupsal dikdortgenidir ve

zy? = rcosf - r?sin? = r3 cos fsin? §
olur. dA = rdrdf ile

/2 3
V= / / r* cosfsin? 0 dr do
0 2

bulunur.
Hesap. I¢ integralde 6 sabittir:

3
5 243 — 32 211
" 1 =" "" cosfsin?0 = = cosfsin? 4.
2

cos@sin? 6| —
5 5

D1s integral u = sin 0 degisken degistirmesiyle hesaplanir:

/2
/2 : 30 1
/ cosOsin0df = | o ==
o 3 3
0
211 1 211, .
olur. Sonu¢ V = 5 315 tir. |

Alistirma 3.7 (Koni ile Kiire Arasindaki Hacim). z = /22 + y?2 konisinin iistiinde ve 2% + y? +
2% = 1 kiiresinin altinda kalan cismin hacmini bulunuz.
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68 Béliim 3. Kutupsal Koordinatlarda iki Katli Integraller

Sekil 3.8: z = V(»* + y?) konisinin iistiinde ve birim kiirenin altinda kalan dondurma kiilah1 bigimli cisim.
Koni ile kiire z = 1/V2 yiiksekliginde, r = 1/V2 yarigapli cember boyunca kesisir; cismin xy-diizlemindeki
izdiigimi bu yaricaplh disktir.

Oziim.
%aban. Kutupsal koordinatlarda koni z = r, kiirenin {iist yaris1 z = V1 —r?’dir. Iki yiizey r =
V1 —172, yanir? = % oldugunda kesisir: r = \/Li Bu ¢cemberin icinde (r < \%) V1 —r2 > r oldugun-
dan kiire konunun ustiindedir. Cismin zy-dizlemindeki izdiisimii 0 < r < \/Li 0 < 0 < 27 diskidir.
Hacim. Her noktada cismin yiiksekligi iist yiizey ile alt ylizeyin farkidir:

27 1/\/5
V:/ / (vl—r2—r)rdrd0.
o Jo
I¢ integralde [ rv/1 —r2dr = —4(1 — r2)3/2 ve [r?dr = T3—3’ti'1r:

1/V2
1 2y3/2 " 1 1 1 1 1 1 2
T —_— —_— = = .
3 3 3 2v2 3 22 3 6

Burada (1)%% = (L) = -L-ve 2. -1 = ¥2'dur Dis integral 2 i :
ura a(i) = 75 ——Veg'm—T 1I. 1§1ntegr 7r 1le ¢arpar:

V=27r<1—£) - g(Q—x/i) ~ 0,6134

bulunur. m

Alistirma 3.8 (Ardisik Integrali Cevirerek Hesaplama). Asagidaki integrali kutupsal koordinatlara
cevirerek hesaplayimniz:
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2 pV2z—x2
/ / Va2 +y?dyde.
0

0

Coziim.

Bolge. 0 <y < v2x — 22 kosulu y > 0 ve y? < 2z — 2?2, yani (z — 1)? + y? < 1 demektir. Bélge,
merkezi (1,0), yaricap: 1 olan diskin iist yarisidir. Smir cemberi r = 2 cos 6°dir (bkz. Ornek 3.5); ist
yarty10 < 0 < g acilari tarar:

0<0<

|3

, 0 <r <2cosh.

Integral. /22 + y2 = r oldugundan

7/2 p2cosf /2 9 3 w/2
/ / r~rdrd9:/ Md9:§/ cos® 6db
0 0 0 3 3Jo

olur. cos® § = (1 — sin? §) cos @ yazilirsa

/2 .3
/ cos®9db = [sinO—sm 01 zl_lzz
0 3

3

8 2 16
bul .S —+— = —"dur.
ulunur. Sonuc¢ 33 9 ur. &

Alistirma 3.9 (Tek Bir Integrale Indirgeme). D birim disk olmak iizere [ 5 e(@*+v*)* 4 A integralini
r’ye gore tek bir integrale indirgeyiniz ve degerini dort ondalik basamakla bulunuz.

Coziim.
indirgeme. 22 + 32 = r2 oldugundan integrali alinan fonksiyon e"" tiir ve #’ya bagl degildir:

2 pl 1
// @+ A = / / e rdrd = 27r/ rer dr.
D o Yo 0

Sayisal deger. u = r2, du = 2r dr yazilirsa integral fol ¢’ du olur. ¢**’nin ilkeli temel fonksiyon-
larla yazilamaz; Gistel fonksiyonun kuvvet serisini terim terim integralleyelim:

1 ) 1 oo w2k s 1
/0 < d“:/o ;quzkgok!(zkﬂ)'
[k terimler
1 1 1 1 1 1 1

14+ -4 — 4 — 4
+ 3 + 10 + 42 + 216 + 1320 * 9360 + 75600

ve toplamlar1 1,4626501°dir. Sonraki terimlerin her biri bir 6ncekinin dokuzda birinden kigiiktiir ve
ilki m ~ 1,46 - 10~%dur; kalanlarin toplami 2 - 10~%’y1 asmaz. Demek ki fol e du ~ 1,462652 ve

// @) A = 1. 1,462652... ~ 4,5951
D

bulunur. m

Alistirma 3.10 (Diskte Orijine Ortalama Uzaklik). D, merkezi orijinde ve yaricapi a olan disk olsun.
D’nin noktalarinin orijine ortalama uzaklig nedir?

Cozim.
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Bir noktanin orijine uzakhigr f(z,y) = /22 + y? = r’dir. Ortalama deger (Tanim 2.4) integralin bsl-
genin alanina boliimiidiir:

b= x5y || VP04

A(D) = ma? dir. Pay kutupsal koordinatlarda

27 a a3
/ /r~rdrd0=27r-—
0 0 3

27a®/3  2a
fort = —/ = 5

Ta? 3

olur. Boylece

bulunur. Ortalama uzaklik §’den bityiiktiir, ¢linkii diskin alaninin ¢ogu merkezden uzaktaki halkalar-
dadir: r ile r 4 dr arasindaki halkanin alani r ile orantilidir. m

Alistirma 3.11 (U Integrali Tek integralde Birlestirme). Asagidaki toplami kutupsal koordinatlarda
tek bir iki katli integral olarak yazip hesaplayiniz:

1 T V2 x
/ / xydydx+/ / zy dydx
1/vV2 Y V1—z2 1 0

2 Va—z2
+/ / zy dydx.
V270
Cozim.

Bélgeler. Ug integralin bolgeleri yan yana durur:

. %2 < z < 1igin y, birim ¢emberden (y = V1 — 22) y = x dogrusuna kadar;

« 1 <z <+/2iciny, z ekseninden y = z dogrusuna kadar;
« V2 < z < 2icin y, z ekseninden z2 + y% = 4 cemberine kadar degisir.

y = & dogrusu birim ¢cemberi z = %’de, r = 2 cemberini z = v/2°de keser. U¢ parcann birlesimi, 1 <

22 + y? < 4 halkasinin z ekseni ile y =  dogrusu arasindaki parcasidar:
D:{(r,e) \19«32,0993%}.

Tek integral. zy = 72 cos fsin 0 ile

/4 p2
// mydAz/ / r3 cos @ sin @ dr df
D 0 1

. 2
olur. I¢ integral cos 0 sin 6 [%] L= % cos 0 sin 0 verir. D1s integral

/4
w/4 .. 9
E/ sin&cos@d@zglsm 9] :15.229
0

4 4 2 16
0

olur. Uc integral tek tek hesaplanirsa 1—16, % ve % bulunur; toplamlar gercekten %—g’dm [ |

Alistirma 3.12 (Gauss Integrali). Kutupsal koordinatlar yardimiyla

/ e dx = /7
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oldugunu gésteriniz. (D, yarigap1 a olan, merkezi orijinde bir disk; S, koseleri (+a, +a) olan kare olsun.
e~ (@ +y?) fonksiyonunun bu iki bolge tizerindeki integrallerini karsilagtiriniz.)

Cozim.
Disk tuizerinde. Kutupsal koordinatlarda integral tam olarak hesaplanir:

s o 27 a R 1 2 a 5
// e~ (@Y g4 = / / e rdrd0:27r[——e_’" } :7r<1—e_a )
D, o Yo 2 0

—T

Kare iizerinde. e~ (*"1v*) = ¢=2° v oldugundan Fubini Teoremi (Teorem 1.2) integrali iki tek kath

integralin ¢arpimina ayurir:

// e~ @+ gA = / e’ d:z:/ eV’ dy = J(a)2.
S, —a —a

Burada J(a) = ffa e~ da'tir.

Sikistirma. Kare diskin disini sarar ve késeleri orijinden av/2 uzakliktadir; bu ylizden D, C S, C
D, /5 dir. Fonksiyon pozitif oldugundan, toplamsallik ve karsilastirma &6zellikleri (Onerme 2.1) geregi
daha buyuk bolgede integral daha buyiktiir:

7r(1 — e’“2) < J(a)? < 7r(1 — 6*2“2).

Limit. @ — oo iken iki smir da 7’ye gider; sikistirmayla J(a)? — 7 ve J(a) > 0 oldugundan J(a) —
V7 olur. e7®” cift oldugundan foa e dx = 1J(a) = @’dir. Yani [0, 00) ve (—o0,0] iizerindeki

genellestirilmis integrallerin ikisi de JTE’dir ve

o 2
/ e de=+/1

—0o0

bulunur. Ayni sonu¢ Gamma fonksiyonuyla da elde edilebilir (bkz. Analiz 3). x = \% degisken degis-
tirmesi ise olasilikta sik kullanilan ffooo e /2 dt = /27 esitligini verir. m

Kutupsal koordinatlar, iki katli integrali bolgenin geometrisine uydurmanin ilk 6rnegiydi: bélge cemberler
ve 1ginlarla siirliysa siirlar sadelesir, karsihiginda dA yerine r dr df yazilir. Ayni fikir {i¢ boyutta silin-
dirik ve kiiresel koordinatlarla, en genel haliyle de degisken degistirme formiiliiyle karsimiza ¢ikacak.
Bir sonraki boliimde, Tki Katli Integralin Uygulamalar: icinde, iki kath integrali kiitle, kiitle merkezi,
eylemsizlik momenti ve olasilik hesaplarinda kullanacagiz; disk ve halka bi¢imli levhalarda bu bélimin
kutupsal hesaplari sik sik isimize yarayacak.
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4.1

4. Iki Kath Integralin Uygulamalar

Simdiye kadar iki katl integrali bir yiizeyin altindaki hacmi ve bir diizlem bélgesinin alanini bulmak i¢in
kullandik. Bu béliimde ayni araci fizige ve olasiliga uygulayacagiz. Biitiin uygulamalarin arkasinda tek
bir diisiince var: bolgeyi kiiciik dikdortgenlere bol, her parganin katkisini yaklasik hesapla, katkilari topla
ve parcalar: kiigiilterek limite gec. Bu limit bir Riemann toplaminin limitidir, yani bir iki katli integraldir
(Tanum 1.2, Tanim 2.1).

Once yogunlugu noktadan noktaya degisen ince bir levhanin kiitlesini ve iizerindeki elektrik yiikiinii
bulacagiz. Sonra levhanin dengede durdugu noktayi, yani kiitle merkezini, ve levhay: bir eksen etrafinda
dondiirmenin ne kadar zor oldugunu 6l¢en eylemsizlik momentini hesaplayacagiz. Son kisimda iki rast-
gele degiskenin birlikte davranigini betimleyen ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarina gececegiz. Orada
olasilik diizleme yayilmig bir kiitle gibi davranacak, kiitle merkezinin karsilig1 da beklenen deger olacak.

Yogunluk ve Kiitle

Once yogunluk kavramini kuralim ve toplam kiitlenin neden bir iki katl integral oldugunu gérelim.
Levha (lamina), kalinlig1 ihmal edilebilecek kadar ince ve diiz bir cisimdir; onu zy-diizleminde kapladig:
D bolgesiyle 6zdeslestiririz. Levhanin bazi yerleri ébiirlerinden agirsa bunu yogunluk ile élgeriz. (z, y)
noktasini igeren kiiciik bir dikdortgenin kiitlesi Am, alan1 A4 ise

. Am
p (.’L’ ) y) = lim m
olarak tanimlanir; limit, dikdértgenin boyutlar1 0’a giderken alinir. Yani p(z, y), (z, y) noktasinda birim
alan bagina diigen kiitledir (6rnegin kg/m?). Boliim boyunca p’nun D tizerinde siirekli ve negatif olmayan
bir fonksiyon oldugunu varsayacagiz.
Toplam kiitleyi bulmak i¢in D’yi i¢eren bir R dikddrtgenini & - [ tane esit R,; alt dikdortgenine bélelim
ve D'nin diginda p = 0 alalim. Her R,; iginden bir (x7;, y;;) noktas secelim. Kiiciik bir dikdortgende yo-
gunluk neredeyse sabit oldugundan levhanin R;; icindeki parcasinin kiitlesi yaklasik p(x};, y;;) AA’dir;
burada AA, R, j’nin alanidir. Bu kiitleleri toplarsak

m~ Z Zﬂ(w%, yfg) AA

ko1
i=1 j=1

yaklasimini elde ederiz. Sag taraf p'nun bir Riemann toplamidir. Alt dikdortgen sayisii artirdikca
yaklagim iyilesir ve limitte iki katli integral ¢ikar.
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4.1 Yogunluk ve Kiitle 73

Ay (xijk’ yijk) R

\

Sekil 4.1: D bolgesini iceren R dikdortgeni esit alt dikdortgenlere boliiniir ve D disinda p = 0 alinir; renk
koyulastikca yogunluk bityiir. Turuncu R;; parcasinin kiitlesi yaklagik p(x;;, ;) AA'dir.

Tamim 4.1 (Levhamin Kiitlesi). zy-dizleminde D bélgesini kaplayan ve yogunlugu p(z,y) olan bir
levhanin kiitlesi

k l
m= tim 3> plal; i) A =//Dp(x,y)dA (1)

i=1 j=1

sayisidir.

Yani kiitle, yogunlugun bolge tizerindeki integralidir. Yogunluk sabitse, yani p(x,y) = p ise, sabit ¢carpan
integralin digina ¢ikar (Onerme 1.1) ve n = p | fD dA = p - A(D) bulunur; burada A(D), D’nin alamdur.
Bu tanidik “kiitle = yogunluk x alan” formiiliidiir. Iki katli integral onu yogunlugun degistigi duruma
genisletir.

Aymi diisiince diizleme yayilmis baska nicelikler icin de gecerlidir. Ornegin D bélgesine bir elektrik yiikii
dagilmus olsun ve (z, y) noktasindaki yiitk yogunlugu (birim alan bagina diisen yiik) o(z, y) olsun.

Tanim 4.2 (Toplam Elektrik Yiikii). D bolgesine, (z,y) noktasindaki yiik yogunlugu o(z, y) olacak
bicimde dagilmis elektrik yiikiiniin toplam yiikii

Q= //D o(,y) dA (2)

sayisidir.

Yani toplam yiik de kiitle gibi bulunur: ¢’nin Riemann toplamu kii¢iik pargalardaki yiikleri toplar, limiti
iki katl integrali verir. Kiitleden tek farki, yitk yogunlugunun negatif degerler de alabilmesidir; o zaman
pozitif ve negatif yiikler integralde birbirini kismen gotiiriir.

Ornek 4.1 (Ucgen Bélgedeki Toplam Yiik). Elektrik yiikii, koseleri (0, 1), (1,1) ve (1,0) olan {icgen
bélgeye dagilmustir ve (z, y) noktasindaki yiik yogunlugu o(z, y) = zy’dir (birimi C/m? yani metrekare
basina coulomb). Toplam yiki bulunuz.

Cozim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 73 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.2

74 Béliim 4. Iki Katl Integralin Uygulamalar1

Ucgenin alt kenar1 (0, 1) ile (1,0) noktalarm birlestiren 4y = 1 — z dogrusu, iist kenar1 y = 1 dogru-
sudur ve z, 0 ile 1 arasinda degisir. Bolge L. tip bir bolgedir (Tanim 2.2):

D={(z,y):0<z<1,1—z<y<1}.
(2) formiliyle

y=1

1,1 1 2
Qz// mydA:/ / acydydm:/ lﬂl dx
D 0 Ji-g 0 2

:/012[1_@_3:)2]@

bulunur. 1 — (1 — z)? = 2z — z? oldugundan integrand 1 (222 — ) tiir:

Toplam yiik % C’dir.
]

Momentler ve Kiitle Merkezi

Bir levhayi tek bir noktadan destekleyerek dengede tutmak istersek destegi nereye koymaliy1z? Yogunluk
sabitse cevap yalniz levhanin bi¢cimine baglidir; yogunluk degisince denge noktas agir tarafa kayar. Bu
noktay1 bulmak i¢cin momentleri kullanacagz.

Kiitlesi m olan bir parcacigin bir eksene gére momenti, kiitlesi ile eksene olan yonlii uzakliginin garpi-
mudir. Bir noktanin x eksenine yo6nlii uzakligr y koordinati, y eksenine yo6nlii uzakligi da = koordinatidir.
Levhay1 yine kiigiik R;; dikdortgenlerine bélelim. R;; icindeki parcanin kiitlesi yaklasik p(z7;, y;;) AA
oldugundan bu parcanin x eksenine gére momenti yaklasik

[P(xij y;k]) AA] Z’ij

olur. Bu momentleri toplayip limite gecersek levhanin biitiintiniin  eksenine gére momentini buluruz.
y;; yerine x;; yazarsak ayni yol y eksenine gére momenti verir.

Tanim 4.3 (Eksenlere Gore Momentler). D bolgesini kaplayan ve yogunlugu p(z,y) olan levhanin
x eksenine gore ve y eksenine gére momentleri

M, = //D yplz,y) dA (3)

M, = //D 2 p(z,y) dA (4)

sayilaridir.

Yani M te her parganin kiitlesi y ile, M, de z ile carpilir: her parca, eksene uzaklig1 kadar uzun bir
“kaldirag koluyla” katki verir. Eksenin bir yanindaki parcalar pozitif, biir yanindakiler negatif katk:
verdigi i¢in bir moment negatif ya da sifir da olabilir.

Indisler ters goriiniir
M, x eksenine gére momenttir ve integrandinda y bulunur, ¢iinkii bir noktanin = eksenine uzaklig:

| y |'dir. Ayn1 nedenle M, 'nin integrandinda z vardir. Kiitle merkezinde de bu yiizden z = M, /m
ve y = M, /m yazilwr.
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Tanim 4.4 (Kiitle Merkezi). D bélgesini kaplayan, yogunlugu p(z, y) ve kiitlesi m > 0 olan levhanin
kiitle merkezi, mz = M, ve my = M,, esitliklerini saglayan (z,y) noktasidir:

F D
y=%=%//}3yp(w,y)dz4 ?

Buradam = [[ p(z,y) dA’duwr.

Yani z, levhanin noktalarinin x koordinatlarmin yogunlukla agirliklandirilmis ortalamasidir; y de y
koordinatlarinin ayni bi¢cimde alinmis ortalamasidir. Agir bélgeler ortalamaya daha ¢ok katki verdigi i¢in
kiitle merkezi agir tarafa kayar. Fiziksel anlami sudur: levha, biitiin kiitlesi kiitle merkezinde toplanmuis gibi
davranir. Bu yiizden kiitle merkezinin altindan bir igne ucuyla desteklenen levha yatay olarak dengede
kalir. Yogunluk sabitse p hem M, ’de hem m’de carpan olarak cikar ve sadelesir; kiitle merkezi yalniz
Dr’nin bi¢imine bagl kalir. Bu durumda (Z, y) noktasina D’nin agirlik merkezi (centroid) denir.

Sekil 4.2: Levha, biitiin kiitlesi kiitle merkezinde toplannug gibi davranir: kiitle merkezinin altindan bir
igne ucuyla desteklenen levha yatay olarak dengede kalir. Koyu bolgeler daha yogundur ve kiitle merkezi
o yana kayar.

Hesaba baglamadan 6nce simetriye bakmak ¢ogu zaman bir integrali gereksiz kilar.

Onerme 4.1 (Simetri ve Kiitle Merkezi). D bolgesi y eksenine gore simetrik olsun, yani (z,y) € D
ise (—z,y) € D olsun. Yogunluk da bu simetriyi tasisin: her (z,y) € D igin p(—z,y) = p(z,y). O zaman
M, =0, dolayistyla z = 0’dr.

Benzer bigimde D ve p x eksenine gore simetrikse, yani (z,y) € D iken (z,—y) € D ve p(z,—y) = p(x,y)
ise, M, =0 vey = 0 olur.

ispat.

Ilk iddiay: gosterelim; ikincisi  ile y nin rolleri degistirilerek ayni bicimde gosterilir.

F(x,y) =z p(,y) fonksiyonunu D iizerinde bu kuralla, D disinda 0 olarak tammlayalm; M, =
If, = p dA integrali F’nin integralidir. Once her (z,y) i¢cin F(—=,y) = —F(z,y) oldugunu gorelim:
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e (z,y) € D ise (—z,y) € D’dir ve yogunlugun simetrisinden
F(—z,y) = —xp(—z,y) = —z p(z,y) = —F(z,y)

olur.

e (z,y) & Dise(—z,y) ¢ Ddir, ciinkii aksi halde simetriden (z,y) = (—(—=x),y) € D olurdu. Iki taraf
da 0’dir.

D’yi, y eksenine gére simetrik bir R = [—c, ] X [d,, d5] dikdorigeninin icine alalim. R’yi diisey dogru-
larla c¢ift sayida (2k tane) esit seride, yatay dogrularla | esit seride bolelim. Bu boliintii y eksenine
gore simetriktir: sag yaridaki her alt dikdortgenin sol yarida bir ayna gorintiisii vardir. Sag yaridaki
bir alt dikdortgende drnek nokta (x*,y*) ise ayna goriintiisiinde (—x*,y*) noktasini segelim. Riemann
toplarminda bu iki alt dikdértgenin katkilari toplami

Fx*,y)AA+ F(—z*,y*) AA= F(z*,y*) AA— F(z*,y*) AA=0

olur. Biitiin alt dikdortgenler boyle ciftlere ayrildigindan Riemann toplaminin tamami 0 dr.

M, integrali vardir ve tanim geregi, 6rnek noktalar nasil secilirse se¢ilsin Riemann toplamlarinin boliintii
inceldikge yaklastigi sayidir (Tanim 1.2). Bu 6zel boliintiiler ve 6rnek noktalarla kurulan toplamlarin hepsi
0 oldugundan limitleri olan M, de 0 dwr. Boylece x = M, /m = 0 bulunur.

|

Kiitle merkezi hesabi hep ayni adimlari izler.

O Kiitle merkezini dort adimda bulmak

1. D bolgesini ¢izin ve L tip, II. tip ya da kutupsal bigimde betimleyin. D ile p’nun ortak bir simetrisi
varsa bir koordinat1 Onerme 4.1 ile hemen yazin.

2. Kitleyi hesaplaym: m = [ pdA.

3. Momentleri hesaplaym: M, = /] fD zpdA ve M, = || fD yp dA. Simetriden sifir oldugu bilineni
atlayin.

4. £ = M,/m ve y = M, /m yazin ve sonucu denetleyin: kiitle merkezi agir tarafa dogru kaymus
olmali, D digbitkeyse D’nin i¢inde kalmalidur.

Ornek 4.2 (Degisken Yogunluklu Uggen Levha). Koseleri (0,0), (1,0) ve (0,2) olan iicgen bicimli
bir levhanin yogunlugu p(z,y) = 1 + 3z + y’dir. Levhanin kiitlesini ve kiitle merkezini bulunuz.
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4.2 Momentler ve Kiitle Merkezi 77

p=1+3x+y

(0,2)

0 (1, 0) x

Sekil 4.3: Koseleri (0, 0), (1, 0) ve (0, 2) olan ticgen levha. Renk koyulastik¢a yogunluk p(x, y) =1 +3x+ y
buiyiir: en hafif kge orijin (p = 1), en agir koseler (1, 0) ve (0, 2)'dir (p = 4 ve 3).

Cozim.
Bélge. Hipoteniis (1, 0) ile (0, 2) noktalarindan gecen y = 2 — 2z dogrusudur. Bu yiizden

D={(z,y):0<2<1,0<y<2—2z}

bir L tip bolgedir. Bolge hicbir eksene gore simetrik olmadigindan ii¢ integrali de hesaplayacagz.
Kiitle. i¢ integralin ilkelinde y = 2 — 2z yazinca
(2 —2x)?2

=4 — 422
5 x

(2—2z) +3z(2—2z) +

bulunur. Boylece

1 p2-22 1 y? y=2-2e
/ (1+3x+y)dydac=/ [y+3xy+7] dx
0 0

3
Il
o~
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Momentler. M, 'nin i¢ integrali, kiitleninkinin z katidir, yani 4z — 43 tiir:

1 (2-22 1 2 y=2-22
Myz/ / (m+3x2+xy)dyda:=/ xy + 322y + = dx
0o Jo 0
y=0
1
1 2 4
1
=4/0 (mx3)d:c:4[%%] =4.7=1
0
M, icin i¢ integral
2 2 3]y
Yy~ 3zy Y _ 2 a2 3
[24-2-1-3] —3(7 9z — 322 + 5a°)
y=0
olur (her terimde 2 — 2z = 2(1 — z) yazip acarak). Buradan
1
9 f1 9 2 4
M, =—/ (7T—9z — 322 4+ 52%)dx = = 7:1!:—9i—273+5i
3 Jo 3 2 4
0
211 1
3 4 6
Kiitle merkezi. (5) formiilleriyle
j_My_l_?) M, 11/6 11
“m 83 8 YT m T®3 16
Kiitle %, kiitle merkezi (g, %) noktasidir.
Denetim. Yogunluk sabit olsayd: ayni hesap agirlik merkezini (%, %) verirdi: iggenin alani 1, fol z(2—

2z) dx = % ve fol @ dex = %’tﬁr. p =1+ 3z 4+ y hem z hem y ile arttifindan kiitle merkezi saga
ve yukar1 kaymugtir: % > Lve }—é > %

3
|

Ornek 4.3 (Yogunlugu Merkeze Uzaklikla Orantili Yarim Daire). Yarim daire bicimindeki bir
levhanin her noktasindaki yogunluk, o noktanin dairenin merkezine uzakligiyla orantilidir. Levhanin
kitle merkezini bulunuz.

Cozim.

Bolge ve yogunluk. Levhay1 22 + y? < a? diskinin iist yarisi olarak yerlestirelim. (x, ) noktasimnin
dairenin merkezine (orijine) uzakligi v/z2 + y? oldugundan bir K > 0 sabiti i¢in

p(z,y) = Ky/2? +y?

olur. Hem bélge hem yogunluk kutupsal koordinatlara uygundur: \/z2 + y2 = rve D = {(r,6) : 0 <
r < a, 0 < 6 < 7}. Kutupsal koordinatlara geciste d A yerine r dr d yazilir (Teorem 3.1).
Kiitle.

m:// K\/arg—l—deA:/ /(Kr)rdrdG
D o Yo

T a 3 K 3
:K/ d0/ r2dr=Kr. 2 =27
0 0

3 3

Simetri. Yarim disk y eksenine gore simetriktir ve p(—z,y) = p(z, y)’dir. Onerme 4.1 geregi = 0’dr.
Moment. y = rsin § oldugundan
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sz//ypdAz/ / (rsin6)( Kr)rdrd@:K/ sin@d@/ ridr
D 0 0 0

4 1 Kah
ZK[COSG]Ol%] =K-2- GZ: 2a

Kiitle merkezi.

M, Ka'/2 3a
Y= T Krna3/3 21’
Kiitle merkezi (0, 3¢) ~ (0; 0,477a) noktasidur.
Karsilagtirma. Yogunluk sabit (p) olsaydi m = p - T~ > ve

™ a 3 9,43
szp/ sin 6 d6 rng:p-Q-a—: pa
0 0 3 3

olurdu; bu da y = 3 ~ 0,424qa verir. Burada yogunluk kenara dogru arttigindan kiitle merkezi mer-
kezden biraz daha uzaga kaymustir.

:az

8 (0, 3a/(2m))
sabit yogunlukta (0, 4a/(37))

Sekil 4.4: Yogunluk merkeze uzaklikla orantili oldugunda (koyu renk biiyiikk yogunluk) kiitle merkezi
(0, 3a/(2m)) ~ (0; 0,477 a) noktasidir. Yogunluk sabit olsaydi kiitle merkezi (0, 4a/(37)) ~ (0; 0,4244a) olurdu
(ici bog nokta): agirlik disa dogru arttif icin kiitle merkezi yukar kayar.

Eylemsizlik Momenti

Moment, kiitlenin eksene uzakligim birinci kuvvetiyle hesaba katar. Donme hareketinde ise uzakligin
karesi 6nemlidir; bu bizi eylemsizlik momentine gotiiriir.

Kiitlesi m olan bir parcacigin bir eksene gore eylemsizlik momenti (ikinci moment) mr?’dir; burada r,
parcacigin eksene uzakligidir. Bir levha icin yine D’yi kiigik R, dlkdortgenlerme boleriz. R, ; igindeki
parcanin z eksenine gore eylemsizlik momenti yaklasik (y;;)> p( x5, y;;) AA’dir; bunlar toplaylp limite
gegeriz. y eksenine ve orijine gore ayni islem, uzaklik olarak | = | ve v/z2 + y? alinarak yapilir.

Tanim 4.5 (Eylemsizlik Momentleri). D bolgesini kaplayan ve yogunlugu p(z,y) olan levhanin z
eksenine, y eksenine ve orijine gore eylemsizlik momentleri

I - //D ¥p(z,y) dA (6)
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I, = //D 22p(z,y) dA (7)

-

sayilaridir. Orijine gore eylemsizlik momenti J,’a kutupsal eylemsizlik momenti de denir.

(@ +y?) p(@,y) dA (8)

o

Yani her kiigtik parcanin kiitlesi, ilgili eksene ya da orijine uzakliginin karesiyle carpilip toplanir. Kareler
negatif olmadigindan eylemsizlik momentleri hicbir zaman negatif olmaz; momentlerdeki gibi bir gétiirme
olmaz. Ayrica (22 + y%)p = 2%p + y?p toplamu terim terim integre edilebildiginden (Onerme 1.1) her
zaman

L=1I+1,

olur.

|yl

v

Sekil 4.5: Levhanin P(x, y) noktasindaki kii¢iik parcasinin kiitlesi yaklasik p(x, y) AA'dir. Bu parca x
ekseninden |y, y ekseninden |x, orijinden r = V(3 + y?) uzakliktadur; I, I, ve I, bu uzakliklarin kareleriyle
kurulur.

Ornek 4.4 (Homojen Diskin Eylemsizlik Momentleri). Merkezi orijin, yaricap1 a olan ve yogunlugu
sabit p(z,y) = p olan D diskinin I, I, ve I eylemsizlik momentlerini bulunuz.

Coziim.

D’nin smur 22 + y? = a2 cemberidir; kutupsal koordinatlarda D, 0 < r < a ve 0 < 6 < 27 ile betim-
lenir (Teorem 3.1).

I,. (6) formiiliinde y = rsin 6 yazalm ve sin? § = (1 — cos 20) ézdesligini kullanalim:

27 pa 2 a
I, :// y2pdA:p/ / (rsin9)2rdrd0:p/ sin29d9/ r3dr
D o Jo 0 0

/27r 1 — cos26 a* [0 sin 29] ot mpat
; 2 TR I I R

0
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I,.Bukez z = rcosf ve cos? § = 1(1 + cos 26):

2 a 4 4
1+ cos26 a ToQ
I = Lty (/] Sdr=p-m- — = .

Disk 90° déndiriilince degismediginden [, = I, cikmasi beklenen bir sonugtur.
Iy. I, = I, + I, oldugundan

npa*  wpa*  mwpa*
I, =

4 4 2

bulunur. (8) formiiliiyle dogrudan hesap da ayni sonucu verir:

2m a 4 4
Iozp/ /r2-rdrd9=p-27r-%:ﬂ-p2a.
o Yo

Diskin kiitlesi m = p - ma? oldugundan orijine gore eylemsizlik momenti, yani bir tekerlegin mili etra-
findaki eylemsizlik momenti

I_7rpa4_1( 2)2_1 9

0 =5 = zlpma®)a® = gma

bi¢iminde yazilabilir. Kiitle ya da yarigap bityiidiikce eylemsizlik momenti de biiytir. Genel olarak eylem-
sizlik momenti donme hareketinde, kiitlenin dogrusal harekette oynadigi rolii oynar. Bir arabay1 harekete
gecirmeyi ya da durdurmay: zorlastiran onun kiitlesidir; bir tekerlegi dondiirmeyi ya da durdurmay:
zorlagtiran da eylemsizlik momentidir.
Eylemsizlik momentini tek bir uzunlukla 6zetlemek de yararhdir.

Tanim 4.6 (Dénme Yaricapi). Kiitlesi m > 0 olan bir levhanin bir eksene gore eylemsizlik momenti 1
olsun.

mR? =1 (9)

esitligini saglayan tek R > 0 sayisina, yani R = /I /m sayisina levhanin o eksene gére dénme yarigapi
(jirasyon yarigapi) denir. Ozel olarak x eksenine gore dénme yaricapi 9, y eksenine gére dénme yaricapi
x ile gosterilir:

my® =1, mz? =1,. (10)

Yani levhanin biitiin kiitlesi eksenden R uzakliktaki tek bir noktada toplansaydi, bu noktasal kiitlenin
eylemsizlik momenti olan m R? levhaninkine esit olurdu. Buna gére (7, ) noktasi, levhanin biitiin kiitlesi
oraya toplandiginda koordinat eksenlerine gore eylemsizlik momentleri degismeyen noktadir. Kiitle
merkeziyle benzerlige dikkat edin: kiitle merkezi momentleri, bu nokta eylemsizlik momentlerini korur.

Ornek 4.5 (Diskin Dénme Yarigcapi). Merkezi orijin, yaricapt a ve yogunlugu sabit p olan diskin z
eksenine gore dénme yaricapini bulunuz.

Cozim.
Diskin kiitlesi m = pra?’dir ve Ornek 4.4 rneginde I, = ”p4a4 bulmusgtuk. (10) esitliginden

1 4 2
Zﬂpa a

pra? 4

7=

3 [

olur. Dénme yarigap1 negatif olmadigindan § = 5 dir: diskin z eksenine gore donme yaricapi, yarica-
pinin yarisidir.
]
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Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Iki katli integralin ikinci bilyiik uygulama alani olasiliktir. Burada olasilik, diizleme yayilmis bir kiitle gibi
davranir.

Strekli bir X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f, her z icin f(z) >0 ve
ff; f(z) dz = 1 kosullarini saglayan ve X’in a ile b arasinda olma olasiligim

P(agXSb)z/bf(m)da:

ile veren fonksiyondur (bkz. Olasilik Teorisi). Simdi iki stirekli rastgele degiskeni birlikte ele alalim: bir
makinenin iki parcasinin 6miirleri ya da rastgele secilen bir yetiskinin boyu ve kilosu gibi.

Tanim 4.7 (Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). X ile Y iki siirekli rastgele degisken olsun. Her
(z,y) icin f(z,y) > 0 olan ve diizlemin her D bélgesi i¢in

P((X)Y) 6D)=//Df(x,y)dA

esitligini saglayan f fonksiyonuna X ile Y nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

Yani (X, Y') noktasinin bir D bélgesine diisme olasilig, f’nin D iizerindeki integralidir; geometrik olarak
D’nin iistiinde ve z = f(z,y) grafiginin altinda kalan cismin hacmidir. Ozel olarak bir [a,b] X [c, d]
dikdortgeni i¢in

b pd
P(aSXSb,cSYSd)://f(a:,y)dydx

olur; ardigik integrale gecisi Fubini Teoremi (Teorem 1.2) saglar. Yogunluk siireksiz olabilir: 6rnegin bir
karenin diginda sifir olan yogunluk, karenin kenarlarinda sicrar. Ama bu béliimdeki biitiin yogunluklar
sinirhidir ve yalniz sonlu sayida diizgiin egri iizerinde siireksizdir; Fubini Teoremi bu tiir fonksiyonlar i¢in
de gecerlidir.

Olasiliklar negatif olmadigindan f > 0 istenir. (X,Y) noktas: kesinlikle diizlemin bir yerindedir, bu
yuzden toplam olasilik 1’dir:

/Rz f(m’y)dA:/Z/qu,y)dxdy:1.

Biitiin diizlem tizerindeki bu integral has olmayan (genellestirilmis) bir integraldir: merkezi orijin olan
ve gittikce bityliyen diskler ya da kareler tizerindeki integrallerin limiti olarak tanimlanir (tek degiskenli
karsiligi i¢in bkz. Analiz 3). f > 0 oldugundan bu limit, yukaridaki gibi ardigik has olmayan integrallerle
hesaplanabilir. Rastgele vektorler kuramindaki ayrintili kurulum i¢in bkz. Olasilik Teorisi.
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4.4 Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonlar: 83

Sekil 4.6: Pla< X < b, c< Y =< d) olasiligs, D = [a, b] x [c, d] dikdortgeninin ustiinde ve ortak yogunluk
fonksiyonunun grafiginin altinda kalan cismin hacmidir. Biitiin grafigin altindaki hacim 1'dir.

Ornek 4.6 (Yogunluktaki Sabitin Belirlenmesi). X ile Y nin ortak yogunluk fonksiyonu

fz,y) = Clzx+2y),0<z<10 ve 0<y<10,
Y= 0, diger durumlarda

olsun. C sabitinin degerini bulunuz.

Coziim.
Ortak yogunluk fonksiyonunun biitiin diizlem iizerindeki integrali 1 olmahdir. f, [0,10] x [0, 10]
karesinin disinda 0 oldugundan integral bu kare tizerinde alinir:

10 10 10
/ Fla,y)dA = / / Clx + 2y) dy da = C/ oy + 42", do
R? o “Jo 0 v=
10
_ c/ (102 + 100) dz = C[52 +100z] * = 1500 C.
0

1500 C' = 1 kosulundan C = ﬁ bulunur. Bu degerde karenin her noktasinda = + 2y > 0 oldugun-
dan f > 0 kosulu da saglanir.

Ornek 4.7 (Bir Dikdértgen Olayin Olasiligr). X ile Y nin ortak yogunluk fonksiyonu 0 < z < 10,

0 <y < 10icin f(x,y) = 1355 (= + 2y), diger durumlarda 0 olsun. P(X < 7,Y > 2) olasihgmni bulunuz.

Coziim.
X <7,Y >2olay1 simursiz {(z,y) : ¢ < 7,y > 2} bolgesidir. f, bu bélgenin0 <z <7,2<y <10
dikdortgeni disinda kalan kisminda 0’dir; bu yiizden integral bu dikdértgen iizerinde alinir:

7 [eS) 7 10
2
P(X§7,Y22):/ / f(x,y)dyd:v:// T2 gy da
—00 /2 o Jo 1500

7 410 1 7
21Y= dr =
[y + 97,5 4 = 1500

I¢ integralin degeri (10z + 100) — (2z + 4) = 8z + 96’dur. Son olarak
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196 + 672 868
472 ~
[ z° + 96z ] 500~ 1500 0,5787

~ 1500

bulunur.
| ]

Bagimsiz Rastgele Degiskenler

Ortak yogunluk fonksiyonu ¢ogu uygulamada tek degiskenli yogunluklardan kurulur.
X’in olasilik yogunluk fonksiyonu f; (z), Y ninki f,(y) olsun. Ortak yogunluk fonksiyonlar1 bu ikisinin
carpimi, yani

f(z,y) = f1(2) f2(y)

ise X ile Y’ye bagimsiz rastgele degiskenler denir (bkz. Olasilik Teorisi). Sezgisel olarak bagimsizlik,
degiskenlerden birinin aldig1 degerin 6biiriiniin olasiliklarini etkilememesidir. Bagimsiz degiskenlerde
dikdortgen bigimli olaylarin olasilig ¢carpanlara ayrilir.

Onerme 4.2 (Bagimsiz Degiskenlerde Dikdortgen Olaylar). X ile Y yogunluklari f; ve f, olan
bagimsiz rastgele degiskenler olsun; f, ile fy her kapali ve sinirli aralikta parcali siirekli olsun (bkz. Analiz
3).a<bvec<digin

Pa<X<bc<Y<d)=Pla<X<bP(c<Y <d)
olur.

Ispat.

= [a, b] x [c,d] olsun. Ortak yogunluk f,(z) f5(y) oldugundan istenen olasilik ff f1(2) fo(y) dA
integralidir.
Ardisik integrale gecis. Parcali siirekli fonksiyonlar kapali araliklarda simirlidir: [a, b] dizerinde | f | <
M, velc,d] iizerinde| fy | < M, ise R iizerinde| fi(x) f5(y) | < My M, olur. f1, x’te ve fy, y de siirek-
liyse f1(x) f5(y) carpimui (x,y) noktasinda siireklidir. Bu yiizden ¢arpim R iizerinde yalniz sonlu sayida
dogru parcasi iizerinde siireksiz olabilir: f, ’in siireksizlik noktalarindan gecen diisey ve f5 nin siireksizlik
noktalarindan gecen yatay dogru parcalari. Asagidaki hesap, ardisik integralin var oldugunu da gosterir.
Fubini Teoremi (Teorem 1.2) sinirly ve yalniz sonlu sayida diizgiin egri iizerinde siireksiz fonksiyonlar icin
de gecerli oldugundan

PasX<besy<d= [ [ fi@hwdyds

olur.
Carpanlara ayirma. I¢ integralde f,(x), y’ye gore sabittir ve integralin disina ¢ikar; kalan fcd foly) dy

integrali, f, parcali siirekli oldugu icin vardir. Bu sayi x’e bagl olmadigindan bu kez dis integralin disina
cikar; f, de parcali siirekli oldugundan kalan integral vardir:

//fl ) £al )dydx—/fl (/ foly dy)d:z:
: (/ ﬁ(x)dx) (/ fg(y)dy)-

Sagdaki iki ¢arpan P(a < X < b) ve P(c <Y < d)’dir.
[ |

Bekleme siireleri cogu zaman iistel yogunluk fonksiyonuyla modellenir:
0, t <0,
f(t> - {/Llet/“,t > 0.
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Burada p ortalama bekleme siiresidir (bkz. Olasilik Teorisi; orada parametre A = 1/u olarak yazlir).
Sonraki 6rnekte birbirinden bagimsiz iki bekleme siiresi var.

Ornek 4.8 (iki Bagimsiz Bekleme Siiresi). Bir sinemada seyircilerin bilet kuyrugunda ortalama 10
dakika, misir kuyrugunda ortalama 5 dakika bekledigi belirlenmistir. Iki bekleme siiresinin birbirinden
bagimsiz oldugunu ve istel yogunlukla modellendigini varsayarak, bir seyircinin yerine oturmadan 6nce
toplam 20 dakikadan az bekleme olasiligini bulunuz.

Coziim.
Yogunluklar. Bilet kuyrugundaki bekleme siiresi X, misir kuyrugundaki Y olsun. Ortalamalar 10 ve
5 oldugundan

0, x <0, )0, y <0,
hilz) = {%ew/lo,x >0, y) = {%ey/5,y >0

olur. X ile Y bagimsiz oldugundan ortak yogunluk bunlarin ¢arpimidir: z > 0, y > 0 i¢in f(z,y) =
%e‘w/loe_yﬁ, diger durumlarda f(z,y) = 0.

Bolge. Istenen olasilk P(X +Y < 20) = P ((X,Y) € D )dir. f yalnz birinci bélgede sifirdan
farkli oldugundan D, késeleri (0, 0), (20, 0) ve (0, 20) olan tiggendir: 0 < z < 20,0 < y < 20 — z.
Integral. I¢ integral

; Y= y=0 o

olur. e=#/10¢(#=20)/5 — ¢=4¢2/10 g]dugundan

20
P(X+Y <20) = / %e—x/lo . 5(1 _ 6(“_2(])/5)(1:1:
0
1
10
= [0 — et 0] = (e ? e ?) — (<1 - e )

=14+e*—2e2~0,7476

20
/ (e—w/lo _ 6—461‘/10>dm
0

bulunur. Yani seyircilerin yaklasik yiizde 75’1 yerine oturmadan 6nce 20 dakikadan az bekler.
]

Beklenen Degerler

Kitle merkezinin olasiliktaki kargilig1 beklenen degerdir.

Tek degiskenli durumda yogunlugu f olan X’in beklenen degeri (ortalamasi) p = [ OZO zf(z)dx
sayisidir (bkz. Olasilik Teorisi). Ortak yogunluk fonksiyonu bilindiginde X ile Y nin beklenen degerleri
dogrudan iki katli integralle bulunur.

Onerme 4.3 (Beklenen Degerlerin iki Kath integralle Hesab1). X ile Y ’nin ortak yogunluk fonksi-
yonu f olsun ve beklenen degerleri var olsun. X ’in beklenen degeri (X -ortalamast) p, ve Y ’nin beklenen

degeri (Y -ortalamast) i,
u1=// z f(z,y) d4, uz=// y f(z,y)dA (11)
R2 R2

ile verilir.

Ispatin fikri.

X'’in tek basina yogunluk fonksiyonu, ortak yogunlugun vy iizerinden integralidir: fx(x) =
ffzo f(z,y) dy (marjinal yogunluk; bkz. Olasilik Teorisi). Bunu tek degiskenli tanimda yerine yazar ve i¢
integralde sabit olan x’i iceri alirsak
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o =[mex(x)d$=/_Z/_:Wf(fﬂvy)dydm

bulunur. Sagdaki ardigik has olmayan integral, x f (x, y) 'nin biitiin diizlem iizerindeki iki katli integraline
esittir. Bu son adim, Fubini Teoremi’nin (Teorem 1.2) simirsiz bolgelerdeki halini kullanir ve ispati ileri
analiz gerektirir; teoremin kosulu olan ffR2| z | fdA < oo, beklenen degerin var olmasi demektir. 1., icin

x ile y’nin rolleri degistirilir.
|

(11)‘deki ifadeler (3) ve (4)’teki M, ve M, momentlerine cok benzer. Gergekten olasilig1 diizleme siirekli
yayilmus bir kiitle gibi diistinebiliriz: olasiliklar1 da kiitleyi hesapladigimiz gibi, bir yogunluk fonksiyonunu
integre ederek buluruz. Toplam “olasilik kiitlesi” 1 oldugundan (5)‘teki z = M, /m ve y = M, /m formil-
leri m = 1 ile tam olarak p, ve p5’yi verir. Yani (uq, po) noktast olasilik dagiliminin “kiitle merkezidir”.
Sonraki drneklerde normal dagilim kullanilacak. Ortalamasi y, standart sapmasi o olan normal dagiliml
bir rastgele degiskenin yogunluk fonksiyonu sudur (bkz. Olasilik Teorisi):

1

oV 27

o (@—1)?2/(20%)

flz) =

Bu yogunlugun ilkel fonksiyonu elemanter fonksiyonlarla yazilamaz; bu yiizden f; f(z) dz gibi integ-
rallerin degerleri tablodan ya da sayisal hesapla bulunur. Ornegin normal dagilimli bir degiskenin
ortalamasindan iki standart sapmadan az uzaklagma olasilig1 yaklasik 0,9545 tir.

Ornek 4.9 (Rulman Makaralarinin Ortak Yogunlugu). Bir fabrika, cap1 4,0 cm ve uzunlugu 6,0 cm
olarak satilan silindir bi¢imli rulman makaralar: tiretiyor. Gergekte bir makaranin ¢ap1 X, ortalamasi 4,0
cm ve standart sapmasi 0,01 cm olan normal dagilimlidir; uzunlugu Y ise ortalamasi 6,0 cm ve standart
sapmasi 0,01 cm olan normal dagilimhidir. X ile Y nin bagimsiz oldugunu varsayarak bu iki degiskenin
ortak yogunluk fonksiyonunu yazinz.

Cozim.
Ortalamalar i, = 4, 1, = 6, standart sapmalar o; = o, = 0,01’dir; bu yiizden 202 = 0,0002 olur ve
tek tek yogunluklar

1 1
= ——8e = — €
0,01v27 0,01v2m

bicimindedir. Bagimsizliktan ortak yogunluk bu ikisinin ¢arpimidir. (0701\/ 27T)2 =0,0002 7 ve
1/0,0002 = 5000 oldugundan

f1(z) —(1—4)2/0,0002’ £ (y) —(y—6)2/0,0002

1 2 2
— — —(xz—4)%/0,0002 ,—(y—6)2/0,0002
1@y) = h(@) £00) = g 50037 e
— M e—5000[(z—4)%+(y—6)?]
s

bulunur. Grafigi (4,6) noktasiin iizerinde yiikselen dik bir tepedir; en biiyiik degeri f(4,6) =
5000/7 ~ 1592’dir. Standart sapmalar ¢ok kiiciikk oldugundan olasiifin neredeyse tamamu (4, 6)
cevresindeki kii¢tik bir karede toplanir.

|

Ornek 4.10 (Olgiilerin Ortalamadan Sapma Olasiligl). Bir fabrikann iirettigi rulman makaralarinin
cap1 X ve uzunlugu Y bagimsizdir ve ikisi de standart sapmasi 0,01 cm olan normal dagilimlidir; capin
ortalamasi 4 cm, uzunlugun ortalamasi 6 cm’dir. Uretim hattindan rastgele secilen bir makaranin uzunlu-
gunun ya da capinin ortalamadan 0,02 cm’den fazla sapma olasiligini bulunuz.
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1500 —

1000 —

L
-

>
ey

N
WX
500 — S

S 3,95
52
eSS

5,95

Sekil 4.7: Ortak yogunluk flx, y) = (5000/5) 0>~ 4"+ (r- 671 (4, 6) noktas1 lizerinde dik bir tepedir; en
biiyiik degeri 5000/mt ~ 1592'dir. Tabandaki turuncu kare |x - 4| < 0,02, |y - 6| < 0,02 bolgesidir; bu karenin
ustiinde ve grafigin altinda kalan hacim yaklagik 0,91'dir.

Coziim.

Tiimleyen olay. Istenen olayin tiimleyeni, iki l¢iiniin de ortalamadan 0,02 cm’den az sapmasidir,
yani (X,Y) noktasmin 3,98 < z < 4,02, 5,98 < y < 6,02 karesine diismesidir. Siirekli degiskenlerde
karenin kenarlarinin olasilig1 0 oldugundan < ile < arasinda fark yoktur. X ile Y bagimsiz oldugundan
Onerme 4.2 ile

P(3,98 < X < 4,02,598 <Y < 6,02) = P(3,98 < X < 4,02)P(5,98 <Y < 6,02)

olur.

Carpanlar. 0,02 = 20 oldugundan her carpan, normal dagiliml bir degiskenin ortalamasindan iki
standart sapmadan az uzaklasma olasiigidir. Ornegin birinci ¢arpanda z = (z — 4)/0,01 degisken
degistirmesi yapilirsa dz = 0,01 dz olur, x = 3,98 iken z = —2, x = 4,02 iken z = 2’dir ve

4,02 2 )
/ fi(z)dz = / —— e % /?dz ~ 0,9545
3

198 o V2m

bulunur. fkinci carpan da aymi degerdir.
Sonug. Boylece

P(3,98 < X < 4,02,5,98 <Y < 6,02) ~ 0,95452 ~ 0,91

ve istenen olasilik yaklagik 1 — 0,91 = 0,09’dur. Yani tiretilen makaralarin yaklagik yiizde 9'unda en
az bir dl¢ii ortalamadan 0,02 cm’den fazla sapar.
|

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar bolimin biitiin bagliklarini kolaydan zora dogru tarar.

Alistirma 4.1 (Dikdortgendeki Toplam Yiik). Elektrik yiki 0 < 2z <5, 2 < y <5 dikdortgenine,
(z,y) noktasidaki yiik yogunlugu o (z,y) = 2z + 4y (C/m?) olacak bicimde dagilmistir. Dikdértgendeki
toplam yiika bulunuz.

Cozim.

(2) formiiliiyle toplam yiik, o’nin dikdértgen iizerindeki integralidir. Fubini Teoremi’yle (Teorem 1.2)
once y’ye gore integre edelim:
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5
/ (2z +4y) dy = [2zy + 2y2]zj = (10z + 50) — (4 + 8) = 6z + 42.
2
Buradan

5 15 5
Q:/o /2(2x+4y)dyda::/0 (6x + 42) dx

= [32% + 422] = 75+ 210 = 285
bulunur. Toplam yiik 285 C’dir.
|

Alistirma 4.2 (Kiitle Merkezini Once Tahmin Etmek). Birim kareyi (0 < z < 1,0 < y < 1) kapla-
yan levhanin yogunlugu p(z, y) = zy’dir. Sekle bakarak kiitle merkezinin yerini tahmin ediniz, sonra tam
olarak hesaplayiniz.

AY p(x, y) = xy

Sekil 4.8: Yogunlugu p(x, y) = xy olan kare levha; renk koyulastik¢a yogunluk bityiir. Sol ve alt kenarlarda
yogunluk 0'dur.

Cozim.
Tahmin. Yogunluk sol ve alt kenarlarda 0°dir ve (1, 1) kosesine dogru artar. Ayrica p(z,y) = p(y, x)
oldugundan levha y = x kosegenine gore simetriktir. Bu yiizden kiitle merkezi kosegen tizerinde,

1 l)’den sag uste dogru kaymig olmalidur.

karenin merkezi (5, 3

Kiitle.
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1 1 1 e 1
1
m:/ / zydyd:v:/ il dr = Ed:z;:—
o Yo 0 2 _ 0 2 4
y=0
Momentler.
1,1 1,2
T 1
MZ//mydyd Z/—dmz—,
Y o Yo 0 2 6
1 1 1
1
Mr://mzdydacz/ e
o Jo 0 3
Kiitle merkezi.
i_My 1/6 2 _ M, 1/6 2
“m 143 YT Ti4AT

Kitle merkezi (%, %) noktasidir; tahminimizle uyumludur.
|

Alistirma 4.3 (Koseleri Verilen Ucgen Levha). Koseleri (0,0), (2,1) ve (0,3) olan iiggen bdlgeyi
kaplayan levhanin yogunlugu p(z,y) = x 4 y’dir. Levhanun kiitlesini ve kiitle merkezini bulunuz.

Cozim.
Bolge. (0,0) ile (2,1)’i birlestiren kenar y = £, (2, 1) ile (0, 3)’ii birlestiren kenar y = 3 — = dogrusu
iizerindedir; ti¢lincii kenar y ekseni tizerindedir. Boylece

D:{(x,y 0<z <2, §§y<3—x}
bir I. tip bolgedir.
Kiitle. I¢ integral

olur. Buradan

M, icin i¢ integral

—3—
wy2+y3 Y x_9_9$
2 3 B 2
y=z/2
olur (acinca 2 ve z? terimleri birbirini gétiiriir). Buradan
9 2
M, / 97— dy = lgm%l =18-9=9.
0
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M, _9/2_3

Kiitle merkezi. z = — 5 Tvey= % = % = % Kiitle 6, kiitle merkezi (%, %) noktasidir.
Denetim: x = % iken ticgen % <y< % araligini kaplar ve % bu araliktadir.
]

Alistirma 4.4 (Yarim Halka Bicimli Levha). Bir levhanin siniriy = V1 — 22 ve y = V4 — 22 yarim
cemberleri ile x ekseninin bu iki yarim ¢emberi birlestiren iki parcasindan olusur. Levhanin her nokta-
sindaki yogunluk o noktanin orijine uzakligiyla orantiliysa kiitle merkezini bulunuz.

Cozim.

Bolge ve yogunluk. Levha, 1 <r < 2 ve 0 < 6 < 7 ile betimlenen iist yarim halkadir. Bir K > 0
sabiti i¢in p = K+/x2 4+ y? = Kr’dir. Kutupsal koordinatlarda dA = r dr df (Teorem 3.1).

Simetri. Bolge y eksenine gore simetriktir ve p yalniz r’ye baglidir; Onerme 4.1 geregi Z = 0’dur.

Kiitle ve moment.
2
T 2 3
K
m:/ /(Kr)rdrdﬁzKﬂ L =7T—,
o 1 3 3
1
15 15K

T 2 T 2
sz/ / (rsin@)(Kr)rdrd@zK/ sin9d9/ rPdr=K-2-—=—.
o ‘1 0 1 4 2

Kiitle merkezi.

M, 15K/2 45
Y= T TaK)3 T 1am 0%

Kiitle merkezi (0, %) noktasidir. 1 < % < 2 oldugundan bu nokta levhanin tizerindedir, ama i¢
yarim ¢embere ¢ok yakindir.
|

Alistirma 4.5 (iki Cember Arasindaki Levha). Bir levha 22 4 y? = 2y cemberinin icinde ve 22 +
2 = 1 cemberinin diginda kalan bélgeyi kapliyor. Levhanin her noktasindaki yogunluk o noktanin orijine
uzakligiyla ters orantiliysa kiitle merkezini bulunuz.

Cozim.

Boélge. Kutupsal koordinatlarda z2 4+ y? = 2y cemberir? = 2rsin#, yanir = 2sin 0 olur; bu, merkezi
(0, 1d) ve yaricapi 1 olan cemberdir. Tki cember 2sin 6 = 1 iken, yani § = ¥ ve 6 = 3%’da kesisir. Bu
yuzden

D= (r,G):Egegsl,lgrnginH
6 6

olur. Bir K > 0 sabiti i¢in p = %’dir.

Simetri. (z,y) = (—z,y) yansimas iki cemberi de kendine génderir ve p yalniz r’ye baghdir; Onerme
4.1 geregi z = 0’dir.

Kiitle. dA = r dr df oldugundan pdA = K dr df’dir:

57/6 p2sinf 57/6 5/6
m:K/ / drd@zK/ (ZSinG—1)d9:K[—2c050—0]ﬂ% .
/6 1 /6

cos %” = _\/Tg ve cos g = ‘/75 oldugundan
2
m— K[(ﬁ_%”) - (_\/g_g)] zK(2\/§—§).

Moment. y pdA = (rsinf) - K dr df oldugundan
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2sin @
57/6 2 57/6 in@
Mx:K/ smol%] dH:K/ (zsmw%)d(}
/6 1 /6

olur. sin® § = sin 0 (1 — cos? §) yazilirsa bir ilkel fonksiyon — cos 6 + %’tﬁr; buradan

57/6 57/6
/ sin® 0 df = 3\/57 —3\/3 = 3\/5,
/6 8 8 4

sinfdf =3
/6

bulunur. Béylece M, = K(Z . %g — ‘/75) =3K.

Kiitle merkezi.

M, V3 _ 3V3
m  2y/3-2  6/3-2n

Kiitle merkezi (0, 6\;’5‘/?%) noktasidir.
| |

j= ~ 1,265.

Alistirma 4.6 (Vantilator Kanadi). Kenar uzunlugu 2 olan kare bicimli bir vantilatér kanadi, sol alt
kosesi orijinde ve kenarlar1 koordinat eksenleri iizerinde olacak bicimde yerlestirilmigtir. Kanadin yogun-

lugu p(x,y) = 1 + 0,1z ise kanadi = ekseni etrafinda déndiirmek mi, y ekseni etrafinda déndiirmek mi
daha zordur?

Cozim.

Bir eksen etrafinda dondiirmenin zorlugunu o eksene goére eylemsizlik momenti dlcer. Kanat 0 < z <
2,0 <y < 2karesidirve p =1+ f—o’dur.

I,,. (6) formiliiyle

xT

L. (7) formiiliyle

— = —~~6,13.
15 15 6,13

2
3 4 4 2
x] 5. 469
0

Karsilastirma. I, > I, oldugundan kanadi y ekseni etrafinda déndiirmek daha zordur. Bunun nedeni,

yogunlugun z ile artmasi, yani kiitlenin y ekseninden uzak tarafta daha ¢ok toplanmasidir.
|

Alistirma 4.7 (Ceyrek Diskin Déonme Yaricaplar1). Yogunlugu sabit p olan bir levha, 2 + 32 < a?

diskinin birinci bolgede kalan ceyregini kapliyor. Levhanin I, ve I, eylemsizlik momentlerini ve z, Yy
dénme yaricaplarini bulunuz.

Cozim.

Kutupsal koordinatlarda levha 0 < r < a,0 < 6 < 7 ile betimlenir.
Eylemsizlik momentleri. Once
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92 Béliim 4. Iki Katl Integralin Uygulamalar1

/2 w21 . /2
/ sin20d0=/ 1 cos20d6= [9511120] _T
; ; 2 2" T4 1

oldugunu gorelim. Buradan

/2 pa /2 a 4 4
I, :p/ / (rsin0)2rdrd0:p/ Sin2«9d9/ r3dr:p~z~a— L
0 0 0 0 4 4 16

Ayni bicimde f(;r/ % cos20df = % oldugundan I, = "fg4 dir.

Donme yaricaplari. Levhanin kiitlesi, yogunluk ile ¢eyrek diskin alaninin ¢arpimidir: m = p - ”Taz.
(10) esitliklerinden

ve ayn1 bicimde 3% = “Tz olur. Boylece = y = 5 bulunur.
|

Alistirma 4.8 (Toplamin Olasilig1). X ile Y nin ortak yogunluk fonksiyonu0 < z < 1,0 < y < 2i¢in
f(z,y) = Cz(1 +y), diger durumlarda 0’dir; burada C bir sabittir. P(X + Y < 1) olasilifini bulunuz.

Cozim.
Sabit. Once C"yi bulalim. Toplam olasilik 1 olmalidir:

1 2 1
/ / C'x(1+y)dydm=0/ x
0o Yo 0

dolayisiyla C' = %’dir.

Bolge. f yalmz [0, 1] x [0, 2] dikdértgeninde sifirdan farklidir. Bu dikdértgenin z + y < 1 olan kismu,
koseleri (0,0), (1,0) ve (0,1) olan tiggendir: 0 <z < 1,0 <y <1 —ux.

Integral. ic integral

y? =2 1
y—i—? daz=C/ dxdr =2C =1,
0

y=0

/0‘”g<1+y>dy:gl<1_x>+7

4 4

olur. Buradan

1! 1/3 4 1

(X+Y<1) 4/0(390 z® 4+ x°)dx 4(2 3+4)
1 5 5
=-.—=—=~0,104

4 12 48 0,10
bulunur.
| ]

Alistirma 4.9 (Ustel Ortak Yogunlugun Beklenen Degerleri). X ile Y nin ortak yogunluk fonksiyo-
nuz >0,y > Oicin f(z,y) = 0,1 e (0.50+0,2y) diger durumlarda 0’dir. X ile Y nin beklenen degerlerini
bulunuz.

Cozim.
Hazirhik. f(z,y) = 1—10679”/ 2¢~¥/5 biciminde yazilir. Kismi integrasyonla
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4.7 Alistirmalar 93

/me*z/Qdmz[—Qmefz/Q]zo—FQ/ edr=0+2-2=4
: 0

ve ayn1 yolla f0°° y e ¥/5 dy = 25 bulunur; ayrica fooo e 2 dx =2 ve fooo e Y/% dy = 5’tir. (Burada
ze 2 50,2 — oo iken.)
1. (11) formiliyle, 6nce y’ye gore integre ederek,

[e o] 00:1; 1
= = e t/2e7¥/5 gy d —/ e %2 .5dr=2=-4=2.
Iy /0 /0 106 e yaxr x 2

WUo. Bu kez 6nce z’e gore integre edelim:

oo  poo e 1
Ho = / / Y eo2e-u/5 gy dy = / —e V5. 2dy=_-25=5.
o Jo 10 0 5

X’in beklenen degeri 2, Y’ninki 5’tir. Bu sonug sasirtic1 degildir: f(z,y) = (1 —e/ 2) (5 -/ 5) oldu-
gundan X ile Y, ortalamalar1 2 ve 5 olan bagimsiz iistel dagiliml degiskenlerdir.
|

Alistirma 4.10 (Kafede Bulugma). Can ile Ece’nin dersleri 6glen biter ve her giin dersten sonra bir
kafede bulusmak tizere anlasirlar. Kafeye birbirlerinden bagimsiz olarak gelirler. Can’in gelis zaman1 X,
Ece’ninki Y olsun (6glenden sonra gecen dakika). Yogunluk fonksiyonlar

fie) = {ox 20 hw)= {50’0 =y =10,

, =<0, 0, diger durumlarda

dir: Can 6glenden sonra bir ara gelir ve erken gelmesi ge¢ gelmesinden olasidir; Ece her zaman 12.10'a
kadar gelir ve ge¢ gelmesi erken gelmesinden olasidir. Ece geldikten sonra Can’1 en ¢ok yarim saat bekler,
Can ise Ece’yi hi¢ beklemez. Bulusma olasiliklarini bulunuz.

Cozim.

Olay. Can Ece’yi beklemediginden, Ece’den 6nce gelirse bulusamazlar. Ece de en ¢ok 30 dakika
beklediginden bulugsma, Can’in Ece’den sonra ve en gec 30 dakika sonra gelmesi demektir: ¥ < X <
Y +30.

Ortak yogunluk. Bagimsizliktan > 0,0 < y < 10 i¢in f(z,y) = e™®
Integral. y dista, z icte olacak bicimde integre edelim. I¢ integral

50, diger durumlarda 0’dur.

y+30
/ edr=eV—e V3 =¢Y(1—e?)
y

olur. Buradan

10, 1_ 30 f10
PY<X<Y+30) = / = e V(1—e30)dy = —/ ye Ydy.
50 50 J,

Kismi integrasyonla [ye ¥ dy = —ye ¥ — e”¥ oldugundan
10
/ ye Ydy=(—10e 0 —e 1) —(0-1)=1—11e 10
0

bulunur. Sonug olarak

(1 — 6’30)(1 — 116710)

P(Y<X <Y +30)= 2

~ 0,0200.

Bulusma olasiliklar: yalniz ytizde 2 kadardir: Can neredeyse her zaman ilk birka¢ dakikada gelir, Ece
ise genellikle daha gec gelir ve Can beklemez.
|
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94 Béliim 4. Iki Katl Integralin Uygulamalar1

Aligtirma 4.11 (Salginda Sehir Merkezinin Maruziyeti). Bir salgin incelenirken, hasta bir kiginin
saglikli bir kisiye hastalig1 bulastirma olasiliginin aralarindaki uzakliga bagl oldugu varsayiliyor. Niifusun
diizgiin dagildigy, yarigapr 10 km olan dairesel bir sehirde A noktasinda oturan saglikli bir kisi i¢in bu
olasilik

F(P) = 55120 — d(P, 4)]

ile veriliyor; d(P, A), hasta kiginin bulundugu P noktasi ile A arasindaki uzakliktir (km). Hastalar gehre
diizgiin dagilmistir ve kilometrekare basina k hasta vardir. Kisinin maruziyeti, hastalig1 sehirdeki biitiin
hastalardan kapma olasiliklarimin toplamidir. A sehrin merkezindeyse maruziyeti bir iki kath integral
olarak yazip hesaplayimiz.

Cozim.

Integralin kurulmasi. Sehri D diski ile gosterelim. P noktas1 cevresinde alan1 AA olan kiiciik bir
parcada yaklagik & A A hasta vardir ve her biri hastalifi yaklasik f(P) olasilikla bulagtirir. Bu parganin
maruziyete katkis1 yaklagik f(P) k A A’dir. Katkilar1 toplayip limite gecince maruziyet

E://Dkf(P)dA:%//D[ZO—d(P,A)]dA

olur. Sehirde iki nokta arasindaki uzaklik en ¢ok 20 km oldugundan 0 < f(P) < 1’dir.
Hesap. A’y1 orijine koyalim. O zaman d(P,A) =7 ve D, 0 <r <10, 0 <6 < 27 ile betimlenir.
Kutupsal koordinatlarla (Teorem 3.1)

10
k 2 10 k 3
E=— / (20 — r)rdrdf = — - 2 | 1002 —
20 ; 20 3

0

~ 209,4 k

k 1000 k 2000 2007k
bulunur.
| ]

Alistirma 4.12 (Salginda Sehir Sinirinin Maruziyeti). Alistirma 4.11 alistirmasindaki salgin mode-
linde (yarigap1 10 km olan dairesel sehir, kilometrekare bagina k hasta, bulasma olasiligr f(P) = % [20 —
d(P, A)]), A noktas: sehrin sinirindaysa maruziyeti hesaplayiniz. Sehrin merkezinde mi, sinirinda mi
oturmak daha giivenlidir?

Cozim.

Bolge. Bu kez de A’y1 orijine koyalim ve sehrin merkezini (10, 0) noktas: secelim. Sehir (z — 10)2 +
y2 < 100, yani 2 + y2 < 20z diskidir. Kutupsal koordinatlarda bu r2 < 207 cos , yani 7 < 20 cos 6
glemektir; r> 0 olmasi i¢in cos @ > 0, yani —3 < 6 < 7 olmalidir. Uzaklik yine d(P,A) = r’dir.
Integral. I¢ integral

20 ¢cos § 7=3 20cos @ 8000
/ (20 —7)rdr = |10r% — 5 = 4000 cos? 0 — 3 cos® 0
0
0

olur. f:/T?Q cos® 0df = % ve cos® 6 = (1 —sin® 0) cos ) yazarak
/2

/2 in3 2 2\ 4
/W/2 cos®0df = [SinH— SH; 9] = 3 <—§) = 3

bulunur. Buradan
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4.7 Alistirmalar 95

= F (4000 T _ 8000 il) - % (200071' _ —32300)

Karsilagtirma. Merkezdeki maruziyet yaklagik 209,4 k, sinirdaki ise yaklasik 136,4 k’dir. Sinirda
oturan biri hastalarin cogundan daha uzakta oldugu i¢cin maruziyeti yaklasik ticte bir daha azdir; sinirda
oturmak daha giivenlidir.

|

Bu bolimde iki katli integralin, diizleme yayilmis bir niceligi “toplayan” genel bir ara¢ oldugunu gordiik:
yogunlugu integre edince kiitle ya da olasilik, koordinatlarla carpip integre edince kiitle merkezi ya da
beklenen deger, uzakligin karesiyle carpip integre edince eylemsizlik momenti ¢ikar. Sonraki boliimde iki
katli integrali yeniden geometriye dondiiriip bir yilizeyin alanini hesaplayacagiz: Yiizey Alani.
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5.1

5. Yiizey Alam1

Bir egrinin uzunlugunu bulmak icin egriyi kigik pargalara bolmiis, her parcay: bir dogru parcasiyla
degistirmis ve L = f: v/1+ f’(z)? dx formiiliine ulagmigtik (bkz. Analiz 2). Bir egrinin bir eksen ¢evre-
sinde donmesiyle olusan yiizeyin alanini da ayni yolla, kesik konilerle hesaplamistik (bkz. Analiz 2). Bu
boliimde soruyu genellestiriyoruz: iki degiskenli bir f fonksiyonunun grafigi olan z = f(z,y) yiizeyinin,
xy-dizlemindeki bir D bolgesinin iistinde kalan parcasinin alani nedir?

Egrideki fikir ylizeye oldugu gibi tasinamaz. Bir yiizeye igten cizilen ticgenlerden olusan cokytizliilerin
alanlari, tiggenler kiiciilse bile yiizeyin alanina yaklasmak zorunda degildir: ince ve yiizeye neredeyse dik
duran tiggenlerle alan istenildigi kadar buyiitiilebilir (Schwarz feneri). Bu yiizden ytzeyi kiigiik pargalarda
kiriglerle degil, teget diizlemlerle degistirecegiz. Teget diizlem yiizeyin o noktadaki egimini tam olarak
tasir; sonucta yay uzunlugu formiiliiniin iki boyutlu kardesi olan bir iki katl integral elde edecegiz.

Yiizey Alaninin Tanimi

Once yiizeyi kiigiik parcalara béliip her parcay bir teget diizlem parcasiyla degistirelim; yiizey alanmni bu
yaklagimlarin limiti olarak tanimlayacagz.

D, zy-dizleminde kapali ve sinirl bir bolge; f, D tizerinde taniml ve f,, fy kismi tiirevleri D tizerinde
var ve strekli bir fonksiyon olsun. Grafigin D tstiindeki parcasim

S ={(z,y, f(z,y)) : (x,y) € D}

ile gésterelim. D’yi bir R = [a, b] X [c, d] dikdértgeninin igine alalim ve R’yi, iki katli integralin tanimin-
daki gibi (bkz. Tanim 1.2), m - n tane eg alt dikdortgene bélelim. Alt dikdértgenlerin kenarlart Az = (b —
a)/m ve Ay = (d — c)/n, alanlar1 AA = Az Ay olsun. R;; alt dikdértgeninin sol alt késesini (z;,y;)
ile gosterelim, ciinkii teget diizlemi bu késede kuracagiz. Iki katli integralin taniminin ardindan (z;, ;)
ile sag st kogeyi gostermistik; integral 6rnek noktalarin se¢imine bagl olmadigindan indisleri boyle
kaydirmak sonucu degistirmez. Béylece

R;; = [z, z; + Az] X [y;, y; + Ayl

D'nin iginde kalan her R, ; icin su nesnelere bakacagiz:
« B;=(%;y; f(z;y;) ) yani S lizerinde (z;,y;) nin tam Gstiindeki nokta.
+ AS;;, yani S’nin R, nin Gstiinde kalan parcasinin alani. Heniiz tanimlamadigimiz, aradigimiz bityiik-
luk budur.
+ S’nin F; noktasindaki teget diizlemi (bkz. Analiz 4):
z= f(z;,y;) + fo (@i, y;) (@ — ;) + (25, 9;) (Y — v).
+ AT;;, yani bu teget diizlemin R,; nin tam iistiinde kalan parcasinin alan1. Bu parga bir paralelkenardir;
bunu asagidaki teoremin ispatinda gérecegiz.

F'nin yakininda yiizey teget diizlemine ¢ok yakin oldugundan AT;; ~ AS,; dir. Bu kii¢iik alanlart
toplaymca S’nin alani i¢in bir yaklagim elde ederiz ve 1zgara siklastik¢a yaklagim iyilesir. Tanimi bu
gozlem verir.

Tanim 5.1 (Yiizey Alani1). Yukanidaki gésterimle z = f(z,y), (z,y) € D yiizeyinin yiizey alami
AS)= lim Y3 AT,
m, n—00 4= -
i

limitidir. Toplam, D’nin icinde kalan R, ; alt dikdértgenleri izerinden alinir.

Yani yiizeyi, her biri yiizeye tek bir noktada teget olan kiiciik ve diiz “pullarla” kapliyoruz. Pullar kiigiil-
ditkce ylzeye daha iyi uyar ve alanlarmin toplanmu yiizeyin alanina yaklagir. D bir dikdértgense biitiin
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5.2

5.1 Yiizey Alaninin Tanimi 97

R;;’ler toplama girer. Limitin her zaman var oldugunu ve bir iki kath integrale esit oldugunu asagidaki
teorem gosterecek.

Sekil 5.1: D dikdortgeni Ax x Ay boyutlu alt dikdortgenlere boliniir. Rj'nin sol alt kosesi (x;, y;)'nin
ustiindeki P; noktasinda S'ye teget olan diizlemin R;; iistiindeki parcasi bir paralelkenardir (turuncu). Alam
ATy, ylzeyin R; iistiindeki parcasinin (mavi) alan1 AS;j'ye yakindur.

Yiizey Alani Formiilii

Tanimdaki her AT;; bir paralelkenarin alanidir ve vektérel carpimla hesaplanir. Bu hesap, toplamu bir
Riemann toplamina, limiti de bir iki kath integrale doniistiirir.

Teorem 5.1 (Yuizey Alani Formiilit). D kapali ve sinirly bir bélge olsun: bir dikdortgen, I ya da IL tip bir
bolge (bkz. Tanim 2.2 ve Tanim 2.3) ya da bunlarin sonlu sayida birlesimi. f, ve f,, D iizerinde siirekli ise
z= f(z,y), (z,y) € D yiizeyinin alan

AS) = [| VP + (P + 144
D

olur. z = f(z,y) yazilirsa ayni formiil

aor= e (2) 4 (%) ua

bigimini alwr.
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98 Boliim 5. Yiizey Alan1

Ay

Sekil 5.2: Teget diizlemin Ry; iistiindeki parcasi, Py; kosesinden ¢ikan a = Ax i + £, Ax kve b = Ay j +f,
Ay k vektorlerinin gerdigi paralelkenardir. a ve b'nin xy-diizlemine izdiisiimleri R;'nin kenarlaridir; a x b
paralelkenara diktir ve uzunlugu alanini verir.

ispat.
Adim 1: Teget parca bir paralelkenardir. Kisalik iginp = f,(v;,y;) veq = f,(=;,y;) yazahm ve

a=Azi+pAzk, b=Ayj+qAyk
vektorlerini alalim. s,t € [0, 1] i¢in P; + sa + t b noktasinin koordinatlar:

T =uz;+sAz, y=vy; +tAy,
z= f(z;,y;) +psAx +qt Ay

olur. s Az = x — x; ve t Ay = y — y; oldugundan bu nokta teget diizlemin denklemini saglar. Ayrica
(s,t) birim kareyi tararken (x, y) tam olarak R, ;yi tarar. Demek ki teget diizlemin R,; iistiindeki parcas,
F,; késesinden ¢ikan a ve b vektorlerinin gerdigi paralelkenardir. Paralelkenarin alani kenar vektorlerinin
vektorel carpimimin uzunlugu oldugundan AT;; = | a x b |'dir.

Adim 2: Paralelkenarin alani. Determinanti birinci satira gore agalim:

i k
axb=|Az 0 pAz
0 Ay qAy

=-—pAzAyi—qAzAyj+ Az Ayk
=(—pi—qj+k) AA

Buradan
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5.2 Yiizey Alani Formiili 99

AT;;=|axb|=+/p?+¢>+1AA

bulunur.
Adim 3: Limit. D tizerinde

9(z,y) = \/[fo(@,9)]? + [f,(z,9)]> + 1

diyelim. f,, f, ve karekok siirekli oldugundan g, D iizerinde siireklidir; kapali ve sinirli D idizerinde bir
M dist siniry vardir. Adim 2'ye gore

ZZAsz: Z 9(@;,y;) AA

R, ,CD
olur. D = R bir dikdortgense sag taraf, g’nin R iizerindeki, 6rnek noktalari alt dikdortgenlerin sol alt
koseleri olan Riemann toplamidir. g siirekli oldugundan R iizerinde integrallenebilirdir (bkz. Dikdortgen
Bolgelerde Iki Katl Integraller). Integralin tanimi 6rnek noktalarin her secimine izin verdiginden m,n —
oo iken bu toplam [[ | g dA’ya yakinsar (bkz. Tanim 1.2).
Genel D i¢in ¢’yi D’nin disinda 0 alarak R’ye genisletelim ve bu fonksiyona G diyelim. G simirhidir
(| G| < M) ve yalmiz D’nin simininda siireksiz olabilir. Asagida bu simirin, toplam alany istenildigi
kadar kiiciik alt dikdortgenlerle ortiilebildigini gorecefiz; bu yiizden G, R iizerinde integrallenebilirdir
(bkz. Dikdortgen Bolgelerde ki Katly Integraller) ve tanim geregi ffD gdA = ffR G dA’dir (bkz. Tanim
2.1). G’nin 6rnek noktalar: yine (z;,y,) olan Riemann toplamu, bizim toplamimizdan yalniz kosesi D’de
oldugu halde kendisi D’nin i¢inde kalmayan R;; lerin terimleri kadar farklidir. Boyle bir R;; hem D’nin
bir noktasini hem de D ’nin disindan bir nokta igerir; bu iki noktay: birlestiren dogru pargasi D 'nin sinirini
keser. Her terim en ¢ok M A A oldugundan iki toplamin farki, en ¢ok M ¢arpt D’nin sinirina degen alt
dikdortgenlerin toplam alamdr.
Bu toplam alan 1zgara siklastik¢a 0°a gider. Gergekten D’nin siniri sonlu sayida siirekli fonksiyon grafi-
ginden ve dogru parcasindan olusur. Stmirin bir parcasi y = ¢(x), a < x < 8 grafigi olsun. ¢ kapal
aralikta siirekli, dolayisiyla diizgiin siirekli oldugundan, verilen her € > 0 i¢in 1zgara yeterince sik olunca
Az genisligindeki her situnda ¢ nin degerleri € ‘dan az degisir. Grafik o siitunda en ¢ok /Ay + 2 alt
dikdortgene deger; bunlarin toplam alani en ¢ok (e + 2 Ay) Az ’tir. Grafigin gectigi siitun sayisi en ¢ok
(8 — a)/Ax + 2 oldugundan bu par¢amin degdigi alt dikdortgenlerin toplam alani en ¢ok

(B—a+2Azx)(e+2Ay)

olur ve bu sayt istenildigi kadar kiigiik yapilabilir. x = ¢(y) bicimindeki parcalar i¢in ayni hesap satirlarla
yapilir; diisey bir dogru parcasi en ¢ok iki siituna deger ve o siitunlarin alan1 2(d — ¢) Az — 0°dr.
Boylece iki toplamin limiti aynidir ve

A(S) = lim > g(mi,yj)AA://RGdAz//ngA

R ,CD

elde edilir. Ikinci formiil, ayni integrandin f, = 8z/0x ve f, = 0z/0y gosterimiyle yazihsidir.
]

Yani yiizey alani, D tizerinde 1/ f2 + f2 + 1 fonksiyonunun iki katli integralidir. Integrale f™nin kendisi
degil, yalniz egimleri girer: f’ye bir sabit eklemek (ylizeyi yukar1 kaydirmak) alan1 degistirmez ve f > 0
olmasi da gerekmez.

Rollerin degistigi ylizeyler icin de ayni formil gecerlidir; teoremde degiskenlerin adlarini degistirmek
yeter. y = h(z, z) bicimindeki bir yiizeyin alani, yiizeyin zz-diizlemine izdiisiimii D tizerinde

A(S) = //D I+ 12 T h2dA

integraliyle bulunur. z = k(y, z) bi¢imindeki bir yiizeyde de ayni integral, yiizeyin yz-diizlemine izdi-
sim tizerinde k, ve k, ile yazilir.
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Integrandin Geometrik Anlam

Formiildeki karekdok, bir alan parcasinin yiizeye ¢ikarken kag kat bitytidiigiini s6yler; bunu teget diizlemin
egim acisiyla ifade edelim.
Ispattaki a x b vektorii teget diizleme diktir. Onu AA’ya bolersek teget diizlemin yukar: bakan bir

normalini buluruz:
n=—fi-fj+k  |n|[=/fi+f+1

v, n ile k arasindaki aci olsun; bu, teget diizlemin zy-dizlemiyle yaptig1 agiya da esittir n-k =1
oldugundan

n-k 1

Infl k| /2y fEel

A(S)://DcolsvdA://Dsec'ydA

bi¢iminde de yazilabilir. Yani her AA alan parcasi, teget diizleme ¢ikarken secy katina bityir. Bunun
sezgisel nedeni sudur: teget diizlem xy-dizlemine gore yalniz en dik dogrultusunda egiktir. O dogrultu-
daki uzunluklar 1/ cos v katina ¢ikar, ona dik olan yatay dogrultudaki uzunluklar ise degismez.

cosy =

olur ve yiizey alani formiilii

X k teget diizlem

¢ xy-diizlemi

Sekil 5.3: Teget diizlemi en dik dogrultusu boyunca kesen diisey diizlem. Diizlem xy-diizlemiyle y agist
yapar; bu, n normali ile k arasindaki agidir. Bu dogrultudaki ¢ uzunlugundaki bir golge diizlemde #/cos y
uzunluguna kargilik gelir; buna dik (yatay) dogrultudaki uzunluklar degismez.

Bu yorumdan {i¢ sonug ¢ikar:

+ Teget diizlem yatay oldugunda (f, = f, = 0) carpan 1'dir. Yiizey, gdlgesinden yalniz egimli oldugu
yerlerde buyiiktiir.

+ Carpan her zaman en az 1 oldugundan A(S) > A(D)’dir: bir ylizey parcasinin alani, zy-dizlemindeki
golgesinin alanindan kiigiik olamaz. Bu, hesaplarin sonucunu denetlemek i¢in kullanigh bir ol¢iittir.
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5.3 Integrandin Geometrik Anlami 101

« Formiil, yay uzunlugu formiilityle ayni kaliptadir. Orada /1 + f’(z)? = 1/ cos aidi; a, teget dogrunun
x ekseniyle yaptig1 agidur.

5.4 Yizey Alaninin Hesaplanmasi

Formiilii uygularken her seferinde ayni dért adimu izleriz.

Q Yiizey alani dort adimda

1. Yiizeyi ve D’yi belirle. Yiizeyi z = f(z, y) biciminde yaz. D, yiizey par¢asinin zy-diizlemine dik
izdigimudir (golgesidir); sinirlari cogu zaman yiizeyin baska bir yiizeyle kesisiminden bulunur.

2. Integrandi hazirla. f, ve [, yihesapla, / 124+ f; + 1 ifadesini sadelestir.

3. Ardisik integrali kur. D’yi L tip, IL tip ya da kutupsal bicimde yaz. D bir daire ya da halkaysa ve
integrand 22 + y?’ye bagliysa kutupsal koordinatlar en kolayidir; dA = r dr df olur (bkz. Teorem
3.1).

4. Hesapla. I¢c integral cogu zaman, kokiin icini yeni degisken alan bir degisken degistirmesiyle
cozulir.

Once integrandin sabit oldugu en basit durumla baglayalim.

Ornek 5.1 (Bir Diizlem Parcasinin Alani). —x + 2y + 2z = 6 diizleminin 22 4 y? = 4 silindirinin
icinde kalan parcasinin alanini bulunuz.
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102 Boliim 5. Yiizey Alan1

-X+2y+2z=06

Sekil 5.4: -x+ 2y + 2z = 6 diizleminin x* + y* = 4 silindiri i¢inde kalan parcas1 S bir elipstir; gélgesi D ise
2 yarigapli dairedir. Egik diizlem golgesinden biiytiktiir: alan1 D'nin alaninin 3/2 katidur.

Coziim.
Yiizey ve D. Diizlemin denklemini 2’ye gére ¢ozersek
x
i= ) =3+5

olur. Silindirin ici #2 + y? < 4 oldugundan D, merkezi orijin ve yaricap1 2 olan dairedir.
Integrand. f, = % ve f,, = —1 oldugundan

/1 9 3
2 2 =4/ 4 14+1=4/2=2
\/fm+fy+1 4+ + \/; 5
bulunur.

Integral. Integrand sabit oldugundan, || [, 1dA = A(D) ozelligiyle (bkz. Onerme 2.1)

3 3 3
A(S):// CdA=2AD) =2 722 = 6x
2 2 2
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5.4 Yiizey Alaninin Hesaplanmasi 103

elde edilir. Diizlemin normali n = —1i+j+k ve | n|=2 oldugundan diizlem zy-diizlemiyle
cosy = % olan bir ag1 yapar; bu yiizden alani, gélgesinin alaninin % katidur.
]

Ornek 5.2 (Ucgen Uzerindeki Bir Yiizey Parcasi). z = 22 + 2y + 2 yiizeyinin, zy-diizleminde kose-
leri (0,0), (1,0) ve (1,1) olan T ti¢geninin tstiinde kalan parcasinin alanini bulunuz.

xy-diizleminde T T'nin istiindeki yiizey parcasi

AY

(1)

\

(0, 0) (1,0)

=

Sekil 5.5: Solda (0, 0), (1, 0), (1, 1) koseli Tiiggeni: 0 < x< 1,0 < y < x. Sagda z = x* + 2y + 2 ylzeyinin T
istiindeki parcasi (koyu) ve birim kare tistiindeki devami (agik). Sag panelde disey 6lgek kiiciiltillmuistiir.

Cozim.
Yiizey ve D. Burada D = T"dir. Uggenin iist kenar1 y = x dogrusu oldugundan 7', L tip bir bélgedir:

T={(z,y):0<z<1,0<y <z}

Integrand. f(z,y) = 2® + 2y + 2 i¢in f, = 2z ve f, = 2 oldugundan

VE2+H2+1=/(22)2+22+1=422+5

bulunur.

Ardisik integral. Integrand 3’ye bagh olmadigindan énce y’ye gore integral almak isimizi kolaylas-
tirir:

1 x 1
A= / / V4x? + 5dydx = / xV/4x? + 5dzx.
o Yo 0
Hesap. u = 422 + 5 dersek du = 8z dx olur; x = 0 iken u = 5, x = 1 iken v = 9’dur. Buradan
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104 Boliim 5. Yiizey Alan1

1/ 1 2

A:— 1/2d = - — 3/29
8/su =g s [
1

5 ( 27—5\/5) ~ 1,3183

—

elde edilir. Integrali &biir sirayla, énce z’e gére kurmak da miimkiindii, ama o zaman [ V422 + 5dz
gibi ¢cok daha zor bir integralle kargilagirdik.
|

Ornek 5.3 (Bir Paraboloit Parcasinin Alani). z = 2 + y? paraboloidinin z = 9 diizleminin altinda
kalan parcasinin alanini bulunuz.

z=x"+y

Sekil 5.6: z = x* + y* paraboloidinin z = 9 diizleminin altinda kalan parcasi. Paraboloit bu diizlemi x* + y?
= 9 cemberi boyunca keser; bu yiizden parcanin xy-diizlemine izdiisiimii 3 yaricapl D dairesidir.

| Coziim.
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Yiizey ve D. Diizlem paraboloidi 22 + 32 = 9, z = 9 cemberi boyunca keser. Paraboloidin z < 9 olan
parcasi £ + y? < 9 dairesinin iistiindedir; yani D, merkezi orijin ve yaricapi 3 olan dairedir.

Integrand. 6—; =2z ve B_Z = 2y oldugundan

V14 (22)2 4+ (29)2 = V1 +4(22 4 92)

bulunur.
Ardisik integral. D bir daire ve integrand z2 + y?’ye bagl oldugundan kutupsal koordinatlara
gecerizz: D = {0 <r < 3,0 < 6 < 27}, 2% +9? = r? ve dA = r dr df olur (bkz. Teorem 3.1). Béylece

2 3 27 3
A:/ / \/1~|—47‘2rdrd0:/ d9/ vV 1+ 4r2dr.
0 0 0 0
Hesap. I¢ integralde u = 1 + 472, du = 8rdr dersek r = O iken u = 1, r = 3 iken u = 37 olur:
3 1 /37 1
/ rv 1+ 4r2dr = §/ ul/? du = - (37\/37—1 ) .
0 1
Dis integral 27 verdiginden
1 ™
AZZW'E (37\/37—1)26 (37\/37—1 ) ~ 117,32

elde edilir. Sonug, gélgenin alami 97 & 28,27’ den bityiiktir; paraboloidin kenarlar1 dik oldugundan bu
beklenen bir seydir.
|

Sik yapilan hatalar

< o f dAytizeyin altindaki hacmi verir, alanmi degil. Yiizey alaninda integrale yalniz f, ve f,, girer.

+ Kokiin icindeki 1 unutulmamalidir; o terim n = —f, i — f, j + k normalinin k bileseninden gelir.
O olmasayd: yatay bir diizlem parcasiin alam 0 ¢ikard.

+ D yiizeyin kendisi degil, xy-diizlemindeki izdiistimtidiir. Sinirin1 bulmak i¢in ¢ogu zaman yiizeyin
kesistigi obiir ylizeyle ortak noktalar: bulunur.

« Kutupsal koordinatlara gecerken dA = r dr df’daki r ¢arpani unutulmamalidir.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar kolaydan zora siralanmistir. Son ikisinde f,,, D’nin sinirinin bir kisminda tanimsiz-

dir ve integrand oraya yaklasirken sinirsiz biiyiir; bu ytizden ne yiizey alaninin tanimi ne de formiilii D’nin

tamamina dogrudan uygulanabilir. Boyle bir yiizeyde, D’nin i¢inde kalan, integrandin siirekli oldugu ve

t buytditkce D’yi dolduran D, bélgeleri alinir. D, nin {istiindeki parcalarin alanlari formiille bulunur. Bu

pargalar giderek yiizeyin tamamini kapladigindan yiizeyin alans, || .V f2+ f2 + 1dAalanlariimn limiti
t

olarak tanimlanir. Bu, tek degiskenli genellegtirilmis integralin iki katli kargiligidir (bkz. Analiz 3).

Aligtirma 5.1 (Birinci Bolgedeki Diizlem Parcasi). 3z + 2y + z = 6 diizleminin birinci bolgede
(z,y, z > 0) kalan parcasinin alanini bulunuz.

Cozim.
Diizlem z = f(z,y) = 6 — 3z — 2y biciminde yazilir. f, = —3 ve f, = —2 oldugundan integrand
sabittir:

V(=32 + (=22 +1 =14

Parcanin gélgesi D, £ > 0,y > 0 ve 2 = 6 — 3z — 2y > 0, yani 3z + 2y < 6 kosullariyla verilir. Bu,
késeleri (0,0), (2,0) ve (0,3) olan iiggendir ve alani 5 - 2 - 3 = 3’tiir. Boylece
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S) = / V14dA = V14 A(D) = 3v/14 ~ 11,22
D

bulunur.
| ]

Alistirma 5.2 (Bir Uggenin Ustiindeki Yiizey). z = 10 + x + y? yiizeyinin, késeleri (0, 0), (0, —2) ve
(2, —2) olan D tiggeninin istiinde kalan parcasinin alanini bulunuz.

Cozim.
[z = 1ve f, = 2y oldugundan integrand

VIZ4 (2y)2 + 1 = /2 + 4y2
olur ve yalniz y’ye baglidir. Bu yiizden D’yi IL tip bolge olarak yazmak uygundur. (0, 0) ile (2, —2)’den
gecen kenar z = —y dogrusu tizerindedir; dolayisiyla

D={(z,y): 2<y<0,0<z <y}

olur. I¢ integral z’e gére oldugundan integrand sabit gibi davranir:
/ / V2 + 4y? d:cdy—/ Y)vV 2+ 4y?dy.

u = 2+ 4y? dersek du = 8y dy, yani (—y) dy = —% du olur; y = —2 iken u = 18, y = 0 iken u =

2’dir:
1 2 / 18 / 1 /
A= _= 1/2 4 :_/ 1/2 g :_[32]18
8/18u u 8 ), U u 12 u’'?|5

1 13v2
:_2(54\/5—2\/5):T~6,13.

—_

Burada 183/2 = 18/18 = 541/2 ve 23/2 = 24/2 esitliklerini kullandik.
| ]

Alistirma 5.3 (Bir Karenin Ustiindeki Yiizey). z = % ( z3/? + y3/ 2 ) yluzeyinin0 <z <1,0<y <
1 karesinin ustiinde kalan parcasinin alanini bulunuz.

Cozim.
fo =2 32'? = /z ve aym bicimde f, = /7 oldugundan

VE+2+1=r+y+1

olur. Once 7’ye gore integral alalim:

/ Vit +ydy =

OJI[\D

[ 1+x+y3/2]y é

| [\V)

3[2+m3/2 1+m)3/2].

Sonra x’e gore:
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1
2—1—3:3/2 1+x3/2]d:v
/

— el cmm
owl";

L
2 )3/2 — 5/2
5[2+x (1+z) ]
[ 35/2725/2 )7(25/271)] )
35/2 = 9/3 ve 25/2 = 41/2 oldugundan

= % (9V3—8V2+ 1)~ 1,4066

bulunur. Sonug, gélgenin alani olan 1’den biyiiktir.
|

Alistirma 5.4 (Bir Silindir Parcas1). z? + 2? = 4 silindirinin, késeleri (0, 0), (1,0), (0,1) ve (1, 1) olan
karenin ustiinde kalan parcasmnin alanini bulunuz.

Cozim.
Karenin tistiindeki parga silindirin z > 0 yanisindadir: z = f(z,y) = V4 — z2. Buradan

—
fom= 77—, [f,=0
V4 — z? v
ve
2

4
2 2 1::10_ 1= —
fm—’_fy—’_ 4—x2+ 4— 2

bulunur. 0 < z < 1 i¢in integrand 2/v/4 — 22 siirekli oldugundan

1 1
2 2
A://—d d:c:/ ——dz
0 0 V4—$2 Y 0 \/4—l'2

:z[mmmgﬁz2-%:gaupu2

olur. Sonucu geometriyle de denetleyebiliriz: parca, y dogrultusunda 1 birim uzunlugunda egri
dogrultusunda ise 2 yarigapli cemberin x = 0 ile x = 1 arasindaki yay1 kadar (2 - %) genisliginde,
kivrilmig bir dikdortgendir.

|

Alistirma 5.5 (Bir Eyer Yiizeyinin Parcas1). z = zy yiizeyinin 2% 4 y? = 1 silindirinin icinde kalan
parcasinin alanini bulunuz.

Coziim.
f. =y ve f, = z oldugundan integrand /1 + x2 + y*'dir. D birim daire oldugundan kutupsal koor-
dinatlara gegeriz:

2m 1 1
A=/ / \/1—|—T27‘d7'd0=27'('/ rv 1+ r2dr.
0 0

0

u=14r2 du=2rdrile

1 2
/ r\/1+r2dr=%/ ul/2 duy = (2\/§f1)
0 1

1
3

olur ve
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2T
A:?(Q\/ﬁ—l)m3,8294

bulunur.
||

Alistirma 5.6 (Bir Kiire Kapag1). 22 + y2 + 2% = 4 kiiresinin z = 1 diizleminin iistiinde kalan parca-
sinin alanini bulunuz.

Cozim.
Parca iist yarim kiire iizerindedir: z = f(z,y) = 1/4 — 2 — y2. Diizlemle kesisimde 22 + 3% = 4 —
1 = 3 oldugundan D, yaricap1 v/3 olan dairedir. Kismi tiirevler

—r —y

. = o fyEmE
4—m2—y2 Y /4—:r2—y2

oldugundan

2 2 4
Bk R
4—x2—92 4 —z2 — 92

fPtfy+1=
bulunur. Kutupsal koordinatlarda integrand 2/v/4 — 72 olur; r < v/3 < 2 oldugundan siirekli ve sinur-
lidir:

27 V3
2r
A:/ / L _drdo=2r[—2V4_ 2|3

0 0 V4—7'2 [ 0

=2m(—2+44) = 4.

Bu, Arsimet’in kiire kapag: icin buldugu 2w Rh sonucudur: burada kiire yaricapt R = 2, kapagin
yiiksekligi h = 2 — 1 = 1’dir.
|

Alistirma 5.7 (Orta Nokta Kuraliyla Tahmin). z = z? + y? paraboloidinin [0, 1] x [0, 1] karesinin
istiinde kalan parcasinin alanini, kareyi dort es kareye bolup iki katli integraller igin orta nokta kuraliyla
(bkz. Dikdértgen Bolgelerde ki Katli Integraller) tahmin ediniz.

Coziim.

Alan A = [[ gdA'dir; burada g(z,y) = /1 +42? + 4y ve R = [0,1] x [0, 1]'dir. Dért karenin her

birinin kenar1 1, alam1 AA = %l’tﬁr ve orta noktalar1

2
11 13 31 33
(23) (33) (33) (33)

noktalaridir. ¢’nin bu noktalardaki degerleri:

11 3
g(Z’Z)_ 1+Z+Z: §~1,2247,
13 31 9 7
g(z,z):g(z,z)_ 1+Z+Z: 5%1a87087
33 9 9 /11
g(Z’Z)_ 1+Z+Z: ?~2,3452

Orta nokta kurali
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A~ (12247 +21,8708 +2,3452 )

| = | =

.7,3115 ~ 1,8279

4

tahminini verir. Integrali bilgisayarla hesaplarsak A ~ 1,8616 buluruz; dért karelik kaba béliiniige
ragmen tahminin bagil hatas1 yalmz ytizde 1,8 kadardir.
]

Alistirma 5.8 (Tek Katli Integrale Indirgeme). 2 = cos(z? + y?) yiizeyinin 22 + y? = 1 silindirinin
icinde kalan parcasinin alanini, 6nce tek katli bir integrale indirgeyip sonra sayisal olarak dort ondalik
basamaga kadar hesaplayimiz.

Cozim.
Zincir kuraliyla

fo = —2zsin(z? +¢*),  f, = —2ysin(z? + ¢?)
ve
f2+ f2 = 4(2? + ) sin? (22 + ¢?)

olur. D birim daire oldugundan kutupsal koordinatlarda z2 + y? = r? yazariz:

2m 1
A:/ / V' 1+ 4r?sin?(r2)rdrdé
o Yo
1
= 27r/ ry/1+ 4r2 sin?(r?)dr.
0
u = 12, du = 2r dr degisken degistirmesiyle tek katl integrale ulagiriz:

1
A= 7r/ V1 4 4u sin? udu.
0

Bu integrandin elemanter bir ilkel fonksiyonu yoktur; integrali sayisal olarak hesaplariz. F(u) =
V1 + 4usin? u icin [0,1]’1 A = 0,25 genisliginde dort pargaya boliip Simpson kuralini uygulayalim
(bkz. Ntimerik Analiz). Degerler
F(0)=1, F(0,25) ~ 1,030150,
F(0,5) ~ 1,208179, F'(0,75) ~ 1,547221,
F(1) ~ 1,957624

oldugundan

/ P du ~ [ F(0) + 4F(0,25) + 2F(0,5) + 4F(0,75) + F(1)

- WS

=5 15,683466 ~ 1,306956

ve A ~ 7 -1,306956 ~ 4,1059 bulunur. Boliiniisti siklagtirimca tahmin dizelir: 10 parcayla 4,10726, 20
parcayla 4,10729 elde edilir ve ilk doért ondalik basamak artik degismez. Sonug olarak

A~ 4,1073

olur. Golgenin alan1 7 ~ 3,1416 oldugundan yiizey golgesinden yaklasik yiizde 31 bityiiktir.
|
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110 Boliim 5. Yiizey Alan1

Alistirma 5.9 (Bir Diizlem Parcasinin Alani ve Goélgesi). z = azx + by + ¢ dizleminin, zy-diizle-
mindeki izdiigiimii alan1 A(D) olan bir D bélgesi olan par¢asmin alaninin va? + b2 + 1A(D) oldugunu

gosteriniz.

Cozim.
f(z,y) = ax + by + cicin f, = a ve f, = b sabittir. Yiizey alani formiiliinde sabit carpan1 integralin
disna alip || fD 1dA = A(D) 6zelligini kullanirsak (bkz. Onerme 2.1)

A(S) = // VE P+ lA= V@ 1 41 // 1dA = v 10 + 1A(D)

bulunur. Geometrik olarak: diizlemin normalin = —ai — b j 4 k her yerde aynidir, dolayisiylasecy =
Va2 + b2+ 1 carpani da her yerde aymdir. Ornek 5.1 bunun a = %, b= —1 olan 06zel halidir:
Vitli+1=3

1 2"
]

Alistirma 5.10 (Baska Bir Diizleme Izdiisiim). y = x2 + 22 paraboloidinin y = 25 diizlemiyle kesilen
sonlu parcasinin alanini, yiizeyi zz-diizlemine izdiisiirerek bulunuz.

Cozim.

Yiizey, z2-diizlemi iizerinde y = h(z, 2) = 22 + 22 fonksiyonunun grafigidir. Sonlu parca y < 25, yani
x? + 22 < 25 kosuluyla verilir; bu yiizden izdiisiimii D, z2-diizleminde merkezi orijin ve yaricap1 5
olan dairedir. h,, = 22 ve h, = 2z oldugundan rolleri degismis formiille

A= // V14422 +422dA
D
olur. zz-diizleminde kutupsal koordinatlar = rcos 6, z = rsin 0 ile

27 5 1
A:/ / \/1+47‘27'drd9:27r-ﬁ[(14—47"2)3/2]3
o Yo

™

5 ( 101v/101 —1 ) ~ 530,95

bulunur. Bu, Ornek 5.3 ile ayn1 hesaptir; yalniz eksenlerin adlar ve yarigap degismistir.
]

Alistirma 5.11 (Kiirenin Alani). a yaricaph kiirenin alaninin 47a? oldugunu gosteriniz. Ust yarim
kiire z = \/a2 — 22 — 92 icin integrand 2 + y? = a? cemberinde smirsiz biiyiir; bu yiizden integrali
x? + y? < t? dairesi izerinde hesaplayip ¢t — a~ iken limit aliniz.

Cozim.
f(z,y) = v/a? — z? — y? icin, kiire kapag: alistirmasindaki (Alistirma 5.6) hesabin aynisiyla
2.4 .2 2
9 9 ozt +y . a
thtl= Gt =g

olur; integrand kutupsal koordinatlarda a/va? — r?’dir ve r — a iken sinursiz bityiir. 0 < t < a i¢in
r < t dairesinde integrand stirekli oldugundan

2 t ar
A, = —————drdf =2 — Va2 —r2|
t /O/Oﬁ o[- Vet
=27ra(a—\/a2—t2)

bulunur. t — a~ iken Va2 —t2 — 0 oldugundan iist yarim kiirenin alan1 27a?’dir. Alt yarim kiire
simetrik oldugundan kiirenin alani 2 - 27ra? = 47a? olur. Bu, donel yiizey alaniyla bulunan sonugla
aynidir (bkz. Analiz 2).
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5.5 Alistirmalar 111

Alistirma 5.12 (Iki Silindirin Ortak Parcasi). 32 + 22 <1 ve 22 + 22 < 1 esitsizliklerini birlikte
saglayan cismin yiizeyinin alanini bulunuz.

|

|

1
{

A\
i//;’x
04

AR
s
/1175
B
=
%%
%

Sekil 5.7: y* + z2% < 1 ve x* + 2% < 1 esitsizliklerini birlikte saglayan cismin yiizeyi. Mavi parcalar x* + z°
= 1 silindirinden (|y| < |x|), turuncu pargalar y* + z* = 1 silindirinden (|x| < |y|) gelir; iki silindir y = +x
diizlemlerindeki elipsler boyunca birlesir.

Coziim.

Yiizeyin parcalari. Cismin yiizeyindeki her nokta iki silindirden en az birinin {izerindedir. 2 + 2% =
1 silindirindeki bir nokta igin ikinci kosul y? < 1 — 22 = x2, yani | y | < | = | demektir. Ayn1 bicimde
y? + 22 = 1 silindirinden gelen parca | 2 | < | y | kosuluyla verilir. Tki par¢anin ortak noktalar1 iki
elips lizerindedir ve alana katk: yapmaz.  ile y’nin yer degistirmesi cismi kendisine, birinci parcay: da
ikinci parcaya gotiiriir; bu yiizden iki par¢anin alani esittir.

Birinci parcanin iist yarisi. Birinci par¢a z > 0 ve z < 0 olan iki es yaridan olusur. Ust yar1 z =
f(z,y) = V1 — 22 grafigidir ve golgesi

D={(z,y):—1<z<1l,— |z |<y<|z|}

kiimesidir (orijinde birlesen iki iiggen). f, = —x/v'1 — 22 ve f, = 0 oldugundan

2 1
2 211 =4/ 1=
I+ T+ 1—x2+ T2

olur. Bu fonksiyon z — 41 iken sinirsiz biytidiigiinden, kiirenin alaninda (Aligtirma 5.11) yaptigimiz
gibi 6nce | z | <t < 1 bélgesi iizerinde integral alip sonra ¢ — 1~ limitini aliriz. Integrand cift oldu-
gundan
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112 Boliim 5. Yiizey Alani

/f/wl dy dx t2|:c|d 4/t z
—_— = —dr = —azx
o V1 —a? +V1—2x2 0o V1—22

bulunur ve t — 17 iken bu deger 4’e gider.
Toplam. Birinci parcanin alam 2 - 4 = 8, ikinci parcaninki de 8 oldugundan ytizeyin alani

8+8=16

olur. Silindirlerin yarigapi 1 yerine r alinirsa ayni hesap 1672 verir.
|

Bu bolumde yiizeyleri z = f(z,y) grafikleri olarak ele aldik. Kiire gibi kapali yiizeyler ya da donel
ylzeyler tek bir grafik olarak yazilamaz; onlar1 Parametrik Yiizeyler ve Alanlari1 boliimiinde parametrik
olarak inceleyecek, buradaki formiiliin de dénel yiizey alani formiliiniin de oradaki genel formiiliin 6zel
halleri oldugunu gorecegiz. Simdi iki katl integralden ii¢ katli integrale gegiyoruz: Ug Katli Integraller.
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6.1

6. Uc Kath Integraller

Tek degiskenli bir fonksiyonu bir aralik tizerinde, iki degiskenli bir fonksiyonu diizlemdeki bir bélge
uizerinde integralledik. Simdi ayni fikri bir adim ileri tasiyip ii¢ degigkenli bir f(z,y, z) fonksiyonunu
uzaydaki bir cisim tizerinde integralleyecegiz. Boyle bir integrale en dogal ihtiyag fizikten gelir: yogunlugu
noktadan noktaya degisen bir cismin kiitlesini, kiitle merkezini ya da bir eksen etrafinda dénmeye karsi
direncini bulmak i¢in cismi kii¢iik parcalara bélip parcalarin katkilarini toplamamiz gerekir.

Yol haritamiz iki katli integraldekiyle aynidir. Once en basit bolge olan dikdértgen kutuda integrali
Riemann toplamlarinin limiti olarak tanimlayacak ve Fubini Teoremi ile onu art arda alinan {i¢ tek kath
integrale indirecegiz. Sonra integrali genel cisimlere tasiyip cismi iki ylizey arasina sikigtirarak hesapla-
may1 6grenecegiz. Bolumi hacim, kiitle, kiitle merkezi, eylemsizlik momenti, olasilik ve ortalama deger
uygulamalariyla bitirecegiz.

Kutularda U¢ Katl1 Integral

Ise, kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan bir kutuda tanimh fonksiyonlarla baslayalim:
= [a,b] X [¢,d] x [r,s] = {(z,y,2) |a <z <bc<y<d,r<z<s}

[a, b] araligini genisligi Az olan [ esit alt araliga, [c, d] araligim genisligi Ay olan m esit alt aralia ve [r, s]
araligini genisligi Az olan n esit alt araliga b6lelim. Boliim noktalarindan gegen ve koordinat diizlemlerine
paralel olan diizlemler B kutusunu Imn tane alt kutuya ayirir:

Bijk: = [xl 1T z] [y] 1’yj] [zk—lazk]'

Her alt kutunun hacmi AV = Az Ay Az’dir.

Tanim 6.1 (Kutuda Ug¢ Kath Integral). f, B kutusunda taniml bir fonksiyon olsun ve her B B, alt
kutusundan bir By, = (o7, Yij, 27j;) Ornek noktast segilsin.

I m n
PIPBPINICN
i=1 j=1 k=1
toplamina ii¢ katli Riemann toplami denir. f’nin B tuizerindeki ii¢ kath integrali (triple integral)

I m n
// f(xvy,z)dvzlmhgoozzz.f ljk
B 1 j=1 k=1

=

limitidir. Bu limit 6rnek noktalarin se¢iminden bagimsiz olarak varsa f’ye B tizerinde integrallenebilir
denir.

Yani kutuyu kii¢iik kutulara béliyor, her kii¢tik kutuda fonksiyonun bir degerini o kutunun hacmiyle
carpryor ve bu ¢arpimlari topluyoruz. Béliintii inceldikce bu toplamlarin yaklastigi sayi ii¢ katl integraldir.
Tamim, dikdértgende iki katli integralin (Tanim 1.2) bir boyut eklenmis halidir. Ornegin f bir cismin
yogunluguysa f(F7;) AV kiicik kutudaki kiitleye yakindir ve Riemann toplami cismin kiitlesine bir
yaklagimdir.
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114 Boliim 6. Ug Katli Integraller

<Xuk yu'kk> Zijkk)

ijk

Sekil 6.1: Solda B kutusu [ =3, m =4, n = 2 i¢in 24 alt kutuya boliinmiis; turuncu alt kutu By 'dir. Sagda bu
alt kutu buyutalmustiir: kenarlar1 Ax, Ay, Az, hacmi AV = Ax Ay Az'dir ve icinden bir 6rnek nokta segilir.

Tek ve iki katli integralde oldugu gibi, f kutuda siirekliyse bu limit her zaman vardir; bunun ispati
ileri analizin konusudur. Limit var oldugunda 6rnek noktayi istedigimiz gibi secebiliriz. Her alt kutunun
(z;, Yjs z;,) kosesini secersek integral daha sade bir bi¢im alir:

I m n
ﬂ f(.’E,y,Z)dV lmTILIl)ooZZZf z,y],zk V
B =1 =1

% =1k

<.

Ornek nokta olarak her alt kutunun merkezini alip limite gecmeden durursak integral igin pratik bir
tahmin elde ederiz.

Tanim 6.2 (U¢ Katl Integral icin Orta Nokta Kurali). B kutusu yukaridaki gibi Imn es alt kutuya
bélinsiin ve z;, y;, 2, swastyla [z, 1, 2;], [y;_1,Y;], [24_1, 2] araliklarmin orta noktalari olsun.

I m n
// f(xaya dV%ZZZf myg,zk AV
B i=1 j=1 k=1

yaklagimina orta nokta kurali denir.

Yani B, alt kutusunun merkezi (z;, 9, ;) noktasidir ve orta nokta kurali, 6rnek noktalar1 bu merkezler
olan Riemann toplamidir. Boliintii inceldikce tahmin integrale yaklagur.

Bir ii¢ katli integrali tanimdan hesaplamak ¢ok zahmetlidir. iki katl integralde oldugu gibi, pratik yol onu
art arda alinan tek katl integrallere, yani bir ardisik integrale indirmektir.

Teorem 6.1 (Kutuda Fubini Teoremi). f, B = [a,b] X [¢,d] X [r, s] kutusunda siirekli ise

//Bf(:c,y,Z)dV:/:/Cd/abf(x,y,z)dxdydz

olur. Sagdaki ardisik integral oteki bes integrasyon sirasindan herhangi biriyle yazildiginda da ayni deger
elde edilir.

Ispat.
En icteki integrali, y ve z’nin bir fonksiyonu olarak adlandiralim:

b
2) :/ f(z,y,2)dz, (y,2) € R=[e,d] x [r,s].

g sitreklidir. f kapali ve stnirli B kutusunda siirekli oldugundan orada diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 4).
€ > 0 verilsin. Aralanindaki uzaklik § ’dan kiigiik her P,Q € B i¢in| f(P) — f(Q) | < € olacak bicimde
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6.1 Kutularda Ug Katli Integral 115

bir 6 > 0 vardir. (y,z) ile (y',2") arasindaki uzakhik §’dan kiigiikse her x igin (x,y, z) ile (z,y’,2")
arasindaki uzaklik da §°dan kiigiiktiir. Dolayisiyla

b
| 9(y,2) —9(v',2") | S/ | f(2,y,2) = f(2,y,2") |[de < (b—a)e

olur.

Ornek noktalart uygun se¢cmek. B’yi alt kutulara bélelim ve her j, k icin Y5 € [y;-1,95) 2 €
(251, 23] noktalarin segelim. x = f(z,y7, 25) sirekli oldugundan integraller icin ortalama deger teore-
mine (bkz. Analiz 2) gore her i i¢in

T;
/ F@y2h) de = f(el ot 2) Az
Li1

esitligini saglayan bir x}; € [z, i, ;] vardir. B, nin 6rnek noktast olarak (x7;,yj, 2;) i alahm. i
iizerinden toplayinca alt araliklardaki integraller birlesir:

b
f(@h s 2h) Az = / f(@, g3 20) dx = g(u7, 20)-
a

l
i=1

AV = Az Ay Az oldugundan ii¢ katl Riemann toplami

I m n
Zzzf(w?jk,y;,z;;) AV

i=1 j=1 k=1
m n l
= Z Zf(xfjk,y;‘,zZ) Az | Ay Az
j=1 k=1 [ =1

= Z g(y;‘,z,’;) Ay Az

bicimini alw.

Limit. I,m,n — oo iken soldaki toplam fffodV’ye yakinsar, ¢iinkii f sireklidir ve limit ornek
noktalanin segcimine bagh degildir. Sagdaki toplam U’ye bagh degildir ve siirekli g fonksiyonunun R
dikdortgenindeki bir iki katli Riemann toplamidir; m,n — oo iken ffR g dA’ya yakinsar. Demek ki

//Bf(x,y,Z)dV=//Rg(y,z)dA=/:/Cdg(y’z)dydz

olur; son esitlik iki katly integral icin Fubini Teoremi’dir (Teorem 1.2). g’nin tanimi yerine yazilinca istenen
formiil gikar. Oteki siralar iin ayni akil yiiriitme, degiskenlerin rolleri degistirilerek tekrarlanir.
|

Sagdaki ardigik integral icten disa dogru okunur: 6nce y ve z sabit tutularak z’e gore, sonra z sabit
tutularak y’ye gore, en sonda z’ye gore integral alinir. Ug degisken 3! = 6 farkli sirada integrallenebilir ve
teorem hepsinin ayni sonucu verdigini soyler. Ornegin énce y’ye, sonra 2’ye, en sonda x’e gore integral

alirsak
//Bf(x,y,Z)dV: /ab/:/cdf(m,y,z)dydzdx

yazariz. Her integral isaretinin smirlari, ayni siradaki diferansiyelin degiskenine aittir: en icteki fcd en
icteki dy ile eslesir.
Ornek 6.1 (Bir Kutuda U¢ Katli Integral). B kutusu

B={(z,y,2) | 0<2<1,-1<y<20<2<3}
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olmak tizere /// xyz? dV integralini hesaplaymiz.
B

Cozim.

Alt1 siradan herhangi birini kullanabiliriz (Teorem 6.1). Once x’e, sonra y’ye, en sonda 2’ye gore integral
alalim.

x’e gore. y ve z sabittir:

z=0
y’ye gore. z sabittir:
=2
1 2 YT 4 4 4
_ et
z’ye gore.
3
[e-[] -2
- dZ = —_— = —
o 4 4 . 4

27
Boylece /// xyz? dV = = olur.
B 4

Saglama: integrand «’in, y’nin ve z’nin ayri fonksiyonlarmin ¢arpimi ve siirlar sabit oldugundan
integral ti¢ tek katli integralin ¢arpimina ayrilir:

1 2 3
13 27
xd:c~/ ydy-/ 22dz=----9=—.
/0 B ; 22 1

Genel Bolgelerde Uc Katl1 Integral

Kutu olmayan cisimler i¢in iki kath integralde kullandigimiz yolu izliyoruz: cismi bir kutunun igine koyup
fonksiyonu kutunun geri kalaninda sifir kabul ediyoruz.

Tanim 6.3 (Genel Bir Bolgede U¢ Kath Integral). E uzayda smirl bir bolge (bir cisim), f de E
tizerinde taniml bir fonksiyon olsun. E’yi iceren bir B kutusu secelim ve

_ [ f(z,y,2), (2,9,2) € E,
F(z,y,2) = {O, (z,y,2) € B\ E

tanimlayalim. F', B lizerinde integrallenebiliyorsa

//Ef(x,y,z)dV:///BF(x,y,z)dV

olarak tanimlanir.

Yani E’nin disinda kalan noktalar Riemann toplamlarina sifir katk: verir; geriye yalniz cismin igindeki
parcalarin katkilar1 kalir. F', E’nin disinda sifir oldugundan kutuyu bityiitmek sonucu degistirmez, bu
ylizden tanim B’nin secimine bagl degildir. Bu, diizlemde genel bélge taniminin (Tanim 2.1) aymsidir. f
sturekli ve E’nin sinir1 “yeterince diizgiin” ise, 6rnegin sinir sonlu tane siirekli fonksiyonun grafiginden
olusuyorsa, bu integral vardir.

Ug katli integral, iki katli integralin temel &zelliklerini aynen tagir.

Onerme 6.1 (U¢ Kath Integralin Ozellikleri). f ve g, E iizerinde integrallenebilir ve c bir sabit olsun.
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6.2 Genel Bolgelerde Uc Katli Integral 117

(i) Lineerlik:

///E(f+g)dvz//Efdv+///Egdv, ///ECde:C//Ede'

(ii) Karsilastirma: E nin her noktasinda f > g ise

//Edez///Eng.

(iii) Toplamsallik: E = E, U E, ve E,| ile Ey yalniz sinirlarinda ortiigiiyorsa

///;de:///EldeJr///ngdV.

Ispatin fikri.

(i) ve (ii) Riemann toplamlarinda dogrudur: f + g’nin Riemann toplami f ile g’nin Riemann toplam-
larinin toplamidir, c f ‘ninki f ‘ninkinin ¢ katidir, f > g ise her terimde f(Fj,) AV > g(Fj,) AV
olur. Limite gecmek esitlikleri ve > esitsizligini korur. Genel bir bolgede ayni akil yiiriitme F ve G
uzantilarina uygulanir.

(ii) i¢in By, E, ve E’nin uzantilan F}, E, ve F olsun. F = F, + F, esitligi ortak sinir disinda her yerde
saglanir ve (i) den fffB(Fl + F,) dV iki integralin toplamidwr. Ortak sinirin hacmi sifir oldugundan
oradaki farkin integrale etkisi yoktur; hacmi sifir olan kiimelerin integrali degistirmediginin tam ispati
ileri analiz gerektirir. Iki katl integraldeki karsiliklar: icin bkz. Onerme 1.1 ve Onerme 2.1.

Genel bir bolgede integrali hesaplamak icin cismi iki yiizey arasina sikistiririz. Hangi degiskenin iki yiizey
arasinda degistigine gore tg tip bolge vardur.

Tanim 6.4 (Tip 1 Bolge). D, zy-diizleminde bir bolge ve u;, uy bu bdlgede stirekli fonksiyonlar olmak
uzere

E= {(x,y,z) | (.’E,y) € D7 ul(a:,y) <z< UQ(CL‘,’]/)}

bi¢imindeki bir cisme tip 1 bolge denir.

Yani F alttan z = u, (z, y), Ustten z = uy(z, y) yizeyiyle simirlidir ve D, E’nin zy-diizlemine dik izdiigii-
mudiir. Her (z,y) € D noktasindan gegen dikey dogru E’yi tek bir dogru pargasi boyunca keser.

Tanim 6.5 (Tip 2 Bolge). D, yz-diizleminde bir bolge ve u,, uy bu bélgede siirekli fonksiyonlar olmak
uzere

E={(2,9,2) | (y,2) € D,u;(y,2) <z <uy(y,2)}

bi¢imindeki bir cisme tip 2 bolge denir.

Yani bu kez D, E’nin yz-diizlemine izdiigimiidiir; E arkadan x = u,(y, 2), 6nden x = u, (y, 2) yiizeyiyle
sinirhidir.

Tanim 6.6 (Tip 3 Bolge). D, xz-diizleminde bir bolge ve u;, uy bu bolgede siirekli fonksiyonlar olmak
uzere

E= {(xay’z) | (xvz) €D, U’l(w’z) Sy< u2(w7z)}

bi¢imindeki bir cisme tip 3 bolge denir.
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118 Béliim 6. U¢ Kath Integraller

Yani D, E’nin xz-diizlemine izdiisimiidir; E soldan y = w4 (z, 2), sagdan y = uy(z, 2) yizeyiyle smir-
Lidur.

Asagidaki sekil ii¢ tipi yan yana gosteriyor. Bir cisim ayni anda birden ¢ok tipte olabilir; o zaman integrali
kurmak i¢in en elverisli tipi seceriz.

tip 1: D, xy-diizleminde tip 2: D, yz-diizleminde tip 3: D, xz-diizleminde

Sekil 6.2: Uc tip kat1 bélge. Tip 1'de E, xy-diizlemindeki D izdiisiim{iniin iistiinde z = u,(x, ) ile z = uy(x,
y) ylizeyleri arasinda kalir. Tip 2'de D yz-diizlemindedir ve x iki yiizey arasinda degisir; tip 3'te D xz-
diizlemindedir ve y iki yiizey arasinda degisir. Kesikli ¢izgiler cismi izdiisiimiine baglar.

Teorem 6.2 (Tip 1, Tip 2 ve Tip 3 Bolgelerde U¢ Kathi Integral). £, E iizerinde siirekli olsun. E nin
ilgili koordinat diizlemine izdiisiimii D de kapali, sinirly ve sinirinin alani sifir olan bir bolge olsun; I ve IL
tip bolgeler (Tanim 2.2, Tanim 2.3) boyledir.

(i) E tip 1 bolgeyse
//E flz,y,2)dV = //D _/u%(w’y) flz,y,2)dz | dA. (1)

///E Flz,y,2)dV = //D — / O ey 2 da | dA. 2)

L ul(yvz) 4

(ii) E tip 2 bolgeyse

(iii) E tip 3 bolgeyse

///E flz,y,2)dV = //D l/uu:i:) flz,y,2) dy} dA. (3)

Ispatin fikri.

(i) E’yibir B = [a,b] X [¢,d] x [r, 8] kutusunun i¢ine alalim, R = [a, b] X [c,d] olsun ve F', genel bélge
tanimindaki (Tanim 6.3) uzanti olsun. Fubini Teoremi’ni en icte z olacak bicimde uygulayalim:

(z,y) € D ise F(z,y, 2), uy (z,y) < z < uy(z,y) icin f(z,y, 2) ye, bu araligin disinda 0’a esittir; bu

yiizden i¢ integral qu( w’yy; f(z,y,2) dz olur. (z,y) ¢ D ise dikey dogru Eye hi¢ degmez, F' orada sifirdir
uq (T

/ F(z,y,z)dz|dA.

ve i¢ integral 0°dir. Boylece R iizerindeki iki katli integral D iizerindeki integrale indirgenir ve (1) ¢ikar.
(ii) ve (iii) ayni hesapla, en icte sirasiyla x ve y alinarak elde edilir.

Burada ileri analiz gerektiren tek adim sudur: F', E’nin stmrinda siireksiz olabildiginden Teorem 6.1
dogrudan uygulanamaz. Fubini Teoremi, siireksizlikleri hacmi sifir olan bir kiimede (yani toplam hacmi
istendigi kadar kiigiik kutularla értiilebilen bir kiimede) kalan sinirli fonksiyonlar icin de gecerlidir. F'’nin
sureksizlikleri, siirekli u, ve uy fonksiyonlarinin grafiklerinde ve D’nin sinir1 iizerinde yiikselen dikey
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6.2 Genel Bolgelerde Uc Katli Integral 119

duvarda kalir. Bu kiime hacmi sifir olan bir kiimedir: w, ve u,, kapali ve sinirli D’de diizgiin siirekli
oldugundan grafikleri, tabanlar kiigiik dikdortgenler ve yiikseklikleri istendigi kadar kiigiik olan kutularla
ortiliir; duvar ise D ’nin sinirini érten kiigiik toplam alanl dikdortgenlerin iizerine kurulan, yiiksekligi s —
r olan kutularin icinde kalir. Fubini Teoremi’nin bu genel halinin ispati hacmi sifir olan kiimeler iizerine
bir calisma ister.

|

(1)‘in i¢ integralinde x ve y sabittir; u,(x,y) ve uq(x,y) sabit sayilar gibi davranir ve f(z,y, z) yalniz
2’ye gore integrallenir. Distaki iki katli integral icin D’nin diizlemdeki tipine bakariz. D bir I. tip bolgeyse
(Tanim 2.2), yani

D={(z,y) |a <z <bgi(x) <y < gola)}

///E fz,y,2)dV = / ’ / g(()> / Y ey 2) de dy da (4)

uy (x,y)

ise (1)

olur. D bir II. tip bélgeyse (Tanim 2.3), yani

D={(z,y) ¢ <y <d,hy(y) <z < hyy)}

///;f(m,y,z) dv = /Cd /th(y) /uz($>y) f(z,y,2)dzdxdy (5)

1(¥) uy(2,y)

ise

olur. (2) ve (3) icin de D’nin I. ya da IL. tip olmasina gére ayni bicimde iki ardigik integral yazilabilir.

© Ug kath integrali dort adimda kurmak

1. Cismi ve onun bir koordinat diizlemine izdisiimiini ayri1 ayri ¢izin.

2. En icteki degiskeni se¢in ve cismin o yondeki alt ve st sinir ytizeylerini bulun; bunlar i¢ integralin
siirlaridir.

3. Izdiisiim D’yi diizlemde I. ya da II tip bélge olarak yazin; ortadaki ve distaki integralin smirlart
buradan gelir.

4. Smurlar1 denetleyin: i¢ integralin sinirlari en ¢ok iki degiskene, ortadakininkiler en ¢ok bir degis-
kene bagl olabilir, digtakininkiler sabittir. Sonra igten disa dogru hesaplayn.

Ornek 6.2 (Bir Yiizeyin Altinda Kalan Cisim). F, birinci oktantta z = 12zy yiizeyiiley = z,z = 1

ve z = 0 diizlemleri arasinda kalan cisim olsun. zdV integralini hesaplayiniz.
E

Acik Matematik - acik-matematik.com 119 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

120 Béliim 6. U¢ Kath Integraller

(1,1,12)

y y:0 — x

Sekil 6.3: Solda E cismi: altta z = 0, Uistte z = 12xy yiizeyi, yanlarda y = x ve x = 1 diizlemleri (dikey
eksen 1/10 6l¢eklidir). Sagda E'nin xy-diizlemine izdiisiimii olan D {i¢geni; ok, sabit x i¢in y'nin 0'dan x'e
degistigini gosterir.

Coziim.

Cisim ve izdiisiim. FE alttan z = 0 dizlemiyle, tstten z = 12xy ylzeyiyle siurhdir; bu yilizden
uy(z,y) = 0ve uy(z,y) = 12xy alarak E’ye tip 1 bolge olarak bakariz. E’nin xy-diizlemine izdisimi
y=0,y=2a ve z =1 dogrulaniyla cevrili D iicgenidir ve bir L tip bolgedir: 0 <2 <1,0<y < z.
Demek ki

E={(z,y,2) |0<2<1,0<y<z0<z<12zy}

1 T 12zy
///de:/ / / zdzdydz
E o Jo Yo

ve (4)‘e gore

olur.
I¢ integral.

122y 9 z=12zy 9
/ zdz = [%] = M = T2x2y2.

2
0 2z=0
Ortadaki integral.
T 3 y=z
/ 72222 dy = 722> [il = 24z5.
0 3

y=0

Distaki integral.

1 26 !
/ 24z de =24 |=| =4.
o 6

0
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6.2 Genel Bolgelerde Uc Katli Integral 121

Sonug olarak /// zdV =4 olur.
E

Bu ardisik integralin cismi nasil taradigini adim adim izleyelim. En icteki integralde = ve y sabittir ve z,
0’dan 12zy’ye giderek dikey bir cubugu tarar. Ortadaki integralde x sabittir ve y, 0’dan 2’e giderken bu
cubuklar bir ticgen dilim olusturur. Distaki integralde z, 0’dan 1’e giderken dilimler biitiin cismi doldurur.

x x x
z, 0'dan 12xy'ye y, 0'dan x'e x,0'dan 1'e
(x ve y sabit) (x sabit)

Sekil 6.4: z — y — x swrasindaki ardigik integral E'yi ii¢ adimda tarar. Once sabit (x, y) i¢in z 0'dan
12xy'ye giden bir dikey ¢ubuk, sonra sabit x i¢in bu ¢ubuklarin stipiirdiigii iicgen dilim, en sonda x 0'dan
1'e giderken dilimlerin doldurdugu cisim.

Bazen ayni cisim birden ¢ok tipte yazilabilir ve tiplerden biri hesabi ¢ok daha kolay kilar. Bir sonraki 6rnek
bunu gosteriyor.

Ornek 6.3 (Bir Paraboloitle Sinirli Cisim). E, y = x2 + 22 paraboloidi ile y = 4 diizlemi arasinda

kalan cisim olsun. /// vV 12 + 22 dV integralini hesaplayiniz.
E
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122 Béliim 6. U¢ Kath Integraller

-2 2
xy-diizlemine izdiigsiim

A Z

xz-diizlemine izdiigsiim

Sekil 6.5: Solda y = x* + z” paraboloidiile y = 4 diizlemi arasindaki E cismi ve onun xz-diizlemine izdiisiimii
Ds. Sag ustte E'nin xy-diizlemine izdiisimi D, (x* < y < 4), sag altta D, diski (x* + 2* < 4).

Coziim.
Tip 1 olarak bakarsak. Paraboloidin z = 0 diizlemindeki izi y = 2? paraboliidiir; bu yiizden E’nin
zy-diizlemine izdiisim

D, ={(z,y) | 2<z<2,2*<y<4}

bolgesidir. y = 22 + 22 esitliginden z = ++/y — 22 bulunur; alt sinir yiizeyi z = —/y — 2, {ist sinir
yiizeyi z = /y — x2’dir. Boylece

2 4 py—ax?
///\/x2+z2dV:/ / / Va2 +22dzdydx
E o dur )y

olur. Bu ifade dogrudur, ama en igteki integral bile cok zahmetlidir.

Tip 3 olarak bakarsak. Paraboloidin y = 4 diizlemindeki izi 22 + 22 = 4 ¢emberidir; bu yiizden
E’nin zz-diizlemine izdiisimii Dy = {(z, 2) | 2 + 2% < 4} diskidir. E soldan y = z? + z? parabolo-
idiyle, sagdan y = 4 diizlemiyle sinirhidir. (3)‘te u, (z,2) = 2% + 2% ve uy(z, 2) = 4 alirsak, Vz2 + 22
carpani y’ye baglh olmadigindan

///E\/mdvz//lj l/;zzx/mdy
://]3(4—x2—z2)\/mdA

dA

bulunur.
Kutupsal koordinatlar. Bu integral

2 pVa—z?
/ / (4—2%—22)V22 + 22dzdx
-2V Va-z?
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olarak da yazilabilir; ama D, bir disk oldugundan zz-diizleminde kutupsal koordinatlara ge¢cmek
(Teorem 3.1) ¢ok daha kolaydir: = rcosf, z = rsin#, 22422 =12 dA=rdrdf ve D; i¢in 0 <
r <2,0 <6 < 2x. Buna gére

27 2
f/ (4—$2—z2)\/x2+z2dA=/ / (4—7r%)r-rdrdd
Dy o Yo

2 2
:/ dH/ (472 —r*) dr
0 0
2

(32 32) 1287
=271 —— — | = —.
15

Integrasyon Sirasim1 Degistirmek

Fubini Teoremi bir ti¢ kath integrali alt1 farkli sirada ardisik integral olarak yazmamuiza izin verir. Bir
sirada zor olan integral bagka bir sirada kolaylasabilir; bu ytizden verilen bir ardigik integrali baska bir
siraya cevirmeyi bilmek gerekir.

© Siray ii¢ adimda degistirmek

1. Verilen sinirlardan cismi esitsizliklerle yazin: E = {(z,y,2) | ...}.

2. E’nin t¢ koordinat diizlemine izdiisiimlerini bulun ve her birini hem I. tip hem II. tip bélge olarak
yazin.

3. Istenen siranin en icteki degiskeni icin cismin alt ve iist sinir yiizeylerini okuyun; kalan iki degis-
kenin siurlarim ilgili izdiigiimiin uygun bi¢iminden alin.

Asagidaki iki 6rnekte

1 x? Y
[ [ [ revdzaya
0 0 0

ardigik integralini bagka siralara gevirecegiz. Sinirlar cismi
E={(z,y,2) |0<2<1,0<y<z%0<2<y}

olarak verir. Bu bir tip 1 betimlemedir: E alttan z = 0, stten z = y diizlemiyle sinirhdir ve zy-diizlemine
izdisimi 0 <z <1,0<y < x? bolgesidir. Demek ki E, birinci oktantta z = 0, x = 1 ve y = z diizlem-
leriile y = 22 (yani z = \/Y) parabolik silindiri arasinda kalan cisimdir.

Ug izdiisiimii de iki bicimde yazalm. D; dogrudan smirlardan okunur. (y, z) sabitken z, \/y <z <1
araliginda deger alabilmelidir; bu y < 1 demektir, dolayisiyla D, icin 0 < z < y < 1 kosulu kalir. (z, 2)
sabitken z < y < 22 olan bir y bulunmasi z < 22 demektir; bu da Dy’ii verir:

|0<2<1,z<y<1},
(x,z)\OSa:gl,ngng}
(z,2) | 0<2<1,Vz<z <1}
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124 Boliim 6. Ug Katli Integraller

x=1
x
42z
1 4
z=y
D 2
1 X 1 y 1 X
xy-diizlemine izdiisiim yz-diizlemine izdiisiim xz-diizlemine izdiisiim

Sekil 6.6: Ustte E cismi: altta z = 0, iistte z = y diizlemi, 6nde x = 1 diizlemi, arkada y = x* parabolik silindiri.
Altta E'nin ti¢ koordinat diizlemine izdistimleri: D; (0 < y<x®), D, (0 <z<y<1)ve D; (0 < z < X°).

1 T Y
Ornek 6.4 (Siray1 Degistirme, Once x). / / / f(z,y,z) dzdy dx ardisik integralini dnce x’e,
o Jo Yo
sonra 2’ye, en sonda y’ye gore integral alinacak bi¢cimde yaziniz.

Cozim.

En icteki degisken x. (y, z) sabitken x’in degistii aralifa bakariz, yani E’ye tip 2 bolge olarak
bakariz. E arkadan z = ,/y yiizeyiyle (y = z? silindiri), énden z = 1 diizlemiyle siurhdir: \/y < z <
1.

Kalan iki degisken. (y, z) ikilisi E'nin yz-diizlemine izdiisiimii D,’de degisir. Once 2’ye, sonra y’ye
gore integral alacagimiz icin D,’nin 0 <y < 1,0 < z < y bicimini kullaniriz. Béylece

E={($7yyz)|0§y§1,0§z§y,\/§ﬁwﬁl}

ve

///Ef(x,y,z)dV:/Ol/oy/;gf(x,y,z)dxdzdy
olur.
[

1 pz? py
Ornek 6.5 (Siray1 Degistirme, Once vy). / / / f(z,y, z) dz dy dx ardigik integralini dnce y’ye,
0 Yo Yo

sonra x’e, en sonda 2’ye gore integral alinacak bicimde yaziniz.
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Cozim.

En icteki degisken y. (z, z) sabitken y’nin degistigi araliga bakariz, yani E’ye tip 3 bélge olarak
bakariz. E soldan y = z diizlemiyle, sagdan y = 22 yiizeyiyle sinirhdir: z < y < 2.

Kalan iki degisken. (z, z) ikilisi E’nin z2-diizlemine izdiisitmii D;’te degisir. Once x’e, sonra z’ye
gore integral alacagimiz i¢in D3’iin 0 < z < 1, vz < z < 1 bigimini kullaniriz. Béylece

E={(z,9,2) |0<2<1,Vz<2<1,2<y<a?}

///Ef(x’y’Z)dV = Al /\/;\/Zx2 f(x,y,z)dydxdz
olur.
| ]

Sinirlar tasimak yetmez

Siray1 degi§tirir2ken smurlar1 oldugu gibi b1ra2klp yalniz diferansiyellerin yerini degistirmek yanligtir.
Ornegin fol f: foy fdzdydz yerine fol f; fdy fdydzdx yazarsak ifade anlamsiz olur: en icteki
integral y’ye gore alinir, ama st sinir1 yine g’dir. Sinirlar her zaman cismin esitsizliklerinden ve
izdiisimlerinden yeniden okunmalidir.

Hacim

Ug katli integralin en basit yorumu, integrand yerine sabit 1 fonksiyonu koydugumuzda ortaya cikar.

f > 0 iken tek katli integral bir egrinin altindaki alani, iki katli integral bir yiizeyin altindaki hacmi verir.
Ug katli integralin benzer yorumu dért boyutlu bir cismin “hiperhacmi” olurdu: E yalniz f’nin tanim
kiimesidir, f’nin grafigi ise doért boyutlu uzaydadir. Bu yorum pek ise yaramaz. Buna karsilik z, y, z ve
f’nin anlamina gore ¢ katl integral kiitle, yiik ya da olasilik gibi ¢cok farkli nicelikleri dlcer. En basit
durum f = 1 durumudur.

Onerme 6.2 (U¢ Kath Integral ile Hacim). E bir cisim ise hacmi

V(E) = ///E v

ile verilir.

ispat.
E tip 1 bélge olsun. (1)'de f = 1 alirsak

1= [ /::“j) "

Y

dA://D[UQ(x,y)—ul(x,y) ]dA

olur. Sagdaki iki katly integral, D iizerinde z = uy(z,y) ile z = uy(x,y) yiizeyleri arasinda kalan
cismin, yani E nin hacmidir: her (x,y) € D noktasinin iistindeki dikey parcanin uzunlugu uy(z,y) —
uq (z,y) ‘dir ve iki katl integral bu uzunluklar: D iizerinde toplar. Tip 2 ve tip 3 bolgeler icin ayni hesap
(2) ve (3) ile yapilr.

]

Hacim hesaplamak i¢in ti¢ katli integral zorunlu degildir; ayni hacim yukaridaki gibi bir iki katli integralle
de bulunur. Ama ii¢ katl: integral, sinirlar1 dogrudan cismin yiizeylerinden okudugumuz icin kurulumu
cogu zaman kolaylastirir.
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Ornek 6.6 (Bir Dortyiizliiniin Hacmi). z + 2y + 2z = 2,z = 2y, = 0 ve z = 0 diizlemleriyle smirl
T dortyuizliistiniin hacmini ti¢ kath integralle bulunuz.

Cozim.

Sinirlar. T alttan z = 0 diizlemiyle, iistten x + 2y + 2z = 2, yani z = 2 — & — 2y diizlemiyle sinirlidir.
Ust diizlemin z = 0 diizlemindeki izi  + 2y = 2, yani y = 1 — z/2 dogrusudur. Bu yiizden T nin zy
-diizlemine izdiigimi D; © = 0, y = /2 ve y = 1 — /2 dogrulariyla cevrili tiggendir. Son iki dogru
z =1, y = 1/2 noktasinda kesistiginden

D={(z,y)|0<z<1,z/2<y<1-z/2}

olur. T"nin késeleri (0, 0,0), (0,1,0), (0,0,2) ve (1,1/2,0)’dur.
Integral. Onerme 6.2 ve (4)‘e gore

1 pl—z/2 p2—2—2y 1 pl—z/2
V(T) = / / / dzdydxz/ / (2—x —2y)dydz.
0 Yz/2 0 0 Jz/2

I¢ integralde z sabittir:

1-z/2 a2
//2 (2—z—2y)dy = [(2—w)y—y2]§j;m/2

Burada tist sinirdaki deger, 2 — x = 2(1 — z/2) oldugundan

en(t=5)- (-3 (-3

olarak sadelesti. Son olarak

1

1 — 3
0

0

Saglama: T"nin (0,0,0), (0,1,0), (0,0,2) késeli yiizii yz-diizlemindedir ve alani 1 -1-2 = 1'dir.
Dérdiincii kdse (1,1/2,0)’n bu diizleme uzaklig1 1 oldugundan dértyiizliinin hacmi § - 1 -1 = ’tiir.

Kiitle, Momentler ve Kiitle Merkezi

Iki katli integralin fiziksel uygulamalari (Tanim 4.4, Tanim 4.5) ii¢ boyuta aynen tasinir; tek fark, ince bir
levha yerine hacmi olan bir cisimle ¢caligmamizdir.

E bolgesini kaplayan bir cismin (z,y, z) noktasindaki yogunlugu, yani birim hacim bagina kiitlesi
p(z,y, z) olsun. E’yi iceren bir B kutusunu B, i, alt kutularina bélelim ve E’nin diginda p = 0 kabul
edelim. Bir B}, € B;;;, noktasi secersek cismin B, ;;, i¢indeki parcasinin kiitlesi yaklagik p(F}3;) AV olur.
Bu yaklagik kiitlelerin toplami p’nun bir Riemann toplamidir; bolintiiyl incelttigimizde toplam kiitleyi
elde ederiz.

Tanim 6.7 (Bir Cismin Kiitlesi). F bélgesini kaplayan bir cismin yogunlugu siirekli bir p(z,y, 2)
fonksiyonuyla veriliyorsa cismin kiitlesi

m = ///;p(x,y,z) dv

sayisidir.
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6.5 Kitle, Momentler ve Kiitle Merkezi 127

Yani kiitle, yogunlugun cisim iizerindeki ti¢ katli integralidir: kiicik parcalarin yaklasik kiitlelerinin
toplami tam da bu integralin Riemann toplamidir. Ayni diisiince baska yogunluklar i¢in de ¢alisir: yiik
yogunlugu o(z, y, 2) olan bir cismin toplam elektrik yiiki Q = [[[_o(z,y,2) dV olur.

Tanim 6.8 (Momentler ve Kiitle Merkezi). Yogunlugu p ve kiitlesi m olan F cisminin koordinat
diizlemlerine gére momentleri

Myz:///ExpdV, Mzz:///EypdV, sz:///EzpdV

sayilaridir. Cismin kiitle merkezi

M, M, M,
T = ) Y= ’ =
m m m

olmak tizere (Z, y, Z) noktasidir. Yogunluk sabitse kiitle merkezine E’nin geometrik merkezi (centroid)
denir.

Yani M, ,, her kii¢iik parganin kiitlesini o par¢anin yz-diizlemine isaretli uzaklig1 olan z ile ¢arpip toplar;

2 bu uzakliklarin kiitleye gore agirlikli ortalamasidir. Cisim kiitle merkezinden desteklense dengede kalir.
Yogunluk sabitse p hem pay hem paydada carpan olarak ¢ikar ve sadelesir; bu yiizden geometrik merkez
yalniz cismin bi¢imine bagldur.

Tanim 6.9 (Eylemsizlik Momentleri). Yogunlugu p olan E cisminin koordinat eksenlerine gore

eylemsizlik momentleri
L= [[[ @+ pay.av.
E

I, = ///E(:ﬂ2 +2%) p(z,y,2)dV,
L= /[/E(flﬂ2 +y%) pl,y,2)dV

sayilaridir.

Yani her kiiciik parcanin kiitlesi, eksene olan uzakliginin karesiyle carpilip toplanir; érnegin (z,y, z)
noktasinin x eksenine uzakliginin karesi y? + 22’dir. Eylemsizlik momenti, cismin o eksen etrafinda
dondiiriilmeye karsi gosterdigi direncin 6l¢iistidir: kiitle eksenden uzaklastikca moment biiytr.

Ornek 6.7 (Sabit Yogunluklu Bir Cismin Kiitle Merkezi). Yogunlugu sabit olan ve z = y? parabolik
silindiri ile z = 2, z = 0 ve = 1 diizlemleriyle sinirli cismin kiitle merkezini bulunuz.
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\

xy—1

Sekil 6.7: Solda E cismi: altta z = 0, iistte z = x diizlemi; yan yiizleri x = 1 diizlemi ve x = j” parabolik
silindiridir. Sagda izdiisimi D: sabit y i¢in x, y*'den 1'e degisir.

Coziim.

Bolge. F alttan z = 0, istten z = z diizlemiyle sinirhidir; bu yiizden ona tip 1 bolge olarak bakariz.
Izdiisiimii D, z = y? parabolii ile z = 1 dogrusu arasindaki bolgedir; ikisi y = +1°de kesisir. D’yi IL
tip bolge olarak yazarsak

E={(z,y,2) | -1<y<1,y*<2<1,0<z<z}

olur. Yogunluk p(z,y, z) = p sabiti olsun.

Kiitle.
1 1 pz 1,1
m=/ / / pdzd:cdyzp/ / xdxdy
1742 Y0 -1y
1 272t 1
x
=p = dy="21 1—y"dy.
1] 2 2J.
_ ., _

=Yy

Son integrand ¢ift fonksiyon oldugundan

1
1 5 4
m=p/ (1—y4>dy=ply—yg1 =gp-
0 0

Simetri. E ve p, xz-diizlemine gore simetriktir: (z,y, z) € E ise (z, —y, z) € E’dir. Gergekten de

1 1 x 1
Mzz=/ yl/ / pdzdw]dy=/ y- 21 —yhdy=0
-1 2 Jp 2
Y

olur, ¢linkii son integrand tek fonksiyondur. Demek ki y = 0’dur.
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1 1 ez 1,1
Myzz/ / / xpdzda:dy:p/ / 2 dz dy
—1 y2 0 —1 y2

=

1
2 1
dy:gp/ (1—95dy
0
Yy

3|7 7 3 7
0
M,,,.
1 1 pz 1o 2]
Mmyz// zpdzdxdyzp// — dx dy

-1 y20 -1 y2 =0
1,1

_r 2gpdy_ P A _ 2P

2/1/112”3 W=y T

Burada fjl fle 22 dxdy = ‘—7" degerini M, , hesabindan aldik.

Kiitle merkezi.

M,, _ 4p/7 _
m 4p/5

M:vy _ 2p/7 _ 5

m  4p/5 14

:i:

5o
7 B

5

. 4) noktasidir. Beklendigi gibi sonug p’ya bagh degildir.

Kiitle merkezi (z,y, 2) = (%, 0
|

Olasilik ve Ortalama Deger

Ug katli integralin iki uygulamasi daha, diizlemdeki kargiliklarinin dogrudan genislemesidir.

Tanim 6.10 (Uc Degiskenli Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). X, Y ve Z siirekli rastgele
degiskenler olsun. Uzaydaki her E bolgesi icin

P ((X,Y,2) EE)://Ef(a:,y,z)dV

esitligini saglayan f fonksiyonuna X, Y, Z’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir. Boyle bir
fonksiyon her yerde f(z,y, z) > 0 kosulunu ve

/ / / fz,y,2)dzdyde =1
esitligini saglar.
Yani bir olasilik, yogunlugun ilgili bolge tizerindeki integralidir; 6zel olarak bir kutu i¢in
b pd ps
P(aﬁXﬁb,CSYSd,TSZSS):/ / / f(z,y,z)dzdy dx

olur. Biitiin uzay uzerindeki integral, bir genellestirilmis integraldir (bkz. Analiz 3) ve (X, Y, Z) noktas:
mutlaka bir yerde bulundugu icin degeri 1’dir. Bu tanim, iki degiskenli ortak yogunlugun (Tanim 4.7)
dogal genislemesidir.

Tanim 6.11 (Bir Cisim Uzerinde Ortalama Deger). f’nin E cismi iizerindeki ortalama degeri
f ! // I )dv
= — x,Y, 2
ort V( E) o ' Ys
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sayisidir.

Yani integrali cismin hacmine bolityoruz; bu, bir aralik ve bir diizlem bolgesi tizerinde tanimladigimiz
ortalamanin (Tanim 1.6) ii¢ boyutlu karsiligidir. Ornegin p bir yogunluksa p.,, = m/V(E), cismin

ortalama yogunlugudur.

Ornek 6.8 (Bir Kiipte Ortalama Deger). Bir kosesi orijinde olan, kenarlar1 koordinat eksenleri boyun-
ca uzanan ve birinci oktantta bulunan, kenar uzunlugu L olan kiipte f(z,y, z) = zyz fonksiyonunun

ortalama degerini bulunuz.

Coziim.

Kip B = [0, L] x [0, L] x [0, L] kutusudur ve hacmi V(B) =

/L L2 L4 /L
Yz, —yzdy = — 2,
0 2 4 0

icten disa hesaplayalim:

L 2
L

/ ryzdr = —
o 2

Buna gore

olur. Bu deger f’nin kiipiin merkezindeki degerine esittir: f (% % %)

Alistirmalar

P 1 L% L3
Ort_LS 8_8

L3’tiir. Fubini Teoremi’'ne gére integrali

—zdz = —.

Asagidaki alistirmalar kutuda Fubini Teoremi’nden integrasyon sirasini degistirmeye, hacimden kiitle
merkezine ve olasiliga kadar boliimiin biitiin konularini kapsiyor.

Alistirma 6.1 (Ug Farkli Sirayla Ayni Sonug). E = [0,2] x [0, 1] x [0, 3] kutusu iizerinde /// (xy +
B

22) dV integralini ti¢ farkli integrasyon sirastyla hesaplayiniz.

Cozim.
Once z, sonra y, sonra x.

Once Z, sonra Yy, sonra z.

Once y, sonra z, sonra x.

Acik Matematik - acik-matematik.com

3
(vy + 2%)dz = 3zy + 9,

! 3z

(3:vy+9)dy=7+9,

S, S~ S—

2

2
(zy + 22) dx = 2y + 222,
0

/ (2y +222)dy = 1 + 222,
0

3
/ (1+22%)dz=3+18 = 21.
0
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1
[ mip=Z s
0 2
3
[Geepentron
0 2 2
2
/ (3—x+9)dx:21.
o \2

Ug sira da Fubini Teoremi'nin (Teorem 6.1) séyledigi gibi ayn1 degeri verir: /// (zy + 22)dV = 21.
E
|

Alistirma 6.2 (Bir Diizlemin Altinda Kalan Cisim). FE, z =1+ z 4 y diizleminin altinda ve zy-

diizleminde y = 1/, y = 0 ve z = 1 egrileriyle sinirli bélgenin {istiinde kalan cisim olsun. 6zy dV
E
integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Kurulum. E' tip 1 bdlgedir: 0 < 2 <1+ 2z +y. Izdiisiim

D={(z,9)|0<z<1,0<y <z}

bir L tip bolgedir. (4)‘e gore

1 vz plda+ty
/// nyde/ / / 6xydzdydx.
E o Yo 0

I¢ integral. 6zy, z’ye bagl degildir:
1+z+y
/ 6zy dz = 6zy(1 + = + y) = 6zy + 622y + 62Y>.
0
Ortadaki integral.

Ve s
/ (6zy + 622y + 6zy*) dy = [3:63/2 +3z%y% + 2<L“1/3]Z;o ¢
0

= 322 + 32 + 22%/2.
Distaki integral.

1
3 4 28+21+16 65
322 4383 +22 N dp =1+ 4 =200 T 7 O
/O(x+m+x ) dx +4+7 28 2

Alistirma 6.3 (Bir Paraboloidin Icinde Integral). FE, z = 4y? + 422 paraboloidi ile z = 4 diizlemi

arasinda kalan cisim olsun. x dV integralini hesaplayniz.
E

Cozim.

Kurulum. Paraboloit « ekseni boyunca acilir; bu yiizden E’ye tip 2 bolge olarak bakariz. E arkadan
T = 4y2 + 422, 6nden z = 4 ile siurhdir. ikisi 4y2 + 422 =4, yani y2 +22=1 cemberi boyunca
kesisir; bu yiizden E’nin yz-diizlemine izdiisiimii birim disk D = {(y, z) | y* + 2% < 1}’tir. (2)‘ye gore

[ =av= ] [ /d
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I¢ integral.

4

4 xz
/‘ rdr = |— =8 —8(y* + 2?)%
4(y2+22) 2

W 4(y2+22)

Kutupsal koordinatlar. yz-diizleminde y = r cos @, z = rsin § alirsak y? + 22 = r2,dA = rdr df ve
Dicin0 <7 <1,0 <60 < 27 olur (Teorem 3.1):

2 1 )
///Ede:/O /0 8(1r4)rdrd9:8.27r/0 (r—r5) dr

1 1 167
=167 — =) = —=.
7T(2 6) 3

Alistirma 6.4 (Parabolik Silindirden Kesilen Cismin Hacmi). y = 22 silindiriile z = 0vey 4+ 2z =
1 diizlemlerinin sinirladigi cismin hacmini bulunuz.

Coziim.
Kurulum. Cisim alttan z = 0, iistten z = 1 — y diizlemiyle siirhidir; bunun icin y < 1 olmalidir. Ust
diizlem tabani y = 1 dogrusu boyunca keser, yan yiizey y = z? silindiridir. {zdiigiim

D:{(x,y)|—1§x§1,x2§y§1}

bolgesidir. Onerme 6.2 ve (4)‘e gore

1,1 pl—y 1,1
V:/ / / dzdydx:/ / (1—y)dydz.
-1Y22 70 —1v22

Hesap.

1 4
1 @ 111 8 8
V: Z g2 o d :2(——— —>:2~—:—
1(2 v 2) =373 10 30 15

Integrand cift oldugundan [—1, 1] iizerindeki integrali [0, 1] {izerindekinin iki kat1 olarak yazdik.
|

Alistirma 6.5 (Orta Nokta Kuraliyla Tahmin). B =[0,4] x [0,4] x [0, 4] kutusunu sekiz eg alt
kutuya bolerek orta nokta kuraliyla // vV 22 4+ y? + 22 dV integralini tahmin ediniz.
B

Coziim.

Boliintii. Her [0, 4] araligini [0, 2] ve [2, 4] diye ikiye béleriz (I = m = n = 2). Orta noktalar 1 ve 3’tiir,
her alt kutunun hacmi AV = 2 -2 .2 = 8dir. Sekiz alt kutunun merkezleri, koordinatlar1 1 ya da 3
olan noktalardur.

Fonksiyon degerleri. \/z2 + 42 + 22 degeri yalniz koordinatlardan kaginin 3 olduguna bagldir:

« hi¢ 3 yok, (1,1,1): V/3, bir kutu;

« bir tane 3: V1 + 1 + 9 = /11, ii¢ kutu;

« ikitane 3: vV1+ 9+ 9 = V19, ¢ kutu;

+ ¢ tane 3, (3,3, 3): V27 = 34/3, bir kutu.

Tahmin.
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/ﬂ Va2 +y? +22dV ~ 8(V3 +3V11 + 3V19 + 3V3)

= 323 + 24V/11 + 24V/19 ~ 239,64.

Ara degerler 32v/3 ~ 55,43, 241/11 ~ 79,60 ve 24/19 ~ 104,61 dir. Integralin gercek degeri yaklasik
245,9 oldugundan yalmz sekiz alt kutuyla bile tahmin yiizde 3’ten az sapar.
|

1 11—z 2—-2z
Alistirma 6.6 (Ardisik Integralden Cisme). Hacmi / / / dydzdz ardigik integraliyle
0

0 0
verilen cismi belirleyip ¢iziniz.

Coziim.
Esitsizlikler. Sinirlar cismi

E={(z,y,2) | 0<2<1,0<2<1—2,0<y<2—2z}

olarak verir. En icte y, y = 0 diizlemi ile y = 2 — 22, yani y + 2z = 2 diizlemi arasinda degisir. Kalan
(z, z) ikilisi xz-diizleminde = 0, z = 0 ve « + z = 1 dogrulariyla cevrili ticgende degisir. Demek ki
E;2=0,y=0,2=0,2+ z = 1ve y 4+ 2z = 2 diizlemleriyle sinirh cisimdir.

Késeler. z = 0 tabaninda 0 < z < 1 ve 0 < y < 2 olur; taban [0, 1] x [0, 2] dikdértgenidir. z arttikca
hemz <1 — zhemy < 2 — 2z sinurlar1 daralir ve z = 1’de cisim (0, 0, 1) noktasina iner. Cisim, tabani
bu dikdortgen ve tepesi (0,0, 1) olan bir piramittir.

(1,2,0)

Sekil 6.8: Ardigik integralin cismi: tabani xy-diizlemindeki [0, 1] x [0, 2] dikdortgeni, tepesi (0, 0, 1)
olan bir piramit. Egik ytizleri x + z =1 ve y + 2z = 2 duizlemleridir; arka yiizleri koordinat diizlemleridir.

Saglama. Integral hacmi verir:
l1-z 1 )
/ (2—22)dz=2(1—2)—(1—2)%>=1—22 /(1—1‘2)dac=§.
0 0

Piramidin taban alani 2, yiiksekligi 1 oldugundan hacmide 3 -2 1 = %’tﬁr.
|
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1 1 Yy
Alistirma 6.7 (Bes Farkli Sira). / / / f(z,y, z) dz dx dy ardisik integraline esit olan teki beg
0 y Y0

ardisik integrali yaziniz.

Coziim.
Cisim. Sinirlar

E={(z,5,2) | 0<y<1,y<z<1,0<z<y}

cismini verir. Her degiskenin iki yanindaki sinirlar sunlardir: 0 < z <y, y < x < 1 ve bunlardan z <
y <z

izdﬁ§ﬁmler. zy-diizleminde kosul 0 < y < z < 1’dir. (y, 2) sabitken y < z < 1 olan bir z her zaman
bulunur, bu yiizden yz-diizleminde kosul 0 < z < y < 1 olur. (z, 2z) sabitken z < y < z olan bir y
bulunmasi z < x demektir; zz-diizleminde kosul 0 < z < z < 1’dir. Her birini iki bi¢cimde yazalim:

D,,={0<y<l,y<z <1}
={0<z<1,0<y<x},
D,,={0<y<1,0<z2<y}
={0<z<1,2<y<1},
D,,={0<z<1,0<z<x}
={0<z2<1,2<z <1}

Bes ardisik integral. En icteki degiskenin siurlar cisimden, kalanlarinki ilgili izdiisimden okunur:

1 T y 1 Yy 1
///fdzdyd:r, ///fd;cdzdy,
o Jo Yo 0o Jo Jy
1 1 1 1 T T
///fd:vdydz, ///fdydzdm,
0 z y 0 0 z
1 1 x
///fdydmdz.
0 z z

Saglama olarak f = 1 alindiginda alt1 ardigik integralin hepsi E’nin hacmi olan %’yl verir.
]

Alistirma 6.8 (Geometri ve Simetriyle Hesap). C, 22 4+ y? <4, -2 < z < 2silindirik bolgesi olmak

izere (4 4+ 5z%yz?) dV integralini yalniz geometrik yorum ve simetri kullanarak hesaplaymiz.
c

Coziim.
Ayirma. Lineerlikten (Onerme 6.1)

///0(4 + 5x2yz?)dV = 4///0 dv + ///C 5z2yz2 dV
yazariz.

Birinci terim. [[[ @V, C’nin hacmidir (Onerme 6.2). C yarigap1 2, yiiksekligi 4 olan bir silindir
oldugundan hacmi 7 - 22 - 4 = 167 dir; birinci terim 4 - 16w = 647 olur.

ikinci terim. C, z2-diizlemine gore simetriktir ve 5z2yz? integrand1 y’ye gore tektir. Bunu ardisik
integralle gorelim; en icte g’yi alirsak

2 2 Va—z2
/// 5x2yz2dV = / / l/ 5x2y2? dy] drdz
c —27J2 Vi—z?

olur. Simetrik bir aralikta tek bir fonksiyonun integrali sifir oldugundan i¢ integral, dolayisiyla ikinci
terim 0°dur.
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Sonug. /// (4 + 5z%y2?) dV = 647
c

Alistirma 6.9 (Degisken Yogunluklu Dértyiizli)). 2 =0,y =0, 2=0ve z +y+ z = 1 duzlemle-

riyle siurh dortytizliiniin yogunlugu p(z, y, z) = y ise kiitle merkezini bulunuz.

Cozim.
Bolge. Dortyuzli

E={(z,y,2) |0<2<1,0<y<1—2,0<z2<1—2z—y}

bolgesidir. Hesaplar1 kisaltmak icin @ = 1 — « yazalim; ortadaki integrallerde y, 0’dan a’ya gider ve en

icteki integralin wst siurt @ — y olur.

Kiitle.
1 a a 3 3
a a a
m=/ / y(a—y)dydz, /y(a—y)dy=7—§=—
o Yo 0
171 .73
0 6 6 4 24

M,.. I¢ iki integral aynidir, yalniz fazladan bir = ¢arpani vardir:

o [ v = [ +95

u = 1 — x donisimiiyle

oldugundan M, , = %QO’dir.
M,

xz*

sz

1 a
// y2dV=/ / y*(a —y) dydzx
E 0 0
1 (l4 (14 1(1—%)4 1
/0 (3—1 d”’—/o 12 T

M,,,,. En icteki integral foafy zdz = ¥ dir, Ortadaki integral

2

oldugundan

Kiitle merkezi. 1/m = 24 oldugundan

Gz (242 2 _(1 2 1)
T2 = 120'60'120) ~ \5'5'5)

Yogunluk y ile arttigindan kiitle merkezi, sabit yogunluklu dértyiizliiniin geometrik merkezine (%, }1, %)

gore y yonunde kaymustir.
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Alistirma 6.10 (Bir Kiipiin Eylemsizlik Momentleri). Yogunlugu k sabiti olan, kenar uzunlugu L
olan, bir kdsesi orijinde ve ii¢ kenar1 koordinat eksenleri tizerinde bulunan kiipiin eksenlere gore eylem-
sizlik momentlerini bulunuz.

Cozim.
Kurulum. Kiip B = [0, L] x [0, L] x [0, L]’dir. Eylemsizlik momentinin tanimina (Tanim 6.9) gore

I—///y+z )kdV = k///de+k///de

Hesap. Sinirlar sabit oldugundan integral tek katl integrallerin ¢arpimina ayrilir:

L3
///de/d:v/ydy/dz—L—L—3
Ayni bigimde [ 22dV = %s’tiir. Buna gore
5 5 5
L=k L L _ 2kL .
3 3 3

Simetri. Kiip ve yogunluk koordinatlarin yer degistirmesiyle degismediginden I, ve I, de ayni hesapla
bulunur:

2kL5
L=1I,=I==".

Kiipiin kiitlesi M = kL3 oldugundan bu sonuc I = %M L? biciminde de yazilabilir.
|

Alistirma 6.11 (Bir Olasilik Hesab1). XY, Z rastgele degiskenlerinin ortak yogunluk fonksiyonu 0 <
<2 0<y<20<z2<2icin f(z,y,z) = Cxyz, baska yerlerde f(x,y,z) =0 olsun. P(X +Y +
Z < 1) olasithigini bulunuz.

Coziim.

C sabiti. Ortak yogunlugun tanimina (Tanim 6.10) gére f’nin butiin uzaydaki integrali 1’dir. f yalmz
[0, 2]3 kutusunda sifirdan farkli oldugundan

2 2 2
1:/// Ca:ydezC/ acdx/ ydy/ zdz=C-2-2-2=8C
[0,2]3 0 0 0

veC = % olur.
Olay. X +Y + Z <1 olayy, f’nin sifirdan farkli oldugu yerde

T={(z,y,2) |2,y,2> 0,z +y+2<1}

dortyiizlisiine karsilik gelir; bu dortyiizli kutunun igindedir. Bu yiizden
1 1 11—z l-z—y
P(X—l—Y—I—ZSl):—/ / / zyzdzdydz.
8Jo Jo 0

Hesap. a = 1 — z yazalim. En igteki integral foa_y zdz = @’dir. Ortadaki integral i¢in

a*  2a* o a?

a a
_2d :/ 20 — 202/ Ny = 2 24 & &
/Oy(a y)*dy O(ay ay® +y°) dy 5 T T T= 13
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oldugundan f xy dy— ”“‘ bulunur. Son olarak u = 1 — x ile
1 1
:cl—:v 1 1/1 1 1
g faman Y-
/O 24/0( wutdu=51\5"6) = 70
Sonug.
1 1 1
PX+Y+Z<l)=2 —=——
(X+Y+ )= 8 720 5760

Alistirma 6.12 (Yarim Toptaki Noktalarin Ortalama Yiiksekligi). 22 + 3 + 22 < 1, 2 > 0 yarim
topundaki noktalarin ortalama yiiksekligini bulunuz.

Cozim.
Kurulum. Bir noktanmn yiiksekligi z’dir; bu yiizden f(zx,y,z) = z fonksiyonunun H yarim topu
tizerindeki ortalamasini artyoruz (Tanim 6.11). H tip 1 bolgedir: 0 < z < /1 — 22 — 2 ve izdiigimi

birim disk D = {(z,y) | #* + y* < 1}’tir. D iizerindeki integralleri kutupsal koordinatlarla (Teorem
3.1) hesaplayacagz.

Hacim.
2 1
:/ \/1—x2—y2dA:/ / V1—r2rdrdf
D o Yo
1
:27‘(‘ _—(1_7'2)3/2 :2_7T
3 3
0
Yiiksekligin integrali.
L
z
= - — 1— 2 _ 2 A
JI] =av //H -
I 1 1 1\ =
—/ / (1—r%)rdrdd =~ - 27r(———):—.
2/, J, 2 “\2 4) 1
Ortalama.
/4 _3
Fort T or/3 T 8

Noktalarin ortalama ytiksekligi yaricapin g 3°idir; bu, yarim topun geometrik merkezinin yiiksekligidir.
|

Bu bolimde disk bigimli izdiigimlerle karsilagtigimizda ilgili koordinat diizleminde kutupsal koordinat-
lara gectik. Silindir, koni ve paraboloit gibi bir eksen etrafinda simetrik cisimlerde bu gecisi bastan
yapmak hesab1 belirgin bicimde kisaltir. Bir sonraki béliimde bunu sistemli héle getiriyoruz: Silindirik
Koordinatlarda Ug Katli Integraller.
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7.1

7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Kath
Integraller

Diizlemde bir disk ya da halka tizerindeki iki katl integrali kutupsal koordinatlara gecerek kolayca hesap-
layabiliyorduk (Teorem 3.1). Uzayda da benzer bir durumla sik kargilagiriz. Silindir, koni ve paraboloit
gibi bir eksen etrafinda simetrik yiizeylerle sinirlanan cisimleri dik koordinatlarda anlatmak, +v'a? — z2
tiiriinden sinirlar yiiziinden zahmetlidir; integrandda x2 + 32 gectiginde hesap daha da agirlasir.
Silindirik koordinatlar bu durumun dogal ¢6ztimiidiir: bir noktanin yiiksekligini oldugu gibi birakir, yalniz
zy-diizlemindeki izdiisimiint kutupsal koordinatlarla yazariz. Bu béliimde 6nce bu koordinat sistemini
ve temel yiizeylerini taniyacak, sonra ii¢ katli integrali silindirik koordinatlara tagiyan formiilii ispatlayip
orneklerle kullanacagiz.

Diizlemde (z, y) noktasinin kutupsal koordinatlar1 (r, §) ise

T =rcos#, y =rsinf, r? =2 442

oldugunu ve z # 0 iken tan § = y/z esitliginin saglandigim hatirlayalim.

Silindirik Koordinatlar

Once uzaydaki bir noktay1 kutupsal koordinatlar ve yiikseklik yardimiyla nasil adlandiracagimizi gorelim.

Tanim 7.1 (Silindirik Koordinatlar). Uzayda bir P noktasi ve onun zy-dizlemindeki dik izdisimi
P’ verilsin. P’ noktasinin kutupsal koordinatlari (r, ), P’nin zy-diizlemine gore yonlii uzaklig: z ise
(r, 0, z) tcliisiine P’nin silindirik koordinatlari (cylindrical coordinates) denir. Burada r > 0’dur.

Yani r, P’nin z eksenine uzakligidir; 6, P’nin z ekseni etrafinda hangi dogrultuda durdugunu séyler; z ise
dik koordinatlardaki yiiksekligin aynisidir. §’ya 27’ nin bir katin1 eklemek noktay1 degistirmez; bu yiizden
cogu zaman 0 < 6 < 27 secilir, ama bagka bir secim de ayni noktay: verir. z ekseni tizerindeki noktalarda
r = 0’dir ve 0 herhangi bir deger alabilir. Bu koordinatlarin analitik geometri agisindan ayrintili bir
incelemesi icin bkz. Analitik Geometri.
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7.1 Silindirik Koordinatlar 139

\\\ P(r, 6, z)
[ ]
o) z
0 r
y
x (1, 6,0)

Sekil 7.1: P noktasinin silindirik koordinatlari: (r, 8), Pnin xy-diizlemindeki izdiisiminin kutupsal
koordinatlari, z ise Pnin yiiksekligidir. r ayn1 zamanda Pnin z eksenine uzakligidir; kesikli yaylar Pden
gecen r = sabit silindirinin izleridir.

Iki sistem arasmdaki gecis, kutupsal koordinatlardaki gecisin iistiine z = z esitligini eklemekten ibarettir.

Onerme 7.1 (Dik ve Silindirik Koordinatlar Arasinda Gegis). Silindirik koordinatlar: (r,0, z) olan
noktanin dik koordinatlar:

x =rcosb, y =rsinb, z=2z (1)

olur. Tersine, dik koordinatlari (x,y, z) olan noktamn silindirik koordinatlar

r? =z2 442, tanf = 2 (z #0), z=1z (2)
x

esitliklerini saglar.
ispat.
z koordinat iki sistemde de aymi sayidw. P’nin izdisiimii P’ (z,y,0) n diizlemdeki dik koordinatlari

(z,y), kutupsal koordinatlar da tanim geregi (r, ) ‘dir. Kutupsal koordinatlardaki gegis formiilleri P’ *ye
uygulaninca x = rcos 0 ve y = rsin 6 bulunur; bu (1) dir. Buradan

2?2 +y? =r2cos?f+r?sin? 0 = r?

olur. x # 0 iser # 0 ve cos 6 # 0°dw; bu durumda

elde edilir. Boylece (2) de saglanir. ®

(2)'dekitan 0 = y/z esitligi ’y1 tek bagina belirlemez, ¢iinkii tanjantin periyodu 7’dir ve [0, 27) araliginda
bu esitligi saglayan iki ac1 vardir. Bunlardan biri dogru noktayi, 6teki onun z eksenine gére simetrigini
verir. Dogru aciy1 (z, y) noktasinin hangi bélgede olduguna bakarak seceriz.
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@ Dik koordinatlardan silindirik koordinatlara ¢ adimda

1. r = y/x2 + y? hesaplanir.

2. (z,y) noktasinin hangi bolgede olduguna bakilir ve tan § = y/z esitliginin bu bélgeye diisen
¢6zlimii 0 olarak alinir. x = O ise y > 0 i¢in 6 = /2, y < 0 igin § = 37 /2°dir.

3. z oldugu gibi birakilir.

Ornek 7.1 (Silindirik Koordinatlardan Dik Koordinatlara). Silindirik koordinatlar1 (2,2m/3,1)
olan noktanin dik koordinatlarini bulunuz.

Cozim.

Noktanin yerini 6nce sozle tarif edelim: zy-diizleminde pozitif x ekseninden saat yoniiniin tersine 27/3
radyan (120°) doniip orijinden 2 birim uzaklasiriz; nokta, varilan yerin 1 birim yukarisindadir.
cos(27/3) = —1/2 ve sin(27/3) = v/3/2 oldugundan (1) formiilleri

2 1
T cos 3 ( 2) ,

2
y=2sin§=2~§=\/§,

z=1

verir. Noktanin dik koordinatlar1 (—1,+/3,1)’dir. Kontrol: 22 + 4> =14+ 3=4=172. m

Ornek 7.2 (Dik Koordinatlardan Silindirik Koordinatlara). Dik koordinatlar1 (3, —3,—7) olan
noktanin silindirik koordinatlarini bulunuz.

Cozim.
Ug adimu sirayla uygulayalim.

1L r=+/324(-3)2 =18 = 3V2.

2. £ =3 > 0vey = —3 < 0oldugundan (3, —3) noktasi1 dérdiincii blgededir. tan § = —3/3 = —1
esitliginin [0, 27)’deki ¢oziimleri 37 /4 ve T /4 tlir; dordiincii bolgeye diisen 6 = 7 /4 tiir.

3. z=-T.

Buna gére (3v/2, 7m/4, —7) aranan silindirik koordinatlardir. Kontrol:
7 2 7
3\/§cosf:3\/§~\/7_:3, 3\/§sin%:—3.

0 yerine 77 /4 + 2nm (n tam say1) yazmak ayni noktayi verir; drnegin (3v/2, —/4, —7) de bu noktanin
silindirik koordinatlaridir. m

Koordinat Yiizeyleri

Bir koordinat1 sabit tutup Gtekileri serbest biraktigimizda elde edilen yiizeyler, silindirik koordinatlarin
hangi cisimleri kolay anlattigini gosterir.

Onerme 7.2 (Silindirik Koordinat Yiizeyleri). c bir sabit olsun.

* ¢ > 0 iser = c denklemi, ekseni z ekseni olan ve yarigapi ¢ olan ¥ + y* = ¢? dairesel silindiridir.

* 0 = c denklemi, kenar: z ekseni olan ve xy-diizlemini (cos ¢, sin ¢, 0) dogrultusundaki isin boyunca kesen
diisey bir yarim diizlemdir.

* z = c denklemi, xy-diizlemine paralel olan yatay bir diizlemdir.
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7.2 Koordinat Yuzeyleri 141

r = c: silindir 6 = c: yarim diizlem z = c: yatay diizlem

z z z
A A

. , ‘// - ) )/\‘ )
X X

Sekil 7.2: Silindirik koordinatlarda bir koordinati sabitlemek: r = c ekseni z ekseni olan dairesel bir silindir,
0 = c kenari z ekseni olan diisey bir yarim diizlem, z = ¢ yatay bir diizlemdir. Her yiizeyin yalniz bir parcasi
cizilmigtir.

Ispat.
Silindir: v = \/x? 4+ y? oldugundan

r=ce Vit yl=cer?+y?=c2

olur; iki taraf da negatif olmadigindan kare almak bilgi kaybettirmez.
Yarim diizlem: u = (cos ¢, sin ¢, 0) diyelim. @ = ¢ olan noktalar (1) geregi

(rcose,rsine, z) =ru+zk (r>0,z€R)

noktalanidir. u ile k birbirine dik iki birim vektor oldugundan bu kiime, z ekseniyle (r = 0) sinirlanan ve
u yoniinde acilan yarim diizlemdir. k diisey oldugundan yarim diizlem de diiseydir.

Yatay diizlem: z koordinati iki sistemde aymidir, dolayisiyla z = c silindirik koordinatlarda da yatay
diizlemi anlatir. B

“Silindirik” ad1 ilk maddeden gelir: sistemin en basit denklemi olan 7 = ¢ bir silindiri anlatir. Ayrica § =
¢ ve = ¢ + 7 yarim diizlemleri birlikte z ekseninden gecen tam bir diisey diizlem olusturur. z ekseni
etrafindaki bir dénme yalmz 6’y1 degistirir, r ile 2’yi degistirmez. Bu yiizden silindirik koordinatlar
bir eksen etrafinda simetrik problemlerde ise yarar; koordinat sistemini, simetri ekseni z ekseni olacak
bi¢imde yerlestiririz.

Ornek 7.3 (Bir Koninin Silindirik Denklemi). Silindirik koordinatlardaki denklemi z = r olan yiizeyi
tanimlayiniz.

Cozim.

Denklem, yiizeydeki her noktanin yiiksekliginin o noktanin z eksenine uzakligina esit oldugunu
sOyluyor. Denklemde 6 gecmediginden ylizey z ekseni etrafindaki donmelerle degismez.

Yatay kesitlere bakalim. £ > 0 icin z = k diizlemi yiizeyi r = k olan noktalarda keser; bu kesit, merkezi
z ekseni lizerinde ve yarigap1 k olan bir ¢emberdir. z = 0 i¢gin kesit yalmz orijindir. » > 0 oldugundan
z < 0 olan nokta yoktur. Yiikseklik arttikca yarigcap: ayni oranda bityityen cemberler bir koni olugturur.
Bunu dik koordinatlarda dogrulayalim. » = y/x? + y2 oldugundan denklem

RN

olur. Bu, ekseni z ekseni ve tepesi orijin olan z? = 22 + y? dairesel konisinin iist yarisidir. Tam (iki
yaprakl) koni silindirik koordinatlarda 2? = r? diye yazilir. m

Acik Matematik - acik-matematik.com 141 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.3

142 Boliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

Silindirik Koordinatlarda U¢ Katl1 Integral

Simdi bir u¢ katli integrali silindirik koordinatlarda nasil yazacagimizi gorelim.
Ug katli integrallerde tip 1 bélgeleri gordiik (Tanim 6.4): D diizlemde bir bélge, u; < u, de D iizerinde
stirekli iki fonksiyon olmak iizere

E= {(ac,y,z) | (m,y) € D> ul(m7y) <z< U2(£L'7y)}
bi¢imindeki bir cisim tizerinde, siirekli bir f icin (Teorem 6.2)

// f(z,y,2)dV = //Vuu fz,y,2)dz

(z,y)

dA (3)

olur. D kutupsal koordinatlarda kolayca anlatilabiliyorsa i¢ integrali aldiktan sonra kalan iki katli integrali
kutupsal koordinatlarda hesaplariz. Bu iki adim birlesince asagidaki formiil ¢ikar.

Teorem 7.1 (Silindirik Koordinatlarda U¢ Kath Integral). o < 8 < a + 27 olsun; h, ve hy, [, 3]
iizerinde siirekli ve 0 < hq(6) < hy(0) olan fonksiyonlar olsun. D, kutupsal koordinatlarda

D={(r,0)|a <0< B h(0) <7 <hy(6)}
ile verilen bolge; u; < uy, D iizerinde siirekli iki fonksiyon ve
E={(z,y,2) | (z,9) € D,uy(z,y) < z < uy(z,y)}

olsun. f, E iizerinde siirekli ise

JJ[ s v
ho (0 5(rcos 0, rsinf)
// / f(rcos@,rsind, z) rdz dr df

(rcos @, rsin@)

olur.
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7.3 Silindirik Koordinatlarda Uc Katl Integral 143

z = uy(x, y)

r= hz(g)

Sekil 7.3: E cismi, xy-diizlemindeki izdiisiimii D 'nin iistiinde, z = u,(X, y) ile z = u,(x, y) yiizeyleri arasinda

kalir. D kutupsal koordinatlarda a <0 < f, h;(0) <1 <h,(©) ile verilir.

ispat.
Ispati dort adimda yapalim.
Adwm 1. E bir tip 1 bolgedir; Teorem 6.2 (i) geregi

//E f(z,y,2)dV = //DF(:v,y) dA,  F(z,y) = /%(M) f(z,y,2) dz

uy (z,y)

olur.
Advm 2. F, D iizerinde siireklidir. Bunu gérmek igin i¢ integralde z = u; + s (uy —u;), 0< s <1
degisken degistirmesini yapalim (dz = (uq — uy) ds):

Fa9) = (usla) —un(ow)) [ (o +s(u —w,) ) ds.
0

Sagdaki integrand (x,y, s) nin stirekli bir fonksiyonudur ve D x [0, 1] kapali ve sinirly bir kiimedir. Boyle
bir kiime iizerinde siirekli bir integrandin sabit sinirly integrali parametreye siirekli baghdir; ispat, diizgiin
siireklilik kullanan Analiz 3'teki ispatin (x,y) parametresi i¢in aynen tekraridwr. u, — uy da siirekli
oldugundan carpim olan F siireklidir.

Adwm 3. D kutupsal koordinatlarda verilmis bir bolge ve F iizerinde siirekli oldugundan kutupsal koordi-
natlara gegis formiilii (Teorem 3.1)
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144 Boliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

B rha(0)
// F(x,y)dA:/ / F(rcosf,rsinf)rdrdf
D a Yhy(0)
verir.

Adim 4. F’nin tamimindan

g (T cos @, rsin 0)
F(rcosf,rsinf) = / f(rcosé,rsinb, z) dz

wuq (rcos @, rsin @)

olur. v ¢carpani z’ye bagh olmadigindan bu integralin icine alinabilir. Adim 1 ve Adim 3'teki esitlikler
birlestirilip bu ifade yerine yazilinca (4) elde edilir.

Yani bir ti¢ kath integrali silindirik koordinatlara ¢evirmek i¢in z yerine r cos 8, y yerine r sin 8 yazariz,
2’yi oldugu gibi birakiriz, sinirlari z,  ve 0 cinsinden yazariz ve dV yerine

dV =rdzdrdf

koyariz. Bu formiil, E silindirik koordinatlarda kolayca anlatilabildiginde ve ézellikle integrandda x? +
y? = r? ifadesi gectiginde ise yarar.

dV’deki r ¢arpaniin nereden geldigini gormek icin r, § ve 2’yi birer kiiciik adim artiralim. r ile r +
Ar, 6 ile 0 + A6, z ile z + Az arasinda kalan silindirik kutunun tabani bir kutupsal dikdértgendir.
Bu kutupsal dikdértgenin alani, orta yarigap ¥ = r + Ar/2 olmak iizere tam olarak AA = 7 Ar Afdir.
Kutunun ytksekligi Az oldugundan hacmi

AV =7 Ar A0 Az

olur. Kenarlara bakarak da ayni sonuca variriz: kutu, kenarlar yaklagik Ar, » Af (yaricap: r olan yayin
uzunlugu) ve Az olan dikdortgenler prizmasina benzer. Hacim elemanindaki r, agisal kenarin uzunlu-
gunun A6 degil r A olmasindan gelir.

Sekil 7.4: Silindirik bir kutu: tabani alan1 AA olan bir kutupsal dikdértgen, yiiksekligi Az'dir. Kenarlar
yaklasik Ar, rA@ ve Az oldugundan hacmi yaklasik rArAGAZdir.
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7.3 Silindirik Koordinatlarda Uc Katl Integral 145

I carpanini unutmaym

dV vyerine dz dr df yazmak en sik yapilan hatadir. Ornegin yaricapi a, yiiksekligi A olan silindirin

hacmi r ¢arpani unutulursa f027r foa foh dz dr df = 2mwah cikar; bu, dogru deger olan wa?h degildir.

@ Silindirik koordinatlarda ¢ katl integral dort adimda

1. Cismi ¢izin ve z yoniinde hangi yiizeyin altta (z = u,), hangisinin istte (2 = u,) oldugunu belir-
leyin.

2. Cismin zy-diizlemine izdiigiimii D’yi bulun ve onu kutupsal koordinatlarda o < 6 < 3, h1(0) <
r < hy(0) diye yazin.

3. Integrandda ve z smirlarinda = = r cos §, y = rsin § koyun, z? + y? yerine r? yazin, dV yerine
rdz dr df koyun.

4. Once 2’ye, sonra r’ye, en son §’ya gére integral alin.

Ornek 7.4 (Dairesel Silindirin Hacmi). Yaricapi a, yiiksekligi h olan dairesel silindirin hacmini silin-
dirik koordinatlarla hesaplayiniz.

Cozim.
Silindiri, ekseni z ekseni ve tabani xy-diizleminde olacak bicimde yerlestirelim.

1. Alttaki yiizey z = 0, Ustteki ylizey z = h’dir.

2. Izdiisim, yarigap1 @ olan disktir: 0 < § < 27,0 < r < a.

3. Hacim, 1 fonksiyonunun integralidir; dV = r dz dr df olur.
4. Integralleri sirayla alalim:

2T a h 27 a
V:/ / / rdzdrd@z/ / rhdr df
0 o Yo 0 0

27 2h 2h
:/ a—d0=27r~a—=7ra2h.
0 2 2

Bu, bilinen taban alani ¢arp: yiikseklik formuliidiir. m

Ornek 7.5 (Paraboloidin Altindaki Cisim). FE, z = 4 — 2% — y? paraboloidinin altinda ve zy-diizle-

minin istiinde kalan cisim olmak tizere
,/// i
E

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
E, z eksenine gore simetrik oldugundan silindirik koordinatlar uygundur. Paraboloidin denklemi

z=4— (2?2 +y?)=4—12
olur.

1. Alttaki yiizey z = 0, iistteki yiizey z = 4 — r2’dir.

2. Paraboloit zy-diizlemini 4 — r? = 0, yani r = 2 cemberinde keser. Izdiisiim D, yarigap1 2 olan
disktir: 0 <0 <27, 0<r <2

3. 22 =r2cos? O ve dV = rdzdr df’dir.

Buna gore
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146 Béliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

2 2 pd—r?
///a:2dV=/ / / r2cos? - rdzdrdf
E 0 o Yo

olur. I¢ integralde 2 cos? § garpani z’ye bagh degildir:

4—r2
/ r3cos?Odz = r®cos? 0 (4 —r?) = (4r° — r®) cos? 6.
0

Kalan integrand 0’ya bagli bir ¢arpanla r’ye bagh bir ¢arpanin ¢arpimi, sinirlar da sabit oldugundan
integral iki tek katl integralin ¢carpimina ayrilir:

JI] v = ( /02” m) ( /02<4,.3 _ d,m)’

cos? 0 = 1(1 + cos 26) oldugundan

27 1 1 27
/ cos?0df = —[0+—Sin20] =,
0 2 2 0

ayrica
2 r6 ’ 64 32 16
/(4r3—r5)dr= - —| =16——=16——=—
0 6 0

bulunur. Sonug:

Ardisik integralin cismi nasil taradigimi gérmek yararlidir. Onceki 6rnekte r ve 6 sabitken 2z degiskeni
0’dan 4 — r?’ye giderek tabandan paraboloide uzanan diisey bir cizgiyi tarar. § sabitken bu cizgiler r =
0’dan r = 2’ye kayarak diisey bir dilim olusturur. Son olarak dilim z ekseni etrafinda 8 = 0’dan 27’ye
doner ve biitiin cismi stipiiriir.

z0—>4-1 r0—2

Sekil 7.5: Ardigik integral cismi adim adim tarar. Solda r ve 6 sabitken z tabandan paraboloide cikar;
ortada 0 sabitken bu dik ¢izgiler r = 0'dan r = 2'ye kayarak diigey bir dilim olusturur; sagda dilim z ekseni
etrafinda 6 = 0'dan 2nt'ye donerek biitiin cismi stipiriir.
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Kiitle Hesab1 ve Dik Koordinatlardan Gegcis

Silindirik koordinatlar, yogunlugu z eksenine uzakliga bagli olan cisimlerde ve dik koordinatlarda karekok
sinirlariyla verilmig ardisik integrallerde de dogal se¢imdir.
Bir cismin yogunlugu p(z, y, z) ise kiitlesi m = fffE p(x,y, z) dV’dir (Tanim 6.7).

Ornek 7.6 (Yogunlugu Eksene Uzaklikla Orantili Cisim). E cismi 22 + y? = 1 silindirinin icinde,
xz-diizleminin saginda (y > 0), z = 4 diizleminin altinda ve z = 1 — 22 — y? paraboloidinin iistiinde
kalsin. Cismin her noktasindaki yogunluk o noktanin silindirin eksenine uzakligiyla orantili olduguna
gbre E’nin kiitlesini bulunuz.

z
N
(0,0, 4) \;/ z=4
r’;
~—— ///
Cal
(0,0, 1)
/ \_/ / z= 1 - rz
(1,0, 0) ﬁi

Sekil 7.6: x* + y” = 1 silindirinin i¢inde, y = 0 tarafinda, z = 1 - x* - y” paraboloidinin tstiinde ve z = 4
diizleminin altinda kalan cisim. Silindirik koordinatlarda 0 < 0 <m, 0 <r<1,1 - r* < z < 4'tur.

Cozim.
Silindirik koordinatlarda silindir r = 1, paraboloit z = 1 — r? olur. y > 0 kosulu 0 < 0§ < 7 demektir.
0 <r<1ligin1—17r? <1< 4oldugundan paraboloit hep diizlemin altindadir. Buna gore

E={(r6,2)|]0<0<m0<r<1,1-7r2<2<4}
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148 Béliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli integraller

olur. Silindirin ekseni z eksenidir; (z, y, z) noktasmnin bu eksene uzakligr /22 + y2 = r’dir. Yogunluk
bu uzaklikla orantili oldugundan bir K oranti sabiti i¢in

p(z,y,2) = K/2? +y* = Kr

™ 1 4 ™ 1
/ / / Kr~rdzdrd0:/ / Kr2[4—(1—r2)]drd6
0o Jo J1-r2 0o Yo

—r
1

i ! 5 1 K
K/ d9/ (3r2 +rY)dr = K 7‘3+T— =K7r(1+—):67r__
A 5 5 5

0

yazilir. Kitle:

m

Ornek 7.7 (Dik Koordinatlardaki Bir Integralin Déniistiiriillmesi). Asagidaki integrali hesapla-
yiz:

2 VIZ? 2
/ / / (22 + y?) dz dy dz.
ot i

2= + )P

Sekil 7.7: Altta z = V(> + 1?) konisi, iistte z = 2 diizlemiyle sinirlanan cisim. xy-diizlemine izdiisimi D:
X* + y* < 4 diskidir; silindirik koordinatlarda cisim 0 < r < 2, r < z < 2 ile verilir.

Coziim.
Once integralin hangi cisim {izerinde alindigini okuyalim. Sinirlar

E={(z,y,2)| 2<z<2|y|<Vi-2? /a2 + > <2<2}
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7.4 Kiitle Hesab1 ve Dik Koordinatlardan Gegis 149

cismini anlatir. z ve y sinirlari, 22 + y? < 4 diskini verir; bu disk E’nin zy-diizlemine izdiistimiidiir.
E’nin alt yiizeyi z = /22 + 2 konisi, st yiizeyi z = 2 diizlemidir.
Silindirik koordinatlarda bu cisim ¢ok daha sade anlatilir:

E={(r0,2)|0<0<2m,0<r<2,r<z<2}.

Integrand z2 + y? = r? olur. Buna gore

27 2 2 27 2
///(m2+y2)dV:/ / / r2-rdzdrd0=/ db’/ r3(2 —r)dr

E o Jo Jr 0 0

4 8

5

577 32
T r
:2 _—— — :2 _— :2 .
71'[2 5] 71'(8 5) T

bulunur. m

7.5 Alistirmalar

Aligtirma 7.1 (Silindirikten Dike Bir Nokta). Silindirik koordinatlar (2,57/6, 1) olan noktanin dik
koordinatlarini bulunuz.

Coziim.
cos(57/6) = —/3/2 ve sin(57/6) = 1/2 oldugundan (1) formiilleri

verir. Nokta (—/3,1,1)’dir. z < 0 < y oldugundan izdiisiim ikinci bélgededir; bu, 7/2 < 57/6 <
ile uyumludur. Kontrol: 22 +y? =3+ 1=4=r’ m

Alistirma 7.2 (Dikten Silindirige Bir Nokta). Dik koordinatlar1 (5v/3, —5, v/3) olan noktann silin-
dirik koordinatlarini bulunuz.

Coziim.
Uc adim1 uygulayalim.

1. r = ,/(5\/§)2 + (—5)2, yani r = /75 + 25 = 10.

-5
2.2>0, y<0 oldugundan izdisim dordincii bolgededir. tanf = =7 = esitliginin

1
V3
[0, 27)’deki ¢oziimleri 57 /6 ve 117r/6 dir; dordiincii bolgeye diisen 6 = 117/6dur.
3. z= \/§

Nokta (10, 117/6, v/3) tiir. Kontrol:

11 3 11 1
10cosT7T - 10-\/7_ —5v3, 1OsinT7T — 10(—-) — 5.

Alistirma 7.3 (Bir Eyer Yiizeyinin Silindirik Denklemi). z = x? — 4?2 yiizeyinin silindirik koordi-

natlardaki denklemini yaziniz.

Coziim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 149 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

150 Béliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli integraller

x = rcosf ve y = rsind yazalim:

22 —y? =1r?cos?§ — r?sin% @ = r2(cos® @ — sin? §) = 72 cos 26.

Denklem z = 72 cos 26 olur. Bu bigim yiizeyin seklini de gosterir: = 0 ve § = 7 yarim diizlemlerinde
z = r? oldugundan yiizey yukari, § = 7/2 ve § = 37/2 yarim diizlemlerinde z = —r? oldugundan
asag1 kivrilir; 8 = 7/4 gibi cos 260 = 0 olan dogrultularda z = 0’dir. Yiizey bir eyerdir (hiperbolik
paraboloit). m

Alstirma 7.4 (Bir Silindirik Denklemin Taninmasi). Silindirik koordinatlardaki denklemi r =
2sin 0 olan yiizeyi tamimlayiniz.

Cozim.
Denklemi  ile carpalim: 7 = 2rsin 6. r? = x2 + y? ve rsin § = y oldugundan

2ryt=2erl+y—-172=1

bulunur. Carpma islemi yeni nokta eklemedi: eklenebilecek tek noktalar » = 0 olan z ekseni noktala-
ridir, onlar da @ = 0 alininca 7 = 2 sin 6 denklemini zaten saglar. Tersine, 22 + (y — 1)? = 1 yiizeyinin
z ekseni disindaki her noktasinda r > 0’dir ve 72 = 27 sin 6 esitligi 7 ile boliinerek r = 2sin 6 verir.
Denklemde z gecmediginden yiizey, ry-diizlemindeki 22 4 (y — 1)? = 1 cemberinin her noktasindan
gecen diisey dogrulardan olusur. Yani yiizey, yaricap: 1 olan ve ekseni z eksenine paralel x = 0, y =
1 dogrusu olan dairesel bir silindirdir. 7 > 0 kosulu sin @ > 0, yani 0 < § < 7 gerektirir; § bu aralikta
degisirken cember bir kez ¢izilir. B

Alistirma 7.5 (Silindirik Bir Kabuk). Uzunlugu 20 cm, i¢ yarigap1 6 cm, dis yarigap1 7 cm olan silindirik
bir kabugu (boru parcasini) uygun bir koordinat sisteminde esitsizliklerle anlatiniz ve koordinat sistemini
kabuga gore nasil yerlestirdiginizi agiklayiniz.

Coziim.

Kabuk, ekseni etrafinda simetrik oldugundan silindirik koordinatlar1 seceriz. Koordinat sistemini,
kabugun ekseni z ekseni olacak ve kabugun bir ucu xy-diizleminde, 6teki ucu z = 20 diizleminde
kalacak bicimde yerlestirelim (birim cm).

Kabugun noktalari eksene 6 ile 7 cm arasinda uzakliktadir; eksen etrafinda tam bir tur kaplar; yiiksek-
likleri O ile 20 arasindadir. Buna gore kabuk

6<r<7, 0<6<2r, 0<z<20

esitsizlikleriyle anlatilir. Dik koordinatlarda ayni kabuk 36 < 22 + y% < 49, 0 < 2 < 20 olurdu. Bu
tarifle hacim de hemen bulunur:

o2r 7T 20
49 —
V:/ // rdzdrdf =27 - 20 - 9 36:2607rcm3.
o Js Yo 2

Alistirma 7.6 (Esitsizliklerle Verilen Bir Cisim). Silindirik koordinatlarda 0 < 8 < 7/2,r < 2z < 2
esitsizlikleriyle verilen cismi ¢iziniz.

Cozim.
Esitsizlikleri tek tek okuyalim.

. z = r yiizeyi, tepesi orijinde olan ve z ekseni etrafinda acilan konidir (Ornek 7.3). z > r kosulu bu
koninin istiinde, yani “icinde” kalmak demektir.

« z < 2kosulu z = 2 diizleminin altinda kalmak demektir. » < z < 2 olabilmesi i¢in » < 2 olmalidir.

+ 0 <0 <7/2koguluyalniz z > 0, y > 0 olan ¢eyregi alir.
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7.5 Alistirmalar 151

Demek ki cisim, tepesi orijinde, taban1 z = 2 diizleminde ve taban yaricap1 2 olan dolu koninin = > 0,
y > 0 tarafinda kalan ceyregidir. Cismi z = r konisi, z = 2 diizlemi ve zz-, yz-diizlemleri sinirlar.

Sekil 7.8: 0 < 0 <m/2, r < z < 2 cismi: z = r konisinin tstiinde, z = 2 diizleminin altinda kalan dolu
koninin x = 0, y = 0 tarafindaki ceyregi.

Hacmi de kolayca bulunur:
™2 2 2 T , r3 ? T 4 27
dzdrdf = — — | === —.
/O /O/T Sl 2'3° 3
r 0

Bu, yiiksekligi 2 ve taban yari¢ap: 2 olan koninin hacmi %ﬂ' 22.2= 8?”’ﬁn dortte biridir. m

Alistirma 7.7 (Hacmi Bir Integralle Verilen Cisim). Asagidaki integralin hacmini verdigi cismi tarif

ederek integrali hesaplayiniz:
37/2 3 19
/ / / rdzdrdo.
/2 0 vr2
Coziim.

rdzdrdf = dV oldugundan integral,

E={(r0,2)|7/2<0<3r/2,0<r<3,r*<2<9}
cisminin hacmidir. z = r? yiizeyi 2 = 22 + y? paraboloididir; z = 9 yatay bir diizlemdir ve paraboloidi
r = 3 cemberinde keser. 7/2 < 6 < 37/2 kosulu z < 0 demektir. Yani E, z = z2? + y? paraboloidi ile

z = 9 dizlemi arasinda kalan “kéase” bi¢imli cismin z < 0 olan yarisidir.
Hesap:
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152 Béliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli integraller

Algtirma 7.8 (Silindirik Koordinatlara Gecerek Hesaplama). Silindirik koordinatlara gecerek
hesaplayiniz:

3 Vo—z2? 9—z2—y?
/ / / Vo2 +y?dzdyde.
0 0

-3
Coziim.
Sinirlar1 okuyalim: —3 < z < 3 ve 0 < y < v9 — 22 kosullari, 2 + y? < 9 diskinin y > 0 olan yari-

st verir. Kutupsal koordinatlarda bu yarim disk 0 < 0 < 7,0 < r < 3’tir. z,0’dan 9 — x? — y2 =9—
r2 paraboloidine gider. Integrand /22 + y2 = r olur. Buna gore

T 3 9—r2 T 3 7‘5 3
/ / / r~rdzdrd0=/ d0/ r2(9 —r¥)dr =7 |3r — —
o Yo Yo 0 0 b 0

o 81—% :1627r
5 )

bulunur. m

Alistirma 7.9 (Kiire ile Silindirin Ortak Kismi1). Hem z? + y? = 1 silindirinin hem de 22 + y? +
2% = 4 kiiresinin icinde kalan cismin hacmini bulunuz.

Cozim.
Silindirik koordinatlarda silindirin ici r < 1, kiirenin ici 72 4 22 < 4, yani —vV4—7r2 <z <
V4 — r2’dir. Cisim

E:{(r,G,z)\0§0§27r,0§r§1,| z|§\/4—r2}

olur. Hacim:

o2 1 VA2 1
V:/ / / rdzdrd0=27r/ 2rv4 — r2 dr.
o Jo Jvi? 0

Son integralde u = 4 — r? diyelim: du = —2rdr; r = 0 iken u = 4, r = 1 iken u = 3 olur. Béylece
! : 20 gt 2
2rv4 —r2dr = \/ﬂdu:§[u/]3:§(8—3\/§)
0 3
ve
V=2r- 2(8—3\/5) = 4—7T(8—3\/§) ~ 11,74
3 3

bulunur. Kontrol: cisim, yarigapi 1 ve yiiksekligi 4 olan silindirin (hacmi 47 ~ 12,57) icindedir ve ondan
biraz kiigiiktiir. m
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Alistirma 7.10 (iki Silindir Arasindaki Bir Cisim). E, z? +y? =1 ve z2? + 32 = 16 silindirleri
arasinda, zy-diizleminin {istinde ve z = y + 4 diizleminin altinda kalan cisim olmak iizere [f fE(:c -
y) dV integralini hesaplayinz.

Coziim.
Silindirik koordinatlarda iki silindirin aras1 1 < r < 4’tiir ve cisim eksen etrafinda tam bir tur kaplar:

0 < 0 < 27 Ustteki diizlem z = rsinf + 4 olur. | y | < r < 4 oldugundan y + 4 > 0’dir; yani diizlem
cismin iistiinde hep zy-diizleminin tizerinde kalir. Buna gére

E={(r0,2)|0<0<2m,1<r<4,0<z<rsinf+4}.
Integrand z — y = 7(cos @ — sin #)’dir. Once z’ye gore integral alalim:
rsin 644
/ r(cos —sin@) - rdz = r?(cos @ — sin 0)(rsin d + 4)
0

=r3sinfcosf + 472 cos § — r3sin? § — 472 sin 6.

r ve 0 smirlar sabit oldugundan Fubini Teoremi (Teorem 1.2) geregi kalan iki integralin siras1 degisti-
rilebilir; 6nce #’ya gore integral alalim. Tam bir periyot iizerinde

27 27 27 27
/ sin900s0d9:/ c059d9:/ sinfdf = 0, / sin?0df =«
0 0 0 0

oldugundan dort terimden yalniz ti¢iinciisii katki verir:
27
/ ( r3 sin 0 cos @ + 472 cos @ — 3 sin® § — 42 sin 6 )dG = —mrs.
0

Son olarak

///13<x_y)dV=/l4(_7rr3)dr= L l%]j: . 2564_1 2—25f7r.

Sonucun negatif ¢ikmasi sasirtict degildir: = teriminin katkis: simetri yiiziinden sifirdir; —y terimi ise
cismin daha yiiksek oldugu y > 0 tarafinda negatiftir. m

Alistirma 7.11 (Bir Paraboloit Cisminin Kiitle Merkezi). z = 4x2 + 4y paraboloidi ve 2z = a
diizlemiyle (@ > 0) sinirlanan S cisminin yogunlugu her yerde K sabitidir. S’nin kiitle merkezini bulunuz.

ozium.
Ig(:ﬁtle m= fffs K dV (Tanmim 6.7), zy-diizlemine gére moment M, = fffs 2K dV’dir ve kiitle merke-
zinin yiiksekligi 2 = M, /m’dir; ¥ ve y de M, , = fffs sKdVveM,, = fffs yK dV momentleriyle
benzer bigimde bulunur (Tanim 6.8).
Silindirik koordinatlarda paraboloit z = 472 olur ve z = a diizlemini 472 = a, yani r = \/a/2 ¢embe-
rinde keser. Buna gore

S:{(T,G,z)|0§9§27r,0§r§\/5/2,4r2gzga}.

Kitle:

2r  p/a/2 pa Va2
m:/ / / Krdzdrd9:27rK/ (ar — 4r3) dr
o Yo 4 0

Va/2
ar? a? a2 rmKa?

=21K | — —rt =K ———| = ,
m lQ ’"1 T (8 16) 8
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154 Béliim 7. Silindirik Koordinatlarda U¢ Katli integraller

Simetri: M, 1ntegrahnde integrand t K = K cos 6 olur ve f cos § df = 0 carpani yiiziinden M, , =

0 cikar. Aym bicimde f sin @ df = 0 oldugundan M, =0’ dlr Demek ki z = y = 0; kiitle merkezi z
ekseni Uizerindedir.
zy-diizlemine gére moment:

2 pva/2  pa Va/2 2_16r4
Mxy:/ / / zKrdzdrszZﬂ'K/ PR Ly
o Jo 4r2 0 2

Ja/2
_oni | T _ 40 / P (A B
4 3 16 48 12

0

Buradan

M,, 7wKa®/12 2a

7= = ==

m  7wKa?/8 3

bulunur. Kiitle merkezi (0, 0, 2a/3) noktasidir. Cismin genisligi yukar1 dogru arttigindan kiitle merke-
zinin orta yiiksekligin (a/2) Gistiinde ¢ikmasi beklenen bir sonugtur. m

Alistirma 7.12 (Bir Dag1 Olusturmak Icin Gereken Is). Jeologlar, bir dag sirasiin olusumunu
incelerken malzemeyi deniz seviyesinden yerine kaldirmak icin gereken isi tahmin eder. Bir dagi, tabanm
deniz seviyesinde olan, taban yaricapi R = 19 000 m ve yiiksekligi H = 3 800 m olan dik dairesel bir koni
olarak diisiinelim. Malzemenin birim hacminin agirlig1 her yerde § = 31400 N/m3 olsun. Dagin biitiin
malzemesini deniz seviyesinden bulundugu yere kaldirmak i¢in yapilan igi bulunuz.

Cozim.

Modeli kuralim. Yiiksekligi z olan bir noktadaki kiigitk bir AV hacim par¢asinin agirhigi 6 AV’dir.
Bu parcay: deniz seviyesinden z yiiksekligine kaldirmak icin yapilan ig yaklagik z § AV dir. Buitin
parcalarin katkisini toplayip limite gecince

W:///Eéde

elde edilir; burada E koninin kapladig: cisimdir.

Koniyi silindirik koordinatlarda yazalim. Koninin ekseni z ekseni, taban1 xy-diizleminde (deniz
seviyesi) ve tepesi (0,0, H) olsun. Yan yiizey tabanm kenarmdaki r = R, z = 0 noktalarimi tepeye
birlestirir; denklemi z = H(1 — r/R)’dir. Buna gére

E={(r,0,2)|0<0<2m,0<r<R,0<z<H(1—r/R)}.

Integrali hesaplayalim.

2r rR pH(1-r/R) R H2(1 — 2
W = / / / (5zrdzdrd0—27r(5/ r-wdr
o Jo 0

2
/ ( )dr—ﬂ5H2(%2g+RT2)
0
R? n6R%H?
=m6H? —
moH" - 75 12

Sayilar1 yerine koyalim. RH = 19000 - 3800 carpimi 7,22 - 107 m?, karesi de yaklasik 5,213 -
10'5 m* oldugundan

31400 - (RH)?
w3 0102 (RH)” 4 99.1019]

bulunur.
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7.5 Alistirmalar 155

Sonucu bagka bir yoldan kontrol edebiliriz: koninin agirligs § - %ﬂ'RQ H, agirlik merkezinin yiiksekligi

H /4’tiir ve garpimlar ’TMEH 2>dir. m

Silindirik koordinatlar, bir eksen etrafinda simetrik cisimlerde ti¢ katl integrali sadelestirdi. Bir noktaya
gore simetrik cisimler, 6zellikle kiireler ve koniler i¢in daha uygun olan koordinat sistemini bir sonraki
boliimde, Kiiresel Koordinatlarda Uc Katli Integraller béliimiinde kuracagiz.
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8.1

8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Kath
Integraller

Silindirik koordinatlar, z ekseni etrafinda simetrik olan cisimlerde ii¢ katl integrali kolaylastirdi. Bu
boliimde sinirlar: ayni merkezli kiireler, tepesi bu merkezde olan diisey eksenli koniler ve merkezden
gecen diisey diizlemlerle verilen cisimlerle ugrasacagiz: bir top, iki es merkezli kiire arasinda kalan bir
kabuk ya da bir topun koniyle kesilmis bir parcasi. Boyle cisimlerin siirlar1 dik koordinatlarda i¢ ice
karekoklerle yazilir. Ornegin birim top iizerindeki bir integral

1 VIma? Ta?
[/ f(e.y,7) dz dyda
1Y V122 [1a—y?
bi¢imini alir ve hesaplamasi ¢ogu zaman ¢ok zahmetlidir.
Ortak merkezi orijine koyalim ve bir noktayi orijine uzakligi ile iki aciyla belirtelim. Bu durumda birim
top, “uzaklig1 0 ile 1 arasinda olan, acilar1 serbest” noktalarin kiimesi olur ve integralin biitiin siurlar:
sabitlere iner. Bu fikir kiiresel koordinatlara gotiiriir. Once koordinat sistemini ve dik koordinatlarla

baglantisini kuracagiz. Sonra kiiciik bir kiiresel par¢anin hacmini tam olarak hesaplayip ii¢ katli integralin
kiiresel koordinatlardaki bi¢imini ispatlayacagiz.

Kiresel Koordinatlar

Uzaydaki bir noktanin yerini, orijine uzaklig ile iki ac1 tek basina belirler.

Tanim 8.1 (Kiiresel Koordinatlar). Uzayda bir P noktasi ve onun zy-diizlemine dik izdiisimii P’
verilsin. P noktasinin kiiresel koordinatlar1 (spherical coordinates) su ii¢ sayidir:

« p = OP |, yani P’nin orijine uzakligs; p > 0,

« 0, silindirik koordinatlardaki agi, yani P’ noktasinin zy-diizlemindeki kutupsal agis,
+ ¢, pozitif z ekseni ile OP dogru parcasi arasindaki act; 0 < ¢ < 7.

Bu durumda P = (p, 0, ¢) yazilir.

Yani p noktanin merkezden ne kadar uzakta oldugunu, ¢ “kuzey kutbundan” ne kadar agag1 indigini, 6 ise
z ekseni etrafinda hangi yone baktigini soyler. Diinya haritasina benzetirsek  boylama karsilik gelir, ¢
ise kuzey kutbundan 6l¢iilen agidir; enlem 90° — ¢ olur. ¢ = 0 pozitif z eksenini, ¢ = 7/2 xy-diizlemini,
¢ = 7 negatif z eksenini verir. § i¢in, silindirik koordinatlarda oldugu gibi (bkz. Tanim 7.1), genellikle 0 <
6 < 27 araligs kullanilir.
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8.1 Kuresel Koordinatlar 157

Sekil 8.1: P noktasiin kiiresel koordinatlar1: p = |OP| orijine uzaklik, ¢ pozitif z ekseniyle OP arasindaki
acl, Oise P izdiigimiiniin kutupsal agisidir. OQP ve OP P dik ti¢genlerinden z = p cos ¢ ve r= |OP| = p sin
¢ okunur.

Gosterim farka

Fizik ve mithendislik metinlerinin ¢ogunda 6 ile ¢ nin rolleri yer degistirir: § kutup agisi, ¢ boylam
olur ve p yerine r yazilir. Bu notlarda ¢ daima pozitif z ekseninden &l¢iilen acidir; 6 ise kutupsal ve
silindirik koordinatlardaki a¢inin aynisidir.

Kiiresel koordinatlarla dik koordinatlar arasindaki gecis, yukaridaki sekilde P’den z eksenine ve zy-
diizlemine inilen dikmelerin olusturdugu iki dik tiggenden okunur.

Onerme 8.1 (Kiiresel ve Dik Koordinatlar Arasinda Déniisiim). Kiiresel koordinatlari (p, 0, ¢) olan
noktanin dik koordinatlari

z = psin ¢ cosb, y = psin@sinb, z = pcos¢ (1)

olur. Tersine, dik koordinatlardan kiiresel koordinatlara
z
p=Va?+y?+ 22 cos¢=; (p#0) (2)

esitlikleriyle gecilir; 6 ise (x,y) noktasinin kutupsal agisidr. Silindirik koordinatlarla baglanti r = psin ¢,
z = pcos ¢ ve ortak 0 agisidir.

ispat.
P = (z,y,2) vek =(0,0,1) olsun. OP vektoriiniin uzunlugu p, k ile arasindaki agi ¢ oldugundan, i¢

carpimin geometrik ifadesinden

z=0P -k=| OP || k|cos¢ = pcos¢
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bulunur. P’ = (x,y,0) izdisimiiniin orijine uzakligir = /x? + y? dir; bu, P nin silindirik koordinat-
larindaki r’dir. Uzaklik formiiliinden

pP=|OPP=a2+12+22 =12 422

oldugundan r? = p? — p? cos? ¢ = p?sin? ¢ olur. 0 < ¢ < 7 arahginda sin ¢ > 0 oldugu icin buradan
r = psin ¢ ¢ikar. 0, (z,y) noktasimin kutupsal agist oldugundan x = r cos 6 ve y = rsin 0 dir. Bunlarda
r = psin ¢ yazilinca (1) elde edilir.

Ters yonde p* = 2% + y? + 22 esitligini zaten gordiik. p # 0 ise z = pcos ¢ esitligi cos ¢ = z/p verir.
Kosiniis [0, 71| aralginda birebir oldugundan ¢ bu degerle tek tiirlii belirlenir.

|

Ornek 8.1 (Kiiresel Koordinatlardan Dik Koordinatlara). Kiiresel koordinatlari (2, 7/4, 7/3) olan
noktay ¢iziniz ve dik koordinatlarini bulunuz.

Coziim.

Burada p = 2, § = /4 ve ¢ = w/3’tiir. Nokta, orijinden 2 birim uzakta; pozitif z ekseniyle 7/3 ag1
yapan ve zy-diizlemine izdiisiimii « ekseniyle 7/4 ac1 yapan dogrultudadir. (1) formiillerinden

x—2sin7rcos7r—2 \/§ 1 —\/§
B 374 7 2 2 V2
V3
2

1_\/§
2 V2

bulunur. Noktanin dik koordinatlari (\ /3/2,4/3/2, 1) "dir. Kontrol olarak kareler toplami 2 + 3 + 1 =
4 = p? olur.

[\)

™ ™
=2sin—sin— =2-
y sm3sm4

m 1
z cos3 5

/3

2, /4, 1/3)
(V(3/2), Y(3/2), 1)

Sekil 8.2: Kiresel koordinatlari (2, /4, 7/3) olan nokta: orijinden 2 birim uzakta, z ekseniyle /3 ag1
yapan ve izdiisiimii x ekseniyle 77/4 ac1 yapan dogrultuda. Dik koordinatlar1 (v(3/2), ¥(3/2), 1)'dir.
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8.1 Kuresel Koordinatlar 159

Ornek 8.2 (Dik Koordinatlardan Kiiresel Koordinatlara). Dik koordinatlar1 (0,2+/3,—2) olan
noktanin kiiresel koordinatlarini bulunuz.

Coziim.

(2)‘den uzakhik

p=\/02—|—(2\/§)2+(—2)2:\/0+12—|—4:4

olur. Kutup agis1 i¢in
z
cosp=—=—=—
o

ve 0 < ¢ <7 oldugundan ¢ = 27/3 bulunur. Buna gore psing =4 - ‘/75 = 24/3’tiir. Son olarak
(1)‘deki z ve y esitliklerinden

T 0 . Y 243
:'—:—:0’ Slng:'—:—:
psing  24/3 psing  24/3
elde edilir. Kosiniisiin sifir olmasi § = /2 ya da § = 37/2 demektir; siniis pozitif oldugundan (yani

y = 2v/3 > 0 oldugundan) § = 7/2’dir. Noktanin kiiresel koordinatlar1 (4, /2, 27 /3)’tiir.
|

cos

8.2 Sabit Koordinat Yiizeyleri

Kiiresel koordinatlarin giicii, bir koordinat sabit tutulunca ortaya ¢ikan yiizeylerin basitliginden gelir.

Onerme 8.2 (Sabit Koordinat Yiizeyleri). c bir sabit olsun.

(i) ¢ > 0 ise p = c yiizeyi, merkezi orijin ve yaricapi c olan x? + y? + 2% = c? kitresidir.

(ii) 6 = c yiizeyi, z eksenini kenar kabul eden ve xy-diizlemini 8 = ¢ 1511 boyunca kesen diisey yari
diizlemdir.

(iii)) 0 < ¢ < 7 vec # m/2 ise ¢ = c yiizeyi, tepesi orijinde ve ekseni z ekseni olan

z = cotc/x? + 32

yari konisidir. 0 < ¢ < 7/2 ise koni yukari (z > 0), 7/2 < ¢ < 7 ise asagi (z < 0) agilr. ¢ = 7/2 yiizeyi
xy-diizlemidir.

p = c:kiire 0 = c: yar1 diizlem @p=c0<c<m/2 p=cm/2<c<m

z z
'y

z
'y

Sekil 8.3: Kiiresel koordinatlarda bir koordinati sabitleyen yiizeyler. p = ¢ merkezi orijinde olan bir kiire, 0
= ¢ kenari z ekseni olan diisey bir yari diizlem, ¢ = c ise ekseni z ekseni olan bir yari konidir: ¢ < /2 iken
yukari, ¢ > /2 iken asag1 acilir
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ispat.

(i) (2)‘ye gore p = c esitligi x* + y? + 2% = c? esitligine denktir.

(ii) 6 = ¢ olan noktalarin xy-diizlemine izdiisiimii, kutupsal agisi ¢ olan noktalardir. Bu yiizden bu
noktalar r > 0 ve z serbest olmak iizere (r cos ¢, rsin ¢, z) bicimindedir. Bu kiime, z ekseninden (r = 0)
baslayip (cos ¢, sin ¢, 0) yoniinde uzanan diisey yar: diizlemdir.

(iii) ¢ = ¢ olan bir noktada (1)'e gore r = \/x2 + y? = psinc ve z = p cos ¢ dir. sin ¢ > 0 oldugundan
p = r/sinc ve buradan z = r cos ¢/ sin ¢ = r cot ¢ bulunur. Tersine,r = /22 +y2 > 0 ve z = rcotc
olan bir nokta alalim. 1 + cot? ¢ = 1/ sin? ¢ oldugundan

T z rcotc
p=Vr2+ricotic=—, cos¢p = — = — =cosc

sinc p r/sinc

olur ve kosiniis [0, 77| araliginda birebir oldugundan ¢ = c’dir. Orijin (r = 0) her iki kiimede de vardur.
Béylece ¢ = c yiizeyi z = cot ¢ \/x2 + y? yari konisidir. cot ¢, 0 < ¢ < w/2 iken pozitif, 7/2 < c < 7
iken negatif oldugundan z’nin isareti de buna gore belirlenir.c = 7/2 igin z = p cos(n/2) = 0 olur, yani
yiizey xy-diizlemidir.

]

Yani kiireler, z ekseninden gegen yar1 diizlemler ve ekseni z ekseni olan koniler kiiresel koordinatlarda tek
bir koordinatin sabit olmasiyla yazilir. Sinirlar1 bunlardan olusan cisimlerin tarifi bu yiizden ¢ok kisalir.
Ornegin 2z = /2 + y2 konisi cot ¢ = 1, yani ¢ = /4 yiizeyidir.

Bagka ytizeylerin kiiresel denklemini bulmak i¢in (1)‘i yerine yazmak ve sadelestirmek yeterlidir. Stk
kullanilan iki kisaltma

22 +y? + 22 = p?, 22 41y = p?sin? ¢
esitlikleridir.
Ornek 8.3 (Bir Silindirin Kiiresel Denklemi). 22 4+ y? = 1 silindirinin kiiresel koordinatlardaki

denklemini bulunuz.

Coziim.
22 + 9% = p? sin? ¢ oldugundan denklem p? sin? ¢ = 1 olur. p > 0 ve 0 < ¢ < 7 araliginda sing > 0
oldugundan iki yanin karekokiini alabiliriz:

psing = 1.

z ekseni tizerindeki noktalar (sin ¢ = 0) silindirin iizerinde degildir; bu yiizden silindirde 0 < ¢ < 7’dir
ve denklem p = 1/ sin ¢ = csc ¢ biciminde de yazilabilir.
|

Kiresel Kama ve Hacmi

Dik koordinatlarda ii¢ kath integrali tanimlarken cismi kii¢itk kutulara boldiik. Kiresel koordinatlarda
kutunun karsiligy, ti¢ koordinatin da birer aralikta degistigi bolgedir.

Tanim 8.2 (Kiiresel Kama). 0 <a<b a<f<a+2rve0 <c <d < 7olmak iizere

E={(p,0,0)|a<p<ba<d<Bc<¢<d}

kiimesine bir kiiresel kama (spherical wedge) denir.

Yani kiiresel kama, p = a ve p = b kiireleri, § = a ve § = § yar1 dizlemleri ve ¢ = ¢ ve ¢ = d yar
konileriyle sinirlanan bolgedir. Ornegin a=0,b=R,aa=0,0=2mc=0,d= 7 segilirse R yarigapl
top elde edilir.

Ince bir kamay: yaklasik olarak bir kutu gibi diisiinebiliriz. p yoniindeki kenar1 Ap’dur. ¢ yéniindeki
kenar, p yarigapli bir cemberin A¢ acilik yayidir ve uzunlugu p A¢’dir. § yoniindeki kenar ise z eksenine
uzaklig1 r = psin ¢ olan yatay bir cemberin A6 acilik yayidir ve uzunlugu p sin ¢ A@’dir. Bu ti¢ kenar
karsilikli dik oldugundan
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8.3 Kuresel Kama ve Hacmi 161

AV ~ Ap-pAg-psing A = p?sing Ap A A¢

beklenir.

r=psin @

Sekil 8.4: Ince bir kiiresel kama yaklagik bir kutudur. Kenarlar1: p yéniinde Ap; p yarigapl cemberin Ag
acilik yay1 p Ag; z eksenine uzaklif1 r = p sin ¢ olan yatay ¢emberin A6 agilik yay1 p sin ¢ A6. Bu yiizden
hacmi yaklagik p* sin ¢ Ap AG A¢'dir.

Asagidaki sonug bu yaklasimin aslinda kamanin iginden uygun secilmis bir noktada tam esitlik oldugunu
soyler. Ispatta dnceki boliimiin silindirik koordinatlar formiiliinii (Teorem 7.1) kullanacagiz.

Lemma 8.1 (Kiiresel Kamanin Hacmi). 0 < p; < py, 0, <0, <0, + 27 ve0 < ¢y < ¢y < 7 olsun.
P1 < p<py, 0 <0< 0,y ¢ <P < Py kiiresel kamasinin hacmi

_ P p B B
AV = 3 (cos ¢y —cos ) (05 — 0) (3)

olur. Ayrica Ap = py — py, A0 =0, — 0, ve Ap = ¢y — ¢ olmak iizere p; < p < py ve ¢ < ¢ < by
kosullarini saglayan 6yle p ve ¢ sayilary vardir ki

AV = p?sing Ap A A¢ (4)
olur.

Ispat.
1. adim: koniyle kesilmis top dilimi.a > 0 ve 0 < v < 7 igin

K(a,v) ={(p,0,6) |0<p<a,0, <0<0,,0<¢< v}

bolgesinin hacminin

a3

V(a,7) = 3 (1 —cos7) (6, —0,)
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oldugunu gésterelim. Ug durum vardur.
0 < v < m/2 durumu. Silindirik koordinatlari (r, 0, z) olan ve orijinden farkli bir nokta i¢in r = p sin ¢
ve z = p cos ¢ dir. Buradan

p(cos¢siny —singcosy)  psin(y — @)
siny B siny

z—rcoty =

bulunur. v — ¢ farki (—m,7/2) araliginda oldugundan sin(y — ¢) > 0 olmasi ¢ < ~y olmasina denktir.
Yani ¢ <+ kosulu z > rcoty demektir. p < a kosulu da r2 4+ 22 < a? demektir. rcoty <z <
Va2 —r? araliginin bos olmamast icin 72 cot? v < a? — r?, yani r?(1 + cot? ) < a? olmahdw. 1 +
cot? v = 1/sin? v oldugundan bu, r < asin+y demektir. O halde silindirik koordinatlarda

K(a,v) = {91 <0<60,,0<r<asiny,rcoty<z< \/aQ—rz}
olur. Teorem 7.1 ile

0, pasiny pvVa2-r?
V(a,v) = / / / rdzdrdf
0 0

1 T cot 7y

asinvy
=(02—91)/ (r\/aZ—TQ—TZCot’y)dr
0

asinvy
(6,6, (a®? —712)32  r3coty
0
bulunur. Ust sinirda a® — a? sin? y = a? cos® v ve cosy > 0 oldugundan (a? — %)%/ = a® cos® v dur.

Ayrica sin® y cot v = sin? +y cos v 'dir. Boylece

3
Via,v) = (0, —0;) %(1 — cos® v — sin? v cos )
a3
= (6, —06,) 3 (1 —cosv)

olur; son adimda
cos® v + sin? v cosy = cosy (cos? y + sin? v) = cos~y

esitligi kullanilds.
v = /2 durumu. Bu kez bilge 0 < r < a,0 < z < Va? — r2 ile verilir ve

3

V(e 3) =0~ [ rVaTrdr=6,-0)
0

bulunur. Bu, formiiliin cos(m/2) = 0 igin verdigi degerdir.
m/2 < v < 7 durumu. K (a,) bélgesi, K(a,n/2) ile

L={(p,0,0)|0<p<a,b, <0<0,,7/2<¢<~}

bolgesinin birlesimidir ve ikisi yalniz xy-diizleminin bir parcasinda, yani hacmi sifir olan bir kiimede
Ortiigiir. z = —z yansimasi ¢ agisini ™ — ¢ agisina gotiriir. Bu yansima L'yim — v < ¢ < /2 ile verilen
M bélgesine, yani K (a,m/2) den K (a,m™ — v) ¢tkarihinca kalan par¢aya gétiiriir (v = 7 ise K (a,0) bir
dogru parcasidir ve hacmi sifirdir).

L ile M ’nin hacimleri esittir. Gercekten, v < 7 ise ilk durumdaki hesaptay yerinem — ~y alimincap > m —
v kosulunun z < r cot(m — ) demek oldugu gériiliir. Bu yiizden M, silindirik koordinatlarda 6; < 6 <
05,0 <71 <a,0<z<h(r) ile verilir; burada h(r), Va? — r? ile r cot(m — ) saylarimn kiigigidiir
(y = 7 ise h(r) = Va2 — r2). Yansima yalniz z nin isaretini degistirdiginden L de ayni 0 ve r aralikla-
riyla —h(r) < z < 0 bigiminde yazilir. Teorem 7.1 ile iki bélgenin hacmi de
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J

olur. 0 < m — v < /2 oldugundan énceki iki durumdan

0, ra
/ h(r)rdrdf
0

1

Ve, =Vla3)+|Vie3) ~ Vier—2)
CL3
= (03 —0,) 3[2 — (1 = cos(m —))]
a3
= (6, — ;) 5 (1 - cos)

elde edilir; burada cos(m — ) = — cos~y kullanild.
2. adim: kamanin hacmi. p < a ve ¢; < ¢ < ¢, kosullarryla verilen bélge, K (a, ¢, ) den K(a, ¢;)

ctkarilinca kalan bolgedir (¢, = 0O ise ¢ikarilan kiime bir dogru parcasidir ve hacmi sifirdir). Hacmi
3
a

V(a, )~ V(a, 6,) = 5 (cos gy — cosy) (6, — 6))

olur. Kama da a = p, i¢in bu bolgeden a = p, i¢in olanin ¢ikanilmasiyla elde edilir (p; = 0 ise hicbir sey
ctkarilmaz). Farki almak (3) ‘i verir.

3. adum: ortalama deger. Ortalama Deger Teoremi’ni (bkz. Analiz 2) t + t3 fonksiyonuna [py, p,]
aralginda uygularsak bir p € (py, py) icin

p3 — 3 =3p>(py — p1)
bulunur. Ayni teoremit - — cost fonksiyonuna [¢,, ¢] araliginda uygularsak bir ¢ € (¢, b5) icin
COS () — COS ¢y = sin ¢ (62 — ¢1)

bulunur. Bu iki esitlik (3) ‘te yerine yazilinca (4) elde edilir.
|

Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katl Integral

Bir cismi kii¢iik kiiresel kamalara béliip her parcanin hacmi i¢in (4)‘ti kullanarak ii¢ kath integralin kiiresel
koordinatlardaki bi¢imine ulagiriz.

Teorem 8.1 (Kiiresel Koordinatlarda U¢ Kath Integral). (i) E,a<p<b a<0<p,c<¢<d
kiiresel kamasi ve f, E iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

d B b
//Ef(:r,y,z)dV:/c/a/af(psind)cos@,psinqi)sin@,pcosgb) %)
-p?singdpdfde

olur.
(ii) Daha genel olarak o < B < av+ 2w ve 0 < ¢ < d < 7 olsun; g, ve gy, [v, 5] X [c, d] dizerinde siirekli ve
0 < g, < gy olan fonksiyonlar olsun.

E={(p,0,¢)|a<0<p,c<dp<dg(0,¢) <p<gy(0¢)}
ve f, E iizerinde siirekli ise (5) formiilii, p’nun siirlart g,(0, ) ve g5(0, @) alinarak gecerlidir.

ispat.
(i) p9¢-uzayinda B = [a,b] X [a, 8] X [e, d] kutusunu ve

F(p,0,¢) = f(psin ¢ cosf, psin ¢sin b, pcos @) p? sin ¢

Acik Matematik - acik-matematik.com 163 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/rolle-ve-ortalama-deger-teoremi.html#thm-ortalama-deger
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

164 Béliim 8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

fonksiyonunu alalim. F, B iizerinde siireklidir. Bu yiizden B iizerindeki ii¢ katli integrali vardir ve Fubini
Teoremi’ne (Teorem 6.1) gore (5) ‘in sag yanindaki ardisik integrale esittir. O halde fffE fdv = fffB Fdv
oldugunu gostermek yeter.

Bélme. [a, b], [a, B], [c, d] araliklarini sirastylal, m, n es parcaya bolelim. Boliim noktalari p;, 0, ¢y, parca
uzunluklart Ap, A8, A¢ olsun. B kiigiik Bz-jk kutularina, E de p = p, kiireleri, 0 = Hj yari diizlemleri
ve ¢ = ¢, yari konileriyle kiigiik E; ;. kamalarina aynlir. Kamalar yalniz sinir yiizeyleri boyunca, yani
hacmi sifir olan kiimelerde ortiisiir. Ug katl integral bolgeye gore toplamsal oldugundan (bkz. Onerme

6.1, (iii))
I m n
//Ede: > Z;//Eijkfdv

i j=1

olur.

Ornek noktalar. Lemma 8.1 uyarinca V(E;;,) = pi sin bp Ap AO AP olacak bigimde p; € (p;_y,p;) ve
by € (dp_1, Pp) sayilari vardwr. Lemmamin ispatinda p; yalniz p araligindan, ¢y, yalniz ¢ araligindan bu-
lundugu igin bu sayilar j’ye bagh degildir. 0, [0;_,,0;] arahiginin orta noktast olsun. Q, 1, = (p;, 0;, ¢,)
noktast B, ;. kutusunda, kiiresel koordinatlari bu ii¢ sayi olan F,;; noktasi da E;j;, kamasindadir. Buna

gore

S = f(By) V(B ) = Z F(Qj) Ap A§ Ad
%

75 .5,k

toplami, F’nin B iizerindeki bir Riemann toplamidir. F siirekli oldugundan I, m,n — oo iken S —
JIf, FdV olur.

Tahmin. € > 0 verilsin. E kapali ve simirl, f de E iizerinde siirekli oldugundan f diizgiin siireklidir
(Heine—Cantor Teoremi, bkz. Analiz 4). Yani 6yle bir 6 > 0 vardwr ki E’nin| P — P’ | < ¢ olan her P, P’
noktasii¢in | f(P) — f(P’) | < € olur. Ayni kamadaki iki noktay: énce bir isin boyunca (uzunluk en ¢ok
Ap), sonra 0 sabitken yaricapt en ¢ok b olan bir cember yayr boyunca (uzunluk en ¢ok b A¢), sonra ¢
sabitken yarigapt en ¢ok b olan yatay bir cember yayr boyunca (uzunluk en ¢ok b A@) birlestirebiliriz. Iki
nokta arasindaki uzaklik bu yolun uzunlugunu asmadigindan

|P—P' |<Ap+bAp+bAS

olur ve I, m,n yeterince biiyiikken bu say: 6°dan kiigiiktiir. O zaman E,;;, iizerinde f(F,;,) —e < f <
f(ij) + € olur ve integralin karsilastirma 6zelligi (bkz. Onerme 6.1, (ii)) ile

,

‘// faV — f(B) V(B )| < e V(B )
E;jk

elde edilir. Bu esitsizlikleri toplarsak UffE fdv — S’ < eV(E) buluruz.
Sonug. I,m,n — oo iken S — fffBFdV oldugundan son esitsizlik UffEde— fffBFdV‘ <

e V(E) verir.€ > 0 keyfi oldugundan iki integral esittir.
|

(ii) i¢in ispatin fikri.

b sayisi gy ’nin en biiyiik degeri olsun. E bélgesi0 < p < b, o < 0 < B, ¢ < ¢ < d kamasinin igindedir.
f’yi E’nin disinda 0 diye tamimlayip (i) ‘yi bu kamaya uygularsak, sabit (8, ¢) icin p’ya gore i¢ integralde
fonksiyon yalniz g, (0, ¢) < p < g4(0, ¢) arahginda sifirdan farklidir ve (ii)'deki formil ¢ikar. Ancak
sifirla genisletilen fonksiyon E ’nin sinir yiizeylerinde siireksizdir. (i) deki ispatin bu fonksiyona uyarlan-
masi, sinira degen kiiciik kamalarin toplam hacminin sifira gittigini gostermeyi gerektirir. Bu adim, genel
bolgelerdeki Fubini teoreminde oldugu gibi ileri analizin konusudur.

Yani kiiresel koordinatlara gegerken ti¢ sey yapilir: f’nin i¢inde x, y, z yerine (1) yazilir; sinirlar p, 6, ¢
cinsinden yazilir; dV yerine

dV = p?singdpdfdo
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8.4 Kiiresel Koordinatlarda Ug¢ Katli Integral 165

konur. Bu ifadeye kiiresel koordinatlarda hacim elemani denir. p? sin ¢ > 0 carpani, kutupsal koordi-
natlardaki (Teorem 3.1) ve silindirik koordinatlardaki (Teorem 7.1) 7 ¢carpaninin karsiligidir. Bir sonraki
bolimde bu ii¢ carpanin da birer Jacobi determinanti oldugunu gorecegiz (bkz. Teorem 9.2).

(i)‘de F stirekli oldugundan Fubini Teoremi’'ne gore alt1 integrasyon sirasi da ayni sonucu verir. (ii)‘de ise
p’nun sinirlari 6 ve ¢’ye bagh oldugundan p’ya gore integral en icte alinmalidir.

O Kiiresel koordinatlarda ti¢ katli integral dort adimda

1. Cismi ¢iz; onu sinirlayan kiireleri, konileri ve z ekseninden gecen diizlemleri belirle.

2. Sinir yiizeylerini kiiresel koordinatlarda yaz: x2? + y? + 22 = p?, z = pcos¢ ve x% +y% =
p? sin? ¢ kisaltmalarini kullan.

3. Sinurlar1 kur: 6nce #’nin ve ¢’nin aralifini bul; sonra sabit (6, ¢) i¢in orijinden ¢ikan 1g1nin cisme
girdigi ve cisimden ¢iktig1 p degerlerini bul.

4. f’de (1)1 yerine yaz, dV yerine p? sin ¢ dp df d¢ koy ve ardisik integrali hesapla.

Qrpek 8.4 (Topun Hacmi). a yarigapli topun hacminin %7['(13 oldugunu kiiresel koordinatlarla goste-
riniz.

Cozim.
Merkezi orijine koyalim. Siir p = a kiiresidir ve top

E={(p,0,90)|0<p<a,0<0<2r,0< ¢ <7}

kiiresel kamasidir. Hacim f = 1 fonksiyonunun integrali oldugundan (5) ile

V:///EdV:/Oﬂ/()%/oapzsinqﬁdpdedqﬁ

olur. Sinirlar sabit ve integrand p? ile sin ¢’nin carpimi oldugundan ardisik integral iic tek katli integ-
ralin ¢arpimina ayrilir:

v ([Fanoas) ([Tan) ([ 0] <202 <

Burada ilk carpan [— cos ¢]§ =1 — (—1) = 2’dir.
|

Ornek 8.5 (Birim Topta Bir Ustel Integral). B = {(z,y,2) | 22 + y* + 2? < 1} birim topu olmak

uzere
/// e(z2+y2+22)3/2 dV
B

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
B’nin siir1 bir kiire oldugundan kiiresel koordinatlara geceriz:

B={(p,0,¢)|0<p<1,0<60<2m,0< ¢ <7}

Ayrica 22 + y? + 2% = p? oldugundan (22 + 3 + 22)3/2 = (p?)3/2 = p3 olur. (5) ile

I 27 1
/// @+ +2)Y2 gy — / / / e’ p?sin g dp db dg
B o Yo Yo
™ 2w 1
= (/ sinq§d¢) (/ dH) (/ p2€p3 dp)
0 0 0

bulunur. {lk iki ¢arpan 2 ve 2’dir. Ugiinciisiinde u = p?, du = 3p? dp degisken degistirmesiyle
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1 1 ! 1
/Ope o 3/06 u 3(6 )

/// @222 s 9 on €T 1 _dr (e—1)
B 3 3

olarak bulunur. Ayni integral dik koordinatlarda boliimiin bagindaki ardisik integral biciminde yazilirds;
integrandin z’ye gore ilkeli bile kolayca bulunamadigindan o yoldan elle hesaplamak son derece gii¢
olurdu.

|

olur. Sonug

Simdi dort adimlik regeteyi, sinirlarindan biri p’ya baglh olan bir cisme uygulayalim.

Ornek 8.6 (Koni ile Kiire Arasindaki Cismin Hacmi). z = y/22 + y? konisinin iistiinde ve 22 +
y? + 22 = z kiiresinin altinda kalan F cisminin hacmini kiiresel koordinatlarla bulunuz.

Sekil 8.5: z=(x* + y?) konisinin iistiinde ve x* + y* + z* = z kiiresinin altinda kalan E cismi. Kiire orijinden
gecer, merkezi (0, 0, 1/2), yaricap1 1/2'dir; kesikli ¢izgi kiirenin cisme girmeyen alt kismidir. Koni ile z
ekseni arasindaki ac1 7/4'tiir.

Coziim.
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8.4 Kiiresel Koordinatlarda Ug¢ Katli Integral 167

1. adim: cisim. Kiire denklemini tam kareye tamamlarsak z? + y? + (z — %)2 = }L olur. Kiire, merkezi

(0,0, %) yaricapl % olan ve orijinden gecen kiiredir. Cisim, tepesi orijinde olan bir koninin iistiine
oturmus bir kiire kapag: gibidir.

2. adim: yiizeylerin denklemleri. Kiirenin denklemi p? = p cos ¢ olur. p = 0 yalniz orijini verdiginden
ve orijin de asagidaki denklemi sagladigindan kire

p = Cos ¢

denklemiyle verilir. Koninin denklemi ise

pcos ¢ = +/p?sin? ¢ cos?  + p? sin? $sin2 6 = psin ¢

olur. Buradan sin ¢ = cos ¢, yani ¢ = /4 bulunur (Onerme 8.2 ile de ayn1 sonug).

3. adim: sinirlar. Koninin tstiindeki noktalar z eksenine daha yakindir, yani 0 < ¢ < 7/4’tir. Cisim
z ekseni etrafinda tam bir doniis yaptigindan 0 < 6 < 27’dir. Sabit bir (6, ¢) i¢in orijinden ¢ikan 151n
cisme orijinde girer ve kiireden p = cos ¢’de ¢ikar. Boylece

E={(p6,6)|0<0<2m,0<6<7/4,0<p < cosg}

olur.
4. adim: hesap. p’nun st sinir1 ¢’ye baglh oldugundan 6nce p’ya, sonra ¢’ye, en son §’ya gore integral

aliriz:
27 pm/4 pcose
V(E) = / / / p’singdpdgdd
0o Yo 0

27 /4 p3 p=cos¢
:/ da/ sin ¢ [—1 do
0 0 3 _
p=0
w/4
2 /4 9 4
:?ﬂ-/o sin¢cos3d)d¢=§l—coz ¢] .

0

cos(m/4) = v/2/2 oldugundan cos*(7/4) = 4/16 = 1/4’tiir. Buna gére

27 1 1 27 3 T
Vi) = _<_1_6 4) )

3 316 8
bulunur. Asagidaki sekil, bu ardigik integralin cismi nasil taradigini gdsterir.

once p: 0 — cos @ sonra ¢: 0 — 7/4 enson 6: 0 — 2m

z z z
A

p=cos ¢

¢ ¢ =m/4

Sekil 8.6: Ardisik integralin cismi taramasi. Once ¢ ve 0sabitken p, 0'dan kiire iizerindeki cos ¢ degerine
gider ve bir dogru parcas: ¢izer. Sonra 0 sabitken ¢, 0'dan 7/4'e gider ve bu parcalar bir yar1 diizlem
dilimini doldurur. En son 6, 0'dan 27'ye gider ve dilim z ekseni etrafinda dénerek cismin tamamini tarar.
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168 Béliim 8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

Sik yapilan hatalar

« p?sin ¢ carpanimi unutmak: dV, dp df d¢ degildir.
+ ¢’yi0’dan 27’ye almak: ¢ yalniz 0 ile 7 arasinda degisir; tam bir top i¢in 0 < § < 27,0 < ¢ < 7'dir.
« Sinir1 bagka bir degiskene bagli olan p’yu dis integrale koymak.

8.5 Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar koordinat dontisimlerinden baslayip cisimleri tarif etmeye ve kiiresel koordinat-
larla integral hesabina dogru ilerler.

Alistirma 8.1 (Kiiresel Koordinatlardan Dik Koordinatlara). Kiiresel koordinatlari (6,0, 57/6) olan
noktanin dik koordinatlarimi bulunuz ve noktanin uzaydaki yerini tarif ediniz.

Coziim.
p=6,0=0,¢=>5r/6dwr sin(57/6) = 1/2 ve cos(57/6) = —/3/2 oldugundan (1) ile

1
m:6-§~0050:3, y=6:--sin0 =0,

z2=26- (?) =-3V3

bulunur. Nokta (3,0, —3+/3)’tiir. # = 0 oldugundan nokta zz-diizleminin z > 0 yarismdadir. ¢ =
5m/6 > /2 oldugundan zy-diizleminin altindadir ve negatif z ekseniyle 7 — 57/6 = 7/6 ac1 yapar.
Kontrol: 9 + 0 + 27 = 36 = 62 = p2.

|

Alistirma 8.2 (Dik Koordinatlardan Kiiresel Koordinatlara). Dik koordinatlari (1, —/3,2/3) olan
noktanin kiiresel koordinatlarini bulunuz.

Coziim.
(2)den

2
p=Vv1+3+12=4, cosp = —— =

w
[\
&

4
olur ve 0 < ¢ < 7 oldugundan ¢ = 7/6’dir. Buna gore psin¢ = 4 - % = 2°dir ve (1)‘den

z 1 . y V3

9: = - 9: —_
08 psing 2’ - psin ¢ 2

bulunur. Kosiniisii pozitif, siniisii negatif olan a¢1 dérdiincii bolgededir: § = 57/3. Noktanin kiiresel
koordinatlar1 (4,57 /3, 7/6)’dir. (6 yerine —m/3 de yazilabilir.)
|

Alistirma 8.3 (Ikinci Dereceden Bir Denklemin Yiizeyi). p? —3p+ 2 = 0 denklemiyle verilen
ylzeyi sozle tarif ediniz.

Cozim.

Denklem (p — 1)(p — 2) = 0 bi¢iminde ¢arpanlarina ayrilir. O halde bir nokta yiizeydedir ancak ve
ancak p = 1 ya da p = 2 ise. Onerme 8.2 uyarinca yiizey, merkezleri orijinde ve yaricaplar 1 ile 2
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8.5 Aligtirmalar 169

olan iki es merkezli kiireden olusur. Dik koordinatlarda bunlar 2 + y? + 22 = 1vez2 + y? + 22 =4
kireleridir.
|

Alistirma 8.4 (Paraboloidin Kiiresel Denklemi). z = x? + 32 paraboloidinin denklemini kiiresel
koordinatlarda yaziniz.

Cozim.
z = pcos ¢ ve 22 + y? = p? sin? ¢ yazilinca denklem

pcos ¢ = p?sin? ¢
olur. p = 0 yalniz orijini verir. p # 0 ise iki yan1 p’ya bélerek
psin? ¢ = cos ¢

buluruz. Orijin de bu denklemi ¢ = /2, p = 0 ile sagladifindan paraboloidin tamamu bu denklemle
verilir. ¢ = 0 denklemi saglamaz (0 = 1 olurdu); z ekseninin orijin digindaki noktalar1 gergekten
paraboloidin iizerinde degildir. 0 < ¢ < 7/2 icin denklem p = cos ¢/ sin? ¢ = cot ¢ csc ¢ biciminde
de yazilabilir. (¢ > /2 icin sag yan negatif, sol yan ise negatif olmayan bir say1 olurdu; bu, paraboloidin
zy-diizleminin altina inmedigini séyler.)

|

Alistirma 8.5 (Esitsizliklerle Verilen Bir Cisim). p < 2, p < csc ¢ esitsizlikleriyle verilen cismi tarif
ediniz ve ¢iziniz.

Coziim.

p < 2 kosulu, merkezi orijinde olan 2 yarigapl topu verir. 0 < ¢ < 7 i¢in p < csc ¢ kosulu psin ¢ <
1, yani 7 = y/x2 4+ y? < 1 demektir; z ekseninin noktalar1 da (r = 0) bu kosulu saglar. Bu, z ekseni
etrafindaki 1 yaricapl dolu silindirdir. Cisim, topun silindirin i¢inde kalan kismidur.

Silindir yiizeyi 7 = 1 ile kiire p = 2, 22 = 4 — 1 = 3 olan yerde, yani z = 4++/3 cemberlerinde kesisir.
Bu ¢emberlerde sin ¢ = 1/2 oldugundan ¢ = /6 ve ¢ = 57/6°dir. Buna gore

+ 0<¢p<7/6yadabn/6 < ¢ < miken cscd > 2 oldugundan sinir p = 2 kiiresidir (iist ve alt
kapaklar),
« /6 < ¢ < 57/6 iken csc ¢ < 2 oldugundan sinir p = csc ¢ silindiridir (yan yiizey).

Cisim, z = —/3 ile z = /3 arasinda 1 yaricaph bir silindir ve iistiine ve altina eklenmis birer kiire
kapagidir.
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170 Béliim 8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

z=43

psingp=1

Sekil 8.7: p <2, p < csc ¢ cismi: 2 yarigapli topun (kesikli) x* + y* < 1 silindiri i¢inde kalan kismi. Yan
yiizey p sin ¢ = 1 silindiri, alt ve iist kapaklar p = 2 kiiresinin parcalaridir; ikisi z = V3 ¢emberlerinde,
yani ¢ = 71/6 ve ¢ = 571/6'da birlesir.

Alistirma 8.6 (Kiire icinde ve Koni Disinda Kalan Cisim). 2 + y2 4 22 = 4z kiiresinin icinde ve
z = /2% + y?2 konisinin disinda kalan cismi kiiresel koordinatlarda esitsizliklerle tarif ediniz.

Coziim.

Kiirenin ici 22 + y? + 22 < 4z, yani p? < 4p cos ¢ demektir. p > 0 i¢in bu p < 4 cos ¢ olur; orijin de
bu kosulu saglar. Kiire p = 4 cos ¢’dir: merkezi (0,0, 2), yaricap1 2 olan ve orijinden gecen kiire. p >
0 oldugundan cos ¢ > 0, yani ¢ < 7/2 olmalidir.

Koni ¢ = 7/4 yar1 konisidir. Koninin dis1 z < y/22 4 y2, yani p cos ¢ < psin ¢ demektir; [0, 7] arali-
ginda bu ¢ > /4 kosuluna denktir. Cisim z ekseni etrafinda tam déniig yaptigindan

E={(p6,¢)|0<6<2m71/4<¢<m/20< p<dcosd}

bulunur.
| ]

Alistirma 8.7 (integralden Cisme).
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w/4 27 psec
/ / / p?sinpdpdfde
0 o Yo

integraliyle hacmi verilen cismi tarif ediniz ve integrali hesaplayiniz.

Coziim.

Integrand p? sin ¢ oldugundan integral bir cismin hacmidir. p < sec ¢ kosulu pcos¢ < 1, yani z < 1
demektir. 0 < ¢ < 7/4 kosulu ise noktanin z = y/22 + y? konisinin iistiinde oldugunu séyler. 6 tam
doniis yaptigindan cisim, tepesi orijinde, ekseni z ekseni, yiiksekligi 1 ve tabani z = 1 diizlemindeki 1
yaricapli daire olan dik dairesel konidir.

Hesap i¢in 6nce

buluruz. Buna gore integral

1 [™* sing
o -~ ik
i 3/0 cos3 ¢ ¢

olur. u = cos ¢, du = —sinpd¢ ile [ sin¢ cos 3 pdp = m + C oldugundan

/vr/4 e [ 1 r/“_ 11 1
o cos®¢o 2 cos? ¢ o 2.2 2 2
1

ve sonug 27 - % c5 = %’tﬁr. Bu, koninin hacim formiila %m"Qh’de r = h = 1 alinarak bulunan degerle
aynidir.
||

Alistirma 8.8 (Koni ile Kiire Arasinda Bir Integral). E, ¢ = 7/3 konisinin {istiinde ve p =1
kiiresinin altinda kalan cisim olmak iizere [ff 5 y?2? dV integralini hesaplaymiz.

Cozim.
Cisim

E={(p,0,¢)|0<0<2m,0<$<7/3,0<p<1}
kuresel kamasidir. (1) ile
y?2? = p?sin? ¢sin? 0 - p? cos? ¢ = p* sin? ¢ cos? P sin? §

olur. p? sin ¢ ile garpinca integrand p° sin® ¢ cos? ¢ sin? @ olur ve sinirlar sabit oldugundan integral ii¢
carpana ayrilir:

///Ey222dV: (/Owain29d0> (/Oﬂ/3sin3¢cos2¢d¢> (/Olpﬁdp)

e . 29 1—cos20 5. S . 15 3o F1oc = _ _
Birinci carpan sin®§ = ~=3*=* ile 7'dir. Ugiincii carpan 7’dir. Ikinci carpanda u = cos @, du =

—sin ¢ d¢ alalim; sin? ¢ = 1 — u? olur ve ¢, 0’dan 7/3’e giderken u, 1’den %’ye gider:

/3 1 ud u® 1
/ sin3¢cos2¢d<b:/ 1—u)uldu= | — — —
0 1/2 3 b 1/2

_(171>7(171)_64717_47
“\3 5 24 160/ 480 480 480’

Sonug
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172 Béliim 8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

47 1 477
224V =7 s = T
///Eyz TU480 7 3360

olarak bulunur.
| ]

Aligtirma 8.9 (Koni ile Kiire Arasindaki Cismin Agirlik Merkezi). Koni ile kiire arasindaki cismin
hacmini buldugumuz 6rnekteki (Ornek 8.6) E cisminin yogunlugu sabit olsun. Cismin kiitle merkezini
(agirlik merkezini) bulunuz.

Cozim.
Yogunluk sabit oldugundan kiitle merkezi agirlik merkezidir ve koordinatlar z = > f I f xdV,y=

v I[ f ydV,z =+ [[[_2zdV ile verilir (bkz. U¢ Kath Integraller). Ornekte V = 7/8 bulunmugtu
T = psmd)cos@ ve f cos§dfd =0 oldugundan fff zdV =0, yani £ = 0’dir. Ayn1 nedenle
( f sinfdf =0)y = 0 dir. Bu, cismin z ekseni etraﬁnda simetrik olmasinin sonucudur.

z = pcos ¢ ile

27 pm/4 pcose
///dez/ / / pcosd - p?singdpdepdd
E o Jo 0

/4 p cos ¢ o [T/
= 27r/ cos¢psing | — d¢ = —/ cos® ¢sin g do
0 4 2J,

0
/4
o cos® /_7r 1(1 1)_771'
2 6 2 6 8) 96
0

bulunur; burada cos® (7/4) = (v/2/2) = 1/8 kullamild1. Buna gére

Tw/96 _7-8 T
/8 96 12

Z =

ve agirlik merkezi (0,0, 7/12)’dir. Cisim 0 < z < 1 arasinda uzandigindan ve genig kismu tistte oldu-
gundan z’nin 1/2’den biiyiik ¢ikmasi beklenen bir sonugtur.
u

Alistirma 8.10 (Kiireden Kesilen Dilim). a yaricaph bir kiireden, bir ¢ap boyunca kesisen ve
aralarindaki a1 7/6 olan iki diizlemle kesilen kii¢iik dilimin hacmini bulunuz. Silindirik ya da kiiresel
koordinatlardan uygun olan: kullaniniz.

Coziim.

Kiirenin merkezini orijine, ortak ¢cap1 da z eksenine yerlestirelim. z ekseninden gecen bir diizlem iki yar1
diizlemden olusur: § = ¢ ve § = ¢ + 7. Diizlemlerden birini § = 0 ve § = 7 yar1 diizlemleri, digerini
0 = /6 ve 0 = T /6 yar1 diizlemleri olarak secebiliriz. Bu iki diizlem topu dért dilime ayirir: ikisinin
agis1 /6, ikisininki 57 /6’dir. Kiigiik dilim

{(p,0,9) |0<p<a,0<0<7/6,0<¢<m}

kiiresel kamasidir. Smurlari kiire ve yari diizlemler oldugundan kiiresel koordinatlar en uygunudur:

/6 3
/ //p smgzﬁd,odd)de—;—r ~%=%.

Kontrol olarak bu, top hacminin 7;—/7? = 51d1 15 %7‘('0, = -
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Alistirma 8.11 (Ardisik Integrali Kiiresel Koordinatlara Cevirme). Kiiresel koordinatlara gecerek
hesaplayiniz:

1 pVi—a? py/2—a2—y?
/ / / zydzdydzx.
0o Yo Va2+y?

Coziim.

Once bél eyi okuyalim. (z,y), z > 0,y > 0, 2 + y2 < 1 geyrek dairesinde degisir. z ise alttan z =
/22 + y2 konisiyle, iistten 22 + y2 + 22 = 2 kiiresinin iist yaristyla sinirhdir. Koni ile kiire 222 = 2,
yani z = 1, 22 + y? = 1 ¢emberinde kesisir; bu da ceyrek dairenin smiridir.

Kiiresel koordinatlarda koninin iistii 0 < ¢ < /4, kiirenin i¢i p < /2, birinci bélge de 0 < 0 < 7 /2
demektir. Bu kosullar 7 = psin ¢ < v/2 - ‘/75 = 1 kosulunu da kendiliginden saglar. Bolge

E={(p.0,¢)10<p<v2,0<0<7/2,0<¢<m/4}

kiiresel kamasidir. 2y = p? sin? ¢ cos 6 sin § oldugundan integrand p* sin® ¢ cos @ sin 6 olur ve integral

carpanlarina ayrilir:
/2 /4 V2
(/ sin 6 cos 9d0> (/ sin3 ¢ d(f)) (/ p* dp) .
0 0 0

(v2)°
5

. 2 .. .
Birinci carpan [%]M = %’dir. Uclincii ¢arpan = %ﬁ’tir. Ikinci carpanda sin® ¢ = (1 —

cos? ¢) sin ¢ yazarsak

/4 cos® ¢ /4 NG 1
'3¢d¢=l ¢+ ] =|l-—5+-=]|-(-1+3
/0\ sin COS 3 D) 12 ( 3)

0

2 5V2 8-5V2

“3 12 T T 12

bulunur; burada cos®(7/4) = (v/2/2)® = v/2/4 kullanild1. Sonug

1 8-5v2 4v2  (8—5V2)4v2  32V/2-40 4V2-5
12 5 120 a 120 15

[\

olarak bulunur (= 0,0438).
| ]

Alistirma 8.12 (Biitiin Uzay Uzerinde Bir Integral). Biitiin uzay iizerindeki genellestirilmis iic katl
integrali, merkezi orijinde ve yaricap1 R olan top tizerindeki integralin R — oo iken limiti olarak tanim-

layalim. Bu anlamda
/// z2 4+ 2 + 22 e~ (@ +y%+2°%) gy = o
R3

oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Bg, R yarigapli top olsun. v/z2 + 32 + 22 = p ve 22 + y% + 22 = p? oldugundan

™ 2m R R
/// pe”’2 dv = / / / pe"":)p2 singpdpdfde =2 - 27r/ p367"2 dp
B o Yo Yo 0

olur. Son integralde u = p?, du = 2p dp alalim:
R2
/ ue ™ du.
0

R 2
/ ple P dp =
0
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174 Béliim 8. Kiiresel Koordinatlarda U¢ Katli Integraller

Kismi integrasyonla [ue ™ du = —(u + 1)e”* + C olduundan
" . 1 2
/ p3e P dp = 3 [1 —(R*+1)e R ]
0

bulunur. R — oo iken iistel fonksiyon her polinomdan hizli bitytidiigii icin (R? + l)e’R2 — 0°dir
(genellestirilmis integraller i¢in bkz. Analiz 3). Bu yiizden integral %’ye yakinsar ve

1
/// Va2 42 + 2 @42 gy = lim 4r- -~ [1— (R2 4 l)e*Rz] =27
R3 R— 00 2
elde edilir.
|

Kutupsal, silindirik ve kiiresel koordinatlara gegerken her seferinde alan ya da hacim elemanina bir carpan
eklendi: 7, 7 ve p? sin ¢. Bir sonraki béliim Cok Katli Integrallerde Degisken Degistirme, bu ¢arpanlarin

ortak kaynagim gosterir: hepsi, koordinat déniigiimiiniin Jacobi determinantinin mutlak degeridir ve aym
formiil ¢ok daha genel doniisiimlerde de gecerlidir.
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9.1

9. Cok Katli Integrallerde Degisken
Degistirme

Tek degiskenli integralde degisken degistirme, karmasik goriinen bir integrali daha kolay bir integrale
cevirmenin en giiclii aracidir. z = g(u) yazip a = g(c), b = g(d) alirsak (bkz. Analiz 2)

b d d T
[ t@de= [ 1 (o) @du= [ £ (sw)5 du &)

olur. Buradaki dx /du carpani, u ekseninde kisa bir aralifin  ekseninde kag katina ¢iktigini dlger.
Iki katli integrallerde bir degisken degistirmeyi aslinda kullandik: kutupsal koordinatlar. x = rcos 8, y =

rsin 6 yazinca (Teorem 3.1)
// flz,y)dA = // f(rcosf,rsiné)rdrdf
R s

olur; burada S, rf-dizleminde R’ye karsilik gelen bélgedir. Bu béliimde ayni fikri genel déniistimlere
tasiyacagiz. Asil soru sudur: kutupsal formiildeki fazladan r ¢arpani nereden gelir ve baska bir dontisiimde
onun yerini ne alir? Cevap, dz/du tiirevinin iki ve ii¢ boyuttaki karsilif1 olan Jacobi determinantidur.

Diizlemde Doniisiimler

Degisken degistirmenin dili doniisiimlerdir; 6nce bir dontisiimiin noktalar1 ve bélgeleri nasil tagidigin
gorelim.

Tanim 9.1 (Doniisiim ve Goriintii). wv-dizleminin bir bélgesinden xy-diizlemine giden ve
ng(uav), y:h(u,v)

denklemleriyle verilen T'(u, v) = (x,y) fonksiyonuna bir doniigiim (transformation) denir. Bu denklem-
leri kisaca = = x(u,v), y = y(u,v) diye de yazariz. g ile h’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri
siirekliyse T’ye bir C! doéniisiim denir.

T(uq,vy) = (zq,y,) ise (x1,y;) noktasina (u,v;) noktasinin gériintiisii (image) denir. uv-diizlemin-
deki bir S kiimesinin biitiin noktalarinin gériintiilerinden olusan

T(S)={T(u,v) | (u,v) € S}

kiimesine S’nin goriintiisii denir.

Yani bir doniisiim, uv-diizlemindeki her noktay: xy-diizleminde bir noktaya, bir bélgeyi de biitiin olarak
baska bir bolgeye tasir. Analiz 4'te inceledigimiz R? — R? fonksiyonlarindan bir farki yoktur; burada
onlara bolgeleri tagiyan haritalar goziiyle bakiyoruz.

Tanim 9.2 (Bire Bir Doniisiim ve Ters Doniisiim). Farkli iki noktay: ayni noktaya gétiirmeyen bir 7'
déniigiimiine bire bir (one-to-one) doniisiim denir. T bire birse, her (z,y) = T (u, v) noktasini yeniden
(u,v) noktasma gétiiren bir ters doniisiitmii (inverse transformation) vardir ve bu déniisiim 7! ile
gosterilir. x = g(u,v), y = h(u,v) denklemleri u ve v igin ¢oziilebiliyorsa ters doniigiim

u=G(z,y), v=H(zy)

biciminde yazilir.
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176 Béliim 9. Cok Katli Integrallerde Degisken Degistirme

Yani T bire birse hi¢bir bilgi kaybolmaz: R = T'(.S) bélgesinin her noktasi S’nin tek bir noktasindan gelir
ve T~1 bizi o noktaya geri gotiiriir. Degisken degistirmede iki yénii birlikte kullanacagiz: bolgeyi T ile
uv-diizlemine tagiyacak, integrand ise 7 ile u ve v cinsinden yazacagiz.

Sekil 9.1: T dontsimi uv-dizlemindeki S bolgesini xy-diizlemindeki R = T(S) bolgesine, her (u;, )
noktasini da gériintiisii (x;, y;) noktasina gotiiriir. Tbire bir ise T geri doniisii saglar. Burada T(u, v) = (¥
-2, 2uv) alinmigtir.

Bir bolgenin goriintiisiinii bulmak i¢in biitiin noktalarimi tek tek tasimamiz gerekmez. Bu béliimde kulla-
nacagimiz siirekli ve bire bir déntisiimler bélgenin sinirinmi goériintiiniin sinirina gétiiriir; bu yiizden sinir1
tasimak yeterlidir.

@ Bir bolgenin goriintiisii ii¢ adimda

1. S’nin simirini parcalara ayir. Kenarlar: eksenlere paralel bir dikdortgende her kenar bir v = sabit
ya da v = sabit dogru parcasidur.

2. Her pargay1 z = g(u,v), y = h(u,v) denklemlerine koy. Kalan parametreyi yok ederek goriintii
egrisinin xy-denklemini ve araligini bul.

3. Gorunti egrilerinin sinirladig bolge R = T'(.S) dir. Egrilerin hangi tarafinin R oldugunu S’nin
icinden bir noktanin gorintiisiiyle kontrol et.

Ornek 9.1 (Birim Karenin Bir Kayma Altindaki Gériintiisii). S = [0,1] x [0, 1] birim karesinin
T = u + v, y = v dontsiimi altindaki gériintiisiinii bulunuz.

Coziim.
Kenarlar. Karenin dort kenarini sirayla tagiyalim.

«v=0,0<u<1 alt kenar1 i¢in = u, y = 0 olur: géruntil, = ekseni tzerinde (0,0) ile (1,0)
arasindaki dogru parcasidir.

«u=10<v<1sag kenar1 icin x =1+ v, y = v, yani £ = 1 + y olur: gérinti (1,0) ile (2,1)
arasindaki dogru pargasidir.

« v = lustkenariigcinz = u + 1,y = 1 olur: gériintii (1, 1) ile (2, 1) arasindaki yatay dogru parcasidir.

+ u = 0 sol kenar1 i¢in = v, y = v, yani y = z olur: gériintii (0, 0) ile (1, 1) arasindaki dogru parca-
sidur.

Bolge. Bu dort dogru parcasi, koseleri (0,0), (1,0), (2,1) ve (1, 1) olan paralelkenar: sinurlar:

Karenin merkezi (1/2,1/2)’nin goriintiisti (1,1/2)’dir ve 1/2 < 1 < 3/2 oldugundan gergekten R’nin
icindedir. Paralelkenarin tabani 1, yiiksekligi 1 oldugundan alani 1’dir; doniisiim karenin alanini degis-
tirmemistir. Bunun nedenini bir sonraki baslikta gorecegiz. B
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9.1 Diizlemde Do6niistimler 177

Kenarlar dogru parcasi olarak kalmak zorunda degildir; dogrusal olmayan bir doniisiim onlar1 egriltir.

Ornek 9.2 (Birim Karenin Parabollerle Simirli Gérintiisil). 2 = u? —v?, y = 2uv donisimii

altinda S = [0, 1] x [0, 1] birim karesinin gériintiisiinii bulunuz.

Cozim.

Karenin kenarlarma S, (alt), Sy (sag), S5 (uist) ve S, (sol) diyelim ve kareyi saat yoniiniin tersine
dolasalim.

S, kenari. v = 0,0 < u < 1licin x = u?, y = 0 olur. u, 0°’dan 1’e giderken = de 0°’dan 1’e gider: S, ’in
goriintiisii z ekseni tizerinde (0, 0) ile (1, 0) arasindaki dogru parcasidir.

S, kenart. u =1,0 < v <1igin

r=1—1% y=20
olur. Ikinci denklemden v = y/2 yazip birincide yerine koyarak v’yi yok edelim:

r=1-2

1 0<z<1.

Bu, (1,0)’dan (0, 2)’ye giden bir parabol yayidur.
S5 kenar. v = licin x = u? — 1, y = 2u olur; u = y/2 yazinca

parabol yay1 bulunur. u, 1’den 0’a inerken bu yay (0, 2)’den (—1,0)’a iner.

S, kenar1. u = 0 icin z = —v?, y = 0 olur: goriintii = ekseni iizerinde (—1,0) ile (0,0) arasindaki
dogru parcasidir.

Bolge. S’nin goriintiisii, z ekseniile z = 1 — y? /4 ve z = y? /4 — 1 parabollerinin sinirladigi bslgedir:

y? v’
R:{(ac,y)|0§y§2,Z—1§m§1—z}.
Kontrol i¢in karenin merkezini alahm: T'(1/2,1/2) = (0,1/2) ve y = 1/2 i¢in —15/16 < 0 < 15/16

oldugundan bu nokta R’nin icindedir. Kareyi saat yoniiniin tersine dolasinca R’nin smir1 da saat
yoniniin tersine dolagilir.

v (0,2)

(0, 1) S; 1,1)

(1,0) u

(-1,0) ' T(S,) (S;) ' (Lo x

Sekil 9.2: x = v* - V*, y = 2uv donisimi birim karenin S,, S,, S;, S, kenarlarini ayni renkteki sinir
parcalarina gotiiriir. Kare saat yoniiniin tersine dolagilinca R'nin sinir1 da saat yoniiniin tersine dolasilir.
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Kiiciik Bir Dikdortgenin Goriintiisii
Bir doniisiimiin integrali nasil etkiledigini anlamak i¢in 6nce alanlari nasil degistirdigine bakalim. En basit
durum, dogrusal doniistimlerdir.

Onerme 9.1 (Dogrusal Doniisiimde Alanin Degisimi). a, b, ¢, d, p, q sabitler olmak iizere
T (u,v) = (au+ bv + p, cu + dv + q)

olsun. T, kenarlari Au ve Av olan S = [ug, uy + Aul X [vy, vy + Av] dikdortgenini bir paralelkenara
gotiiriir ve bu paralelkenarin alani

| ad —be | Au Av
olur.

Ispat.

Goriintii bir paralelkenardiwr. S’nin her noktasi, 0 < s<1 ve 0 <t <1 olmak iizere (uq+
s Au, vy + t Av) bigimindedir. P = T (ug,v,) késesini ve a = (a,c), b = (b,d) vektorlerini alalim.
T ’nin bilesenleri dogrusal oldugundan

x = (aug + bvy +p) + sAua +t Avb,
y=(cug+dvg+¢q)+sAuc+tAvd
olur; vektér diliyle goriintii noktast P + s Aua + t Avb’dir. s vet, [0, 1] araligini taradik¢a bu noktalar
tam olarak P kosesinden ¢ikan Au a ve Avb vektéorlerinin gerdigi paralelkenar: tarar.

Alan. Diizlemdeki iki vektorii tigiincii bileseni O olan uzay vektorleri sayarsak, gerdikleri paralelkenarin
alani vektérel carpimlarinin uzunlugudur:

( Au{a,c,0) ) X ( Awv (b, d,0) ) = (ad — bc) Au Avk.

Bu vektorin uzunlugu | ad — be | Au Av’dir. m

Yani dogrusal bir déniigiim biitiin dikdértgenlerin alanini ayni | ad — be | oraninda biiyiitiir ya da kiigil-
tiir. Kayma 6rnegindeki (Ornek 9.1) z = u + v, y = v déniisiimiinde a = b = d = 1, ¢ = 0 oldugundan
ad — be = 1’dir; alanin korunmasinin nedeni budur.

Dogrusal olmayan bir doniisiim dikdortgeni egri kenarl bir bolgeye gotiiriir. Yine de kii¢tik bir dikdort-
gende doniisiim dogrusala ¢ok yakindir. Sol alt késesi (ug, vy ), kenarlart Au ve Aw olan kiigiik bir S
dikdortgeni alalim ve gériintiisine R diyelim. Tyi

r(u,v) = g(u,v) i+ h(u,v)j

konum vektérityle yazalim. S’nin alt kenar1 v = v, dogrusu tizerindedir; gortintiisti r(wu, vy) egrisidir ve
bu egrinin (zy, yy) = T (ug, vy) noktasindaki teget vektorii

Oz . Oy,

ru = gu(“Ova) i + hu(UO,UO)j = % i+ au-]
olur. Ayni bicimde sol kenarin (u = u,) goriintiisii olan r(u,, v) egrisinin teget vektorii

. . Oz, Oy,
r, = gv(“‘O:”O) 1+ hv(“‘O:’”O)J = % 1+ %J
olur. R’yi, (z, y,) kdsesinden ¢ikan

a =r(ug + Au,vy) —r(ug,v), b =r(ug, vy + Av) —r(ug,v0)

kiris vektorlerinin gerdigi paralelkenarla yaklagik olarak degistirebiliriz. Kismi tirevin tanimina gére

r(ug + Au,vy) — r(ug, vp)
Au—0 Au
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oldugundan a ~ Aur, ve ayni nedenle b ~ Avr, dir. Demek ki R, Aur, ve Avr, teget vektorlerinin
gerdigi paralelkenara yakindir.

r(u, vy)

(g5 vp) Au

Sekil 9.3: Kenarlar1 Au ve Av olan kiiciik S dikdortgeninin gorintiisii egri kenarli bir R bélgesidir. R, (x,,
¥o) kosesindeki Au r, ve Avr, teget vektorlerinin gerdigi paralelkenara (kesikli) yakindir. Burada T(u, v)
= (v - V%, 2uv), S=[1; 1,5] x [0,4; 0,8] alinmustir.

Bu paralelkenarin alanini vektorel ¢carpimla bulalim. R’nin alanina A A dersek
AA~| (Aur,) x (Avr,) | =|r, X1, |AulAv (2)

olur. Vektorel carpimi determinantla hesaplarsak

i j k
oz oy 4| _ (Or 0y Ox Oy
FuXTo = lou ou "1 =\ 5y 5y~ Bv du
9z Oy
ov Ov

bulunur. Parantez icindeki ifade, T' dontisiimiiniin Jacobi determinantidir (Jacobian; bkz. Analiz 4):

Ox Ox
8(x,y):%%:@@_%@ (3)
O(u,v) |0y Oy| OQudv v ou

ou Ov

Bu determinant adim1 Carl Gustav Jacob Jacobi’den (1804-1851) alir. Kismi tiirevlerden kurulan bu
determinantlar ilk kullanan Cauchy olmustu; onlar1 ¢cok katl integralleri hesaplamak i¢in bir yonteme
doniistiren ise Jacobi’dir. Bu gosterimle (2) yaklagimi

O(z,y)
O(u,v)

AA =~ ’ ‘Au Av (4)

bi¢imini alir; Jacobi determinanti (uy, v, ) noktasinda hesaplanur.

Yani Jacobi determinantinin mutlak degeri, 7 nin (ug, vy ) cevresinde alanlari kag katina ¢ikardigini soyler.
Bu, (1)‘deki dz/du ¢arpanimnin iki boyutlu kargiligidir. Dogrusal bir doniisiimde 9(z, y)/0(u,v) = ad —
be sabittir ve (4) yaklagimi tam esitlige déniigiir (Onerme 9.1).

Iki Katli Integralde Degisken Degistirme

Simdi (4) yaklagimini bir Riemann toplaminin her terimine uygulayarak degisken degistirme formiiliine
ulasiyoruz.
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180 Béliim 9. Cok Katli Integrallerde Degisken Degistirme

Teorem 9.1 (Iki Kath Integralde Degisken Degistirme). T, uv-diizlemindeki bir S bolgesini xy-
diizlemindeki bir R bolgesine gotiiren bir C1 doniisiim olsun: T(S) = R. R ile S I. ya da IL. tip bolgeler
(Tanim 2.2, Tamim 2.3) ya da ortak noktalari yalniz sinirlarinda olan sonlu sayida béoyle bélgenin birlesimi,
f de R iizerinde siirekli olsun. S’nin siniri disindaki noktalarda T' bire bir ve Jacobi determinanti sifirdan

farkliysa
J[ r@aa= [ 1 (stws ) ey

olur.

Au

Sekil 9.4: S bolgesi Au x Av boyutlu S;; dikdortgenlerine béliiniir; T bu 1zgarayi R iizerinde egri bir 1zgaraya
gotiiriir. Her Ry; parcasinin alani yaklasik [0(x, y)/o(u, v)| Au Av olur (burada T(u, v) = (u? - v? 2uv)).

Ispatin fikri.

Bélme. S’yi, kenarlari Au ve Av olan kiigiik S;; dikdortgenlerine bélelim ve yalniz tamamen S nin iginde
kalanlar alalim. S;;’nin sol alt kosesi (u;,v;), gorintisi R;; = T(S,;) ve (z;,y;) = T(u;,v;) olsun.
T', S’nin i¢ noktalarinda bire bir oldugundan R, ; parcalarinin i¢ kisimlari ortiismez. Bu parcalar, sinira
yakin ince bir serit disinda R’yi doldurur; hiicreler kiiciildiikce bu seridin alani sifira gider.

Her par¢canin alani. (4)‘e gore R, 'nin alam

(u;,v;)|Au Av

A(u,v) "

olur.
Toplam. iki katli integrali Riemann toplamiyla yaklasik yazarsak (Tanim 1.2)

//Rf(x,y) dA ~ zi:zf(xi’yj)AAij

~ sz (2 (i, v5),y(u;,v5) ) ’3(u ) (u,v5)|AuAv

bulunur. Son toplam, f ( z(u,v),y(u,v) )| (z,y)/0(u,v) | sirekli fonksiyonunun S iizerindeki bir
Riemann toplamidir. Au, Av — 0 iken bu toplam teoremin sag tarafindaki integrale, ilk toplam ise sol
taraftaki integrale yaklagir.

Eksik kalan adim. Biitin R;; parcalarinda yapilan “egri kenarli bolge yerine paralelkenar” hatalarinin
toplaminin da sifira gittigini gostermek gerekir. Bunun igin T 'nin kismi tiirevlerinin S iizerinde diizgiin
surekli oldugu kullanilarak her parcadaki hatanin Au Av’ye gire kiigiik oldugu, ayni anda biitiin parcalar
icin kanitlanir; bu tam ispat ileri analizin konusudur. ®
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9.3 Iki Katli Integralde Degisken Degistirme 181

Yani integrali z,y degiskenlerinden w,v degiskenlerine tasirken ¢ sey degisir: integrand
f (z(u,v),y(u,v) ) olur, bolge R’den S’ye geger ve alan elemani

d(z,y)

Bu, v) du dv

14 -|

olur. Bu, (1)‘deki tek boyutlu formiiliin tam karsiligidir: dz/du tiirevinin yerini Jacobi determinantinin
mutlak degeri alir. Tek boyutta mutlak degere gerek yoktu, ¢iinkii g azalansa integralin siurlar1 da yer
degistirir ve isaret kendiliginden diizelir. Cok katli integralde bolgelerin boyle bir yonii yoktur ve alan her
zaman pozitiftir.

flk uygulama olarak kutupsal koordinat formiiliiniin bu teoremin bir 6zel hali oldugunu gérelim.

Ornek 9.3 (Kutupsal Koordinatlar Bir Ozel Haldir). 0 <a <b ve 0 < 83— a < 27 olsun. R, zy-
dizleminde a <r <b ve a < 60 < f ile verilen kutupsal dikdortgen, f de R iizerinde siirekli olsun.
Degisken degistirme teoremini (Teorem 9.1) kullanarak

//Rf(x,y)dAz/j/abf(rcose,rsine)rdrdé?

oldugunu gosteriniz.

Sekil 9.5: x=rcos 6, y=rsin 0 déniigimu r0-dizlemindeki [a, b] x [a, B] dikddrtgenini xy-diizlemindeki
kutupsal dikdoértgene gotiriir: r = sabit dogrulari cember yaylarina, 6 = sabit dogrular: orijinden ¢ikan
1sinlara gider.

Coziim.
Doéniisitm. r6-diizleminden xy-dizlemine giden

z=g(r,§) =rcosf,  y=nh(r,0)=rsinf

déniisimi S = [a, b] x [a, 8] dikdortgenini R kutupsal dikdértgenine gotiiriir: » = sabit dogrular
cember yaylarina, § = sabit dogrular: orijinden ¢ikan 1sinlara gider.
Jacobi determinantu.

cosf —rsind
sinf rcosf

=rcos?f+rsin?6 = r.

Kosullar. S bir dikdortgendir. R’yi koordinat eksenleri boyunca keserek, her biri eksenlerin ayirdig:
dort bolgeden yalniz birinde kalan en c¢ok bes kutupsal dikdortgene ayirabiliriz; pargalarin ortak
noktalar1 yalniz sinirlarindadir. Her parca I tip bolgedir. Ornegin birinci bélgedeki bir parcada, z = ¢
diisey dogrusu tizerinde a < r < b kosulu da §’ya konan kosul da y i¢in birer aralik verir ve iki araligin
kesisimi yine bir araliktir; yani her diisey dogru pargay tek bir dogru pargasi boyunca keser. Oteki
bolgelerdeki parcalar bunlarin eksenlere gore yansimalaridir.
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S’nin i¢ noktalarinda 7 > a > 0 oldugundan Jacobi determinant: sifirdan farklidir. Ayni noktalarda r,
noktanin orijine uzakligy, 6 ise uzunlugu en ¢ok 27 olan agik bir araliktaki acis1 oldugundan (r, 6) cifti
(z,y) noktasindan tek tiirlii bulunur; yani T bire birdir. Stnirda bu kogullar bozulabilir (¢ = 0 ise r =
0 kenarinin tamami orijine gider), teorem buna izin verir.

Sonug. r > 0 oldugundan | d(z,y)/d(r,0) | = r’dir. Teorem 9.1 ve S dikdortgeni iizerinde Fubini
Teoremi (Teorem 1.2)

// f(:v,y)dA://f(rcos@,rsin@)rdrd@z/B/bf(rcosb’,rsiné’)rdrdﬁ
R s a Ya

verir. Bu, kutupsal koordinatlara gecis formilidiir (Teorem 3.1); kutupsal formiildeki fazladan r
carpani, kutupsal doniisiimiin Jacobi determinantidir. B

Simdi verilen bir dontistimle, zor bir bolgeyi basit bir bolgeye cevirelim.

Ornek 9.4 (Parabollerle Sinirli Bolgede Bir Integral). = = u? — v,y = 2uv degisken degistirmesini

kullanar ak
// Y
R

integralini hesaplayiniz. Burada R, x ekseni ile y? = 4 — 4z ve y? = 4 + 4x parabollerinin sinirladigy,
y > 0 olan bolgedir.

Coziim.

Bolge. y? = 4 — 4z denklemix = 1 — y?/4,y? = 4 + 4z denklemi ise * = y? /4 — 1 demektir. Demek
ki R, birim karenin gériintiisii olarak buldugumuz bélgedir (Ornek 9.2) ve T'(S) = R, S = [0,1] x
[0, 1]°dir. Degisken degistirmenin amaci da budur: S, R’den ¢ok daha basit bir bolgedir.

Bire birlik. T'(u,v) = (z,y) ise

(u? +0v2)? = (u® — v2)? + (2uw)? = 22 + 32
olur, yani u? 4+ v? = /x2 + y2’dir. Buna u? — v? = z esitligini ekleyip cikarirsak

u2_\/ac2+y2~|—x o VT2Hy?—x

B 2 ’ B 2
bulunur. u, v > 0 oldugundan w ile v, (z, y) noktasindan tek tiirlii belirlenir; T', S iizerinde bire birdir.
Jacobi determinanti.

2u —2v

— 402 2
% 2u = 4u” + 4v°.

Bu say1 yalmiz S’nin kdsesi olan (0, 0)’da sifirdir, bagka her yerde pozitiftir.
Integral. y = 2uv ve | (z,y)/0(u,v) | = 4(u? + v?) oldugundan Teorem 9.1

1 1 1,1
//ydAz/ /(2uv)'4(u2+v2)dudv:8/ / (udv + uv3) du dv
R o Jo 0o Jo
u=1
1[4 2,3 1
= / —U+UU] dv:/(2v+4v3)dv
0 _ 0

4 2
:[v2+v4]é:2

u=0

verir.
Kontrol. Ayni integrali dogrudan da hesaplayabiliriz. 0 < y < 2i¢in x, y? /4 — 1ile 1 — y? /4 arasinda
degistiginden
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Uygun Doniisiimii Se¢cmek

Onceki 6rnekte doniisiim bize verilmisti. Verilmediginde ilk is uygun bir déniigiim bulmaktir ve ipucu ya
integrandda ya da bolgededir.

Integrali zorlastiran sey integrandsa, onun iginde tekrar eden ifadeler (z + y, z — y, Ty gibi) yeni degisken
olmaya adaydir. Zorluk bolgedeyse, smir egrilerinin denklemleri v = sabit ve v = sabit bicimine girecek
sekilde yeni degiskenler secilir; boylece S basit bir dikdortgen ya da yamuk olur.

© Degisken degistirme bes adimda

1. Doniigiimii seg: integrandin ya da sinir egrilerinin bicimine bakarak u = u(z,y), v = v(z,y)
yeni degiskenlerini belirle.

. T"’yi bul: bu denklemleri z ve y i¢in ¢6z.

. Jacobi determinantini hesapla: 9(z, y)/9(u, v)’yi bul ve mutlak degerini al.

. S’yi bul: R’nin sinir egrilerini u ve v cinsinden yaz.

. Integrali hesapla: integrandi u, v cinsinden yaz, Jacobi carpaniyla carp ve S iizerinde ardisik
integral olarak hesapla.

Ul s W N

Ornek 9.5 (Bir Yamukta Ustel Integral). R, koseleri (1,0), (2,0), (0,—2) ve (0,—1) olan yamuk

olmak tizere
// elo+9)/(e—) A
R

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
1. Déniisiimit sec. e(**¥/(#=Y) fonksiyonunun z’e ya da y’ye gore ilkelini bulmak kolay degildir.
Usteki = + y ve © — y ifadeleri yeni degiskenleri 6nerir:

u=x+y, v=x—Y.

Bu denklemler zy-diizleminden uv-diizlemine giden 7! doniisiimiinii tanimlar.
2. T’yi bul. Denklemleri toplayip ¢ikarirsak

_u +v I
o2 D)
bulunur.
3. Jacobi determinantu.
zy) |3 5| 1 1 1 dz,y)| 1
O(u,v) |2 -3 4 4 2 o(u,v)| 2

4. S’yi bul. R’nin kenarlar1 y =0, x —y =2, x =0 ve x —y = 1 dogrulan tizerindedir. Bunlar1
sirayla u, v cinsinden yazalim:

« y=0iseu = ve v = ’tir, yani u = v;

ez —y=2isev =2;

« x =0iseu =yvev=—ydir yani u = —v;

ex—y=1lisev=1.

Baoylece S, koseleri (1,1), (2,2), (—2,2) ve (—1,1) olan yamuktur:
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S={(u,v) |1 <v<2, —v<u<v}

(-2,2) vi2 (2,2) (2,0)

-1,1) vl IR

Sekil 9.6: u=x+ y, v=x - yile R yamugunun her kenar1 S yamugunun ayni renkteki kenarina gider.
Tise x = (u+ v)/2, y= (u— v)/2 ile S'yi R'ye geri gotiiriir.

5. Integrali hesapla. (z + y)/(z — y) = u/v oldugundan Teorem 9.1
2 v 1 1 2
// @)/ (m—y) A = / e . = dudv = —/ [ve“/”]“f” dv
R —v 2 2 1 v
2 1

:%/1 (e—e‘l)vdvzi(e—6_1)~ :Z(e—e_l)

verir. Sayisal olarak bu deger yaklasik 1,763 tiir. m

N w

Sik yapilan ii¢ hata

« Mutlak degeri unutmak. Yamuk érneginde (Ornek 9.5) Jacobi determinanti —1/2’dir ama integ-
rale 1/2 girer; alan elemani negatif olamaz.

« Sinirlar1 doniistiirmemek. Yeni integralin simirlar1 R’yi degil S yi betimlemelidir.

+ Determinanti ters yonde kullanmak. Formiile 0(z,y)/0(u,v) girer. Elimizde 0(u,v)/0(z,y)
varsa formiile onun ¢arpmaya gore tersi girer (Onerme 9.2).

Regetenin ikinci adimi her zaman kolay degildir: u ve v’'yi , y cinsinden yazmak kolay oldugu halde
tersini ¢cozmek zahmetli olabilir. Neyse ki Jacobi determinantini ters doniisimden de hesaplayabiliriz.
Onerme 9.2 (Ters Doniisiimiin Jacobi Determinant1). U ileV diizlemde acik kiimeler, T : U — V bire

bir ve érten bir C* doniisiim, T~ : V. — U de C*! olsun. (u,v) € U ve (z,y) = T (u,v) olan her noktada
O(z,y) O(u,v)

O(u,v) 0(z,y)
olur. Ozel olarak iki determinant da sifirdan farklidir ve

o(z,y) 1

O(u,v) — 0(u,v)/d(z,y)

dir.

ispat.

Her (u,v) € U iginT~! ( T(u,v) ) = (u,v) esitligi vardur. Sag taraf birim doniisimdiir ve Jacobi matrisi
2 x 2 birim matris I dir. Zincir kuralina gore (bkz. Analiz 4) bileskenin Jacobi matrisi, Jacobi matrislerinin
carpimidir:
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Jpa(z,y) Jp(u,v) =1, (z,y) =T(u,v).
Iki matrisin ¢arpiminin determinanti determinantlarin ¢carpimina esit oldugundan
det Jp-1(z,y) - det Jp(u,v) =det I =1

olur. det Jp(u,v) = 0(x,y)/0(u,v) ve det Jp-1(x,y) = O(u,v)/0(x,y) oldugundan istenen esitlik
¢tkar. Carpimlar 1 oldugundan ikisi de sifir olamaz. ®

Yani ters doniisiimiin Jacobi determinanti, doniisiimiin Jacobi determinantinin ¢carpmaya gore tersidir; tek
degiskendeki dz/du = 1/(du/dz) kuralinin karsiligidir. Ornegin yamuk érneginde (Ornek 9.5) z ve y’yi
cozmeye gerek yoktu:

O(u,v) |1 1
1 -1

‘ =—-2 = =——.
Bu kural, ters dontisiimii agik¢a yazmanin zor oldugu yerde isi bityiik 6l¢iide kolaylagtirir.

Ornek 9.6 (Hiperbollerle Sinirli Bir Bolge). R, birinci bolgede 22 — y? = 1,22 — y2 = 9, zy = 2 ve
2y = 4 hiperbollerinin sinirladig1 bolge olmak iizere

//R(x2 +y?)dA

integralini hesaplayiniz.
Cozim.
Doniisiim. Sinir egrileri 22 — y? = sabit ve zy = sabit biciminde oldugundan

u=z2—1y>? v=2ay

alalim. Bu degiskenlerle R, 1 < u < 9ve 2 < v < 4 esitsizlikleriyle betimlenir; yani S = [1,9] x [2,4]
dikdortgenidir.

Sekil 9.7: u = x* - y?, v = xy degiskenleri birinci bolgedeki dort hiperboliin sinirladig: R bélgesini [1, 9]
x [2, 4] dikdortgenine gevirir.
Bire birlik. z,y > 0 olsun.
(22 +92)? = (22 — y?)? + 422y? = u? + 42
oldugundan z? + y? = Vu2 + 4v2’dir ve

o Vul+4v?+u o Vul+4v? —u
X :—, y e —
2 2
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bulunur. z ve y pozitif oldugundan (u, v)’den tek tiirlii belirlenir. Bu formiiller v > 0 iken C! olan bir
T doéntisimil verir; ama onu agtkc¢a kullanmamiza gerek kalmayacak.
Jacobi determinanti. Ters yondeki determinant kolayca bulunur:

0(u,v) |2z —2y
— = =227 4+ 2%
ozy) |y = ’
Ters déniisiim kuralina (Onerme 9.2) gore
9(z,y) 1

o(u,v)  2(x2 +y?)

olur. Burada z? + 2, (u,v)’nin bir fonksiyonu olarak diisiiniiliir; integranddaki z2 + y? ile aym
noktada hesaplandigindan birazdan sadelesecek.
Integral. Teorem 9.1

4 9
1
(z% +y?) dA:/ / (22 + %) ————~dudv
//R 2 N1 2(z* +y?)
4 99 1
://—dudv:—-8-2:8
5 J; 2 2

verir. Integrand, Jacobi carpaniyla tam olarak sadelesti; uygun secilen bir déniisiimiin giicii budur. m

Uc Kath Integralde Degisken Degistirme

Ayni fikir uzayda da isler. Tek fark, kiiciik dikdortgenlerin yerini kiiciik kutularin, paralelkenarlarin yerini
de paralelytizlilerin almasidir.
T, uvw-uzayindaki bir .S bélgesini xyz-uzayindaki bir R bolgesine

x:g(u’v3w)7 y:h(u’v3w)7 Z:k(u?v?w)
denklemleriyle gotiiren bir déniisiim olsun. T”nin Jacobi determinanti bu kez 3 x 3 bir determinanttir:

Oou Ov Ow
Oz,y,2) _ |0y 9y oy
O(u, v, w) du v dwl|
0z 0z 0z

du dv dw

(5)

Teorem 9.2 (U¢ Katli Integralde Degisken Degistirme). T, uvw-uzayindaki bir S bélgesini zyz-
uzayindaki bir R bolgesine gotiiren bir C' doniisiim olsun: T(S) = R. R ile S kapali, stnirli ve sinirlari
sonlu sayida diizgiin yiizey parcasindan olusan bolgeler, f de R iizerinde siirekli olsun. S’ nin sinir1 disgindaki
noktalarda T' bire bir ve Jacobi determinanti sifirdan farkliysa

//Rf(x,y,z)dV://sf(T(u,v,w) ) ‘%

olur. Burada f ( T'(u,v,w) ), f'de x, y, z yerine z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) yazilarak elde edilen
fonksiyondur.

du dv dw
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Ap T
—_—

AB =
y—— psin @ AB

Ap

Sekil 9.8: Kiiresel koordinat doniisiimii (p, 6, ¢)-uzaywndaki kiigitk S kutusunu bir kiiresel kama R 'ye gotiiriir.
Kamanin kenarlari yaklasik Ap, p sin ¢ A0 ve p Ap oldugundan hacmi yaklasik p® sin ¢ Ap A8 Ag'dir; bu
carpan Jacobi determinantinin mutlak degeridir.

Ispatin fikri.

Kiigiik bir kutunun gorintiisii. T'yi r(u,v,w) = i+ yj+ zk konum vektériiyle yazahm. Bir
kosesi (ug, vy, wy), kenarlart Au, Av, Aw olan kiigiik bir kutunun goriintiisi, iki boyuttaki akil yiiriit-
meyle, Aur,, Avr, ve Awr,, vektorlerinin gerdigi paralelyiizliiye yakindir.

Hacim. Bu paralelyiizliiniin hacmi karma ¢arpimin mutlak degeridir:

AV ~ |1, (r, xry,) |AulAvAw.

Karma ¢arpim, satirlani v, r,, r,, 'nin bilesenleri olan determinanttir. Bu determinant, (5)‘teki determi-

nantin satirlariyla siitunlarinin yer degistirmis halidir ve devrik almak determinant: degistirmez. Demek
ki

d(z,y, 2)

Bw,v,w) AuAv Aw

AV%‘

olur.

Toplam. S’yi kiiciik kutulara boliip bu yaklasimi her kutuya uygularsak, iki boyutta oldugu gibi, sag
taraftaki integralin bir Riemann toplami soldaki integrale yaklasir. Hatalarin toplaminin sifira gittigini
gostermek iki boyuttaki gibi ileri analiz gerektirir. B

Yani ti¢ boyutta hacim eleman1 dV = | 8(z,y, 2)/9(u, v,w) | du dv dw olur. Silindirik ve kiiresel koordi-
natlardaki formiiller bu teoremin iki 6zel halidir.

Ornek 9.7 (Silindirik Koordinatlarin Jacobi Determinanti). = = rcosf,y = rsinf, z = z silindirik
koordinat doéniisimiiniin Jacobi determinantini hesaplayiniz ve ti¢ katl integralde degisken degistirme
teoreminin (Teorem 9.2) silindirik koordinatlarda verdigi formiili yazimz.

Coziim.
Jacobi determinanti. Kismi tiirevleri (5)‘e yerlestirip determinanti son satira gore acalim:

cosf —rsinf 0 .
—a(m,y,z) = [sinf rcosd 0| =1- C(.)SH —rsing =
o(r,0,z) 0 0 1 sinf rcosf

Kosullar. R, rfz-uzayinda teoremdeki kosullar1 saglayan bir .S bolgesinin goriintiisii olsun; S’nin nok-
talarinda r > 0 olsun ve 6, uzunlugu en ¢ok 27 olan bir [«, 8] araliginda kalsin. S’nin i¢ noktalarinda
r > 0 oldugundan Jacobi determinanti sifirdan farklidir. Ayni noktalarda 6 acgik («, 8) araligindadir. r
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noktanin z eksenine uzaklig1,  da bu aralikta noktanin kutupsal agisi olan tek say1 oldugundan (r, 8, z)
tigliisii (z, y, z) noktasindan tek tiirlit bulunur; yani T bire birdir. Jacobi determinanti yalniz = 0 olan
sinir noktalarinda sifirdir ve teorem buna izin verir.

Formiil. r > 0 oldugundan Jacobi determinantinin mutlak degeri r’dir ve Teorem 9.2

// f(x,y,z)de// f(rcos@,rsinf, z) r dzdr df
R 5

verir. Bu, silindirik koordinatlardaki integral formiiliidiir (Teorem 7.1); kutupsal koordinatlardaki r
carpani aynen korunur, ¢iinkil z degiskeni degismeden kalir. m

Ornek 9.8 (Kiiresel Koordinatlarda integral Formiilil). 0 <a<ba<f<a+2rvel<c<d<
molsun. R, a < p<b, a<0<p, c<¢<d ile verilen kiiresel kama, f de R tizerinde siirekli olsun.
Ug katli integralde degisken degistirme teoremini (Teorem 9.2) kullanarak kiiresel koordinatlarda ii¢ katlt
integral formiiliini elde ediniz.

Cozim.
Doniisiim. Kiiresel koordinatlar (Tanim 8.1)

x = psin¢cosh, y = psin@sinb, z=pcoso

denklemleriyle verilir; p > 0 ve 0 < ¢ < 7’dir. Bu déniisiim S = [a, ] X [a, 8] X [¢, d] kutusunu R
kamasina gotiirir.
Jacobi determinanti. Degiskenleri (p, 6, ¢) sirasiyla alirsak

sin¢cosf —psingsinf pcoseocosb
= [sin¢sinf psin¢pcosf pcospsind
cos ¢ 0 —psin ¢

o(z,y, 2)
d(p,0,9)

olur. Son satirin ortasinda 0 bulundugundan determinanti son satira gore agmak en kolayidir:

o(z,y, z)

——— - =cos¢p M, — psin¢p M,.
8(p,0,9) O peino s

Buradaki iki minér soyledir:

M — —psin¢sind pcos ¢ cos
17| psingcos® pcos¢psind
= —p?sin ¢ cos ¢ sin? § — p? sin ¢ cos ¢ cos? § = —p? sin ¢ cos ¢,
__|sin¢cos@ —psin¢sinf
27 |singsinf psingcosd

= psin? ¢ cos? § + psin? psin? § = psin? ¢.
Bunlari yerine koyarsak

% = —p?sin¢cos? ¢ — p?sin ¢psin® ¢ = —p?sin ¢
bulunur.

Kosullar. S bir kutu, R de kiireler, yar1 diizlemler ve yar1 konilerle sinirlanan bir kamadir. S’nin
i¢ noktalarinda p > a > 0ve 0 < ¢ < ¢ < d < 7 oldugundan p2 sin ¢ # 0, yani Jacobi determinanti
sifirdan farklidir. Ayni noktalarda p noktanin orijine uzakligi, ¢ da pozitif z ekseniyle yaptig1 agidir.
0 < ¢ < 7 oldugundan nokta z ekseni iizerinde degildir ve #, uzunlugu en ¢ok 27 olan acik (o, f)
aralifinda tek tirli bulunur. Boylece (p, 8, ¢) tcliisti noktadan tek tiirlii belirlenir; yani T" bire birdir.
Jacobi determinanti yalniz p = 0, ¢ = 0 ve ¢ = 7 olan noktalarda sifirdir ve bu noktalar S’nin icinde
degildir. Ornegin a = 0 ise p = 0 yiiziiniin tamam1 orijine gider; teorem sinirdaki bu bozulmaya izin
verir.

Formiil. 0 < ¢ < 7 oldugundan sin ¢ > 0’dir ve
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’ o(z,y, z)
d(p,0,9)

olur. Teorem 9.2 ve S kutusu tizerinde Fubini Teoremi (Teorem 6.1)

d B pb
f ' Y av = f i (b 97 i ¢ i 9, QS
//R (2,9, 2) /C/a/a (psin ¢ cos b, psin @ sin b, p cos @)
- p? sin ¢dp dO d¢

:’—pQSinqﬁ | =p?sin¢g

verir. Bu, kiiresel koordinatlardaki integral formilidir (Teorem 8.1). Determinantin isareti negatif
ciksa da integrale mutlak degeri girer. m

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar, bir bolgenin goriuntiisinii bulmaktan uygun doniigsiimii kendimiz se¢cmeye kadar
bolimiin bitiin yontemlerini kolaydan zora dogru tarar.

Alistirma 9.1 (Bir Dikdértgenin Dogrusal Goriintiisit). S = [0, 3] x [0, 2] dikdértgeninin z = 2u +
3v, y = u — v dontsiimi altindaki gérintiisiini bulunuz.

Coziim.
Koseler. Dontisim dogrusal oldugundan dogru pargalarini dogru parcalarina gotirir; bu yiizden
koseleri tasimak yeterlidir:

(0,0) = (0,0), (3,0) = (6,3), (3,2) = (12,1), (0,2) = (6,—2).

Kenarlar. v = 0 kenarinda = 2u, y = u, yaniy = /2 (0 < = < 6) olur. u = 3 kenarinda z = 6 +
3v,y=3—v'dir;v=3—y yazincay =5—x/3 (6 < x < 12) bulunur. v = 2 kenarinda x = 2u +
6,y =u—2'dir;u =y +2yazincay = x/2 — 5 (6 < x < 12) bulunur. u = 0 kenarinda z = 3v, y =
—v,yaniy = —z/3 (0 < z < 6) olur.

Bolge. Gorunti, koseleri (0,0), (6,3), (12, 1) ve (6, —2) olan paralelkenardir. Ters doniisiimii yazarak
da betimleyebiliriz: # = 2u + 3v, y = v — v denklemlerinden v = (x + 3y)/5, v = (z — 2y)/5 ¢ikar,
dolayisiyla

R={(z,y) |0<2+3y <15,0<z—2y <10}

olur. Burada | ad —bc | = | 2- (—1) — 3 -1 | = 5 ve dikdértgenin alan1 3 - 2 = 6 oldugundan, dogru-
sal doniigitmde alan kuralina (Onerme 9.1) gére paralelkenarin alan1 5 - 6 = 30’dur. m

Alistirma 9.2 (Kenarlar1 Egrilen Bir Kare). S = [0,1] x [0, 1] birim karesinin z = u — v,y = u + v?
doniisiimii altindaki goériintiisii olan R bolgesini bulunuz.

Cozim.
Kenarlar. Kareyi saat yoniiniin tersine dolagalim.

cv=0,0<u<1l:iz=u,y=u; gorinti y = x dogrusunun (0, 0) ile (1, 1) arasindaki pargasidir.

cu=10<v<liz=1—v,y=1+v>.v=1—zyazmcay=1+(1—z)2=22-22+2(0 <
z < 1) bulunur; bu yay (1, 1)’den (0, 2)’ye gider.

cv=1lLuldenQar=u—1ly=u+1,yaniy=2+2(—1 <z <0);(0,2)den (—1,1)’e giden
dogru parcasi.

« u=0,v1'den 0’a: z = —v, y = v%, yani y = 2% (—1 < 2 < 0); (—1,1)’den (0, 0)’a giden parabol
yayL

Bolge. Bu dort egri R’yi sinirlar:

R={-1<2<0,2?<y<z+2}U{0<z<lz<y<z?—2z+2}

Karenin merkezinin goriintiisii 7(1/2,1/2) = (0,3/4)’tiir ve 0 < 3/4 < 2 oldugundan R’nin icinde-
dir.
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Kontrol. T bire birdirr u —v=u —v' veu+v2 =v +v'?isev—u' =v—0v' veu—u =v'? —

v? olur; buradan (v—v')(1+v+v') =0 cikar ve v+v" >0 oldugundan v =v’, sonra u = u’
bulunur. Jacobi determinanti

A(z,y) _ ’1 -1

=2 1>0
B(u,v) 120‘ vt

oldugundan R’nin alani fol fol (2v + 1) du dv = 2’dir. Dogrudan hesap da ayn1 sonucu verir:

0 1 7 5
/(:r+2—:v2)dx+/(:c2—3x+2)dm=——|——=2.
1 0 6 6

Alistirma 9.3 (Bir Bélgeyi Kareye Acan Déniisiim). R, birinci bolgede y = 1/x ve y = 4/x hiper-
bolleri ile y = « ve y = 4z dogrular1 arasinda kalan bolge olsun. uv-diizleminde kenarlar1 eksenlere
paralel bir S dikdortgenini R’ye gotiiren bir 7' dontisiimii bulunuz.

Coziim.
Yeni degiskenler. Sinur egrileri zy = 1, xy = 4, y/x = 1 ve y/x = 4 bigiminde yazilabilir. Bu yiizden

_ Yy
u = xy, ’U—E

alalim. R’nin noktalar1 tam olarak 1 < u < 4 ve 1 < v < 4 egitsizliklerini saglar; yani S = [1,4] x
[1, 4] karesidir.
T’yibul. uv = y? ve u/v = x?’dir. z,y > 0 oldugundan

T(u,0) = (VVu/v, vaw)

bulunur. Gergekten (u,v) € S ise z,y > 0, zy = u € [1,4] ve y/x = v € [1, 4] ’tiir; koseler (1,1) —
(1,1), (4, 1) = (2,2), (4,4) = (1,4) ve (1,4)  (1/2,2) olur.
Jacobi determinanti. Onerme 9.2 ile

2 _,, @) Lty

g} | 17

T

bulunur. Bu déniisiimle 6rnegin R’nin alani da kolayca hesaplanir:

4 p4
//dA:/ / ldudv:3-%z3ln2.
R 1 N 2v 2

Alistirma 9.4 (Iki Degiskenli Bir Jacobi Determinant1). z = u? + uv, y = uv? doniisiimiiniin Jacobi
determinantini bulunuz.

Cozim.
Kismi tiirevler

oldugundan
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9.6 Alistirmalar 191

bulunur. m

Alistirma 9.5 (U¢ Degiskenli Bir Jacobi Determinantl). z =u+vw, y =v+wu, z = w + uv
doniisimiiniin Jacobi determinantini bulunuz.

Coziim.
Kismi tiirevleri (5)‘e yerlestirip determinanti ilk satira gore agalim:

9(z,y,2)
O(u, v, w)

1
= |w
v

e 8
—_ e

=1-(1—u?) —w(w—u)+v(wu—0)

2—w2+uvw+uvw—v2

=1+ 2uvw — u? —v? — w2

=1—u

Alistirma 9.6 (Bir Ucgende Verilen Déniisiimle Integral). R, koseleri (0,0), (2,1) ve (1,2) olan
ticgen olmak iizere || fR(aj — 3y) dA integralini = 2u + v, y = u + 2v déniigsimiiyle hesaplayimz.

Cozim.

S’yi bul. Denklemleri u ve v icin ¢ozersek u = (22 —y)/3 ve v = (2y — x)/3 bulunur. Koseler
(0,0) — (0,0), (2,1) = (1,0) ve (1,2)  (0,1) olur. Déniisiim dogrusal oldugundan S, kdseleri bu
i¢ nokta olan tiggendir:

S={(u,v) |0<u<1,0<v<1—u}

Jacobi determinanti ve integrand.

0
aiiyi = ﬁ é‘ =3, 2—3y=(2u+v) —3(u+20) = —u— 5.
Integral.
1 1—u
// (z—3y)dA =/ / (—u—>5v) - 3dvdu
R o Jo
v=1—u
1 2
0 2 v=0
1 2
= 3/ (—3i+4u—§>du
2 2
0
1 5
=3(—=+2—=]=-3
< 3" 2)
Burada i¢ integralin degerini
2 2 5
—u(l—u)—(l—-u)*=—Zu +4u—§

diye a¢tik. m

Alistirma 9.7 (Dogrular ve Hiperbollerle Sinirli Bolgede Integral). R, birincibolgedey = zvey =
3z dogrulariile zy = 1 ve zy = 3 hiperbollerinin siirladig1 bolge olmak iizere [[ R TY dA integralini x =
u/v, y = v déniigiimiiyle hesaplayimiz.
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192 Béliim 9. Cok Katli Integrallerde Degisken Degistirme

Cozim.
S’yibul. u = zy ve v = y’dir. Siurlari sirayla yazalm: zy = liseu = 1; 2y = 3ise u = 3; y = x ise
v =u/v, yani v = y/u; y = 3z ise v = 3u/v, yani v = v/3u. Boylece

S:{(u,v)|1§u§3,\/ﬂ§v§\/3_u}

olur.
Jacobi determinant.

Integral. zy = u oldugundan

3 V3u
//mydA:/ / u~ldvdu=/ [lnv]mdu
R 1 Jya v

3
3 2
In3 In3
:/ uln\/gdu:n— ) 4=2In3.
) 2 2] "2

Burada In v/3u — In/u = In v/3 = £ In 3 esitligini kullandik. m

Alistirma 9.8 (Elipsoidin Hacmi). a,b, ¢ > 0 olmak tizere

elipsoidinin E cisminin hacmini z = au, y = bv, z = cw déniisiimiiyle bulunuz.

Coziim.

S’yi bul. x = au, y = by, z = cw yazinca elipsoidin esitsizligi u? 4+ v + w? < 1 olur. Demek ki T,
uvw-uzayindaki birim yuvar B’yi E’ye goturir.

Jacobi determinant.

00

8 a

@92 0 b ol = abe>o0.
Ou, v, w) 00 ¢

Hacim. Teorem 9.2 ve birim yuvarmn hacminin 4 37 olmasi kullanilirsa

// dV = /// abe du dvdw = abe - —7r = —7rabc

bulunur. @ = b = ¢ alinirsa yaricap1 a olan kiirenin hacmi 27a? elde edilir. m
yarigap 3

Alistirma 9.9 (Bir Carnot Cevriminin Isi). Termodinamikte ideal bir Carnot makinesinin bir cevrimde
yaptig1 is, birinci bolgede xy = a ve xy = b egrileri (izotermler) ile zy>* = ¢ ve xy'* = d egrilerinin
(adyabatikler) siirladig1 R bolgesinin alanina esittir; burada 0 < a < bve 0 < ¢ < d’dir. Bu alan1 hesap-
layiniz.

Coziim.

Yeni degiskenler. u = 2y ve v = zy™* alinca smir egrileri u = a, u = b, v = ¢ ve v = d olur; yani
S = [a,b] x [e,d] dikdértgenidir.

Bire birlik. z,y > 0 icin v/u = y%*’tiir; buradan y = (v/u)%? ve x = u/y tek tiirlii bulunur. Yani
déniisiim bire birdir ve tersi u, v > 0 iken C1’dir.

Jacobi determinanti. Ters yondeki determinant
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o5

(u, v)

o(z,y)

oldugundan ters déniisiim kuralina (Onerme 9.2) gére

y T

b 1 4my0s| = Ldzyt? — oyt =042yt =040
)

olur.
Alan.

b pd
_ 5 5 qa_ 9 d
//RdA—/a /C Q_Udvdu_ﬁ(b a) [lnv]c—Q(b a)lnc.

Aligtirma 9.10 (Bir Paralelkenarda Uygun Degisken Degistirme). R,x — 2y =0,z — 2y = 4,3z —
y = 1 ve 3z — y = 8 dogrularin sinirladig1 paralelkenar olmak tizere

// x—?ydA
R3T—Y

integralini uygun bir degisken degistirmeyle hesaplayiniz.

Cozim.

Doéniisitm. Hem integrand hem sinirlar u = & — 2y ve v = 3z — y se¢imini 6nerir. Bu degiskenlerle
R, S =10,4] x [1, 8] dikdortgenine doniisiir ve integrand u /v olur. R tizerinde 3z —y > 1 > 0 oldu-
gundan integrand stireklidir.

Jacobi determinantu.

Integral.

4
-2 8 iy 1 1|u? 1 8
//x ydA:/ / E~—dudv=— Ll [lnv]éf:—-SlnS:—lnS.
R3T—Y 1 Jo v D 5| 2 5 5

In 8 = 31n 2 oldugundan sonug 25—4 In 2 diye de yazilabilir. m

Alistirma 9.11 (Déndiiriilmiis Bir Karede Ustel Integral). R = {(x,y) ||z |+ ]|y | <1} olmak
tizere [[ R €Y d A integralini uygun bir degisken degistirmeyle hesaplayiniz.

Cozim.
Bolgeyi yeniden yazalim. R, késeleri (41, 0) ve (0, 41) olan bir karedir. Her z, y i¢in

(lz[+lyl)P=2>+y*+2 |2y |=max{ (z+y)* (z—y)*}
oldugundan | z |+ |y | = max{| z +vy |,| £ — y |} dir. Demek ki
R={(z,y) | -1<z+y<l,-1<z—y<1}

Déniigiim. u = z + y, v =  — y alirsak S = [—1, 1] x [—1, 1] olur ve integrand e*’dur.
Jacobi determinantu.

O(u,v) |1 1
1 -1

== |
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194 Béliim 9. Cok Katli Integrallerde Degisken Degistirme

Integral.

1 1 1 1 o .
etV dA = e“-—dudv:—-2~(e—e ):e—e )
R 171 2 2

Alistirma 9.12 (Toplamin Fonksiyonunu Tek Katl Integrale indirmek). f, [0, 1] araliginda siirekli
ve R, késeleri (0,0), (1,0) ve (0, 1) olan ii¢gen olsun.

//Rf(a:+y)dA:/01uf(u)du

oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Déniigiim. Integrand yalmiz x + y toplamina bagl oldugundan u = = + y, v = y alalim. Bu denklem-
lerden x = u — v, y = v ¢ikar; doniisiim dogrusal ve bire birdir.

Jacobi determinant.

01

‘:1.

S’yibul. R={z >0,y >0,z+y <1} kosullaniu —v > 0,v > 0, u < 1 olur:
S={(u,v) |0<u<1,0<v<u}.

Sonug. f(x + y), siirekli fonksiyonlarin bilegkesi olarak R iizerinde stireklidir. Teorem 9.1

//Rf(:c+y>dA=/Ol/ouf(u)-mvdu:/olf(u)[u]gdu:/oluf(u)du

verir. B

Boylece cok katli integrallerin hesap araclarini tamamladik: Fubini Teoremi integrali ardigik integrallere,
degisken degistirme ise zor bir bolgeyi ya da integrandi daha uygun bir bicime ¢evirir. Sonraki béliimde
Vektor Alanlar ile vektor analizine geciyor ve integrali egriler ile yiizeyler boyunca almaya hazirlani-
yoruz.
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10. Vektor Alanlari

Simdiye kadar integralledigimiz fonksiyonlar her noktaya bir say1 atiyordu: bir levhanin yogunlugu, bir
cismin sicakligy, bir yiizeyin yiksekligi. Oysa dogadaki pek ¢ok buytikligiin yalniz bir degeri degil, bir
yoni de vardir. Bir korfezin tizerinde esen riizgarin hizi her noktada baska bir dogrultu ve siddettedir;
okyanus akintilar1 ve bir ucak kanadinin ¢evresinden akan hava da 6yle. Boyle bir akis: tarif etmek i¢in
her noktaya, o noktadaki hiz vektériinii atariz. Her noktaya bir vektor atayan bu tiir fonksiyonlara vektor
alani denir.

Vektor alanlarinin bir baska 6nemli tirii kuvvet alanlaridir: her noktaya, orada bulunan bir cisme
etkiyen kuvveti atarlar. Diinya’nin ¢ekim kuvveti ve bir elektrik yiikiintin bagka bir yiike uyguladig:
kuvvet bu tiirdendir.

Bu bolumle kitabin ikinci kismina, vektér analizine geciyoruz. Vektor alanlarimi tanimlayip ¢izmeyi
ogrenecek, hiz ve kuvvet alanlarini taniyacak, son olarak bir fonksiyonun gradyan olan alanlara, yani
konservatif alanlara bakacagiz. Sonraki boliimlerde vektor alanlarim egriler ve ytizeyler boyunca integ-
ralleyecek (is ve aki), bu integralleri Green, Stokes ve diverjans teoremleriyle birbirine baglayacagz.

Diizlemde ve Uzayda Vektor Alanlari

Vektor alani, tanim kiimesindeki her noktaya bir vektdr atayan bir fonksiyondur. Once bu fikri kesin
bi¢imde yazalim.

Tanim 10.1 (Vektor Alani). D C R? bir diizlem bdlgesi olsun. D’nin her (x,y) noktasina iki boyutlu
bir F(z, y) vektorii atayan F fonksiyonuna D tizerinde bir vektér alani (vector field) denir.

Benzer bigimde E C R3 olsun. E’nin her (x,y, z) noktasima ii¢c boyutlu bir F(z, y, z) vektorii atayan F
fonksiyonuna FE tizerinde bir vektor alani denir.

Yani vektor alani, tanim kiimesi diizlemin ya da uzayin bir pargasi, degerleri de ayni boyutta vektorler olan
bir fonksiyondur. Yeni olan, bu degerleri birer ok olarak diigiinmemizdir: F(z,y) vektoriinii baglangi¢
noktast (z,y) olan bir okla ¢izeriz. Biitiin noktalarda ok ¢izemeyiz, ama birkag temsilci noktadaki oklar
alanin genel gériintisii hakkinda iyi bir fikir verir.

Diizlemde Uzayda
Y z
X A
/ F(x, y) —
-~ /
(%) ~—

0 X F(x, 3 2)

A

Sekil 10.1: Bir vektor alani her noktaya bir vektor atar. F(x, y) vektorini baglangici (x, y) noktasi olan bir
okla, uzayda F(x, y, z) vektortinii baglangici (x, y, z) olan bir okla ¢izeriz. Birkag temsilci noktadaki oklar
alanin genel goriniistini verir.

F(z,y) iki boyutlu bir vektor oldugundan onu bilesenleriyle yazabiliriz:
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F(z,y) = P(z,y) i+ Q(z,y)j = (P(z,y), Q(z,y)),

kisaca F = Pi+ @Qj. Buradaki P ve @, iki degiskenli reel degerli fonksiyonlardir ve F’nin bilesen
fonksiyonlar: adini alir (bkz. Analiz 4). Reel degerli fonksiyonlar:1 vektor alanlarindan ayirmak igin
onlara skaler alan da denir. Uzaydaki bir vektor alaninin t¢ bilesen fonksiyonu vardir:

F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2) j + R(z,y,2) k.

Bir (z, y, z) noktasini ¢ogu zaman konum vektérii x = (z, y, z) ile 6zdeslestirir ve F(z, y, 2) yerine F (x)
yazariz. Boylece F, her x vektoriine bir F(x) vektorii atayan bir fonksiyon olarak goriiliir. Diizlemde de
ayn1 bicimde x = (z, y) yazariz.

Vektor alaninin stirekliligi, vektor degerli fonksiyonlarin siirekliligidir: F, a noktasinda siireklidir ancak
veancakx — aiken| F(x) — F(a) | — Oise (bkz. Analiz 4). Vektor degerli bir fonksiyon, ancak ve ancak
biitiin bilesenleri siirekli oldugunda siireklidir (bkz. Analiz 4). Dolayisiyla F = Pi+ @ j + Rk vektor
alani, ancak ve ancak P, @) ve R siirekli ise siireklidir. Kismi tiirevler gibi bagka kavramlar da vektor
alanina bilesenleri iizerinden tasinir; “F’nin bilesenlerinin birinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli”
kosuluyla sonraki boliimlerde sik sik karsilasacagiz.

Vektor Alanlarini Cizmek

Bir vektor alanini tanimanin ilk yolu, birka¢ noktadaki oklarini ¢izip bu oklarda bir diizen aramaktur.

@ Bir vektor alanini iic adimda cizmek

1. Noktalar: sec. Hesab1 kolay ve simetrik noktalar al: eksenler ve kdsegenler tizerindeki noktalar,
orijin merkezli cemberler tizerindeki noktalar.

2. Vektorleri hesapla. Her noktada F’yi hesapla ve sonuglar: bir tabloya yaz.

3. OKklan ¢iz, diizeni ara. Her F(z,y) okunu (z,y) noktasindan baglat. Alanin nerede sifir
olduguna, oklarin nerede yatay ya da diisey olduguna, uzunluklarinin nasil degistigine ve konum
vektoriyle iligkisine (paralel mi, dik mi) bak.

Ornek 10.1 (Dénme Alami). F(z,y) = —yi+ x j vektor alanini birkac noktadaki vektérlerini cizerek
tarif ediniz.

Cozim.

Noktalar ve vektorler. (1,0) noktasinda F(1,0) = —0i+ 1j =j olur; yani (1,0) noktasindan
baslayan (0, 1) okunu cizeriz. (0, 1) noktasinda F(0,1) = —1i+ 0j = —i olur ve (0, 1)’den baglayan
(—1,0) okunu ¢izeriz. Ayni hesabi orijin merkezli ti¢ cember tizerindeki noktalarda yapalim:
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(z,y) F(z,y) (z,y) F(z,y)
(1,0) (0,1) (—1,0) (0,-1)
(2,2) (—2,2) (—2,-2) (2,-2)
(3,0) (0,3) (—3,0) (0,—3)
(0,1) (—1,0) (0,-1) (1,0)
(—2,2) (—2,-2) (2,—2) (2,2)
(0,3) (—3,0) (0,-3) (3,0)
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F(2, 2)

F(0, 3)

s F(3, 0)

A
L

Sekil 10.2: Tablodaki on iki vektor, baglangi¢lari kendi noktalarinda olacak bigimde ¢izildi. Her ok, orijin
merkezli bir cembere (kesikli) tegettir ve uzunlugu o cemberin yarigapina egittir; oklar saat yoniinin
tersine doner.

Diizen. $ekilde her ok, orijin merkezli bir cembere teget goériiniiyor. Bunu dogrulamak i¢in F’yi x =
2 i+ yj konum vektériiyle i¢ carpalim:

x-F(x)=(rit+yj) (—yi+zj)=—zy+yz=0.

Demek ki F(z,y), (z,y) konum vektoriine diktir. Bir ¢emberin tegeti, degme noktasindaki yaricapa
dik oldugundan F(z, y), merkezi orijin ve yaricap1 | x | = v/ + y? olan ¢embere tegettir. Ayrica

| Fla,y) | = VP +a? = Va? + 97 = | x|

oldugundan okun uzunlugu cemberin yarigapina esittir: orijinden uzaklastik¢a oklar uzar. Son olarak
x ekseninin pozitif kisminda oklar yukari, y ekseninin pozitif kisminda sola baktigindan oklar orijinin
cevresinde saat yoniiniin tersine doner.

|

Elle ancak birkac ok ¢izebiliriz. Bilgisayar programlari ¢ok sayida noktada ok cizerek alanin gériiniisiinii
cok daha iyi verir. Ancak oklar gercek uzunluklariyla ¢izilirse birbirinin ustiine biner; bu yiizden
programlar biitiin oklar1 ayni1 oranda kisaltir. Boylece oklar birbirine ¢arpmaz, ama uzunluklar: gercek
uzunluklariyla orantili kalir. Asagidaki ilk ¢izim, elle ¢izdigimiz dénme alaninin bilgisayarla c¢izilmis
halidir (bkz. Ornek 10.1).
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F=-yi+xj F=yi+sinxj F=In(1+y)i+In(1+x)j

5-/‘//(4—4-‘*‘\
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Sekil 10.3: Bilgisayarla ¢izilmis ti¢ vektor alani. Oklar ayni oranda kisaltildi: birbirine ¢carpmazlar ama
uzunluklar gergek uzunluklariyla orantilidir. Soldaki alan dénme alanidur.

Ikinci alanda i bileseni y oldugundan oklar x ekseninin iistiinde saga, altinda sola dogrudur; x ekseninin
tizerinde ise F(z,0) = sinz j diiseydir ve ydnii sin ’in isaretiyle degisir. Ugiincii alanda iki bilesen de
hicbir yerde negatif olmadigindan oklar hep saga ve yukart dogrudur. z ekseni tizerinde F(z,0) = In(1 +
x?) j diisey, y ekseni iizerinde F(0,y) = In(1 + y?) i yataydir; alan yalniz orijinde sifirdir.

Uzaydaki bir alan1 da ayni yolla, noktalardan baglayan oklarla cizeriz.

Ornek 10.2 (Diisey Bir Vektor Alani1). R3’te F(z,y, 2z) = z k ile verilen vektor alanini ¢iziniz.
Cozim.

F’nin yalniz k bilegeni oldugundan her vektor z eksenine paraleldir, yani digeydir. (z, y, z) noktasin-
daki vektor z k’dir ve yalniz 2’ye baghdir:

+ z > 0 ise, yani nokta xy-dizleminin istiindeyse ok yukar1 bakar;
+ z < O ise, yani nokta diizlemin altindaysa ok asag1 bakar;
» z = 0 ise, yani nokta diizlemin tizerindeyse F = 0’dur.

Okun uzunlugu | F(z,y,2) | = | z |, noktanin zy-diizlemine uzakligidir; diizlemden uzaklastik¢a
oklar uzar. Ayni yiikseklikteki biitiin noktalarda vektor aynidir.
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[ e A —

—e <0

Sekil 10.4: F(x, y, z) = z k. Biitiin oklar diigeydir: xy-diizleminin tistiinde yukari, altinda asag1 bakar ve
diizlemden uzaklastik¢a uzar. Diizlemin tizerindeki noktalarda vektor sifirdur.

Bu alani formiili ¢ok basit oldugu icin elle ¢izebildik. Uzaydaki alanlarin cogunu elle ¢izmek ise neredeyse
imkansizdir ve bilgisayar kullanilir. Yine de bilegenlere bakarak alan hakkinda ¢ok sey séyleyebiliriz.
Ornegin

F,=yi+zj+zk, F,=yi—2j+zk

alanlarmin formiilleri birbirine benzer, ama gorinisleri cok farklidir. F;,’nin j bilegeni her noktada —2
oldugundan biitiin oklar kabaca y ekseninin negatif yoniine dogru egilir. F; ’in j bileseni ise 2’dir ve xy-
diizleminin iki yaninda igaret degistirir.

Hiz Alanlari1 ve Akis Cizgileri

Vektor alanlarinin en sezgisel yorumu, bir akigkanin her noktadaki hizini vermeleridir.

Bir boruda kararli bigimde akan bir siv1 diisiinelim; kararli akis, her noktadaki hizin zamanla degismemesi
demektir. Stvinin (z, y, z) noktasindaki hiz vektériine V(z, y, z) diyelim. V, borunun i¢i olan E bolgesi-
nin her noktasina bir vektor atadigindan E tizerinde bir vektor alanidir. Boyle alanlara hiz alani (velocity
field) denir; okun uzunlugu o noktadaki siirati verir. Rizgar ve okyanus akintilar1 da birer hiz alanidir.
Dénme alani da (bkz. Ornek 10.1) bir hiz alan olarak diisiiniilebilir: orijin cevresinde saat yéniiniin tersine,
birim agisal hizla dénen bir tekerlegin (z, y) noktasinin hizi tam olarak —yi + z j’dir.

Hiz alaninda birakilan bir parcacik, her an bulundugu noktadaki hizla hareket eder. Parcacigin izledigi
yola bir ad verelim.
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Tanim 10.2 (Akis Cizgisi). F, bir D bolgesi tizerinde siirekli bir vektor alani olsun. Bir I aralifinda
tanimly, tiirevlenebilir bir r(¢) egrisi her t € I i¢in r(t) € D ve

r'(t)=F (r(t))
kosulunu sagliyorsa r’ye F’nin bir akis ¢izgisi (flow line, streamline) denir.
Yani akis ¢izgisi, hiz alan1 F olan bir akigkanda siiriiklenen bir parcacigin yoludur: pargacik her an,

bulundugu noktadaki F vektoriiyle hareket eder. Bu yiizden alanin vektorleri akis cizgilerine tegettir.
Diizlemde r(t) = (x(t),y(t)) ve F = Pi+ @ j yazarsak tanimdaki kogul

(b)) =P (z()y®)), vt =@Q(=(t)y))

diferansiyel denklem sistemine déniigiir.

_’///—’\\\;')f’///——’\\\;_’

Sekil 10.5: F(x, y) = y i + sin x j alani (ince oklar, kisaltilmig) ve birkag akis ¢izgisi (mavi). Akis ¢izgisi
iizerindeki bir P noktasinda alanin vektorii F(P) egriye tegettir ve parcacigin o andaki hizin verir. Yesil
noktalarda F = 0'dir; kesikli egriler, kapali akis cizgilerini dalgali olanlardan ayiran akis ¢izgileridir.

Akas ¢izgisini tam olarak bulamasak bile, parcacigin kisa bir siire sonra nerede olacagini tahmin edebiliriz.
Tirevin tanimina gére kiiciik h degerleri icin r(¢ + h) — r(t) ~ hr’(t) oldugundan

r(t+h)=r(t)+hF (1(t)) (1)

olur. Yani parcacik kisa bir siire boyunca, bulundugu noktadaki hiz vektériiniin dogrultusunda diz bir
cizgide ilerliyormusg gibi davranir; h kiiciilditkge tahmin iyilesir.
Bir egrinin akis ¢izgisi oldugunu dogrulamak icin tanimdaki esitligi denetlemek yeter.

Ornek 10.3 (Dénme Alaninin Akis Cizgileri). a > 0 olmak iizere r(t) = acosti+ asintj cembe-
rinin F(z,y) = —y i+ z j donme alaninin bir akis ¢izgisi oldugunu gdsteriniz.

Cozim.
r(t) noktasinin koordinatlari * = a cost ve y = a sin t’dir. Bu noktada alanin degeri

F (r(t) )= —asinti+ acost]
olur. Ote yandan egrinin tiirevi de
r'(t) = —asinti+ acostj

olur. ki vektor her ¢ i¢in ayni1 oldugundan r’ (¢) = F(r(¢)) saglanir; cember bir akis ¢izgisidir. Parcacik
cemberi saat yoniiniin tersine, | r’(t) | = a siiratiyle dolasir ve bir tam turu 27 siirede tamamlar. Bu,
oklarin cemberlere teget oldugu gdzlemimizin (bkz. Ornek 10.1) hareket diliyle séylenigidir. m
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Akais cizgilerini bulmanin yararh bir yolu, akis boyunca degismeyen bir biiytikliik bulmaktir.

Ornek 10.4 (Akis Boyunca Korunan Bir Bityiiklik). F(z,y) = yi + sin z j alaninin her akis cizgisi
boyunca y? + 2 cos z ifadesinin sabit kaldigin1 gosteriniz.

Cozim.
r(t) = (z(t),y(t)), bir I arahginda taniml bir akig ¢izgisi olsun. Tanim geregi

P () =y(t),  y(t)=sinalt)

olur. g(t) = y(t)? + 2 cos x(t) fonksiyonunun tiirevini zincir kuralyla alalim ve bu iki esitligi yerine
koyalim:

¢/ () = 29(6)y' (t) — 2sin ()2’ (1
= 2y(t)sinz(t) — 2sinz(t) y(t) = 0.

Tiirevi her yerde sifir olan g, I araliginda sabittir. Demek ki her akis ¢izgisi, y? + 2 cosz = c egrile-
rinden birinin iizerinde kalir. Ornegin ¢ = 3,4 icin bu egri, y = ++/3,4 — 2 cos z ile verilen iki dalgal
egridir. —2 < ¢ < 2 icin ise y2 =c¢—2cosz > 0 kosuluy, yani cosz < ¢/2, yalmiz 7’nin tek katlar1
cevresindeki ayrik araliklarda saglanir; bu yiizden her ( (2k + )7, 0 ), k € Z noktasinin cevresinde
birer kapali egri elde edilir. Akis ¢izgisi taniminin altindaki sekilde cizilen egriler bunlardir; seklin
penceresinde kapali egrilerden (£, 0) cevresindekiler goriiniir. m

Ayni yontem uzaydaki bir akis1 anlamaya da yarar.

Ornek 10.5 (Uzayda Sarmal Bir Akis). z > 0 yar1 uzayinda taniml
y., ., =
F ==i—-j+-k
(@,y,2) ="i——j+7
alaninin bir akis ¢izgisi boyunca ilerleyen parcacigin hareketini tarif ediniz.

Coziim.
r(t) = (z(t),y(t), z(¢)) bir akig ¢izgisi olsun. Tanim geregi

olur.

Diisey hareket. z > 0 oldugundan 2z’ = z/4 > 0’dir: parcacik siirekli yiikselir. Yitkseldikce 2’ de
buytiir, yani parcacik giderek daha hizli ytkselir.

z eksenine uzaklik. z2 + y? ifadesinin tiirevi

d 9 5 Y x

pr (z%+y )=2w~;+2y- (——) =0

oldugundan x? + y? sabittir. Parcacik z eksenine uzakligini korur, yani ekseni z ekseni olan bir dik
dairesel silindirin tizerinde kalir. Pargacik z ekseninin tizerindeyse © = y = 0 olarak kalir ve diimdiiz
ytikselir.

Dénme yonii. Hizin yatay kismi

Yy 1
<z’ z> N z< v @)
olur; bu, dénme alaninin (bkz. Ornek 10.1) —1 /z katidir. Dénme alani yukaridan bakildiginda saat
yoniniin tersine déndiigiinden parcacik yukaridan bakildiginda z ekseni ¢evresinde saat yoniinde
doner.

Sonug olarak parcacik bir silindirin tizerinde, saat yoniinde donerek yiikselir. Yatay siirati /22 + y2 / z
yiikseldikge azalir, diigey siirati z/4 ise artar; bu yiizden sarmalin kivrimlar1 yukar: dogru gittikge
acilir. m
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Kuvvet Alanlar1

Fizikte en sik karsilasilan ikinci tiir vektor alani, her noktaya o noktadaki bir cisme etkiyen kuvveti atayan
kuvvet alamidir (force field). Iki temel 6rnek, kiitle cekimi ve elektrik kuvvetidir.

Ornek 10.6 (Kiitle Cekim Alani). Newton’un kiitle cekim yasasina gore kiitleleri m ve M olan iki
cisim arasindaki ¢ekim kuvvetinin biiytikligt

mMG

F="5

olur; burada r cisimler arasindaki uzaklik, G ise evrensel ¢ekim sabitidir. M kiitleli cisim orijinde, m kiitleli
cisim x = (x, y, z) konumunda olsun. M nin m’ye uyguladig1 ¢ekim kuvvetini x’in bir fonksiyonu, yani
bir vektor alani olarak yaziniz.

Coziim.
Bityiikliik. Iki cisim arasindaki uzaklik r = | x | oldugundan 7? = | x |* ve kuvvetin bilyiikligii
mMG/ | x |? olur.

Yon. Cekim kuvveti m kiitleli cismi orijine dogru ¢eker. x noktasindan orijine dogru olan birim vektor
X

[ x|

vektoridir.
Kuvvet. Bir vektor, buyiikligi ile yoniindeki birim vektoriin carpimidir:

mMG.( X > mMGX

x1) " TxP

Bilegsenler. x = zi+yj+ zkve | x | = /22 4+ y? + 22 yazarsak

F( ) —mMGzx - —mMGy )

T zZ) =

Y @2+ y2 1 2232 (22 1 g2 4 22)3/2)
—mMGz

(x2 + y2 + 22)3/2

elde edilir. Bu alan orijin disindaki her noktada tanimlidir. m

Buldugumuz

w@:—%ggx (2)

alanina kiitle ¢ekim alani (gravitational field) denir: uzaydaki her x noktasina, orada bulunan m kiitleli
cisme etkiyen F(x) kuvvetini atar. Fizikte konum vektérii cogu zaman r ile gosterilir ve ayni formill F =
—(mMG /r®) r bigiminde yazilir. Kuvvetin bityiikliigii uzakligin karesiyle ters orantili oldugundan bu
yasa bir ters kare yasasidir. Newton bu yasay1 1687'de Principia adli eserinde yayimladi.
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Sekil 10.6: Orijindeki M kitlesinin kiitle ¢ekim alani. Oklar orijine yonelir; bityiiklikleri uzakligin
karesiyle ters orantili oldugundan orijine yaklastikca hizla uzar. Oklar orijin merkezli ti¢ kiire izerindeki
noktalardan ¢izildi.

Elektrik yikleri arasindaki kuvvet de ayni bigimde bir vektor alanidur.

Ornek 10.7 (Elektrik Kuvveti). Orijinde bir Q elektrik yiikii bulunsun (yiikler isaretlidir: pozitif ya
da negatif olabilir). Coulomb yasasina gore bu yiikiin, konum vektorii x = (z, y, z) olan noktadaki bir ¢
ytkine uyguladig elektrik kuvveti

olur; burada ¢, kullanilan birimlere bagl pozitif bir sabittir. Bu kuvvetin buyikliigiinii ve yoniinii incele-
yiniz.

Coziim.
Bityiikliik. | x | uzunlugu sadelesir:

Elektrik kuvveti de uzakligin karesiyle ters orantilidir.
Yon. F(x), x’in bir katidir ve katsayinin isareti ¢@Q’ nun isaretidir.

+ Yiikler ayni isaretliyse @ > 0’dir ve F(x), x ile ayn1 yéndedir: kuvvet ¢ yiikiinii orijinden uzaklag-
tirir, yani iticidir.
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« Yikler zit isaretliyse ¢Q < 0’dir ve F(x) orijine dogrudur: kuvvet ¢ekicidir.

Karsilagtirma. (3) formiild, kiitle ¢ekim alaninin (2) formilityle ayni bicimdedir; yalniz —mM G kat-
sayisinin yerini € ¢@) almistir. Kiitle ¢ekimi her zaman ¢ekicidir, elektrik kuvveti ise yiiklerin isaretine
gore cekici ya da itici olabilir. m

Kiitle cekim ve elektrik kuvvetinin alanlar1 birer kuvvet alanidir. Fizik¢iler cogu zaman elektrik kuvvetinin
kendisi yerine birim yiik basina diisen kuvvete bakar:

E, orijin diginda taniml bir vektor alanidir ve @) yiikiiniin elektrik alani (electric field) adini alir. E, ¢’ya
bagh degildir; yalniz alan olusturan () yiikiini tarif eder. Coulomb bu yasay1 1785'te burulma terazisiyle
yaptig1 deneylerle ortaya koydu.

Gradyan Alanlar1

Bir skaler alandan bir vektor alani elde etmenin en dogal yolu gradyan almaktur.
Iki degiskenli bir f fonksiyonunun gradyanmi biliyoruz (bkz. Analiz 4): Vf(z,y) = f,(x,y)i+
fy(z,y) j. Gradyan her noktaya bir vektér atadigindan bir vektor alanidar.

Tanim 10.3 (Gradyan Vektor Alani). f, birinci mertebeden kismi tiirevleri agik bir D C R? kiimesinin
her noktasinda var olan iki degiskenli bir fonksiyon olsun. D iizerinde

ile tanimlanan vektor alanina f’nin gradyan vektor alam (kisaca gradyan alani) denir. f ii¢c degiskenli
ise gradyan vektor alani, R3’te

Vi@y2)=foit+ fi+fk

ile tanimlanan alandir.

Yani gradyan, bir skaler alani bir vektor alanina cevirir. Gradyan alaninin goriniisiini, gradyanin bildi-
gimiz ozellikleri belirler (bkz. Analiz 4). f’nin tirevlenebilir oldugu ve V f # 0 oldugu bir noktada:

« V£, f’nin en huzli arttig1 yonii gosterir;
« | Vf |, bu en bilyiik artig hizina, yani en biiyiik yénlii tiireve esittir;
+ V£, 0 noktadan gecen seviye egrisine diktir.

Ornek 10.8 (Gradyan Alam ve Seviye Egrileri). f(z,y) = 2%y — y> fonksiyonunun gradyan vektor
alanini bulunuz ve bu alanin f’nin seviye egrileriyle iligkisini aciklayiniz.
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~—————

Sekil 10.7: flx, y) = ¥’y — y* fonksiyonunun seviye egrileri (mavi; ardisik seviyeler arasindaki fark 6'dir, f
= 0 seviyesi ti¢ dogrudur) ve gradyan vektor alani (turuncu, oklar aym oranda kisaltilmig). Oklar seviye
egrilerine diktir; egrilerin sik oldugu yerde uzun, seyrek oldugu yerde kisadur.

Cozim.
Gradyan alani. Kismi tiirevler f, = 2zy ve f,, = 22 — 3y? oldugundan
0 0
Vi) = G i+ 5§ = 2yt o = )
bulunur.

Sifir seviyesi. f’yi carpanlarina ayiralim:
fla,y) =y(@® —y?*) =y(z —y)(=z +y).

Buna gore f =0 seviyesi y =0, y = ¢ ve y = —x dogrularindan olugur. Bu dogrular diizlemi alt1
bélgeye ayirir ve f’nin isareti komsu bélgelerde farklidir. Orijinde V £(0,0) = 0’dur.

Diklik. Sekildeki gradyan vektérleri seviye egrilerine diktir. Bunu bir noktada dogrulayalim. (2, 1)
noktasinda f(2,1) =4 —1=3ve Vf(2,1) = (4,1) olur. z%y — y3 = 3 seviye egrisinin (2, 1) nokta-
sindaki egimi kapali tiirevle

bulunur; yani (1, —4) vektori egriye tegettir. (4,1) - (1, —4) = 4 — 4 = 0 oldugundan gradyan, tegete
diktir.

Uzunluk. Gradyan vektorleri seviye egrilerinin sik oldugu yerlerde uzun, seyrek oldugu yerlerde
kisadir. Nedeni sudur: | Vf |, f’nin en biiyiik yonlii tirevi, yani en hizli degisim hizidir. Egit aralikli
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seviyelere ait egrilerin birbirine yakin olmasi, f’nin kisa bir mesafede ¢ok degistigini, yani grafigin
orada dik oldugunu gésterir. Orijin cevresinde ise f yavas degisir; egriler seyrek, oklar kisadir. B

Konservatif Vektor Alanlar1

Her vektor alani bir fonksiyonun gradyani degildir; gradyan olan alanlar 6zel bir ad alir.

Tanim 10.4 (Konservatif Vektor Alan1 ve Potansiyel Fonksiyon). Bir F vektor alani bir f skaler
fonksiyonunun gradyani ise, yani tanim kiimesinin her noktasinda F' = V f olacak bi¢imde bir f fonksi-
yonu varsa, F’ye konservatif vektor alani (conservative vector field) denir. Bu durumda f’ye F’nin bir
potansiyel fonksiyonu denir.

Yani konservatif alan, gradyan alaninin bagka bir adidir; ama soru bu kez tersten sorulur: F verildiginde
onu gradyan olarak yazan bir f var midir? Bilegenlerle soylersek F = Pi+ @ j + R k alaninin konser-
vatif olmasi,

P=f, @=f, R=[

olacak bicimde bir f bulunmas: demektir. Potansiyel fonksiyon tek degildir: f bir potansiyel fonksiyonsa
her C sabiti i¢in V(f + C) = V f oldugundan f + C de bir potansiyel fonksiyondur. Konservatif (koru-
numlu) adi fizikten gelir: bu tiir kuvvet alanlarinda enerjinin korundugunu ileride gorecegiz.
Konservatif alanlar fizikte sik sik karsimiza cikar. Ilk 6rnegimiz kiitle cekim alanidur.

Ornek 10.9 (Kiitle Cekim Alani Konservatiftir). Kiitle cekim alanimnin (bkz. Ornek 10.6) konservatif
oldugunu,

mMG
/1.2 +y2 +22

fonksiyonunun bir potansiyel fonksiyonu oldugunu gostererek kanitlayiniz.

f(x7y’ Z) =

Cozim.

f=mMG (2 + y? + 22)~ /2 yazip zincir kuraliyla z’e gore tiirev alalim:
of 1
ZL MG [ =2 ) (22 92+ 22)3/2.2
5 =™ G ( 2) (*+y° + 2°%) x

B —mMGx
(22 + 12 + 22)3/%

f’nin formiilinde z, y ve z ayni rolii oynadigindan ayni hesap

g B —mMGy % . —mMGz
Oy - (332 +y2 + 22)3/2’ 8z (m2 +y2 + z2)3/2

verir. Bunlar kiitle cekim alaninin bilesen fonksiyonlaridir (bkz. Ornek 10.6):

of. oOf. 0
VS0 = ghi+ g+ k=P, 2),

Demek ki kiitle ¢ekim alani, orijin digindaki her noktada f’nin gradyamdir ve konservatiftir. m

Ayni hesap elektrik alanmna da uygulami. mMG =1 alinirsa yukaridaki hesap V (1/[x|)=
—x/ | x |2 oldugunu gésterir; buradan

(-2)- e

[ x|
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cikar, yani elektrik alani da konservatiftir. Fizikte isaret cogu zaman ters secilir: kuvvet F = —VV
biciminde yazilir ve V' = — f fonksiyonuna potansiyel enerji denir. Biz matematikteki F = V f uzlagimim
kullaniyoruz.

Her alanin konservatif olmadigini gérmek icin dénme alanina bakalim.

Ornek 10.10 (Konservatif Olmayan Bir Alan). Dénme alani F(z,y) = —y i + = j'nin R?’de konser-
vatif olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Tersini varsayalim: R?’de Vf = F olacak bicimde bir f fonksiyonu olsun. Bilesenleri esitlersek her
(z,y) icin

fm(fl,‘,y):fy, fy(may):"];
olur. Bu iki fonksiyonun kismi tiirevleri her yerde vardir:

Demek ki f’nin biitiin ikinci mertebeden kismi tiirevleri var ve siireklidir. Clairaut Teoremi'ne gore
(bkz. Analiz 4) bu durumda f,, = f,, olmalidir. Oysa —1 # 1'dir. Bu ¢eliski, béyle bir f’nin buluna-
mayacagini gosterir; donme alani konservatif degildir. m

Bu ornekteki fikir, bir alanin konservatif olup olmadigini anlamak icin genel bir 6l¢iite doniisecek. Bu
olciitleri Egrisel Integraller i¢in Temel Teorem ve Rotasyonel ve Diverjans boliimlerinde gorecegiz.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar alanlari ¢izmeyi ve tarif etmeyi, gradyan alanlarim ve akis ¢izgilerini kapsar.

Alistirma 10.1 (Bir Diizlem Alanimi Cizmek). F(z,y) = —3i+ (y — z) j vektdr alanin giziniz.

Cozim.

Yatay bilesen. P = —% sabittir: her okun yatay bileseni aynidir ve sola dogrudur.

Diisey bilesen. ) = y — z yalniz y — z farkina baglhdir. Dolayisiyla her y = = 4 ¢ dogrusu iizerinde
alan sabittir.

+ y = z dogrusu iizerinde = 0ve F = —% i’dir: oklar kisa ve yataydir, sola bakar.

» Dogrunun ustiinde (y > z) @ > 0’dir: oklar sola ve yukar1 dogrudur.
+ Dogrunun altinda (y < x) @ < 0°dur: oklar sola ve asag1 dogrudur.

Dogrudan uzaklastikca | Q | = | y — = | bityiidigiinden oklar diklesir ve uzar. Birkac deger:
(z,y) F(z,y) (z,y) F(z,y)
(0,0) (~3,0) (1,1) (~3,0)

(0,1) (3. 1) (1,0) (=3 —1)

(0,2) (~3,2) (2,0) (-3,-2)

(—2,2) (=34 (2,-2) (—3,—4)
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X_z K_l //;’/ 5 1 f 2 -
N i g . ,/
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A

Sekil 10.8: F(x, y) = -% i + (y — x) j alaninin tam say1 koordinatl noktalardaki vektorleri (hepsi aym
oranda kisaltilmig). Oklar y = x dogrusu iizerinde yatay ve sola dogrudur; dogrunun ustiinde yukari,
altinda asagi egilir ve dogrudan uzaklastikca uzar.

Alistirma 10.2 (Oklarin Yatay ve Diisey Oldugu Dogrular). F(z,y) = (y, y + 2) alaninin gériini-
siindi, oklarin diigey ve yatay oldugu yerleri bularak tarif ediniz.

Cozim.

x’ten bagimsizlik. Iki bilesen de yalniz y’ye bagldir; her yatay dogru iizerinde biitiin oklar aynidir.
Diisey oklar. Ok, P = y = 0 oldugunda diiseydir. = ekseni tizerinde F = (0, 2) olur: oklar yukari
bakar ve uzunluklar1 2’dir.

Yatay oklar. Ok, @ = y + 2 = 0 oldugunda yataydir. y = —2 dogrusu iizerinde F = (—2,0) olur:
oklar sola bakar ve uzunluklar: 2°dir.

Bolgeler. Bilegenlerin isaretine bakalim:

« y>0ise P > 0ve @ > 0’dir: oklar saga ve yukar1 dogrudur.
s —2 <y < 0ise P < 0ve@ > 0’dir: oklar sola ve yukar1 dogrudur.
o y < —2ise P < 0ve @ < 0°dur: oklar sola ve agag1 dogrudur.

Uzunluk. Okun uzunlugunun karesi
[ F 2=y +@y+2)°=20y+1)*+2

oldugundan en kisa oklar y = —1 dogrusundadir ve uzunluklari /2°dir. | y | bityiiditkce oklar uzar ve
(y+2)/y — 1 oldugundan y = x dogrultusuna paralellesir: iistte saga ve yukari, altta sola ve agagi. m
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Alistirma 10.3 (Yukar1 Egilen Bir Uzay Alan1). F(z,y,z) = zi+ yj + 3 k alaninin goriintisiini tarif
ediniz.

Cozim.

z’den bagimsizlik. Bilesenler z’ye bagl degildir; ayni diisey dogru tizerindeki biitiin noktalarda
vektor aynidir.

Yatay kisim. z i + y j, noktanin zy-dizlemindeki izdisimiiniin konum vekt6ridir. Bu yiizden oklarin
yatay kismu z ekseninden digar1 dogrudur ve uzunlugu, noktanin z eksenine uzakligi olan r =
V2 + y?dir.

Diisey kisim. k bileseni her yerde 3’tiir; biitiin oklar yukari egilir. z ekseni tizerinde (x =y = 0) F =
3 k olur ve oklar diseydir.

Egim. Okun yatayla yaptig1 « acisi icin tan o = 3/r ve okun uzunlugu v/r2 + 9 olur. z ekseninden
uzaklastikca oklar hem uzar hem yataylasir. Alan, z ekseninden her yo6ne, yukar: dogru acilan bir
fiskiyeye benzer. m

Alistirma 10.4 (Alanin Sifir Oldugu Bir Cember). x = (z,y) ver = | x | olmak iizere F(x) = (r? —
2r) x alaninin sifir oldugu noktalar1 bularak alanin gériiniisiinii agiklayiniz.

Coziim.

Sifirlar. F(x) = r(r — 2) x yazalim. Bu vektoriin sifir olmasi i¢in x = 0 ya da r(r — 2) = 0 olmalidir;
yani 7 = 0 ya da r = 2. Alan orijinde ve 2 + y* = 4 cemberinin her noktasinda sifirdir.

Yon. F(x), konum vektoriiniin r(r — 2) katidir; oklar yaricap dogrultusundadir.

« 0 <r <2iser(r—2) < 0dur: oklar orijine dogru, igeri bakar.
« > 2ise r(r — 2) > 0’dur: oklar orijinden digar1 bakar.

Uzunluk. | F(x) |=r|7—2|-r=712| r — 2| olur. Cemberin icinde bu say1 r?(2 — r)’dir; tiirevi

4r — 3r2, r = 4/3’te sifir olur ve en bilyiik deger % . % = g—?’dir. Yani icerideki oklar kisadir; 6rnegin

r = 1’de uzunluk 1’dir. Cemberin disinda ise uzunluk hizla biiyiir; 6rnegin r = 3’te 9’dur.

Goriiniis. Oklar r = 2 cemberinin icinde orijine, disinda orijinden uzaga dogrudur ve cemberin
iizerinde sifirdir. Bu alani bir hiz alam olarak diistiniirsek ¢cemberin icindeki parcaciklar orijine dogru,
disindakiler orijinden uzaga siiriiklenir; cemberin iizerindeki parcaciklar ise yerinde kalir. m

Alistirma 10.5 (iki Degiskenli Bir Gradyan Alami). f(z,y) = ysin(zy) fonksiyonunun gradyan
vektor alanini bulunuz.

Coziim. 5
a’e gore tiirev. y sabit tutulur; zincir kuraliyla 92 sin(zy) = y cos(zy) oldugundan

x

fz =1y ycos(zy) = y* cos(zy)
olur. 5
y’ye gore tiirev. f, y ile sin(zy) nin ¢arpimidir; carpim kurali ve " sin(zy) = z cos(xy) ile
Y
fy =sin(zy) +y - x cos(zy) = sin(zy) + xy cos(zy)

bulunur.
Gradyan alani.

Vf(z,y) = y?cos(zy)i+ [sin(zy) + zy cos(zy) |J.

Alistirma 10.6 (U¢ Degiskenli Bir Gradyan Alani). f(z,v, z) = 2%y e¥/* fonksiyonunun gradyan
vektor alanini bulunuz.
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Cozim.
f, z # 0 olan noktalarda tanimhidir. Ug kismi tiirevi sirayla alalim.
x’e gore. y e¥/* carpam sabittir:

f, = 2xyev/*.

0 1
y’ye gore. x2 sabittir; y e¥/* carpimina carpim kuralim uygulayalim. a—ey/ # = — e¥/% oldugundan
Y z

fy= 2 (ey/z 4 Yy e?//Z) = 2 (1 4 g)éj/z
z z

olur. 5
2’ye gore. x2y sabittir ve &g = —Z% oldugundan

2,2
bulunur.

Gradyan alani.

Vf(z,y,z) = meey/zi+m2(l+g>ey/'zj
z

$2y2

Ve

Alistirma 10.7 (Késegene Dik Bir Gradyan Alam). f(z,y) = 3(z — y)? fonksiyonunun gradyan
vektor alanini bularak bu alani tarif ediniz.

Cozim.
Gradyan alani. Zincir kurahyla f, = (z —y) - 1 ve f, = (z — y) - (—1) oldugundan

Vizy) =(@—y)i+ty—z)j=(@—-y)(i-})

bulunur.

Dogrultu. Her ok i — j vektoriniin bir katidir; yani biitiin oklar y = = dogrusuna diktir. y = = dogrusu
iizerinde V f = 0’dur.

Yo6n. Dogrunun altinda (z > y) oklar i —j yoniinde, yani saga ve asagy ustiinde (x <y) —i+]j
yoninde, yani sola ve yukar1 bakar. Her iki durumda da oklar y = z dogrusundan uzaga dogrudur.
Uzunluk. | V£ | = v/2| z —y | olur. (z,y) noktasmmn y = 2 dogrusuna uzakhg: | z —y | /+/2 oldu-
gundan okun uzunlugu bu uzakligin iki katidur.

Seviye egrileri. f = c egrileri z — y = 41/2¢ dogrularidir, yani y = z’e paralel dogrulardir. Gradyan
bu dogrulara diktir ve f’nin arttig1 yone, y = = dogrusundan uzaga bakar. m

Alistirma 10.8 (Elips Bigimli Seviye Egrileri). f(z,y) = In(1 + x? + 2y?) fonksiyonunun gradyan
vektor alanini bularak bu alanin f’nin seviye egrileriyle iligkisini agiklayiniz.

Coziim.
Gradyan alani. Zincir kuraliyla

2x 4y

Vi(zy) = . .
f@y) 1+x2+2y21+1—|—x2+2y2']

bulunur.
Seviye egrileri. f(x,y) = cesitligi z2 + 2y? = e — 1 demektir. ¢ > 0 icin bunlar merkezi orijin olan
elipslerdir; ¢ = 0 seviyesi yalniz orijindir.
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Diklik. 22 + 2y? = k elipsinde kapal tiirev 22 + 4y y’ = 0 verir; bu yiizden (2y, —z) vektorii elipse
tegettir. V f, (2z, 4y) vektdriiniin pozitif bir katidir ve

oldugundan gradyan elipslere diktir. Ayrica f, z? + 2y? bityiidiikce arttigindan oklar elipslerden disar1
dogrudur.

2
Uzunluk. z ekseni tizerinde | Vf | = T _Lw 5 dir; bu deger en gok 1'dir ve | x | = 1’de alinir. y ekseni
x
4
tzerinde | Vf | = 1 —i|- g 5 dir; en cok V2'dir ve | y | = 1/+/2°de alinir. Oklar orijine yakin yerde ve
)

cok uzakta kisa, aradaki halkada uzundur. Esit aralikli seviyelerin elipsleri de bu halkada en sik, orijin
yakininda ve uzakta seyrektir. B

Alistirma 10.9 (Hiz Alaninda Konum Tahmini). Bir parcacik V(z,y) = (22, x + y?) hiz alaninda,
yani bu alann bir akis ¢izgisi boyunca hareket ediyor. t = 3 aninda (2, 1) noktasinda olan parcacigin t =
3,01 anindaki konumunu tahmin ediniz.

Coziim.
(1) yaklasimimi ¢t = 3 ve h = 0,01 ile kullanacagiz.
Hiz. Parcacigin ¢ = 3 anindaki hizi, bulundugu noktadaki alanin degeridir:

V(2,1) = (22,2 +12) = (4,3).
Tahmin.
r(3,01) ~ (2,1) + 0,01 (4, 3) = (2,04; 1,03).

Parcacik ¢t = 3,01 aninda yaklagik olarak (2,04; 1,03) noktasindadir. m

Aligtirma 10.10 (Orijinden Baslayan Bir Akis Cizgisi). ¢ = 0 aninda orijinde bulunan bir parcacik
F(z,y) = i+ z j hiz alaninda hareket ediyor. Parcacifin izledigi yolu bulunuz.

Cozim.
Denklemler. Parcacigin yolu r(¢) = (x(t), y(t)) bir akis cizgisidir:

() =1, y@)==(), =(0)=y(0)=0.

x(t). 2" = 1ve z(0) = 0 oldugundan z(¢t) = ¢ olur.
y(t). Bunu ikinci denklemde yerine koyarsak y’(t) = t olur; y(0) = 0 kosuluyla y(t) = #?/2 bulunur.
Yol. r(t) = ti+ 3t j ve t = z oldugundan parcacik
2

y= o
parabolii iizerinde hareket eder. Dogrulama: 1’ (¢) = (1,t) ve F(r(¢)) = (1,t) aymdir.
Biitiin akis cizgileri. Her akis cizgisinde ' = 1 # 0 oldugundan egri z’in bir fonksiyonu olarak
yazilabilir ve zincir kurali

dy _y'(t)
de  z'(t)

=T

verir. Buradan y = %x2 + C c¢ikar: alanin biitiin akis ¢izgileri bu paraboliin diisey 6telemeleridir. B

Alistirma 10.11 (Hiperbol Bi¢imli Akis Cizgileri). F(z,y) = xi— yj alaminin ¢ = 0 anunda (1, 1)
noktasindan gecen akis ¢izgisini bulunuz.

Cozim.
Denklemler. Akis ¢izgisi r(t) = (x(t), y(t)) icin
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olur.
Korunan bityiiklik. Carpim kuraliyla

d

(@) =a'y+ay =zy—zy=0

oldugundan xy her akis ¢izgisi boyunca sabittir. Alanin akis ¢izgileri xy = C hiperbolleri (ve C' =0
icin eksenler) iizerinde kalir. (1, 1) noktasinda xy = 1’dir.

Coziim. (ze™ ') =2’ e? —xe™t =0 oldugundan ze™? sabittir; 2(0) = 1 ile z(¢) = e’ bulunur.
Ayni bicimde ( ye') =y’ e’ +ye’ =0 oldugundan y(t) = e* olur.

Yol. z(t) = e biitiin pozitif degerleri alir ve z(¢) y(t) = 1'dir. Akis ¢izgisi, zy = 1 hiperboliiniin sag
kolu, yani

1
y=—, z>0
T

egrisidir. t arttikca x biiylr, y sifira yaklasir: parcacik saga dogru ilerleyerek x eksenine yaklagir. B

Vektor alanlarmi tanidigimiza gore onlar integrallemeye haziriz. Sonraki béliimde Egrisel Integraller ile
bir fonksiyonu ve bir vektor alanini bir egri boyunca integralleyecek, bir kuvvet alaninin bir parcacigi bir
egri boyunca hareket ettirirken yaptig1 isi hesaplayacagiz.
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11.1

11. Egrisel Integraller

Tek degiskenli integralde bir fonksiyonu bir [a, b] araligi boyunca topluyorduk: aralig: kii¢iik parcalara
boler, her parcanin uzunlugunu fonksiyonun o parcadaki bir degeriyle carpar, toplar ve limit alirdik. Bu
boliimde ayni fikri bir egri boyunca uygulayacagiz. Aralik yerine bir C egrisini kiigiik yaylara bélecegiz
ve parcalarin uzunluklar1 yerine bu yaylarin uzunluklarini kullanacagiz. Boyle elde edilen integrallere
egrisel integral (line integral) denir. Egrisel integraller 19. yiizyilin baslarinda akigkanlarin akigi, kuv-
vetler, elektrik ve manyetizma problemleri i¢in gelistirildi.

Iki tiir egrisel integral gorecegiz. Birincisi bir skaler fonksiyonu egri boyunca yay uzunluguna gére toplar;
ince bir telin kiitlesi ya da bir egrinin iizerine dikilmis bir perdenin alani bu tiirdendir. Ikincisi bir vektdr
alaninin egriye teget bilesenini toplar; bir kuvvet alanimin bir parcacigi egri boyunca hareket ettirirken
yaptig1 is bu tiirdendir. Vektor Alanlar1 boliminde tanidigimiz vektor alanlari (bkz. Tanim 10.1) béylece
ilk kez bir integralin icine girecek.

Yay Uzunluguna Goére Egrisel Integral

Once egriyi kiiciik yaylara bolelim ve tek degiskenli integraldeki Riemann toplamin egri iizerindeki
karsiligini kuralim.
Diizlemde bir C' egrisi

T = z(t), y=y(t), a<t<b (1)

parametrik denklemleriyle, yani r(¢) = z(t) i + y(¢) j vektor denklemiyle verilsin. C’nin diizgiin (smo-
oth) oldugunu varsayacagiz: r’ siirekli ve her ¢ i¢in r’(¢) # 0. Yani egrinin her noktasinda sifirdan farkl:
ve stirekli degisen bir hiz vektorii vardir; egride sivri u¢ ya da kirilma yoktur. Ayrica r’nin C’yi bir kez
katettigini, yani farkl ¢ degerlerinde farkli noktalar verdigini varsayacagiz. Tek istisna kapali egrilerdir:
onlarda baglangi¢ ve bitis noktas1 ¢akisir, r(a) = r(b) olur.

[a, b] araligini n esit parcaya bolelim: At = (b—a)/nvet, =a+iAt (i =0,1,...,n) olsun. z; = z(t;)
ve y; = y(t;) olmak tizere P,(z;,y;) = r(t;) noktalar1 C’yi n alt yaya béler. i-inci alt yay P,_,’den B.’ye
gider; uzunlugunu As; ile gésterelim. Her alt yaydan bir P*(z}, y?) noktasi segelim. Bu nokta [¢;_;, t;]
araligindaki bir ¢} parametre degerine karsilik gelir: P* = r(t).

Simdi f, tanim kiimesi C"yi igeren iki degiskenli bir fonksiyon olsun. f’nin P* noktasindaki degerini i-
inci alt yaymn uzunluguyla carpip toplayalim:

n
i=1

Bu toplam bir Riemann toplamina benzer; aralik parcalarinin uzunluklar1 yerine burada alt yaylarin
uzunluklar1 As; vardir.
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214 Boliim 11. Egrisel Integraller

Sekil 11.1: [a, b] parametre aralig1 n esit parcaya béliiniince C egrisi de P,, Py, ..., P, noktalariyla n alt yaya
boluniir; P; = r(t) olur. i-inci alt yayin uzunlugu As;, Gizerinden secilen nokta P;* = r(#;*) noktasidir.

Tanim 11.1 (Yay Uzunluguna Gére Egrisel Integral). f, (1) denklemleriyle verilen diizgiin bir C
egrisi izerinde tanimli olsun. P* noktalar: nasil secilirse secilsin

/ fla,y)ds = Tim S f(at,u7) As,

limiti var ve ayniysa bu sayiya f’nin C boyunca yay uzunluguna gore egrisel integrali denir.
C uzayda r(t) = z(t)i+ y(t)j+ 2(t) k, a <t < b ile verilen diizgiin bir egri ve f i degiskenli bir
fonksiyon ise tanim aynidir:

/ F(oy,2) ds = lim 3 f(at 8 28) As,.

Yani egriyi kisa yaylara bolityor, her yayda f’nin bir degerini o yayin uzunluguyla tartiyor ve topluyoruz.
Yaylar kisaldik¢a f her yay tizerinde neredeyse sabit kalir ve toplam, “f’nin egri boyunca toplamina”
yaklasir. f = 1 ise toplam ) As;, her n i¢in C’nin uzunlugu L’ye esittir; bu yiizden [ o ds = L olur. C
iizerindeki noktalar1 yalniz bir yontem olarak parametre araciligiyla segiyoruz; asagida degerin paramet-
rizasyona bagli olmadigini da gorecegiz.

Tanimi dogrudan kullanmak zordur. Neyse ki f siirekliyse limit her zaman vardir ve siradan bir integrale
doniisir.

Teorem 11.1 (Egrisel Integralin Parametrik Hesab1). C, r(t), a <t < b ile verilen diizgiin bir egri
ve f, C uzerinde siirekli olsun; yani t — f(r(t)) bileskesi [a,b] iizerinde siirekli olsun (f, C’yi iceren bir
bolgede siirekliyse bu kendiliginden saglanir). Bu durumda fc f ds vardir ve

b
ds = r r d 2
/Cf /af((t))l (t) | dt (2)

olur. Bilesenlerle yazarsak diizlemde
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11.1 Yay Uzunluguna Gére Egrisel Integral 215

b
[ tamds= [ 1 (s.00)) VIO H 0P dr (3)
C a

uzayda

b
[ t@pards= [ £ (xt)) V@7 +y 0P + 7 OF (4)
C a

elde edilir.

ispat.
Adim 1: Alt yaylarin uzunluklari. Parametrik egrinin yay uzunlugu formiiliine gore (bkz. Analiz 2;
uzay egrisinde kokiin icine 2’ (t)? de eklenir) i-inci alt yayin uzunlugu

t’i

Asiz/ | ' (t) |dt

ti g

dir.| v’ | siirekli oldugundan integraller icin ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) bir 7, € [t,_,,t;] verir:
As, = | r'(1;) | At.

Adim 2: Bir Riemann toplamiyla karsilastirma. g(t) = f(r(t)) vev(t) = | r'(t) | diyelim; ikisi de
[a, b] iizerinde siireklidir. Tanimdaki toplam

S0 =3 ol ol(ry) At
i=1

olur. Ote yandan

=3 o) ot

i=1

toplamu siirekli g v fonksiyonunun [a, b] iizerindeki bir Rzemann toplamzdzr (bkz. Analiz 2). Siirekli fonksi-
yonlar integrallenebilir oldugundan n — oo iken R, — f g(t) v(t) dt olur.

Adim 3: Farkin sifira gitmesi. g kapali ve sinirly bir arallkta stirekli oldugundan sinirlidir: her t igin
| g(t) | < M. v de|a,b] iizerinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 1). € > 0 verilsin ve
t—u | <diken| v(t) —v(u) | < e olacak bicimde segilsin. At < § olacak kadar biiyiik
n igin t} ileT; aymi [t,_1,t;] arabginda oldugundan | t; — 7, | < At < & ’dir. Buradan

NgE

| S =Ry [ <) | 9(8) [| v(r) —o(E) | At

1

.
Il

MeAt=Me(b—a)

-

Il
-

3

bulunur. € keyfi oldugundan S,, — R, — 0, dolayisiyla S,, — f; g(t) v(t) dt olur. Bu sonug t} degerle-
r'(t) |

uzunlugunun bilesenlerle yazilisidr.
|

Yani egrisel integrali hesaplamak icin her seyi ¢ parametresi cinsinden yazariz: z, y (ve z) yerine x(t), y(t)
(ve 2(t)), ds yerine de

ds=|v/(t) |dt = /2'(t)% + ¢/ ()2 dt

koyariz. Bu yazilis bir ezber degildir: s(t), r(a) ile r(¢) arasindaki yayin uzunlugu ise ds/dt = | r’(t) |
Yani | r'(t) | egri tizerindeki hizdir ve kisa bir dt siiresinde alinan yol yaklagik | v’ (¢) | d¢’dir.
Formiilden iki 6zel durum hemen cikar.
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« f=1igin fc ds = f:| r’(t) | dt = L olur. r, C’yi bir kez katettiginden bu say1 C’nin uzunlugudur.

« C, x ekseni iizerinde (a,0)’dan (b, 0)’a giden dogru parcasi olsun. z’i parametre alirsak = z, y = 0,
a <z <bolurve|r’ | =1 oldugundan fc flz,y)ds = f: f(z,0) dz elde edilir. Yani egrisel integral,
siradan tek degiskenli integralin bir genellemesidir.

Egrisel integralin degeri, egri ayni yonde ve bir kez katedildigi siirece secilen parametrizasyona bagh
degildir; bunu béliimiin sonunda Onerme 11.2 ve Onerme 11.3 ile gdsterecegiz. Bu yiizden her problemde
isimize en ¢ok yarayan parametrizasyonu se¢mekte serbestiz.

Perde Alani Olarak Egrisel Integral

Egrisel integrali, tek degiskenli integrali egri altindaki alan olarak yorumladigimiz gibi, bir alan olarak da
yorumlayabiliriz.

f(z,y) > 0 olsun. zy-diizlemindeki C' egrisinin her (z,y) noktasmna f(z,y) yiksekliginde disey bir
dogru pargasi dikelim. Bu dogru pargalari, tabani C olan bir “perde” ya da “¢it” olusturur. Riemann
toplamindaki her f(z,y;) As, terimi, tabani é-inci alt yay ve yiiksekligi f(z},yF) olan ince bir seridin
alanidir. Seritler inceldikge toplamlar1 perdenin alanina yaklasir. Bu yiizden |’ o f(z,y) ds, perdenin bir
yliztintin alanmidir.

z=flx, y)
\.< )
0 \\
x As; P; C

4

Sekil 11.2: f> 0 iken [¢ fds, tabam xy-diizlemindeki C egrisi ve (x, y) noktasindaki yiiksekligi fx, y) olan
perdenin bir yiiziinin alanmidir. Turuncu geridin alani f{P;*) As; carpimudir; bu seritlerin toplami Riemann
toplamini verir.

Egrisel Integralin Hesab1

Teorem 11.1 bize bir hesap y6ntemi verir; adimlarin siralayip diizlemde ve uzayda birer 6rnekle uygula-
yalim.
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11.3 Egrisel Integralin Hesab1 217

© Yay uzunluguna gére egrisel integral ii¢ adimda

1. Parametrize et. C icin t arttikca egriyi bir kez katederek dolagan bir r(t), a < ¢ < b paramet-
rizasyonu yaz. Birim c¢ember i¢in x = cost, y =sint; y = g(x) grafigi i¢in = = z, y = g(z)
kullanilabilir.

2. ds’yihesapla. ds = | r'(t) | dt; diizlemde /2’2 + y’2 dt, uzayda /2’2 + y'2 + 2’2 dt.

3. Yerine koy ve integre et. f’de z, y, z yerine z(t), y(t), 2(t) yazip a’dan b’ye (a < b) integral al.

Ornek 11.1 (Yarim Cember Uzerinde). C, 2 + 32 = 1 birim ¢emberinin iist yaris1 olmak iizere
/ (2 + z2y) ds
(&

integralini hesaplayiniz.
Cozim.
Parametrize et. Birim cember z = cost, y = sint denklemleriyle verilir. Ust yarida y = sint > 0

oldugundan parametre aralig1 0 < ¢ < 7’dir.
ds’yi hesapla. 2’ (t) = —sint ve y’ () = cost oldugundan

ds = \/sin?t + cos? tdt = dt

bulunur. Birim ¢emberde parametre, yay uzunlugunun ta kendisidir.
Yerine koy ve integre et. (3) formiiliinden

/(2+x2y)d5=/ (2 + cos? tsint) dt
C 0

cos® ¢ "
= |2t—
0

olur. Burada cos? ¢sin ¢’'nin bir ilkeli —% cos® t'dir (tiirevi alinarak denetlenebilir). Sinirlar1 yerine
koyarsak cos m = —1 ve cos 0 = 1 oldugundan

(2 +1) (o 1)—2 +2
T3 3) "3

bulunur.
| ]

Tanim ve teorem uzay egrileri icin de aynen gecerli oldugundan ayni adimlar uzayda da isler.

Ornek 11.2 (Dairesel Helis Uzerinde). C,z = cost,y =sint, z = t,0 < t < 27 dairesel helisi olmak

uzere
/ ysin zds
c

integralini hesaplayiniz.
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218 Boliim 11. Egrisel Integraller

z
A
(1,0, 27)
’r—/‘
4 A

Sekil 11.3: x=cos t, y=sint, z=t(0 < t < 27) dairesel helisi x* + y* = 1 silindirinin tizerinde bir tam tur
atarak (1, 0, 0) noktasindan (1, 0, 27) noktasina ¢ikar. Silindirin arka ytiziindeki kismi soluk ¢izilmistir;
sekil fazla uzamasin diye z ekseni kisaltilmig 6l¢ekle ¢izilmistir.

Coziim.
ds’yi hesapla. r’(t) = —sinti+ costj + k oldugundan

| r/(t) | = V/sin2t +cos?t + 1 =2

ve ds = v/2 dt olur. Helis sabit hizla dolasilir.
Yerine koy. y = sint ve z = t oldugundan ysin z = sint - sint = sin? ¢ olur. (4) formiiliinden
2w
/ysinzds: V2sin? t dt
c 0

bulunur.
Integre et. sin? t = (1 — cos 2t) 6zdesligiyle
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2

\/5/2”1—00821?(%: {t_sin%r”
0 2 1y

S

-27r=\/§7r

elde edilir. Ayni hesapla, f = 1 alinarak helisin uzunlugu da bulunur: | c ds = fo% V2dt =2v/27.
]

Parcal1 Diizgiin Egriler
Bir icgenin kenarlar ya da bir yayin ardindan gelen bir dogru parcasi gibi koseli egriler diizgiin degildir;
ama diizgiin parcalara ayrilabilirler.

Tanim 11.2 (Parcali Diizgiin Egri). C, sonlu sayida C;, C,, ..., C,, diizgiin egrisinin birlesimi olsun ve
her i i¢in C; | ; 'in baslangi¢ noktas1 C;’nin bitis noktas1 olsun. Béyle bir egriye parcal diizgiin egri denir
ve f’nin C boyunca egrisel integrali, parcalar tizerindeki integrallerin toplami olarak tanimlanur:

/Cfds:/cfds—i-/cfds—l—-"—i-/c fds.

Yani koselerde egriyi bolityor, her diizgiin parcayr kendi parametrizasyonuyla ayri ayr1 hesapliyor ve
sonuglar: topluyoruz. Kirik cizgiler ve kapali cokgenlerin sinirlar1 parcali diizgiin egrilerdir. Boliimde
tanimlayacagimiz oteki egrisel integraller icin de parcali diizgiin egri tizerindeki integral ayni bicimde,
parcalar tizerindeki integrallerin toplami olarak tanimlanir.

Ornek 11.3 (Parabol Yay1 ve Diisey Dogru Parcasi). C,y = z2 paraboliiniin (0,0)’dan (1, 1)’e giden
C; yaytile (1,1)’den (1, 2)’ye giden disey C, dogru parcasindan olugsun.

/ 2x ds
c

integralini hesaplayiniz.
Coziim.
C, iizerinde. C; bir z fonksiyonunun grafigi oldugundan i parametre aliriz: z = z, y = x2, 0 <

z < 1. Buradan dy/dx = 2z ve

ds =+v1+4z2dzx

1
/Zmds:/ 2z 1+ 4z2 dx
c, 0

1

olur. Boylece

bulunur. u = 1 + 4z? dersek du = 8z da, yani 2z dz = § du olur; simirlar u = 1 ile u = 5'tir:
L 12 5V — 1
/ 2zds = —/ w?du == - _[u3/2]5 - V5 '
C 4/, 4 3 1 6

C, iizerinde. Bu kez y’yi parametre alinz: x = 1, y =y, 1 <y < 2. dx/dy = 0 ve dy/dy = 1 oldu-

gundan ds = dy olur ve
2
/des:/ 2-1dy=2
c 1

2

bulunur.
Toplam. Tanim 11.2 geregi
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/ 27 ds = 5v5-1 +2:—5\/5+11
; 6 6

elde edilir.
||

Ince Bir Telin Kiitlesi ve Kiitle Merkezi

Bir egrisel integralin fiziksel anlami, f’nin neyi temsil ettigine baglidir. Burada f’yi bir telin yogunlugu
olarak diisiinecegiz.

C bi¢imindeki ince bir telin (z,y) noktasindaki dogrusal yogunlugu (birim uzunluk bagina kiitlesi)
p(z,y) olsun. Telin P,_;’den P,’ye uzanan par¢asinin kiitlesi yaklagik p(x?, y¥) As,’dir; bu yiizden telin
kiitlesi yaklasik > p(xf, yf) As,; olur. Egri izerinde gittikce daha ¢ok nokta alirsak bu yaklagimlar telin
kiitlesine yaklagir. Boylece levhalar i¢in yaptigimiz tanimlarin (bkz. Tanim 4.4) tel i¢in karsiligina geliriz.

Tanim 11.3 (Ince Bir Telin Kiitlesi ve Kiitle Merkezi). C bicimindeki ince bir telin dogrusal yogun-
lugu siirekli bir p(z, y) fonksiyonu olsun. Telin kiitlesi

m = lim Y p(a},4}) As; =/ p(z,y)ds,
kiitle merkezi de koordinatlar1
i= o [opewds. 7= [ s (5)
2= ) Tr@vds = | yelay)ds

olan (z, y) noktasidir.

Yani kiitle, yogunlugun tel boyunca toplamidir; z ve y de telin noktalarinin koordinatlarinin yogunlukla
agirliklandirilmig ortalamalaridir. Kiitle merkezi telin tizerinde olmak zorunda degildir. Uzaydaki bir tel
icin p(z, y, z) ile ayni formiiller yazilir ve iigiincii koordinat z = X [ o Zpdsolur. Ornegin p(z,y) = 2 +
x?y, yarim ¢ember bigimindeki bir telin yogunluguysa ilk érnekte hesapladigimiz integral (bkz. Ornek
11.1) o telin kiitlesidir.

Ornek 11.4 (Tabani1 Agir Yarim Cember Tel). Bir tel 22 + y2 = 1, y > 0 yarim cemberi bicimindedir
ve tabanina yakin yerlerde tepesine gore daha kalindir: herhangi bir noktadaki dogrusal yogunlugu, o
noktanin y = 1 dogrusuna uzakligiyla orantilidir. Telin kiitle merkezini bulunuz.

Coziim.

Yogunluk ve parametrizasyon. Tel iizerinde y < 1 oldugundan (z, y) noktasinin y = 1 dogrusuna
uzaklig1 1 — y’dir. Buna gére bir k > 0 sabiti i¢in p(x,y) = k(1 — y) olur. llk drnekteki gibi (bkz. Ornek
11.1) x = cost,y = sint, 0 < t < 7 alirsak ds = dt olur.

Kiitle.

mz/k(l—y)ds:/ﬂkr(l—sint)dtzk[t+cost]g:k(7r—2).
c 0

Z. (5) formiiliinden

/xpds:k/ cost(lsint)dt:klsint
c 0

oldugundan z = 0’dir. Bunu simetriden de bekliyorduk: tel ve yogunluk y eksenine gére simetriktir.
Y. (5) formiliinden

_ 1 1 " .o
y—m/cyk(l—y)dS—ﬂ_Q/o (sint —sin®t) dt

.2 ™
sin“t
] =0

0
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olur. [Tsintdt = 2 vesin?t = (1 — cos 2t) 6zdesliginden [ sin?tdt = T oldugundan
0 2 g 0 2 g

bulunur Kiitle merkezi (0, 2<47; 5 ) (0; 0,38) noktasidir. Sabit yogunluklu bir yarim ¢ember telde
y = = ~ 0,64 olurdu; yogunluk tabanda biiyiik oldugundan kiitle merkezi asag1 kaymigtir. Bu nokta
telin tizerinde degil, yarim ¢emberin igindedir.

]

Koordinatlara Gore Egrisel Integraller

Tanimdaki As; yerine alt yayin yatay ya da diisey yer degistirmesini koyarsak iki yeni egrisel integral
elde ederiz. Bunlar 6zellikle vektor alanlariyla birlikte sik stk karsimiza ¢ikacak.

Tanim 11.4 (Koordinatlara Gore Egrisel Integraller). f, (1) ile verilen diizgiin C' egrisi iizerinde
tanimli olsun ve Az, =z, —z,_;, Ay, =y, —y;_; olsun. f'nin C boyunca =’e gore ve y’ye gore
egrisel integralleri

/f@ymw—hmE:fwm

/f ay dy— hm Zf wyz)Ayz
C

limitleridir (var olduklarinda). Uzaydaki bir eri i¢in Az; = z; — z;_, ile [ o f(z,y, z) dz ayn1 bigimde
tanimlanir; dz ve dy integralleri de ti¢ degiskenli f ile aynen yazilir.

Yani As; her zaman pozitif bir uzunluktur, Az, ve Ay, ise alt yayin yatay ve diisey yer degistirmeleridir
ve negatif olabilirler. Bu yiizden bu integraller egrinin hangi uctan hangi uca katedildigine baghdir:
parametrizasyon egriyi baslangic noktasindan bitis noktasina dogru dolasmalidir. Bunu Onerme 11.4 ile
kesinlestirecegiz. Ayirt etmek gerektiginde ilk tanimladigimiz | o f ds integraline yay uzunluguna gore
egrisel integral deriz.

Teorem 11.2 (Koordinatlara Gore Egrisel Integrallerin Hesab1). C,r(t) = z(t)i+y(t)j + 2(t) k,
a <t < b ile verilen diizgiin bir egri ve f, C iizerinde siirekli olsun. Bu durumda

Lfmzlﬂmmx@m
Lf@=lw@@M@Mt
/Cfdz:/abf(r(t))z t) dt

olur. Diizlemde ilk iki formiil z bileseni olmadan aynen gecerlidir.

Ispat.

dx igin yapalim; oteki ikisi harf degistirerek aymi bicimde gosterilir. Ispat, Teorem 11.1 icin verdigimiz
ispatin aymisidir; yalnizv = | v/ | yerine x’ gelir.

Adum 1. z, [t,_,,t,] iizerinde tiirevlenebilir oldugundan Lagrange ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2)
birt; € [t;_q,t;] verir:

Az, = z(t;) — x(t;_,) = 2’ (7;) At.

Adim 2. g(t) = f(x(t)) ile tamumdaki toplam S,, =3 g(¢¥) ' (1;) At olur. R,, = Y g(t}) =’ (t}) At ise
siirekli g 2" fonksiyonunun bir Riemann toplamidir ve fa g(t) z’ (t) dt’ye yakinsar.
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Adim 3.| g | < M olsun. ’ siirekli oldugundan [a, b] iizerinde diizgiin siireklidir. Verilen € > 0 icin At
yeterince kiigiikse her i icin | 2’ (7;) — 2 (t}) | < € olur ve

| S, — R, |§ZM€At:M€(b—a)
=1

bulunur. Buradan S,, — f: g(t) 2’ (t) dt cikar.
|

Yani bu integralleri de her seyi ¢ cinsinden yazarak hesaplanz: x = z(t), y = y(¢), z = 2(t) ve
dz = 2’ (¢) dt, dy =y’ (¢) dt, dz = 2/(t) dt.

Bu, tek degiskenli integraldeki degisken degistirmenin aynisidir.

x’e ve y’ye gore integraller ¢cogu zaman bir arada gecer. O zaman toplamu tek bir integral isaretiyle
kisaltiriz:

P(xz,y)dz z,y)dy= [ P(z,y)dx z,y)dy.
/C(y) +/CQ( y) dy /C(y) +Q(z,y) dy

Uzayda da [ o Pdz+ Qdy + Rdz, g integralin toplam: demektir.

Egri geometrik olarak verildiginde en zor adim ¢ogu zaman bir parametrizasyon bulmaktir. En sik gereken,
r,’da baslayip r,’de biten dogru parcasidir:

r(t) = (1—t)ry +try, 0<t<1. (6)

Gergekten t = 0’dary, ¢ = 1’de ry elde edilir ve r’(t) = r; — r, sabit bir vektordir.

© Koordinatlara gore egrisel integral iic adimda

1. Yoniityle parametrize et. C’yi baslangic noktasindan bitig noktasina dogru dolasan bir paramet-
rizasyon yaz; dogru pargasi icin (6) formiiliinii kullan.

2. Yerine koy. P ve Q’da (uzayda R’de de) z, y, z yerine x(¢), y(t), 2(t); dz, dy, dz yerine 2’ (t) dt,
y'(t) dt, 2’ (t) dt yaz.

3. Integre et. Baglangic noktasinin parametresinden bitis noktasininkine kadar integral al. Egri
parcaliysa her pargay1 ayr1 hesapla ve topla.

Ayni integrali, u¢ noktalar1 ayni olan iki farkli yol boyunca hesaplayip sonuglari karsilagtiralim.

Ornek 11.5 (Dogru Par¢asi Boyunca). C), (—5, —3) noktasindan (0, 2) noktasina giden dogru parcast
olmak tizere

/ y?dr + xdy
C,

1

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Parametrize et. (6) formilinde ry = (—5, —3) ve r; = (0, 2) alirsak

r(t) = (1 —1t) (~5,—3) +1(0,2) = (5t — 5, 5t — 3)

olur. Yaniz =5t — 5,y =5t —3,0 <t < 1.
Yerine koy. dz = 5dt ve dy = 5 dt oldugundan Teorem 11.2 ile
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11.6 Koordinatlara Gére Egrisel Integraller 223

/ ygdm—i-:vdy:/l[(5t—3)2-5+(5t—5)-5]dt
C 0

1
1

:5/ (25¢% — 30t + 9 + 5t — 5) dt
0
1
= 5/ (25t% — 25t + 4) dt
0
bulunur.
integre et.
1
2513 25t2 50 — 75 + 24 )
S| ———F—+4| =5|——F7F— | =—=.
l 3 2 + < 6 ) 6
0
|

Ornek 11.6 (Parabol Yay1 Boyunca). C,, x = 4 — y? paraboliiniin (—5, —3) noktasindan (0, 2) nokta-
sina giden yay1 olmak {izere

/ y?dr + zdy
G
integralini hesaplayiniz.

Cozim.

Parametrize et. Parabol y’nin bir fonksiyonu olarak verildiginden y’yi parametre aliriz: x = 4 — y?,

y = y. Egri (—5, —3) ten baslayip (0, 2)’de bittiginden y, —3’ten 2’ye gider.
Yerine koy. dz = —2y dy oldugundan

2
[ wdasady= [ [+ @)y
c, -3

2
= / (—2y° —y* +4)dy

-3
olur.
. 4 3
Integre et. G(y) = —% — % + 4y ilkelini kullanirsak
8 8 81 87
G(2) 8 3+8 3 G(—3) 2~|—9 5
olur. Buradan
8§ 87 —164261 245 5
2d dy=——+—=—""""="""—40=
/02 A A 6 6 6
bulunur.
|

Iki egrinin uc noktalar1 ayn1 oldugu halde sonuglar farkl ¢ikti: dogru parcasi boyunca —%, parabol yay1
boyunca %. Demek ki bir egrisel integralin degeri genel olarak yalniz u¢ noktalara degil, izlenen yola

da baglidir. Hangi durumlarda yalniz uc noktalara bagl oldugunu bir sonraki béliimde, Egrisel Integraller
icin Temel Teorem baslig1 altinda goérecegiz.
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224 Boliim 11. Egrisel Integraller

(0,2)

(-5,-3)

Sekil 11.4: (-5, -3) noktasindan (0, 2) noktasina giden iki yol: C; dogru pargasi ve C,: x = 4 — y* parabol
yay1. Uc noktalar ayni oldugu hélde [ y* dx + x dy integrali C, boyunca -5/6, C, boyunca 245/6 olur.

Uzayda da yontem aynidir: P dz + @ dy + R dz bigimindeki integralleri, z, y, z, dz, dy, dz’nin hepsini
parametre cinsinden yazarak hesaplariz.

Ornek 11.7 (Uzayda Kirik Cizgi Boyunca). C, (2,0,0) noktasindan (3, 4, 5) noktasina giden C; dogru
parcast ile (3,4, 5) noktasindan (3, 4, 0) noktasina giden diisey C, dogru par¢asindan olugsun.

/ydm—i—zdy—i—xdz
c

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
C; uzerinde. (6) formiiliinden

r(t) = (1—1)(2,0,0) +¢(3,4,5) = (2 + t, 4¢, 5t)
olur;yaniz =2+ t,y=4t, 2 =5t,0 <t < 1vedzx = dt, dy = 4dt, dz = 5dt. Buradan

1
/yd:r—l—zdy—l—mdz:/ [4t+ (5t)4+ (2+1)5]dt
C, 0

1

1 29
:/ (10 + 29¢t) dt = 10+7 =245
0

bulunur.
C, uzerinde. Yine (6) formiiliinden

r(t) =(1—1)(3,4,5) +t(3,4,0) = (3,4,5 — 5t)
olur; yanix =3,y =4, 2 =5 —5¢, 0 <t < 1. Bu parcada dz = 0 = dy ve dz = —5 dt oldugundan

yalniz son terim kalir:

1
/ydaz—i—zdy—i—xdz:/ 3(—5)dt = —15.
C. 0

2

Toplam.
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11.6 Koordinatlara Gére Egrisel Integraller 225

/ ydxr + zdy +xdz = 24,5 —15=9,5.
c

11.7 Vektor Alanlarinin Egrisel Integralleri ve Is

Simdi bir kuvvet alaninin bir parcacigy egri boyunca hareket ettirirken yaptig1 isi hesaplayacagiz. Bu
fiziksel soru, bir vektor alaninin egrisel integralini tanimlamaya gotiirir.

Iki tanidik durumu hatirlayalim. Degisken bir f(z) kuvveti bir parcacigl = ekseni boyunca a’dan b’ye
gotiriirken W = f: f(z) dx isini yapar. Sabit bir F kuvveti bir cismi P’den Q’ya gotiiriirken ise W =
F - D isini yapar; burada D, P’den Q’ya giden yer degistirme vektoridiir.

Bir parcacik diizgiin bir C' egrisi boyunca hareket etsin ve F = Pi+ @ j + Rk, C’yi iceren bir bolgede
siirekli bir kuvvet alani olsun; 6rnegin orijinden ge¢cmeyen bir egri boyunca Vektor Alanlar: bolimiindeki
kiitle cekimi alani. Diizlemdeki bir kuvvet alani, R = 0 olan ve P, @’nun yalmz z ile y’ye bagl oldugu
6zel durumdur. C’yi yine F,_; F, alt yaylarina bolelim ve her alt yaydan ¢} parametresine karsilik gelen
bir P*(z},y}, 2) noktasi secelim. As, kiigiikse pargacik F,_;’den P.’ye giderken yaklagik olarak P*’daki
T(tf) birim teget vektori yoniinde ilerler; yani yer degistirmesi yaklagik As; T'(¢f)’dir. Bu kisa yolda F
neredeyse sabit, yaklagik F(B*) oldugundan yapilan is yaklagik

F(E) - [As;T(t) | = [F(E) - T(t) | As;

olur. Toplam is ise yaklagik ) [ F(B*) - T(t) ] As; dir. Boliiniis inceldikce bu yaklagimlarin iyilesmesini
bekleriz.

Sekil 11.5: Parcacik turuncu alt yay1 gecerken yaklasik T birim teget vektori yoninde As; kadar ilerler.
F'nin bu y6ndeki bileseni F - T = |F| cos 0, yani F'nin teget dogrusu tizerindeki dik izdiisiimiiniin uzunlu-
gudur; bu parcada yapilan is yaklagik (F - T) As; olur.

Tanim 11.5 (Is). F siirekli bir kuvvet alan1 ve C' diizgiin bir egri olsun. T(z,y, 2), C’nin (z,v, 2)
noktasindaki birim teget vektorii olmak tizere F’nin bir pargacigi C boyunca hareket ettirirken yaptig: is

W = lim Z[F(g*).T(g*)]Asi:/F-Tds
et c

sayisidir.

Yani i, kuvvetin teget bileseni F - T’nin yay uzunluguna goére egrisel integralidir. F- T = | F |cosf
oldugundan kuvvetin harekete dik bilegeni is yapmaz; kuvvet harekete yardim ettigi yerlerde (6 < 90°)
ise pozitif, engelledigi yerlerde (6 > 90°) negatif katk: verir.
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C.,r(t),a <t < bile verilmigse birim teget vektor T(¢) = r'(t)/ | r’(¢)
Teorem 11.1 uygulanirsa | r’(t) | carpanlar: sadelesir:

"dir. Stirekli F - T fonksiyonuna

[ /(2) |

Son integral, is disinda fizigin bagka alanlarinda da karsimiza ¢ikar ve kisaca [ o F - dr diye yazilir. Bu

Wz/ab[F(r(t))~ r'(t) ] (1) dt:/abF(r(t))-r’(t)dt.

ylizden onu her siirekli vektor alani i¢in tanimlariz.

Tanim 11.6 (Vektér Alaninin Egrisel Integrali). F, r(t), a <t < b ile verilen diizgiin bir C egrisi
iizerinde tanimli siirekli bir vektor alani olsun. F’nin C boyunca egrisel integrali

/F-dr:/bF(r(t))-r’(t)dt:/F-Tds
C a C

sayisidir.

Yani F’yi egri boyunca dolasirken her an hiz vektoriiyle i¢ ¢arpiyor ve bu ¢arpimlar: zamana gore toplu-
yoruz. Burada F(r(t)), F(x(¢t),y(t), 2(¢)) icin kisaltmadir: F(z, y, z) ifadesinde z, y, z yerine z(t), y(t),
z(t) yazilir. dr = 1’ (t) dt esitligi de bicimsel olarak dx = x’(t) dt yazilisina benzer. F bir kuvvet alaniysa
bu integral, Tanim 11.5 anlaminda yapilan istir.

Ornek 11.8 (Ceyrek Cember Boyunca Is). F(z,y) = 22 i — xyj kuvvet alaninin, bir parcacigi r(t) =
costi+sintj, 0 <t < /2 ceyrek ¢emberi boyunca hareket ettirirken yaptig isi bulunuz.

/S S
LSS S S

/

|
3

Sekil 11.6: F(x, y) = x* i — xy j kuvvet alan1 ve (1, 0) noktasindan (0, 1) noktasina giden ¢eyrek cember C.
Oklar egri boyunca hareketle genis ac1 yapar, yani alan hareketi engeller; bu yiizden yapilan is negatiftir.

Coziim.
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11.7 Vektor Alanlarmin Egrisel Integralleri ve Is 227

F(r(t)) ver’(t). x = cost ve y = sint oldugundan
F(r(t)) = cos®ti— costsintj, r'(t) = —sinti+ costj

olur.
I¢ carpim.

F(r(t))-r'(t) = —cos®tsint — cos? tsint = —2cos? tsin t.

Integral. —2 cos? ¢ sin t'nin bir ilkeli % cos® t oldugundan is, yani W = fC F - dr,

/2
W = / (—2cos®tsint) dt
0

/2
_ 2cos® ¢ / _072_72
N 7 3 3

3
0

bulunur. Isin negatif cikmasi sekille uyumludur: alanin oklar egri boyunca hareket yéniiyle genis a1
yapar, yani kuvvet hareketi engeller.
|

Ornek 11.9 (Kiibik Egri Boyunca). F(z,y,2) =zyi+yzj+zzkve C,z =t y=1% 2=13,0<
t < 1 ile verilen kiibik egri olmak tizere
/ F.dr
c

integralini hesaplayiniz.

F(r(1))

(1,1,1)

Sekil 11.7: x=1t, y=1, z= £ (0 = t < 1) kibik egrisi ve t = 1/2, 3/4, 1 noktalarinda F = xyi + yzj + zxk
vektorleri (gercek uzunluklariyla). Kesikli ¢izgiler birim kiipiin kenarlaridur.
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Cozim.
r, v’ ve F(r(t)).

r(t) =ti+t2j+ 3k,
r'(t) =i+2tj+ 3t?k,
Fr(t)=t-2i+2 - 3j+t3 tk=3i+°j+t*k.
I¢ carpim ve integral.

F(r(t)) r'(t) =3 14+t 2t +t*- 3t = t3 4 55

oldugundan
1
1 4 7
t 5t
/F-dr:/ (t3+5t)dt = | — + —
c 0 4 7
0
1 n 5 27
47 28
bulunur.
|

Son olarak vektor alanlarinin egrisel integralleri ile x, y, z’ye gore egrisel integraller arasindaki bag:
kuralim.

Onerme 11.1 (Vektor Alaninin Egrisel Integrali Bilesenlerle). F = Pi+ Qj + Rk, diizgiin bir C
egrisi iizerinde siirekli bir vektor alani ise

/F~dr:/Pda:+Qdy—|—Rdz (7
c c

olur. Diizlemde F = Pi+ Qj icin fc F.dr= fc Pdzx + Qdy’dir.

ispat.
Cor(t)=z(t)i+yt)j+ 2(t) k, a <t < bile verilsin. Tanim 11.6 ile i¢ ¢arpim bilesenlerle acarsak

b
/F-drz/ (Pi+Qj+RK)- (7 ity j+7 k) dt
C

b
=/ [ P(r(2)2"(t) + Q(x (1)) y'(¢) + R(r()) 2'(¢) | dt

bulunur. Integralin lineerligiyle bu, ii¢ integralin toplamidir ve Teorem 11.2 geregi bu ii¢ integral sirasiyla
fC Pdzx, fC Qdy ve fc R dz’dir. Diizlemde z bileseni yoktur ve ayni hesap iki terimle yapilir.
|

Yani F - dr yazihsini (P, Q, R) - (dx,dy, dz) i¢ carpimi gibi okuyabiliriz. Ornegin uzaydaki kirik ¢izgi
ornegindeki integral (bkz. Ornek 11.7), F(z,y,2) = yi+ 2zj + x k alaninin egrisel integralidir. Dogru
parcasi ve parabol yay1 6rneklerindeki integraller de (bkz. Ornek 11.5 ve Ornek 11.6) F(x,y) = y*i+ 2 j
alaninin iki farkli egri boyunca integralleridir.

Parametrizasyon ve Yon

Bir parametrizasyon egriye bir yon de verir. Bu son kisimda, parametrizasyon degisince ve yon tersine
doniince egrisel integrallerin nasil davrandigini inceleyecegiz.

Tanim 11.7 (Egrinin Yénii). C,r(t),a <t < bile verilen diizgiin bir egri olsun. Bu parametrizasyon C
tizerinde bir yon (yonlendirme, orientation) belirler: pozitif yon, ¢’nin arttig1 yondir. A = r(a) noktasina
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11.8 Parametrizasyon ve Yon 229

C’nin baslangic noktasi, B = r(b) noktasina bitis noktasi denir. C ile ayni noktalardan olugan ama
ters yonde, B’den A’ya dogru katedilen egri —C ile gosterilir.

Yani —C' ayn1 yoldur, yalmz tersinden yiriiniir. —C' i¢in hazir bir parametrizasyon ¥(u) = r(a + b — u),
a < u < b'dir: u, a’dan b’ye artarken a + b — u, b’den a’ya azalir ve nokta B’den A’ya gider.

Once, ayn1 yénii koruyan bir parametre degisikliginin hicbir integrali degistirmedigini gésterelim.
Onerme 11.2 (Parametrizasyondan Bagimsizlik). C,r(t), a <t < b ile verilen diizgiin bir egri olsun.
g : [c,d] = [a, b] tiirevi siirekli ve her yerde pozitif, g(c) = a, g(d) = b olan bir fonksiyon vet(u) = r(g(u)),
c <u < dolsun. f ve ¥, C iizerinde siirekli ise fC fds, fC fdz, fC fdy, fC fdzve fC F - dr integralleri
r ile de T ile de hesaplansa ayni degeri verir.

ispat.
g artan ve [c, d] 'yi [a, b] 'ye érten oldugundan ¥, C’yi ayni yonde ve bir kez dolasir. Zincir kuralindan

' (u) =1"(g(u)) g'(v)

olur; bu vektor siirekli ve sifirdan farklidir, yanit de diizgiin bir parametrizasyondur. Bilesenlerde &’ (u) =
z'(g(u)) ¢’ (u) ve g’ > 0 oldugundan | ¥'(u) | = | ' (g(w)) | ¢’ (u) dur.
Yay uzunluguna gore integral. t = g(u) degisken degistirmesiyle (bkz. Analiz 2)

d d
/“ﬂﬂwnrm>Mu=/‘ﬂdww»\w@w»m%wwL

b
=/fmmuwnm

bulunur.
Koordinatlara gore integraller. Ayni degisken degistirmeyle

d
/f@@fwm

=/ f(r(g<U)>)w’(g(U))g/(U)du=/ f(e()) ' (t) dt

olur; dy ve dz icin hesap aynidir.

Vektor alaninin integrali. Onerme 11.1 geregi fc F - dr, koordinatlara gore ii¢ integralin toplamidir;
bunlarin her biri degismediginden toplam da degismez.

|

Bu 6nerme yalniz ¥ = r o g bigcimindeki parametrizasyonlardan s6z eder. Bunun bir kisitlama olmadigim
gosterelim: ayni egriyi ayni yonde ve bir kez dolasan iki diizgiin parametrizasyon her zaman béyle bir g
ile birbirine baghdir.

Onerme 11.3 (Aym1 Yonde Dolasan Iki Parametrizasyon). Ug noktalar: farkl bir C egrisir(t), a <
t < bvet(u),c < u < d diizgiin parametrizasyonlariyla verilsin. Ikisi de Cyi bir kez katetsin ve ayni yonde
dolagsin: ¥(c) = r(a) ve (d) = r(b). Bu durumda tiirevi siirekli ve her yerde pozitif, g(c) = a ve g(d) = b
olan birg : [c,d] — [a, b] fonksiyonu icint = r o g olur. Dolayistyla Onerme 11.2 geregi iki parametrizasyon
biitiin egrisel integraller icin ayni degeri verir.

Ispat.

Adim 1: g’nin tanimu. v, Cyi bir kez katettigi ve ug noktalar farkl oldugu igin [a, b] iizerinde bire birdir;
ayni nedenle T de [c, d| iizerinde bire birdir. Her u icin ¥(u) noktasi C iizerindedir; bu yiizden r(t) =
t(u) esitligini saglayan tek birt € [a, b] vardir. But’yi g(u) ile gésterelim. Boylece her u i¢inr(g(u)) =
t(u) olur. g(uy) = g(uy) iset(u;) = ¥(uq) olur; T bire bir oldugundan u, = u,, yani g de bire birdir; ug
noktalar eslestiginden g(c) = a ve g(d) = b'dir.

Adm 2: g sitrekli ve artandar. g bir uy noktasinda siirekli olmasin. O zaman bire > 0 veu;, — u olan,
ama her k igin | g(uy,) — g(ug) | > € olan bir (uy,) dizisi vardw. (g(uy,)) dizisi [a, b] iginde kaldigindan
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sturlidir; Bolzano—Weierstrass teoremine gére (bkz. Analiz 1) birt* € [a, b] noktasina yakinsayan bir alt
dizisi vardir. Limitte esitsizlik korundugundan | t* — g(ug) | > € olur. v ve ¥ siirekli oldugundan bu alt
dizi boyunca limit alirsak

r(t") = limr(g(ug)) = lim ¥ (uy) = F(ug) = r(g(u))

buluruz. t* # g(ug) oldugundan bu, r’nin bire birligiyle celisir. Demek ki g siireklidir. Siirekli ve bire bir
oldugu i¢in kesin monotondur (bkz. Analiz 2); g(¢) = a < b = g(d) oldugundan da kesin artandr.
Adim 3: g’nin tiirevi. u;, € [c,d] vety = g(ug) olsun.r’(t,) # 0 oldugundan bilesenlerinden biri sifir-
dan farklhdir; diyelim 2’ (t,) # 0.z’ siirekli oldugundan, t, 1 iceren ve [a, b] icinde kalan bir J aralifinda
a’ isaret degistirmez. Bu yiizden x, J iizerinde kesin monotondur ve x =" ters fonksiyonu tiirevlenebilirdir:
(7Y (z(t)) = 1/2'(t) (bkz. Analiz 2). g siirekli oldugundan u a yeterince yakin her icin g(u) € J dir.
t’nin ilk bilesenini T ile gésterelim; r(g(u)) = T(u) esitliginin ilk bileseni x(g(u)) = Z(u) dur. Buradan
buw’lar igin g(u) = x~1(Z(u)) olur ve zincir kural

B
90 = e

verir. Pay ve payda siirekli, payda sifirdan farkh oldugundan g’ siireklidir.

Adim 4: g’ > 0. Zincir kuralindan ¥'(u) = r’'(g(u)) ¢’ (u) olur. ¥'(u) # 0 oldugundan g’ (u) # 0’dw.
g artan oldugundan g’ (u) > 0°diwr; demek ki g’ (u) > 0. Béylece g istenen biitiin kosullari saglar ve iki
parametrizasyonun ayni degeri verdigi Onerme 11.2 ile elde edilir.

|

Kapalibir egride r(a) = r(b) oldugundan 6nerme dogrudan uygulanamaz. Bu durumda egriyi ug noktalari
farkl iki yaya boleriz, 6nermeyi her yaya ayr1 ayri uygulariz ve iki yaydaki integralleri toplariz. Boylece
kapali egrilerde de ayn1 yonde dolasan her parametrizasyon ayni degeri verir; baglangic noktasinin egrinin
neresinde secildigi de sonucu degistirmez.

Yon tersine doniince ise integraller farkli davranir: yay uzunlugu hep pozitif oldugu i¢in ilk tiir degismez,
yer degistirmeye dayanan 6teKki tiirler isaret degistirir.

Onerme 11.4 (Yon Degisince Isaret). C diizgiin bir egri, f ve F, C iizerinde siirekli olsun. Bu durumda

/Cfds:/cfds

/Cfdx:—/cfdx, /Cfdy=—/cfdy, /cfdzz_/cfdz’
/_CF~dr:—/CF.dr

ve

olur.

Ispat.
C,r(t), a <t <bileverilsin. —C’yi ¥(u) = r(a+ b —u), a < u < b ile parametrize edelim; —C'nin
ayni yondeki baska parametrizasyonlari Onerme 11.3 geregi (kapali egride egriyi iki yaya bélerek) ayni

degerleri verir. Zincir kurahindan ¥’ (u) = —r’(a + b — u) olur; bu vektor siirekli ve sifirdan farkhidwr. t =
a + b — u degisken degistirmesinde dt = —du’dur;u = a ikent =b,u = b ikent = a olur.
Yay uzunluguna gore integral. | ¥’ (u) | = | v’(a + b — u) | oldugundan
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11.8 Parametrizasyon ve Yon 231

/Cfds=/abf<r<a+b—u>>|r/<a+b—u> | du

-/ " Fe(e) | ¥ (8) | (—dt)
b

b
= r(t)) | r'(t) |dt = ds
/Gf<<>> )| /Cf
bulunur.

Koordinatlara gore integraller. ¥’ (u) = —z’(a + b — u) oldugundan
b
/ fda::/ flrla+b—u))(—z'(a+b—wu) )du

—C a

= [ sa) (~ ) (~at
b

= ’ r(t)) z’(t) dt = — dz
IRCOECEEEy N,

olur. dy ve dz igin hesap aynidir.

Vektor alaninin integrali. Onerme 11.1 geregi F 'nin —C' boyunca integrali de Pdx + Q dy + Rdz
integralidir. Ug terimin her biri isaret degistirdiginden toplam da isaret degistirir.
|

Yani Riemann toplamlarinda As; hep pozitiftir ve yonden etkilenmez; Az, Ay;, Az, ise noktalarin sirasi
tersine doniince isaret degistirir. Vektor alaninin integralinde de C yerine —C' alininca birim teget vektor
T yerine —T gelir. Bu yiizden fc F.dr = fc F - T ds yazilisinda bir yay uzunlugu integrali gériinse
de yon degisince isaret degisir. Fiziksel olarak: bir kuvvet alaninda ayni1 yolu tersinden yiiriiyen parcacitk
iizerinde, alan ters isaretli is yapar.

Ornek 11.10 (Ters Yonde Katedilen Dogru Parcasi). —C, (0,2) noktasindan (—5, —3) noktasina
giden dogru pargas: olmak tizere

/ v dr + x dy
701

integralini hesaplayiniz ve sonucu Ornek 11.5 ile karsilastiriniz.

Coziim.
Parametrize et. (6) formilinde ry = (0, 2) ve r; = (—5, —3) alirsak

r(t) = (1—)(0,2) + ¢ (—5,—3) = (—5t,2—5t), 0<t<1

olur. Bu, dogru pargasi érnegindeki parametrizasyonda (bkz. Ornek 11.5) ¢ yerine 1 — ¢ yazilarak da
elde edilir.

Yerine koy. dx = —5dt ve dy = —5 dt oldugundan
1
/ ydr +xdy = / [ (2 —5t)*(—5) + (—5t)(—5) | dt
- 0
1
= / (—125¢% + 125t — 20) dt
0

bulunur.
Integre et.
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1
12563 1252 —250 +375—120 5
- + —20t| = =2,
3 2 6 6

0

Ayni dogru pargast dbiir yonde katedilince —2 bulmustuk (bkz. Ornek 11.5). Onerme 11.4 geregi
beklendigi gibi, yon degisince yalniz igaret degisti.
|

Sinirlar1 yon belirler

x, y, 2’ye gore integrallerde ve fc F - dr’de parametre, egrinin baslangi¢ noktasindaki degerinden
bitis noktasindaki degerine dogru integre edilir; parametre olarak 6rnegin x secilmisse ve egri ’in
azaldigy yonde katediliyorsa alt siir tist sinirdan bityiik olur. Yay uzunluguna goére integralde ise
ds = | r'(¢) | dt pozitiftir ve integral parametrenin kii¢iik degerinden biiyiik degerine alinur; simirlar
ters yazmak sonucun isaretini yanlglkla degistirir.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar kolaydan zora siralanmistir: 6nce diizlemde ve uzayda yay uzunluguna ve koordi-
natlara gore integraller, sonra vektor alanlarinin integralleri ve is, en sonda tel ve ¢it uygulamalari ile kisa
bir ispat.

Alistirma 11.1 (Parametrik Parabol Uzerinde). C: z =2, y = 2t, 0 < t < 3 olmak iizere fc yds
integralini hesaplayiniz.

Coziim.
ds. z’(t) = 2t ve y’(t) = 2 oldugundan

ds =42 +4dt =2+/¢2 + 1dt

olur.
Integral. y = 2t oldugundan

3 3
/yds:/ 2t -2 t2+1dt:4/ V2 + 1dt
C 0 0

bulunur. v = t2 + 1 dersek du = 2t dt olur ve siirlar u = 1 ile w = 10’dur:

3 10

2 4

4/ t t2+1dt:2/ w2du=2- S[u*?]® = 2(10v10 - 1).
0 1

Sonug yaklagik 40,83 tiir.
|

Alistirma 11.2 (Kiibik Grafik Boyunca). C, z = y3 egrisinin (—1, —1) noktasindan (1, 1) noktasina
giden yay1 olmak tizere [ o e® dx integralini hesaplayiniz.
Coziim.

Parametrize et. Egri y'nin bir fonksiyonu olarak verildiginden y = ¢ alinz: @ = t3, y = t. Egri
(—1,—1)’den (1,1)’e gittiginden ¢, —1’den 1’e gider.

Yerine koy. dz = 3t? dt oldugundan
1 3
/ e””da::/ el” 3t dt
C -1
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bulunur.
Integre et. u = t3 dersek du = 3t2 dt olur ve sinirlar u = —1 ile u = 1’dir:
! 1
/ etdu=e—el=e—=~235.
-1 €
Sonug, e”’inx = —1’den & = 1’e siradan integraline esit ¢ikti. Bu bir rastlant: degildir: integrand yalniz

z’e bagliysa degisken degistirmeyle
b z(b)
[ se@ya®it= [ " ga)da
a z(a)

oldugundan fc g(z) dz yalniz ug noktalarin x koordinatlarina baghdir.
|

Alistirma 11.3 (Iki Dogru Parcasindan Olusan Yol). C, (0, 0) noktasindan (2, 1) noktasina, oradan
da (3, 0) noktasina giden iki dogru parcasindan olugsun. [ C(l‘ + 2y) dx + 22 dy integralini hesaplayiniz.

Coziim.
C,:(0,0)’dan (2,1)’e. (6) formiiliinden r(t) = (2¢,t), 0 < t < 1; dz = 2dt, dy = dt. Buradan

/ (x4 2y) dz + x2 dy
c

1
1

1
:/ [(2t+2t)-2+4t2]dt:/ (8t + 4t?) dt
0 0
:4_|_é_1:_

bulunur.
C5: (2,1)’den (3,0)’a. (6) formiiliinden

r(t) = (1—1)(2,1) +¢(3,0) = (2+t,1—1), 0<t<1

olur; dz = dt, dy = —dt. Bu parcada = + 2y = 4 — t ve 2 = (2 + t)? oldugundan
1
/ ($+2y)d$+m2dy:/ [(4—t)—(4+4t+t2) | dt
c 0

! 1 1
:/ (—5t—t2)dt:—§——:——7
0

2 3 6
bulunur.
Toplam.
6 17 32—17 5
2y) d 2dy=———"= = —,
/C(m—i- y)dz + x* dy 3 5 5 5
| ]

Aligstirma 11.4 (Uzayda Bir Dogru Parcas1). C, (3,1, 2) noktasindan (1, 2, 5) noktasina giden dogru
parcasi olmak iizere | o y?z ds integralini hesaplayiniz.

Coziim.
Parametrize et. (6) formiiliinden

r(t) = (1—1)(3,1,2) + t(1,2,5) = (3—2t, 1 +¢,2+3t), 0<t<1.
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ds.r'(t) = (—2,1,3) oldugundan | r'(t) | = V4 + 1 + 9 = V14 ve ds = V14 dt olur.
Integral. y%2 = (1 +¢)?(2 + 3t) carpimuini acalim:

(142t +1t%)(2+ 3t) =3t + 8t + Tt + 2.

Buradan
1
/ y2zds = \/1_4/ (3t3 4+ 82 + Tt +2) dt
C 0

3 8 7 10714
VIS4 442 =
(4 t3tat ) 12

. ) c s 9432442424 _ 1075 3
bulunur; bu say1 yaklagik 33,36°dir. Parantezin i¢i === = J3-"dir.

12
|

Alistirma 11.5 (Uzayda Iki Parcal1 Yol). C, (0,0, 0) noktasindan (1,0, 1) noktasina ve oradan (0, 1,2)
noktasina giden iki dogru parcasindan olussun.

/(y-f-z)daz—i—(x-i—z)dy—}-(x—f-y)dz
c

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
C,: (0,0,0)dan (1,0,1)%. r(t) = (¢,0,t), 0 < ¢t < 1; de = dt, dy = 0, dz = dt. Bu pargada y +
z =tvez +y =t oldugundan

/ (y+z)dm+(:U—i-z)dy—l—(w—i—y)dz:/l(t—i-t)dt:1
G 0

bulunur.
C,: (1,0,1)den (0,1, 2)’ye. (6) formiillinden r(¢) = (1 —¢,¢t,1+¢), 0 <t < 1;dx = —dt, dy =
dt, dz = dt. Bu parcada

y+z=1+ 2t T+2z=2, r+y=1

oldugundan

/ (y+2)de+ (x+2)dy+ (x+y)dz
c

:/1[—(1+2t)+2+1]dt=/ (2—-2t)dt =1
0 0

bulunur.

Toplam. iki parcanin integralleri toplanirsa sonug 1 + 1 = 2 olur.

Bu alan, f(z,y,2) = 2y + yz + zz fonksiyonunun gradyan alamdir (bkz. Tanim 10.3): Vf = (y +
z,x + z,x + y). Sonucun f(0,1,2) — £(0,0,0) = 2 farkina egit olmasi rastlant: degildir; bunun nede-
nini bir sonraki bélimde gorecegiz.

|

Alistirma 11.6 (Uzay Egrisi Boyunca Vektor Alani).
F(z,y,2) = (e +y")i+zzj+ (y+2)k
ve C,r(t) =t?i+t3j—2tk, 0 < t < 2ile verilen egri olmak iizere [ o F - dr integralini hesaplayiniz.

Coziim.
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F(r(t)) ver'(t). = = t2, y = t3, z = —2t oldugundan

F(r(t) = (2 +t5)i—2t3j+ (3 — 2t) k,
r'(t) =2ti+3t?j—2k

olur.
ic carpim.
F(r(t))-r'(t) =23 + 2t7 — 6> — 2t3 + 4t
= 2t7 — 6t° + 4t.

integral.

2 tB 2

/ F~dr:/ (2t —6t5 +4t)dt = | — —t* +2t2 | =64—64+8=38.
C 0 4
0

[

Alistirma 11.7 (Isareti Sekilden Tahmin Etmek). F(z,y) = (z —y)i+zyj ve C, 22 +y* =4
cemberinin (2, 0) noktasindan saat yoniiniin tersine (0, —2) noktasina giden yay1 olsun. Asagidaki sekle
bakarak fC F - dr integralinin pozitif mi, negatif mi, sifir m1 oldugunu tahmin ediniz; sonra integrali

hesaplayiniz.

Sekil 11.8: F(x, y) = (x - y) i + xyj alan1 ve x* + y* = 4 cemberinin (2, 0) noktasindan saat yoniiniin tersine
(0, -2) noktasina giden C yay1. Oklarin y6nii F'nin yonidiir; uzunluklari |F| ile artar ama okunakl kalsin
diye orantili ¢izilmemistir.
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Cozim.

Tahmin. F - T, okun hareket yoniiyle yaptig1 ac1 dar ise pozitif, genis ise negatiftir. Birinci ve ikinci
bélgede oklar hareket yéniiyle dar ac1 yapiyor; ikinci bélgedeki oklar ézellikle uzun. Ugiincii bélgede
oklar yukari, hareket ise agag1 dogrudur ve bu bélgenin bityiik kisminda a1 genisgtir. Yalniz (0, —2)’ye
yakin kisimda oklar neredeyse yatay ve saga dogrudur; orada ag1 yeniden dardir. Pozitif katkinin agir
basacagini, yani integralin pozitif ¢ikacagini tahmin ederiz.

Parametrize et. r(t) = 2costi+ 2sintj; yay (2, 0)’dan saat ydniiniin tersine (0, —2)’ye gittiginden
0 <t<3m/2olur

I¢ carpim.
F(r(t)) = (2cost — 2sint) i+ 4 costsintj,
r'(t) = —2sinti+ 2cost]j
oldugundan
F(r(t))-r'(t) = —4sintcost + 4sin?t + 8cos® tsint
bulunur.

Ug integral. [0, 37/2] iizerinde terim terim:

8m/2 . _ .9 37/2
—4sintcostdt = [— 2 sin t]o = -2,
0

3m/2 ) _ . 3n/2
4 sin tdt-[?t—sm%]o = 3m,
0

37/2 3 3 y 3n/2 3
/ 8cos?tsintdt = l— cos ] =
0

|

3
0

Ikinci satirda 4 sin? ¢ = 2 — 2 cos 2t 6zdesligini kullandik.
Sonug.

8 2
/F-dr:—2+37r+—:37r—|——m10,09>0.
c 3 3

Tahminimiz dogru ¢ikt1.
|

Alistirma 11.8 (Sikloid Kemeri Boyunca Is). F(z,y) = zi+ (y + 2)j kuvvet alaninin, bir cismi
r(t) = (t —sint)i+ (1 —cost)j, 0 < t < 27 sikloid kemeri boyunca hareket ettirirken yaptig isi bu-
lunuz.

Coziim.
F(r(t)) ver'(t).

F(r(t)) = (t —sint)i+ (3 — cost) j, r’(t) = (1 —cost)i+sintj.
I¢ carpim.

F(r(t)) -r'(t) = (t —sint)(1 — cost) + (3 — cost)sint
=t—tcost—sint+sintcost+ 3sint —sintcost
=t—tcost+ 2sint.

Integral. Terim terim: fo% tdt = 27° ve fo% 2sintdt = 0’dwr. [¢costdt icin kismi integrasyonla
(u = t, dv = cost dt) bir ilkel £ sin ¢t + cos t bulunur ve

2m
/ tcostdt = [tsint—{—cost]g” =0+1)—(0+1)=0
0
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olur. Boylece

T/Vz/F~dr:27r2—0—|-0:271'2
C

bulunur.
| ]

Alistirma 11.9 (Ceyrek Cember Bicimli Tel). Ince bir tel, merkezi orijinde ve yaricapi a olan cemberin
birinci bélgedeki ¢eyregi bigimindedir. Yogunluk fonksiyonu p(z,y) = kxy (k > 0) ise telin kiitlesini ve
kiitle merkezini bulunuz.

Cozim.

Parametrize et. T = acost,y = asint,0 <t < 7/2.| r'(t) | = Va?sin2t + a2 cos? t = a oldugun-
dan ds = a dt’dir.

Kiitle.

/2
77/2 . 2t k 3
m:/kxyds:/ kaQCostsintadt:kaslsm 1 _
c 0 2

Z. (5) formiilindeki integral

/2
/2 34 kat
/mpds:/ ka* cos® tsintdt = ka* _oos =
c 0 3

3
0
ka* 2
oldugundan z = a_/?) = “% bulunur.
ka®/2 3
Y. Ayni bigimde
/2
7|'/2 . 3t k 4
/ypds:ka4/ sin? ¢ cost dt = ka* St =
c 0 3 . 3

ve i = 22 olur. Bu, tel ile yogunlugun y = = dogrusuna gore simetrik olmasiyla uyumludur.
Kiitle k%, kutle merkezi (%‘1, %‘1) noktasidir. Bu noktanin orijine uzaklig: %5 a =~ 0,94a < a oldu-
gundan kiitle merkezi telin tizerinde degil, ceyrek dairenin igindedir.

Alistirma 11.10 (Telin Eylemsizlik Momentleri). Dogrusal yogunlugu p(z,y) olan ve bir C egrisi
boyunca uzanan telin x ve y eksenlerine gére eylemsizlik momentleri, levhalardaki tanimin (bkz.
Tanim 4.5) karsilig1 olarak

I, =/ y2p(z,y) ds, Iy=/:v2p(:v,y) ds
C C

ile tanimlanir. Tabani agir yarim gember telin (bkz. Ornek 11.4) eylemsizlik momentlerini bulunuz.

Coziim.

Kurulum. Tel birim ¢emberin iist yarisidir, yogunlugu p = k(1 — y)’dir; z = cost, y = sint, 0 < t <
mveds = dt’dir.

Gereken integraller. [0, 7| iizerinde f; sin? tdt = f(:r cos® tdt = Z’dir. Ayrica
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i i 5¢]” 4
/ sin3tdt:/ (1 —cos®t)sintdt = —cost + 2 =,
. ; 3] 3

™ 31" 9
/ cos?tsintdt = s ==
0 3 3

0
olur.
I,.
T . T 4
I, =k [ sin®t(1—sint)dt=k|(—-— <] ~0,24k.
o 2 3
L,

i 2
Iy:k/o cosgt(l—sint)dt:k<g—§> ~ 0,90 k.

Denetim. Tel iizerinde 22 + y? = 1 oldugundan I, + I, = / o pds = m olmalidir. Ger¢ekten I, +
I, = k(m — 2) = m’dir. I’ in kii¢iik ¢ikmasi da beklenen bir sonugtur: telin agir kismi z eksenine yakin
olan tabanidir.

|

Alistirma 11.11 (Dairesel Citin Boyanmasi). Dairesel bir ¢itin tabani, yaricap: 10 m olan = 10 cos',
y = 10sint ¢emberidir. Citin (, y) noktasindaki yiiksekligi h(z,y) = 4 + 0,01(2? — y?) metredir; yani
yiikseklik 3 m ile 5 m arasinda degisir. 1 litre boya 100 m?* alan1 kapliyorsa ¢itin iki yliztinii boyamak i¢in
kag litre boya gerekir?

Cozim.

Bir yiiziin alam1 bir egrisel integraldir. Perde alan1 yorumuna goére ¢itin bir yiiziiniin alani
/ o hds’dir.

dsve h.r'(t) = (—10sint, 10cost) ve | r’(¢) | = 10 oldugundan ds = 10 d¢’dir. Cember iizerinde

h =4+0,01(100cos?t — 100sin?¢) = 4 + cos®t — sin? t = 4 + cos 2t

olur. cos 2t, —1 ile 1 arasinda degistiginden yiikseklik gercekten 3 m ile 5 m arasindadir.
Alan.

sin 2t

27 2
/hds:/ (4+c052t)-10dt:10[4t+ ] = 807
c 0 0

metrekaredir.
Boya. Iki yiiziin alan1 1607 ~ 502,65 m* dir. Gereken boya

1607

100 = 1,6~ 5,03 litre

olur.

Alistirma 11.12 (Konum Vektériiniin Egrisel Integrali). C, r(t), a <t < b ile verilen diizgiin bir
egri ve r ayni zamanda r(z,y, z) = i+ yj + z k konum vektorii alani olsun.

/Cr.dr:%[r(m 2~ x(a) ]

oldugunu gosteriniz.
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Cozim.
Tanmimi uygulayalim. Konum vektorii alaninin r(¢) noktasindaki degeri r(¢)’nin kendisidir. Tanim

11.6 geregi
b
/ r-dr = / r(t) - r'(t)dt
c a
olur.

Integrandu bir tiirev olarak yazalim. I¢ carpimin tiirev kuralindan

d 2_d o / _ /
7 r(t) | —E(r(t)-r(t))—r(t)-r(t)+r(t)~r(t)—2r(t)~r(t)

bulunur. Yani r(t) - 1’ (), 2 | r(¢) |* fonksiyonunun tiirevidir; bu fonksiyonun tiirevi siireklidir.
Temel teorem. Analizin temel teoremine gore (bkz. Analiz 2)

[xo r@a=[2iswp] =5 [0 P ]

a

elde edilir. Sonu¢ yalniz u¢ noktalara baghdir; 6zellikle u¢ noktalar: orijine egit uzaklikta olan her egri
boyunca, 6rnegin kapali egriler boyunca bu integral sifirdur.
|

Bu béliimde egrisel integralin degerinin genel olarak izlenen yola bagl oldugunu gérdiik (Ornek 11.5 ve
Ornek 11.6). Ote yandan son alistirmalardaki gradyan alani ve konum vektérii alani boyunca integraller
yalniz u¢ noktalara bagl c¢ikti. Bunun hangi alanlarda ve neden oldugunu, analizin temel teoreminin
egrisel integraller icin karsiligiyla birlikte bir sonraki béliimde inceleyecegiz: Egrisel Integraller i¢in Temel
Teorem.
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12.1

12. Egrisel Integraller icin Temel Teorem

Tek degiskenli analizin temel teoremi, tiirevi siirekli olan bir F’ fonksiyonu igin
b
/ F'(z)dxz = F(b) — F(a) (1)

oldugunu soyler (bkz. Analiz 2). Tirevin integralini bulmak i¢in F’nin yalmiz araligin iki ucundaki
degerlerini bilmek yeter; aradaki noktalarda ne oldugu 6nemli degildir.

Iki ya da iic degiskenli bir f fonksiyonunun gradyami Vf, f’nin bir tiir tiirevidir (bkz. Analiz 4). Bu
bolimde (1) esitliginin egrisel integrallerdeki karsiligini kuracagiz: bir gradyan alaninin bir egri boyunca
integrali, f'nin egrinin iki ucundaki degerlerinin farkidir. Bu basit sonuctan birka¢ 6nemli soru dogar:
Hangi alanlarin egrisel integrali izlenen yola bagh degildir? Bir alanin konservatif olup olmadigini nasil
anlariz ve potansiyel fonksiyonunu nasil buluruz? “Konservatif” adi nereden gelir?

Gradyan Alanlarinin Egrisel Integrali

Once teoremi ifade edip ispatlayalim, ardindan onu iki érnekte kullanalim.

Bir C egrisi r(t), a <t < b vektér fonksiyonuyla verilsin. r” siirekli ve hicbir yerde sifir degilse C’nin
diizgiin oldugunu hatirlayalim. r(a) egrinin baslangic noktasi, r(b) bitis noktasidir. Siirekli bir F' vektor
alaninin C boyunca egrisel integrali

/CF Cdr = /abF(r(t)) () dt

ile tanimlanir (Tanim 11.6). Bir f fonksiyonunun gradyani olan V f alanina gradyan alam (Tanim 10.3),
F = V f olan bir f varsa F’ye konservatif alan, f’ye de F’nin potansiyel fonksiyonu denir (Tanim 10.4).

Teorem 12.1 (Egrisel Integraller icin Temel Teorem). C,r(t),a <t < b vektér fonksiyonuyla verilen
diizgiin bir egri olsun. f iki ya da ii¢ degiskenli, tiirevlenebilir bir fonksiyon ve V f gradyani C iizerinde
siirekli olsun. Bu durumda

/C Vf - dr = f(x(b)) — f(x(a))

olur.
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12.1 Gradyan Alanlarmnin Egrisel Integrali 241

Ay

f=1

Sekil 12.1: {(x,y) =x?+y? fonksiyonununft = 1, 2, ..., 6 seviye egrileri ve A'dan B'ye giden iki yol. A noktasi f
= 1, B noktasi f = 4 egrisi iizerindedir. C, yolu f = 6 egrisini asip geri donse de iki yol boyunca [ Vf - dr = £(B)
-f(A) = 4 - 1 = 3 olur: yiikselirken toplanan degerler al¢alirken geri verilir.

ispat.
f ii¢ defiskenli olsun; iki degiskenli durumda z terimlerini silmek yeter. v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) yazalim.
Egrisel integralin tanimindan ve i¢ ¢carpimi bilesenlerle yazarak

LVﬁwzl%ﬂm»w@a

brofde  dfdy Ofdz
—/a (%a*%%*a%)dt

buluruz; kismi tiirevler r(t) noktasinda hesaplanir. Parantez igindeki toplam, zincir kuralina gére (bkz.
Analiz 4)t — f(r(t)) bileske fonksiyonunun tirevidir:

d _Ofdx Ofdy 0fdz
Ef(r(t)) Oz dt + Oy dt + Oz dt’

V£, C iizerinde ver’, [a, b] iizerinde siirekli oldugundan bu tiirev [a, b] iizerinde siireklidir. Bu yiizden tek
degiskenli temel teorem (1) uygulanabilir:

bd
Vf-dr= — f(r dt = f(r(b)) — f(r(a)).
[ 58 dr= [ et = see) st
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242 Boliim 12. Egrisel Integraller icin Temel Teorem

Yani bir gradyan alaninin egrisel integrali, f’nin egri boyunca net degisimidir. C dizlemde A(z,,y,)
noktasindan B(z,,y,) noktasina gidiyorsa

/ Vf-dr = f(zy,95) — f(z1,91),
C
uzayda A(zq,Yy;, #,) noktasindan B(z,, y,, z,) noktasina gidiyorsa
/ Vf ~dr = f(x27y2az2) - f(xbylazl)
C

olur. Konservatif bir alanin egrisel integralini hesaplamak i¢in potansiyel fonksiyonun yalniz u¢ nokta-
lardaki degerleri yeter; egrinin bicimi, uzunlugu ya da parametrelemesi hesaba girmez.

Teorem, art arda gelen sonlu sayida diizgiin par¢adan olusan egriler, yani Egrisel Integraller béliimiindeki
parcali diizgiin egriler i¢in de gecerlidir.

Sonug 12.1 (Parcali Diizgiin Egriler i¢cin Temel Teorem). C, bir A noktasindan bir B noktasina giden
parcal: diizgiin bir egri ve V f, C iizerinde siirekli olsun. Bu durumda

/ Vf-dr = f(B) - f(4)
C

olur.

Ispat.

C parcali diizgiin oldugundan, art arda gelen Cy, C,, ..., C,, diizgiin egrilerinden olusur: her parcanin bitis
noktast bir sonrakinin baslangi¢ noktasidir. Cy,’nin baslangi¢ noktasina A,,_,, bitis noktasina A, diyelim;
Ay = A ve A, = B’dir. Parcali diizgiin bir egri boyunca integral parcalar iizerindeki integrallerin topla-
mudir. Her parcaya Teorem 12.1 uygulanirsa

Vf-dr= Vf-dr+.. Vf-dr
A A
= (f(A1) = f(Ag) )+ ( f(A2) — f(A) )+ ...

bulunur. Her ara nokta bir kez arti, bir kez eksi isaretle gegtiginden f(A,), ..., f(A,,_,) terimleri birbirini
goturiir ve geriye f(A,) — f(Ay) = f(B) — f(A) kalir m

Teoremi once her iki yoldan da hesaplanabilen bir 6rnekte deneyelim.

Ornek 12.1 (Bir Sarmal Boyunca Gradyanin integrali). f(z,y,2) = 2y + 22 olsun ve C, r(t) =
(cost,sint,t), 0 <t < 7 sarmali olsun. fc V f - dr integralini énce tanimdan, sonra temel teoremle

hesaplayiniz.
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12.1 Gradyan Alanlarmnin Egrisel Integrali 243

Sekil 12.2: Csarmali A(1, 0, 0) noktasindan B(-1, 0, z) noktasina z ekseni ¢evresinde yarim tur atarak cikar;
zemindeki kesikli yay, sarmalin xy-diizlemindeki izdisiimiidiir. Kesikli dogru parcasi ayni iki noktay1
birlestirir. Temel teoreme gore Vfalaninin bu iki yol boyunca integralleri esittir.

Cozim.
Tamimdan. Vf = (y, z,2z) ve r’'(t) = (—sint, cost, 1)’dir. Egri tizerinde z = cost, y = sint, z =t
oldugundan, cos? t — sin? t = cos 2t dzdesligiyle
Vf(r(t)) -r'(t) =sint(—sint) + costcost + 2t - 1
= cos 2t + 2t

olur. Buradan
g 1
/ Vf-dr = / (cos2t + 2t) dt = [ 5sin2t+t2]6r = 72
c 0

bulunur.
Temel teoremle. V f her yerde siireklidir ve r’(¢) hi¢ sifir olmadifindan (iigiincii bilegeni 1°dir) C
dizgiindiir. Baglangi¢ noktas: r(0) = (1,0, 0), bitig noktasi r(7) = (—1,0, 7)’dir. Teorem 12.1 geregi
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/Vfdr:f(_lvoaﬂ—)_f(lvoao)
C
= (0+7%) — (0+0) = 72

olur. Iki yol ayn1 sonucu verir; ikincisinde ne r’(¢)’yi ne de bir integrali hesaplamak gerekti. B

Temel teoremin asil giicii, integrali tanimdan hesaplamanin zor ya da olanaksiz oldugu durumlarda ortaya
cikar: egri yalmz “parcali diizgiin” diye verilmis olsa bile sonug bulunabilir.

Ornek 12.2 (Kiitle Cekim Alaninin Yaptig1 Is). Orijindeki M kiitleli bir cismin, x = (z, y, 2) konu-
mundaki m kiitleli bir parcaciga uyguladig: kiitle cekim kuvveti

mMG

Ixp

F(x) =

alaniyla verilir. Parcacik (3,4, 12) noktasindan (2,2, 0) noktasina parcali diizgiin bir C' egrisi boyunca
hareket ederken bu alanin yaptigi isi bulunuz.

Cozim.
Potansiyel fonksiyon. Kiitle ¢ekim alaninin konservatif oldugunu, ayrica

mMG
Va2 +y? 4 22

icin F = V f oldugunu Vektor Alanlari béliimiinde gormustik. V f, orijin disinda siireklidir.
Is. Is, kuvvet alaninin egrisel integralidir. C orijinden gecmedigi siirece Sonug 12.1 uygulanir:

fz,y,2) =

W:/CF-dr:/CVf.drzf(2,2,0)—f(3,4,12)

_ mMG B mMG
V22 4+ 922 /324424122

1 1
=mMG|—-—=].
(2\/5 13)
Burada v/8 = 2v/2 ve /169 = 13’tiir. Sonu¢ C’nin bicimine bagl degildir. 1/(2v/2) ~ 0,354 say1s1

1/13 ~ 0,077’den biiyiik oldugundan is pozitiftir: pargacik, onu ¢eken kiitleye yaklagmugtir (orijine
uzaklig1 13’ten 21/2’ye inmistir). m

Yoldan Bagimsizlik

Temel teoremin en 6nemli sonucu, gradyan alanlarinda integralin izlenen yola bagli olmamasidir. Bunun
genel bir alanda kendiliginden ger¢eklesmedigini bir 6rnekle gérelim.
F(z,y) = —yi+ z j alanimu (1,0) noktasindan (—1, 0) noktasina ii¢ farkli yoldan gétiirelim.

+ Birim ¢emberin st yarisi r(t) = (cost,sint), 0 < t < w boyunca F(r(t)) = (—sint, cost) ve r’(t) =
(—sint, cost)’dir. I¢ carpim sin? ¢ + cos? t = 1 oldugundan integral 7’dir.

« Alt yanist r(t) = (cost,—sint), 0<t<m boyunca F(r(t))= (sint,cost) ve 1'(t)=
(—sint, — cost)’dir. I¢ carpim —sin? ¢t — cos? t = —1 oldugundan integral —’dir.

 x ekseni tizerindeki dogru parcas: boyunca y = 0’dir; F = z j ile hareket yoni —i birbirine dik oldu-
gundan integral 0°dir.

Ug noktalar ayni, sonuglar farkli. Oysa bir gradyan alaninda Sonug 12.1 biitiin yollarda ayn1 f(B) — f(A)
degerini verir. Bu ayrimi adlandiralim.

Tanim 12.1 (Yol ve Yoldan Bagimsizlik). Parc¢ali diizgiin bir egriye yol (path) denir. F, bir D kiime-
sinde tanimli ve siirekli bir vekt6r alam olsun. D icinde baslangic noktalar1 ayni ve bitis noktalar1 ayni
olan her C} ve G, yolu i¢in
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12.2 Yoldan Bagimsizlik 245

/ F~dr:/ F-dr
C. C.

1 2

oluyorsa [ o F - dr integraline D’de yoldan bagimsizdir (independent of path) denir.

Yani yoldan bagimsiz bir integralin degeri yalniz yolun nereden baslayip nerede bittigine baglidir; aradaki
glzergah 6nemli degildir. Boyle bir integrali D i¢inde A’dan B’ye giden herhangi bir yol boyunca, rnegin
D’den gikmuyorsa hesabi en kolay olan dogru parcasi boyunca hesaplayabiliriz. Yukaridaki —yi+ « j
alanimin integrali diizlemde yoldan bagimsiz degildir.

Sonuc 12.2 (Konservatif Alanlarin integrali Yoldan Bagimsizdir). F = Vf ve V£, D iizerinde
siirekli olsun. Bu durumda fc F - dr integrali D’de yoldan bagimsizdr.

Ispat.
C; ve C,, D icinde ayni A noktasindan ayni B noktasina giden iki yol olsun. Sonu¢ 12.1 ikisine de
uygulanirsa

[ via=pB) - s = [ Vfar
(& Cy

bulunur. m

Yoldan bagimsizlig1 kapali egrilerle de ifade edebiliriz.

Tanim 12.2 (Kapali Egri). Bitis noktas: baglangic noktasiyla ¢cakisan egriye kapali egri (closed curve)
denir. C, r(t), a < t < bile verilmigse bu, r(b) = r(a) demektir.

Yani kapali bir egri boyunca hareket eden nokta, yola ¢iktig1 yere geri doner. Cember, elips ve bir ilicgenin
kenarlar1 kapali egrilerdir; bir dogru parcasi ya da bir parabol yay:1 kapali degildir.

Asagidaki ispatta egrisel integralin iki kuralin1 kullanacagiz. C' yolu, C; ile onun bitis noktasindan
baglayan C;’nin art arda izlenmesiyle olusuyorsa integral toplanir:

/F~dr:/ F-dr+/ F - dr.
c c C,

—C, ayn1 egrinin ters yonde izlenmesidir ve f—c F.dr=— fc F - dr’dir (Onerme 11.4).

Teorem 12.2 (Yoldan Bagimsizlik ve Kapal1 Yollar). F, D iizerinde siirekli bir vektor alani olsun.
fc F - dr integralinin D de yoldan bagimsiz olmast icin gerek ve yeter kosul, D icindeki her kapali C yolu igin

/F~dr=0
c

olmasidir.
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(a) C= C, ardindan C, (b) C = C, ardindan -C,

Cl

G

Sekil 12.3: (a) Kapali bir C yolu, iizerindeki iki A, B noktasinda ikiye ayrilir: A'dan B'ye giden C, ve B'den
A'ya donen C,. (b) A'dan B'ye giden iki yoldan C,'i izleyip C,"yi ters yonde (-C;) geri donmek kapali bir yol

verir.

Ispat.

Yoldan bagimsizliktan kapali yollara. Integral D’de yoldan bagimsiz ve C, D iginder(t),a <t < b
ile verilen kapali bir yol olsun. Baslangi¢ noktast A = r(a) = r(b) olsun ve bira < ¢ < b i¢cin B = r(c)
diyelim. r ’nin [a, c] iizerindeki kisitlamasi A’dan B’ye giden bir C; yolu, [c,b] iizerindeki kisitlamasi da
B’den A’ya dénen bir Cy yoludur; C, C; ile ardindan gelen C, dir (seklin (a) paneli). —C, yolu A’dan
B’ye gider; yani C| ile —C; nin u¢ noktalari aymidir ve yoldan bagimsizliktan integralleri esittir. Buna

gore
/F~dr:/ F-dr+/ F-dr
c e} G,
=/ F-drf/ F.dr=0
c -,

1

olur.

Kapali yollardan yoldan bagimsizliga. D icindeki her kapali yolda integral sifir olsun. C| ve Cy, D
icinde A’dan B’ye giden iki yol olsun. C) ile ardindan gelen —C, 'nin olusturdugu C' yolu A’dan ¢ikip
yine A’ya doner, yani kapalidr (seklin (b) paneli). Varsayimdan

0=/F~dr:/ F~dr+/ F-dr
c c —C,
=/ F~dr—/ F -dr
C, C.

1 2

ve buradan fC F.dr = fc F - dr bulunur. m
1 2

Sonug 12.2 ile bu teorem birlikte sunu séyler: konservatif bir alanin her kapali yol boyunca integrali
sifirdir. Fiziksel yorumu sudur: kiitle ¢ekim alani ya da bir elektrik alani gibi konservatif bir kuvvet alani,
bir cismi kapali bir yol boyunca dolastirip bagladig1 yere getirdiginde toplamda hig is yapmaz.

Yoldan Bagimsiz Alanlar Konservatiftir

Simdi tersini soralim: integrali yoldan bagimsiz olan her alan konservatif midir? Cevap evettir, ama tanim
kiimesinin iki 6zelligi olmalidur.

Birinci 6zellik agikliktir. D’nin her P noktasi i¢in merkezi P olan ve tamamen D’de kalan bir disk varsa
D acik kiimedir (bkz. Analiz 4). Acik bir kiime sinir noktalarinin hicbirini icermez: 2% + y? < 1 diski
aciktir, 22 + y? < 1 diski agik degildir. Ikinci 6zellik, kiimenin tek parca olmasidir.
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12.3 Yoldan Bagimsiz Alanlar Konservatiftir 247

Tanim 12.3 (Yol Baglantili Kitme). D’nin herhangi iki noktasi, tamamen D iginde kalan bir yolla
birlestirilebiliyorsa D kiimesine yol baglantili (path-connected) denir.

Yani yol baglantili bir kiimenin iki noktas1 arasinda kiimeden cikmadan gidilebilir. Tki ayrik diskin
birlesimi yol baglantili degildir: bir diskten 6tekine giden her yol aradaki bosluktan geger. Acik kiimeler
icin bu tanim, Analiz 4'teki baglantililik tanimina denktir (bkz. Analiz 4). Bu yiizden bu ve sonraki
bélimlerde “baglantili” sézctigiinii yol baglantili anlaminda kullanacagiz. Acik ve baglantili bir kiimeye
bolge dendigini de hatirlayalim (bkz. Analiz 4).

Teorem 12.3 (Yoldan Bagimsiz Alan Konservatiftir). F, acik ve baglantili bir D bélgesinde siirekli bir
vektor alani olsun. fc F - dr integrali D’de yoldan bagimsizsa ¥, D’de konservatiftir; yani D’de Vf = F
olan bir f fonksiyonu vardur.

ispat.
Diizlemdeki alanlar icin ispatlayalim; uzaydaki ispat aynidw, yalniz iiciincii bir dogru parcasi eklenir.
F = Pi+ Q]j yazalim ve D de sabit bir (a,b) noktasi se¢elim. D nin her (x,y) noktast igin

(z,y)
f(z,y) = / F.dr
(a,b)

tanmimlayalim. Sagdaki integral, D icinde (a,b) den (x,y) ye giden herhangi bir yol boyunca alimir. D
baglantili oldugundan boyle bir yol vardir; integral yoldan bagimsiz oldugundan sonug secilen yola bagl
degildir. Demek ki f iyi tammhdur. f, = P ve f, = Q oldugunu gosterecegiz.

(a) yatay son par¢a (b) diisey son par¢a

Sekil 12.4: f(x, y) degerini veren yol, (x, y) merkezli ve D 'de kalan diskin icinde bir dogru parcasiyla biter.
(a) Yatay C; parcasinda dy = 0 oldugundan yalniz P katk: verir ve f, = P bulunur. (b) Diisey parc¢ada dx =
0'dir ve f; = Q bulunur.

x’e gore tiirev. D agik oldugundan merkezi (x,y) olan ve D de kalan bir disk vardir. Bu diskte x; < x
olan bir (z1,y) noktasi segelim. (a, b) ‘den (x,, y) *ye giden bir C; yolunu ve ardindan (z,y) den (x,y) ye
giden yatay C, dogru parcasini izleyelim (seklin (a) paneli). Yoldan bagimsizlik geregi

(w15y>
f(x,y):/ F~dr+/ F.dr
((l,b) C2

olur. x degisirken (x,y) noktasi sabit kalir, bu yiizden ilk integral x’e bagh degildir. C, yir(t) = (t,y),
zy <t <z diye yazalim. Bu dogru pargasindar’ (t) = i ve F(r(t)) - v’ (t) = P(t,y) oldugundan

J

2

F-dr:/ P(t,y)dt
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bulunur. t +— P(t,y) siirekli oldugundan, integralin iist sinirina gore tiirevi integrandin o noktadaki
degeridir (bkz. Analiz 2):

0 o [*
g0 =0t g [ Py =Py

1

y’ye gore tiirev. Ayni diskte y; < y olan bir (z,y,) noktasi se¢ip yolu bu kez (x,y, ) den (x,y) ye giden
diisey bir dogru pargasiyla bitirelim (seklin (b) paneli). Bu dogru parcasir(t) = (x,t), y; <t <y diye
yazilir; ' (t) = j oldugundan ayni akil yiriitme

0 0 v
a—gm,y) —0+ 6—y/ Q) dt = Q(z,y)

Y1

verir. Boylece Vf = f, i+ f,j = Pi+ Qj = F bulunur, yani F konservatiftir. ®

Simdiye kadarki sonuglari tek bir ifadede toplayabiliriz.

Sonug¢ 12.3 (Konservatiflik icin Denk Kosullar). F, acik ve baglantili bir D boélgesinde stirekli bir
vektor alani olsun. Asagidaki ii¢c kosul denktir:

(i) F, D’de konservatiftir.

(ii) fc F - dr integrali D’de yoldan bagimsizdr.

(iii) D i¢indeki her kapali C' yolu i¢in fC F.dr=07%dw

I spat.

(i) kosulundan (ii) kosulu Sonuc 12.2 ile, (ii) kosulundan (i) kosulu Teorem 12.3 ile ¢ikar. (ii) ile (iii)
kosullarinin denkligini Teorem 12.2 verir. B

Konservatiflik Olciitii

Denk kosullarin hicbiri pratikte kolay denetlenmez, ¢tinkii biitiin yollar1 ya da biitiin kapali yollar: tek
tek deneyemeyiz. Bu baglikta P ile Q’nun kismi tiirevlerine bakan kullanish bir élciit kuracagiz. Once
konservatif bir alanin saglamasi gereken bir kosulu bulalim.

Teorem 12.4 (Konservatif Alan i¢cin Gerekli Kosul). F(z,y) = P(z,y)i+ Q(z,v) ], agik bir D

kiimesinde konservatif olsun ve P ile (Q’nun birinci mertebeden kismi tiirevieri D’de siirekli olsun. Bu
durumda D ’nin her noktasinda

oP  0Q

oy Oz
olur.

Ispat.

F konservatif oldu§undan D’de V f = F olan bir f vardw, yani P = f, ve Q = f, dir. Buradan F, =
(fu)y = fuy ve Qy = (f,)y = fys olur ve varsayim geregi bu iki karisik tirev D de sireklidir. Clairaut
teoremine gore (bkz. Analiz 4) siirekli karisik tiirevler esittir:

opP oQ

Yani 0P /0y #+ 0Q/Jz olan tek bir nokta bile alanin konservatif olmadigim gsterir. Tersi ise ancak 6zel
bolgelerde dogrudur. Bu bolgeleri tanimlamak igin 6nce basit egrilere ihtiyacimiz var.
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12.4 Konservatiflik Olgiitii 249

Tamim 12.4 (Basit Egri). Kendisini kesmeyen egriye basit egri (simple curve) denir. C, r(t),a <t < b
ile verilmigse bu, a < t; < t, < bigin (t; = a, t, = b durumu disinda) r(¢,) # r(t,) demektir. Hem basit
hem kapali olan egriye basit kapal1 egri denir.

Yani basit bir egri tizerinde ilerleyen nokta ayni yerden iki kez ge¢mez; yalniz kapali bir egride, en sonda
bagladig1 yere doner. Cember ve elips basit kapali egrilerdir; 8 rakami bicimindeki bir egri kapalidir ama
basit degildir.

basit, kapali degil basit degil, kapal1 degil basit, kapal1 basit degil, kapal1

VRG0S

Sekil 12.5: Egri tiirleri. Kapali olmayan egrilerde ug noktalar isaretlidir. fkinci egri kendisini bir kez keser;
dordiincii egri (8 bicimi) basladig1 yere doner ama ortadaki noktadan iki kez geger.

Tanim 12.5 (Basit Baglantili Bolge). Diizlemde baglantili bir D kiimesi verilsin. D i¢indeki her basit
kapali egrinin ¢evreledigi biitiin noktalar da D’ye aitse D’ye basit baglantili (simply-connected) denir.

Yani basit baglantili bir bolgede delik yoktur: bir delik olsaydi, deligin ¢evresinde dolasan basit kapali bir
egri D’de olmayan noktalar1 ¢evrelerdi. Bolge baglantili oldugundan iki ayr1 parcadan da olusamaz. Disk,
dikdortgen, iist yar1 diizlem ve biitiin diizlem basit baglantilidir; halka ve bir noktas1 ¢ikarilmig diizlem
basit baglantili degildir.

basit baglantili delikli iki parcali

Sekil 12.6: Soldaki bolge basit baglantilidir: icindeki her basit kapali egri (kesikli) yalniz bélgenin nokta-
larimi gevreler. Ortadaki bolgede deligi dolanan kesikli egri, bolgede olmayan noktalar: cevreler; sagdaki
kiime ise baglantili bile degildir. Bu iki kiime basit baglantil1 degildir.

Artik gerekli kosulun (Teorem 12.4) kismi tersini ifade edebiliriz. Bu 6l¢iit, diizlemde bir alanin konservatif
olup olmadigini anlamanin en pratik yoludur.

Teorem 12.5 (Konservatiflik Olciitii). F = Pi+ Q j, acik ve basit baglantili bir D bélgesinde tanimly
bir vektor alani olsun. P ile Q) ’nun birinci mertebeden kismi tiirevleri D de siirekli ve D ’nin her noktasinda

op _0Q
oy Oz
ise F, D’de konservatiftir.
Disk ve dikdortgen icin ispat.

D, merkezi (a,b) olan acik bir disk ya da (a,b) noktasini iceren ve kenarlari eksenlere paralel olan agik
bir dikdortgen olsun.
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L bi¢imli yol. Bir (x,y) € D igin (a, b) 'den yatay olarak (x,b) ye, oradan diisey olarak (x,y) ye giden
yol D’de kalir. Dikdortgende bu aciktir, ¢iinkii yolun her noktasinin birinci koordinati a ile x arasinda,
ikinci koordinati b ile y arasindadur. Diskte de 6yledir: yolun bir (u, s) noktasiigin |u—a | < |z —a |
ve| s—b|<|y—0b| oldufundan bu noktanin merkeze uzakligi (x,y) nin merkeze uzakhifini asmaz.
Bu yol boyunca ¥ ’nin integralini alalim: yatay parcada dy = 0, diisey parcada dx = 0’dwr ve

z y
JY) = P(t,b) dt + ,s)d
f@,y) / (t,) /bQ@sH
olur.

y’ye gare tiirev. Ilk terim y’ye bagh degildir. Ikinci terim, iist sinirt y olan bir integraldir ve s = Q(x, 5)
siirekli oldugundan tiirevi Q(x,y) dir (bkz. Analiz 2). Demek ki f, = Q.

x’e gore titrev. [lk terimin x’e gore tiirevi ayni nedenle P(x, b) dir. Ikinci terimde x integralin igindedir.
Tiirevi integral isaretinin altina gecirebilmek icin diisey dogru parcasini icine alan ve D ’de kalan kapali bir
dikdortgen gerekir. Kiigiik bir § > 0 icin [x — 0,z + 6] x [b, y] dikdortgeni (y < b ise [y, b]) béyledir. D =
(aq,0ay) X (By, By) bir dikdortgense b ile y, (81, By) aralgindadir; §°y1 x — o ve o, — x sayarindan
kiiciik segmek yeter. D, yarigapt p olan bir diskse dikdortgenin her (u, s) noktastigin | u—a | < |z —
al|+dve|s—b|<|y—>b]oldugundan

(u—a)? + (s —b)? (|ac—a|+(5) + (y—1b)?

olur. § — 0 iken sag taraf (x — a)? + (y — b)? < p? sayisina yaklastigindan kiigiik § icin o da p?’den
kiiciiktiir.

Bu dikdortgende Q) ve Q,, siirekli oldugundan tiirev integral isaretinin altina gecer (bkz. Analiz 3). Sonra
Q, = B, varsayimini ve s degiskenine gore (1) esitligini kullaniriz:

vopr
a:sds—/ (z,8)ds = —(z,s)ds
5 [ @ A @)

= P(z,y) — P(z,b).
Iki terimi toplarsak

bulunur. Demek ki V f = F ve F konservatiftir. B

Genel bolge icin ispatin fikri.

Genel bir basit baglantily bélgede L bi¢imli yollar D’den ¢ikabilir; bu yiizden baska bir yol izlenir. C, D
i¢inde basit kapali bir yol ve R, C’nin ¢evreledigi bolge olsun. D basit baglantili oldugundan R de D ’nin
icindedir, yani F,, = Q,, esitli§i R’nin her noktasinda gegerlidir. Bir sonraki bolimde gorecegimiz Green
teoremi (Teorem 13.1), kapalt bir egri boyunca egrisel integrali egrinin cevreledigi bilge tizerinde bir iki

katly integrale cevirir:
P
/ Pdz+Qdy = + // (8Q 9 )dA—O
Ox

Isaret, C’nin dolasilma yéniine baghdir. Demek ki her basit kapali yolda integral sifirdir. Kendisini kesen
kapaly yollar basit kapali parcalara ayrilarak ayni sonuca ulasilir; ardindan Teorem 12.2 integralin yoldan
bagimsiz oldugunu, Teorem 12.3 de ¥ ’'nin konservatif oldugunu verir. Green teoreminin rastgele bir basit
kapaly egri icin ispati ve kendisini sonsuz kez kesebilen yollarin bu bicimde ele alinmast ileri analiz
gerektirir.

Olgiitii iki alanda deneyelim.

Ornek 12.3 (Konservatif Olmayan Bir Alan). F(z,y) = (x —y)i+ (z — 2) j alaninin konservatif
olup olmadigin: belirleyiniz.

Cozim.
P(z,y) =z —yve Q(z,y) = x — 2’dir. Buradan
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12.4 Konservatiflik Olgiitii 251

or _ 0Q _

= 1
Oy ’ Oz

olur. Kismi tiirevler her yerde siirekli ama hi¢bir noktada esit degildir. Teorem 12.4 geregi F konservatif
degildir.
Ayn1 sonucu bir kapali yolla da gorebiliriz. Merkezi (2, 2), yarigap: 2 olan C' ¢emberini

r(t) = (2+2cost, 2 4 2sint), 0<t<2r

diye saat yoniinin tersine dolasalim. Bu cember tizerinde z —y = 2cost — 2sint ve x —2 =
2cost’dir; r'(t) = (—2sint, 2 cost) oldugundan

F(r(t))-r'(t) = —4sintcost + 4sin?t + 4 cos® t
=4—2sin2t

ve
27
/F~dr=/ (4 —2sin2t)dt = 8w
C 0

bulunur. Kapali bir yolda integral sifirdan farkli oldugundan, Sonuc 12.3 geregi F konservatif olamaz. m

Ornek 12.4 (Konservatif Bir Alan).
F(z,y) = (3+2zy)i+ (z* —3y%)j

alanimin konservatif olup olmadigini belirleyiniz.

Cozim.

P(z,y) = 3+ 2zy ve Q(z,y) = 2% — 3y?’dir. Buradan
oP o — oQ
oy 7 oz

olur. F'nin tanim kiimesi biitin diizlemdir; diizlem agik ve basit baglantilidir, kismi tiirevler de her
yerde suireklidir. Teorem 12.5 geregi F konservatiftir. m

Olciitiin ne sdyledigini bu iki alanin resimlerinden de sezebiliriz. {lk alanda (2,2) cevresindeki cember
boyunca oklar hep ¢cemberin dolasilma yo6niinii gosterir: F - T her yerde pozitiftir, bu ytizden kapali yol
boyunca integral pozitif olmak zorundadir. Tkinci alanda kapali bir egrinin baz1 yerlerinde oklar egrinin
yoninii, bazi yerlerinde ters yonii gosterir; katkilar birbirini gotiirebilir ve gercekten de her kapali yolda
toplam sifirdir.
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@P=x-y,0=x-2 (b) P=3 +2xy, Q= x* - 3y
— vt 2
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Sekil 12.7: Konservatiflik 6l¢iitiiniin iki 6rnegindeki alanlar; oklarin hepsi ayni oranda kisaltilmistir. (a)

Merkezi (2, 2), yaricap1 2 olan C ¢cemberi boyunca oklar hep dolasilma yoniine bakar ve integral 8 ¢ikar.

(b) Konservatif alanda C ¢emberinin baz1 yerlerinde oklar dolagilma y06niine, baz1 yerlerinde ters yone
bakar; katkilar birbirini gétiiriir ve integral 0'dur.

Basit baglantililik kosulu atlanamaz

Teorem 12.4 her agik kiimede gecerlidir, ama onun kismi tersi olan Teorem 12.5 bélgenin basit

baglantili olmasini ister. Delikli bir bélgede 0P /0y = 0Q/dx esitligi her noktada saglandig: halde
alan konservatif olmayabilir. Siradaki 6rnek bunu gosterir.

Ornek 12.5 (Delikli Diizlemde Konservatif Olmayan Alan). Orijin disinda tanimlt

—yit+zxj

F(z,y) = PO

alani i¢in her noktada P /9y = 8Q/dx oldugu halde [ o F - dr integralinin yoldan bagimsiz olmadigum

gosteriniz.

Coziim.
Kismi tiirevler. P = —y/(z? 4+ y?) ve Q = z/(z? + y?) dir. Béliim kuralyla

OP  —(@*+y*)+y-2y  y*—a?

dy @y @)
@_($2+y2)—w-2w_ y? — 22
or (w2 +y2)2 - (xQ +y2)2

bulunur; iki tiirev orijin disindaki her noktada esit ve siireklidir.

iki yol. (1,0)’dan (—1,0)’a birim cemberin iist ve alt yaris1 boyunca gidelim. Birim ¢cember iizerinde
22 + y? = 1 oldugundan alan —y i + z j’ye esittir. Béliimiin basindaki hesap aynen gecerlidir: iist yar1
boyunca integral , alt yar1 boyunca —7’dir. U¢ noktalar1 ayni iki yolda integraller farkh oldugundan
integral yoldan bagimsiz degildir ve Sonu¢ 12.3 geregi F konservatif degildir.

Neden ¢eliski yok? F’nin tanim kiimesi D = {(z,y) | (z,y) # (0, 0)} dir. Birim ¢cember D’nin i¢inde
bir basit kapali egridir ama D’de olmayan orijini ¢evreler; yani D basit baglantili degildir. Konservatiflik
ol¢titiiniin (Teorem 12.5) varsayimi saglanmadigindan sonucu da beklenemez. m
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Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi

Olgiit alanin konservatif oldugunu sdyler ama potansiyel fonksiyonu vermez. f’yi kismi integrasyon
denilen yontemle buluruz: bir degiskene gore integral alirken integral sabitinin yerine 6teki degiskenlerin
bir fonksiyonunu koyariz.

@ Potansiyel fonksiyon dort adimda

1. Alanin konservatif oldugunu denetle: diizlemde Teorem 12.5 él¢iitiiyle, uzayda Teorem 14.2 ile.

2. f, = P esitligini 2’e gore integre et; integral sabiti yerine g(y) (uzayda g(y, 2)) yaz.

3. Buldugun f’nin y’ye gore tirevini )’ya esitle ve ¢’nin tiirevini bul; bu tiirev z icermemelidir.
Integre et. Uzayda ayni isi z ve R icin tekrarla.

4. Sonucun gradyanin alip F’yi verdigini kontrol et.

Ornek 12.6 (Diizlemde Potansiyel Fonksiyon).
F(z,y) = (3+2zy)i+ (22 — 3y?)j

alani i¢in V f = F olan bir f fonksiyonu bulunuz.

Cozim.

Bu alanin konservatif oldugunu gordiik (Ornek 12.4). Aradigimiz f fonksiyonu
folz,y) = 3+ 22y (2)
fy(z,y) = 2% — 3y (3)

esitliklerini saglar. (2) esitligini 2’e gore integre edelim. Bu integralde y sabit sayildigindan integral
sabiti y’nin bir fonksiyonu olabilir; ona g(y) diyelim:

f(z,y) =3z + 2%y + g(y) (4)
(4) esitliginin y’ye gore tirevi f, (z,y) = 22 + ¢’ (y)’dir. Bunu (3) ile karsilastirirsak
2l +g'(y) =2 =3y%  g'(y) =3y

bulunur. y’ye gére integral alarak g(y) = —y> + K elde ederiz; K bir sabittir. Bunu (4)‘te yerine
koyarsak

flz,y) =3z +ay—y* + K

potansiyel fonksiyonu bulunur. Kontrol: f, = 3 + 2zy ve f, = z? — 3y2.
Konservatiflik él¢iitiiniin ispatindaki formiil de ayni sonucu verir: (a, b) = (0, 0) icin

@ y
/ 3dt—|—/ (2% —35?)ds = 3z + 22y — y3.
0 0

Potansiyel fonksiyon elimizdeyse egrisel integral birka¢ satirda biter.

© Temel teoremle egrisel integral i¢ adimda

1. Alanin C’yiigeren bir D bolgesinde konservatif oldugunu goster ve bir potansiyel fonksiyon f bul.

2. Egrinin baslangi¢ noktas1 A = r(a) ile bitis noktas1 B = r(b)’yi hesapla.

3. fc F -dr = f(B) — f(A) yaz. Ya da integral D’de yoldan bagimsiz oldugundan C' yerine A’dan
B’ye giden ve D’den ¢cikmayan daha basit bir yol, 6rnegin D i¢inde kaliyorsa dogru parcasi kullan.

Ornek 12.7 (Temel Teoremle Bir Egrisel integral).
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F(z,y) = (34 2zy)i+ (2 —3y?)j
ve C,
r(t) = elsinti+ el costj, 0<t<nw

erisi olsun. [ o F - dr integralini hesaplayimiz.

(0,1)

=2V

-10 ¥

=20 ¥

(O’ _eﬂ)

Sekil 12.8: Cegrisir(f) = e’sin ti+ e’cos tj,0 < t < 7, (0, 1) noktasindan saga dogru acilip (0, —e”) = (0; -23,1)
noktasina iner. C;, ayni iki noktay1 birlestiren diisey dogru parcasidir. Eksenlerdeki dlcekler farklidir.

Coziim.

Tanimdan hesap uzun olurdu: F(r(t)) - r’(¢) ifadesinde e3¢ ile siniis ve kosiniis kuvvetlerinin carpim-
lar1 belirir. Alan konservatif oldugundan iki kisa yol vardir.

Birinci yol: temel teorem. Bir énceki érnekte (Ornek 12.6) buldugumuz potansiyeli K = 0 alarak
kullanalim: f(z,y) = 3z + 22y — y3. Uc noktalar

r(0) = (0, 1), r(m) = (e"sinm, " cos) = (0, —e™)

olur. f(0,—e™) = —(—e™)3 = €37 ve f(0,1) = —1 oldugundan Teorem 12.1 geregi

/ F-dr = f(0,—€™) — f(0,1) = &> — (—1) = 3" + 1
c
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bulunur.
Ikinci yol: daha basit bir yol. integral yoldan bagimsiz oldugundan C yerine (0, 1)’den (0, —e™)’ye
giden C dogru par¢asini kullanabiliriz. C}, y ekseni iizerinde asag1 dogru iner ve

r(t) = —tj, —1<t<e"

diye yazilir: t = —1’de (0,1), ¢t = ¢™’de (0, —€™) noktasindayiz. Bu yol tizerinde z =0 ve y = —t
oldugundan F(r(t)) = 3i — 3t2j ve r’(t) = —j dir. Buradan

™

/F.dr:/ F~dr:/ (31— 3t%j) - (—j) dt
C C1 -1

:/ 31&%11&:[1&3]8_"1 =¥+ 1

-1

bulunur. iki yol ayni sonucu verir. ®

Uzaydaki alanlar i¢in konservatiflik 6l¢iitiinii Rotasyonel ve Diverjans boliimiinde kuracagiz (Teorem
14.2). Potansiyel fonksiyonu bulma yéntemi ise uzayda da aynen isler.

Ornek 12.8 (Uzayda Potansiyel Fonksiyon).
F(z,y,2) =y*i+ (2zy + %) j+ 3ye’* k

alani i¢in V f = F olan bir f fonksiyonu bulunuz.

Coziim.
Boyle bir f varsa
folz,y,2) = o2 (5)
fy(@,y, z) = 2zy + €37 (6)
f(@,y,2) = 3ye®* (7)

olmalidir. (5) esitligini «’e gore integre edelim. Bu kez integral sabiti z’e gore sabittir, yani y ile z’nin
bir fonksiyonudur:

fz,y,2) = zy® + g(y, 2) (8)
(8) esitliginin y’ye gore tirevini (6) ile karsilagtiralim:
2ey +9,(y,2) = 2zy + €%, g,(y,2) = >
Bunu y’ye gore integre edersek g(y, z) = ye®* + h(z) bulunur ve (8) esitligi
f(z,y,2) = zy® + ye** + h(2)

bigimini alir. Son olarak 2’ye gére tiirevi (7) ile karsilastiralim: 3ye3* + h’(z) = 3ye®?, yani b’ (z) = 0
ve h(z) = K sabittir. Aranan fonksiyon

f(@,y,2) =ay® + ye** + K

olur. Kontrol: Vf = (y%, 2zy + €3%, 3ye®*) = F. m

Enerjinin Korunumu

Bu bolimiin fikirlerini fizikteki kuvvet alanlarina uygulayalim; “konservatif” adinin nereden geldigi de
boylece ortaya ¢ikacak.
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256 Boliim 12. Egrisel Integraller icin Temel Teorem

Suirekli bir F' kuvvet alani, m kiitleli bir cismi r(t), a < ¢t < b ile verilen bir C' yolu boyunca hareket
ettirsin. r iki kez tiirevlenebilir ve r” siirekli olsun; ayrica cisim hi¢ durmasin, yani her ¢ i¢in v’ (t) # 0
olsun. Béylece C' diizgiin bir egridir. Baglangic noktast A = r(a), bitis noktas1 B = r(b)’dir. Cismin hiz
v(t) = r’(t), ivmesi r” (¢)’dir ve Newton’un ikinci hareket yasasi

F(x(t)) = mr”(2)
der. Cismin durmamasi kosulu yalniz C’nin diizgiin olmasi, yani | o gosteriminin Egrisel Integraller
bolimiindeki tanima uymasi i¢indir; ne temel teoremin ne de asagidaki ispatlarin hesaplari onu kullanir.

Bu ylizden ig f; F(r(t)) - v’ (t) dt integraliyle tamimlandiginda sonuglar, diisey olarak yukari atilip tepede
bir an durduktan sonra geri diigen bir top gibi cisimler i¢in de gegerlidir.

Tanmim 12.6 (Kinetik Enerji). m kiitleli ve v(t) hiziyla hareket eden bir cismin ¢ anindaki kinetik
enerjisi

1
K = m|v(t) |

sayisidir. Cisim bir A noktasindayken kinetik enerjisini K (A) ile gosteririz.

Yani kinetik enerji, kiitle ile stiratin karesinin ¢arpiminin yarisidir; cisim hizlandikga artar, yavagladik¢a
azalir.

Teorem 12.6 (Is ve Kinetik Enerji). Yukaridaki kosullarda F kuvvet alaninin C' yolu boyunca yaptigi
is, cismin kinetik enerjisindeki degisime esittir:

W:/CF-dr:K(B)—K(A).

ispat.
I¢ carpimn tiirevi icin carpim kurali

% [x/() - 1/(t) | =2 (8) X/ (8) + 1/ (b) - () = 20" (£) - ' (t)

verir. Newton yasasini egrisel integralin tanimina koyup bu esitligi kullanalim:

b b
W:/ F(r(t))-r’(t)dt:/ mr” (t) - v (t) dt

m b m b
ZE/G %[rf(t).r'(t)]dtzg/a %|r’(t) 12 dt.

Tiirevi siirekli olan | v/ (t) |? fonksiyonuna (1) esitligini uygularsak

W= (1) P )

= om | V() [2— gm] v(a) | = K(B) - K(4)

bulunur. m

Yani kuvvetin yaptig1 is cismin hizlanmasina harcanir. Kuvvet alani konservatifse isi bir de potansiyel
fonksiyon cinsinden yazabiliriz.

Tanmim 12.7 (Potansiyel Enerji). F = Vf konservatif bir kuvvet alani olsun. Bir cismin (z,y, z)
noktasindaki potansiyel enerjisi

V(.’E,y, Z) = 7f(xa Y, 2)

ile tanimlanir. Béylece F = —VV olur.
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Yani potansiyel enerji, potansiyel fonksiyonun ters isaretlisidir; kuvvet, potansiyel enerjinin en hizli
azaldig1 yonii gosterir. Kiitle ¢cekim alaninda cisim yere yaklastikca potansiyel enerjisi azalir.

Teorem 12.7 (Enerjinin Korunumu Yasas1). Yukaridaki kosullarda bir cisim konservatif bir F' kuvvet

alanimin etkisiyle A noktasindan B noktasina hareket ederse potansiyel ve kinetik enerjilerinin toplami
degismez:

V(A)+ K(A) =V(B) + K(B).
ispat.
F = —VV oldugundan Teorem 12.1, V fonksiyonuna uygulaninca

W:/CF.dr=/va.dr=(V(B)V(A)):V(A)V(B)

verir. Teorem 12.6 geregi ayni is K(B) — K (A)’ya esittir. Iki ifadeyi esitlersek V(A) — V(B) = K(B) —
K(A), yaniV(A) + K(A) = V(B) + K(B) bulunur.m

Yani konservatif bir kuvvet alaninda hareket eden cisim potansiyel enerjiyi kinetik enerjiye ya da

kinetik enerjiyi potansiyel enerjiye doniistiiriir, ama toplam enerji korunur. Bu vektér alanlarina “konser-
vatif” (korunumlu) denmesinin nedeni budur.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar boliimiin yontemlerini kolaydan zora dolasiyor.

Alistirma 12.1 (Deger Tablosundan Egrisel Integral). Gradyan siirekli olan bir f fonksiyonunun
baz1 degerleri agagidaki tabloda verilmigtir. C, x = 24+1Ly=t34+t,0<t<1 parametrik denklemle-
riyle verilen egri olduguna gore | o V f - dr integralini bulunuz.

fl,y) y=0 y=1 y=2
z=0 1 6 4

&
I
—
w
o
\]

Coziim.

Egrinin diizgiinligii. v’ (t) = (2t, 3t + 1) siireklidir ve ikinci bileseni en az 1 oldugundan hig sifir
olmaz; C' dizgiindiir.

Ug noktalar. ¢t = 0 i¢in (z,y) = (1,0), t = 1 icin (z,y) = (2, 2)’dir.
Sonug. Teorem 12.1 geregi

/Vf-dr:f(2,2)—f(1,0)=9—3=6
C

olur. Tablonun 6teki degerlerine ve egrinin bi¢cimine hi¢ gerek kalmadi. m

Alistirma 12.2 (Ustel Carpanli Bir Alanin Potansiyeli). F(z,y) = y?e® i+ (1 + zy)e® j alaninin
konservatif olup olmadigini belirleyiniz; konservatifse V f = F olan bir f bulunuz.

Coziim.
Olciit. Carpim kuraliyla

P

oy = et + zy?e™ = y(2 + zy)e™,
Yy

oQ

P s (1+zy)ye™ = y(2 + zy)e™?
X
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258 Boliim 12. Egrisel Integraller icin Temel Teorem

bulunur. Iki tiirev esit ve her yerde siireklidir; tanim kiimesi olan diizlem agik ve basit baglantilidir.
Teorem 12.5 geregi F konservatiftir.

Potansiyel. f, = y?e™ esitligini z’e gore integre edelim; y sabit sayildigindan [ y2e™ dz = ye™
olur:

f,y) = ye™ + g(y).
y’ye gore tirev
fy =€V +aye™ +g'(y) = (1 +ay)e™ + g'(y)
olur. Bunu @ = (1 + zy)e™’ye esitlersek ¢’ (y) = 0, yani g(y) = K bulunur. Sonug olarak
flz,y) = ye™ + K

olur. m

Alistirma 12.3 (Gradyanin Bir Uzay Egrisi Boyunca Integrali). f(z,y,2) = zy?2z + 22 ve C,
z = t2, y=et" 1 z=1t2+1t, —-1<t<1
egrisi olduuna gére | o V f - dr integralini hesaplayimiz.

Coziim.

Varsaymmlar. Vf = (y%z + 2z, 2zyz, 2y°) her yerde siireklidir. r'(t) = (2t, 2te” =1, 2t + 1) siirek-
lidir ve sifir olamaz: ilk bilesen yalniz t = 0°da sifirdir, orada ti¢iincii bilesen 1°dir. C' diizgiindiir.

Ug noktalar. t = —1icin (1,e°,1 — 1) = (1,1,0),¢ = 1icin (1,€°,1 + 1) = (1, 1, 2) noktasi bulunur.
Sonug. f(1,1,2)=1-1-2+1=3ve f(1,1,0) = 0+ 1 = 1 oldugundan

/Vf~dr:f(1,1,2)—f(1,1,0):3—1:2
c

olur. m

Alistirma 12.4 (Hiperbol Yay1 Boyunca Integral). F(z,y) = (3 + 2zy?)i+ 22%yjve C,y = 1/x
hiperboliiniin (1,1) noktasindan (4, ) noktasina giden yay1 olsun. Bir potansiyel fonksiyon bularak

1
/ o F . dr integralini hesaplayiniz.
Cozim.
Olciit. P, = 4zy = Q, ve kismi tiirevler diizlemde siireklidir; Teorem 12.5 geregi F konservatiftir.

Potansiyel. f, = 3 + 22y esitligini z’e gore integre edersek f = 3z + x2y? + g(y) bulunur. Iy =
222y + ¢/ (y) ifadesini Q = 2x2y’ye esitlersek ¢’ (y) = 0 olur; K = 0 alarak

f(z,y) =3z + 2?y?

secebiliriz.
Integral. Teorem 12.1 geregi

1
Fodr=f(4>-)—f1,1)=(12+16-— )—(3+1
JEdr=s () s = (124016 5 ) =3+
=13-4=9

N

olur. m

Alistirma 12.5 (U¢ Boyutta Potansiyel ve Egrisel Integral).

F(z,y,2z) =sinyi+ (xcosy+cosz)j—ysinzk
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ve C,
r(t) =sinti+tj+2tk, 0<t<m/2

egrisi olsun. V f = F olan bir f bularak | c F . dr integralini hesaplayiniz.

Coziim.
Potansiyel. f, = siny esitligini «’e gore integre edersek

f(z,y,2) = zsiny + g(y, 2)

bulunur. f, =z cosy + g, ifadesini z cosy + cos z’ye esitlersek g, = cos z olur; y’ye gore integralle
9(y,z) = ycosz + h(z) bulunur. Béylece f = zsiny + ycosz + h(z)dir. f, = —ysin z 4+ h'(z) ifa-
desini —y sin z’ye esitlersek h’(z) = 0 ¢ikar. h = 0 alarak

f(z,y,2) = zsiny + ycos z
secelim. Kontrol:
Vf = (siny, zcosy+ cosz, —ysinz) = F.

Ug noktalar. r(0) = (0,0,0) ve r(n/2) = (1, 7/2, 7) dir.
Integral. £(0,0,0) = 0 oldugundan

bulunur. m

Alistirma 12.6 (Yoldan Bagimsizligin Gosterilmesi).
/ 2ze Ydx + (2y — x%e7Y) dy
c

integralinin yoldan bagimsiz oldugunu gosteriniz ve C, (1, 0) noktasindan (2, 1) noktasina giden herhangi
bir yol oldugunda degerini bulunuz.

Coziim.
Yoldan bagimsizlik. Integral, F = Pi + @ j alaninin egrisel integralidir; burada P = 2ze ¥ ve Q =
2y — x2e Vdir.

oP aQ
- eV = %
By 2xe E

olur ve kismi tiirevler biitiin diizlemde siireklidir. Teorem 12.5 geregi F konservatiftir, Sonuc 12.2 geregi
de integral yoldan bagimsizdur.
Potansiyel. f, = 2ze™Y esitliginden f = 22¢Y + g(y) bulunur. fy= —x%e7Y + ¢/ (y) ifadesini Q’ya
esitlersek ¢’ (y) = 2y, yani g(y) = y? olur (K = 0). Béylece

fla,y) = a7 +47°.
Deger. Hangi yol secilirse segilsin

/F-dr=f(2,1)—f(1,0):(4e*1+1)—(1+0)=§
C

olur. m
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Alistirma 12.7 (iki Farkli Is Olgiimii). Bir deneyde, bir F kuvvet alanmin bir parcacig1 (1,2) nokta-
sindan (5, —3) noktasina bir C; egrisi boyunca gétiiriirken 1,2 J, ayni iki nokta arasindaki baska bir C,
egrisi boyunca gotiirirken 1,4 J is yaptig1 6l¢tlityor. F hakkinda ne séylenebilir?

Cozim.

F konservatif olsaydi Sonuc 12.2 geregi egrisel integrali yoldan bagimsiz olurdu; u¢ noktalar: ayni olan
C, ve C, boyunca yapilan isler esit ¢ikardi. Olgiilen isler farkli oldugundan (1,2 # 1,4), F konservatif
degildir.

Ayni sonucu kapali bir yolla da okuyabiliriz: C; ile ardindan —C, nin olusturdugu kapali yolda yapilan
is

/ Fodr—/ F dr=12—-14=-02J
C. C.

1 2

olur. Bu sifirdan farklidir; Teorem 12.2 geregi integral yoldan bagimsiz olamaz. m

Alistirma 12.8 (U¢ Boyutta Gerekli Kosul). F = Pi+ Qj+ Rk vektor alani acik bir kiimede
konservatif ve P, (), R’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri bu kiimede siirekli olsun. Bu durumda

oP _9Q 8P B8R 9Q OR

oy oz’ 9z Oz’ 0z Oy
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
F konservatif oldugundan V f = F olan bir f vardir: P = f,, Q = f,, R = f,. Buradan

‘Py = fzy’Qz = fy:l/"
Pz = fwzva = fzo:’
Qz = fyza Ry = fzy

olur. Varsayim geregi bu alt1 karigik tiirev siireklidir. Clairaut teoreminin ¢ok degiskenli bi¢imine gore
(bkz. Analiz 4) stirekli karisik tiirevlerde tiirev alma siras1 6nemli degildir: f,, = f, .. fo, = fo0r e =
[y Bu lic esitlik istenen iic esitligin ta kendisidir. m

Alistirma 12.9 (Yoldan Bagimsiz Olmayan Bir Integral). Bir 6nceki alistirmay (Alistirma 12.8)
kullanarak

/ ydx +xdy + ryzdz
c

integralinin yoldan bagimsiz olmadigini gosteriniz.

Coziim.
Gerekli kosul bozuluyor. Integral, F = yi+ z j + 2yz k alanmn egrisel integralidir: P =y, Q =
x, R = zyz. Ik kosul saglanir (F,=1=@Q,) ama
oP OR
0

%" &V

oldugundan yz # 0 olan noktalarda, 6rnegin (0, 1, 1)’de ikinci kogul bozulur. Kismi tiirevler her yerde
siirekli oldugundan Alistirma 12.8 geregi F, R3’te konservatif degildir.

Sonuc. R3 acik ve baglantilidir. Integral yoldan bagimsiz olsaydi, yoldan bagimsiz alanlarin konservatif
oldugunu soyleyen teoremin (Teorem 12.3) uzaydaki bicimi F’yi konservatif yapardi. Demek ki integral
yoldan bagimsiz degildir.

Somut kontrol. (0,0,0)’dan (1,1,1)’e iki yol deneyelim. Dogru parcasi z =y =2=1¢ 0<t <1
boyunca
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12.7 Alistirmalar 261

/1(t+t+t3)dt—1+1 _2
o 44

bulunur. Once z ekseni boyunca (0,0,1)’e ¢itkip sonra z =y =t, 2 = 1 dogru parcasiyla (1,1,1)’e
gidersek, ilk parcada z = y = 0 oldugundan integrand sifirdir; ikinci parcada dz = 0’dir ve

1
0+/ (t+t)dt =1
0

bulunur. 5/4 # 1 oldugundan integral gercekten yoldan bagimsiz degildir. m

Alistirma 12.10 (Kapali Yarim Halka).
D={(z,y) |1 <a®+y* <4,y >0}
kiimesinin agik, baglantili ve basit baglantili olup olmadigin: belirleyiniz.

Cozim.

Acik degil. (1,0) noktas1 D’dedir. Merkezi (1,0) olan her disk, y < 0 olan noktalar icerir (6rnegin
yeterince kiiciik bir € > 0 i¢in (1, —¢)); bu noktalar D’de degildir. Demek ki (1,0) ¢evresinde D’de
kalan bir disk yoktur.

Baglantili. Kutupsal koordinatlarla D, 1 < r < 2ve 0 < § < 7 kosullariyla verilir. Iki noktas1 (ry,07)
ve (r4,05) olsun. Birinci noktadan r = r; yay1 boyunca (rq,0,)’ye, oradan 6 = 6, 1511 boyunca
(r9,05)’ye giden yol D’den ¢ikmaz.

Basit baglantili. Basit kapali bir egri ¢evreledigi noktalar1 “hapseder”: cevrelenen bir noktadan istedi-
gimiz kadar uzaga giden her yol egriyi keser. D’nin disindaki her noktadan ise D’ye hi¢ degmeden
istedigimiz kadar uzaga gidebiliriz:

+ y < 0 olan bir noktadan diiz agag1 ineriz.

« I¢ diskte (22 + y? < 1, y > 0) bulunan bir noktadan da diiz agag1 ineriz: = eksenine kadar | y |
kiigtildiigiinden i¢ diskte kaliriz, ekseni gegince y < 0 bdlgesine gireriz.

« Dis bolgedeki (z2 + y? > 4) bir noktadan orijinden uzaklasan 1s1n boyunca gideriz.

Bu yollar D’ye, dolayisiyla D icindeki bir egriye degmez. Demek ki D icindeki hi¢bir basit kapali egri
D’nin diginda bir nokta cevrelemez ve D basit baglantilidir. m

Alistirma 12.11 (Bir Noktas1 Cikarilmig Diizlem). D = {(z,v) | (z,y) # (2,3)} kiimesinin agik,
baglantili ve basit baglantili olup olmadigini belirleyiniz.

Coziim.

Acik. P € D ise P ile (2,3) arasindaki uzaklik 6 > 0’dir. Merkezi P, yaricap1 § olan disk (2,3)
noktasini icermez, yani tamamen D’dedir.

Baglantili. D’nin iki noktasini birlestiren dogru pargasi (2, 3)’ten ge¢miyorsa dogrudan onu kullaniriz.
Geciyorsa bu dogrunun disinda bir () noktasi secip iki noktay1r @) tizerinden iki dogru parcasiyla
birlestiririz; bu iki parca (2, 3)’ten ge¢mez.

Basit baglantili degil. Merkezi (2, 3), yaricap: 1 olan cember D’nin i¢inde bir basit kapali egridir ama
D’ye ait olmayan (2, 3) noktasini ¢evreler. m

Alistirma 12.12 (Ters Kare Kuvvet Alaninda Is). c bir sabit ve r = i+ yj + zk olmak iizere

alanina ters kare kuvvet alani denir. Bir cismi orijinden ge¢cmeyen bir yol boyunca bir P, noktasindan
bir P, noktasina gotiiriirken F’nin yaptig1 isi, bu noktalarin orijine uzakliklar1 d; ve d, cinsinden bulunuz.

Cozim.
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Potansiyel. f = —c/ | r |, yani f = —c (22 + y? + 2?)~/? alalim. Zincir kuraliyla

of _

1\, o 2, ,2\-3/2 cr
=—c- (== - 2x =
e c ( 2)(w +y? +2%) T

[r[?

bulunur; y ve 2 icin de ayni bicimde cy/ | r |2 ve c 2/ | r |3 ¢ikar. Demek ki orijin diginda V f = F’dir
ve V f orada siireklidir.
Is. Sonug 12.1 geregi

W=f(Pz)—f(Pl)=—d32+£=c<dil—d_12)

1 1
olur. Kiitle ¢cekim alaninda ¢ = —mM G’dir ve sonu¢ W = mMG (d_ — d—) olur.d; =13,d, = 2v/2
.. 2 1
icin bu, kiitle cekim 6rnegindeki (Ornek 12.2) sonugtur. B

Bu béliimde gradyan alanlarmin egrisel integralini u¢ noktalara indirdik ve diizlemde konservatifligi
OP/dy = 0Q /dz dlgiitityle tamdik. Olgiitiin genel ispati, kapali bir egri boyunca integrali egrinin ¢evre-
ledigi bolge tizerindeki bir iki katl integrale baglayan bir teoreme dayaniyordu. Bir sonraki b6lim bu
teoremi kuruyor: Green Teoremi.
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13.1

13. Green Teoremi

Tek degiskenli analizin temel teoremi, bir tiirevin bir aralik tizerindeki integralini fonksiyonun yalniz ug
noktalardaki degerlerine baglar:

b
/ F'(2)dz = F(b) — Fla)

(bkz. Analiz 2). Sol tarafta tiirev biitiin aralik boyunca toplanir; sag tarafta ise yalniz araligin siniri, yani
iki u¢ nokta goriintir. Egrisel integraller icin temel teorem (Teorem 12.1) de aym kaliptaydu: bir gradyanin
egri boyunca integrali, potansiyel fonksiyonun egrinin uglarindaki degerlerinin farkidur.

Green Teoremi bu fikri diizleme tasir. Diizlemde kapali bir egriyle sinirli bir D bélgesi tizerinde, P ve Q
fonksiyonlarinin kismi tiirevlerinden olusan bir ifadenin iki kath integrali, yalmiz P ve ()’nun siur egrisi
tizerindeki degerlerini kullanan bir egrisel integrale esittir. Boylece zor bir egrisel integrali kolay bir iki
katl integrale, ya da tersine, bir bélgenin alanini sinir1 boyunca alinan bir integrale ¢evirebiliriz.
Teorem adini, kendi kendini yetistirmis Ingiliz matematikci George Green’den (1793-1841) alir. Green
teoremin bir bicimini 1828'de kendi imkanlariyla bastirdigy, elektrik ve manyetizma kuramina matema-
tiksel analizi uygulayan bir denemede verdi; ¢calisma ancak 1846’da William Thomson (Lord Kelvin) onu
yeniden bastirinca tanindi.

Pozitif Yonli Sinir Egrisi

Green Teoremi bir bolgeyi sinir egrisine bagladig: icin 6nce smirin hangi yénde dolasilacagini belirle-
memiz gereKkir.

Bir egri, baglangic ve bitis noktalar1 cakisiyorsa kapali, uc noktalar1 disinda kendini kesmiyorsa basittir
(bkz. Egrisel Integraller i¢in Temel Teorem). Bu béliim boyunca egriler parcali diizgiindiir, yani sonlu
sayida diizgiin egrinin u¢ uca eklenmesiyle elde edilir. C' diizlemde basit kapali bir egri oldugunda C’nin
sinirladigi bolge derken C’nin i¢indeki biitiin noktalarla C’nin kendi noktalarindan olugan D kiimesini
kastederiz.

Tanim 13.1 (Pozitif Yon). C, diizlemde basit kapali bir egri ve D, C’nin smurladigi bélge olsun. C’nin
saat yoniiniin tersine bir kez dolagilmasina C’nin pozitif yonii (positive orientation) denir. Saat yoniinde
bir kez dolasilan egri negatif yonliidiir.

Yani C, r(t), a < t < b, parametrizasyonuyla pozitif yonde dolasiliyorsa r(t) noktas: ilerlerken D bolgesi
hep solda kalir. “Bélge solda kalir” tarifi, delikli bélgelerin sinirini yonlendirirken de isimize yarayacak.
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(a) Pozitif yon (b) Negatif yon

Sekil 13.1: (a) Pozitif yonlii C egrisi saat yoniiniin tersine bir kez dolagilir; egri boyunca ilerleyen biri D
bolgesini hep solunda goriir. (b) Ters yonde dolasilan egri negatif yonliidiir: D bu kez hep sagda kalir.

Egrisel integralin pozitif yonli kapali bir egri boyunca alindigini vurgulamak icin
f Pdr+ Qdy
c

yazilir. D’nin pozitif yonlii sinur egrisi 0D ile de gosterilir. Egrinin yonii ters gevrilince egrisel integralin
isaret degistirdigini biliyoruz (Onerme 11.4); bu yiizden saat yoniinde dolasilan bir egri boyunca integral,
pozitif yondeki integralin ters isaretlisidir.

Green Teoremi

Teoremi dnce genel bicimiyle ifade edecek, sonra hem L. hem IL tip olan bélgeler icin ispatlayacagiz.

Tanim 13.2 (Basit Bolge). Hem L tip (Tanum 2.2) hem de II. tip (Tanim 2.3) olan diizlem bolgesine basit
bolge (simple region) denir.

Yani basit bir D bolgesi iki bicimde yazilabilir:

D={(z,y)[a <z <b g(z) 92(2)}
={(z,y) | c<y<d, hy) ho(y)}-

Disk, elips, dikdortgen ve tiggen basit bolgelerdir. Bir halka ya da ortasinda girinti olan bir bébrek bi¢imi
ise basit degildir.

<y<
<z<

Teorem 13.1 (Green Teoremi). C, diizlemde pozitif yonli, par¢ali diizgiin, basit kapalr bir egri ve D,
C’nin simirladig1 bolge olsun. P ve QQ, D’yi iceren acik bir bolgede siirekli birinci mertebe kismi tiirevlere

sahipse
%Pdw—i—@dy—// (82 aP)dA (1

~—

olur.
Basit bolgeler icin ispat.

D basit bir bolge olsun. (1) in iki tarafi da biri yalniz P ye, éteki yalniz Q) *ya bagh iki terimin toplamidir.
Bu yiizden
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g re== [ 50 g
%CQdy //—dA (3)

esitliklerini ayri ayri gostermek yeter: ikisi toplaninca (1) ¢ikar. Asagidaki seklin solu (2)‘nin, sagi (3)’iin
ispatindaki parcalanisi gosterir.

ve

I tip: P dx integrali IL tip: Q dy integrali
y y

Cs T,

V= g% dr x = hy(y)
x=h()
C, Iy D
C, r
c4
G V=8 Ly
- t

0 a b x 0 x

Sekil 13.2: Ayni basit bolge iki bicimde. Solda L tip betim: alt egri C, (v = g:(x)), tist egri C; (v = g2(x)) ve
iizerlerinde dx = 0 olan diisey parcalar C,, C,. Sagda IL tip betim: sag egri I'; (x = h,(y)), sol egri I'; (x =
h,(y)) ve iizerlerinde dy = 0 olan yatay parcalar I';, Ty

(2)‘nin ispati. D’yi L tip bolge olarak yazalim:
D={(z,y) la<z<b,g(z) <y < gy(a)}

burada g, ve g, siireklidir.

Sag taraf. 0P /Oy siirekli oldugundan iki katl integral L tip bolgede bir ardisik integral olarak hesaplanr
(bkz. Genel Bélgelerde Iki Katli Integraller). I¢ integralde x sabittir ve y — P(x,y) fonksiyonunun tiirevi
OP /0y dir. Analizin temel teoremiyle

//—dA //g 97 (@, y) dy dz

- / [ P(2,65(2)) — P(z, 9, (x)) ] da

a

olur.

Sol taraf. C’yi sekildeki gibi dort par¢aya aywalim: alt egri C| (y = g,(x), soldan saga), sagdaki diisey
parca Cy (x = b, asagidan yukanr), iist egri Cy (y = g,(z), sagdan sola) ve soldaki diisey parca C, (x =
a, yukanidan asagi). Cy ya da C, tek bir noktaya da inebilir; o zaman katkisi sifirdir.

e C, uzerinde x’i parametre alahm: x = x,y = g,(x),a < z < b. O zaman

/C P(z,y)de = / bp(:c, g1(@)) da.

1 a

e C5 sagdan sola gider; ters yonlii —Cy ise © =z, y = g5(x), a < x < b ile soldan saga gider. Yon

degisince isaret degistiginden (Onerme 11.4)
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/C Pdm:—/CBPdac:—/abP(a:,gz(x))da:

3

* C, ve C, iizerinde x sabittir. Parametre olarak y alinirsa x’in tiirevi sifirdir, yani dz = 0 olur:
/ Pd:czO:/ Pdz.
C, G,
Dort katkiy toplarsak

%dez/ Pda:—l—/ Pdm~|—/ de—l—/ Pdx
c c, C, C. c

3 4

b b

bulunur. Bu, (4) teki sonucun tam ters isaretlisidir; (2) kanitland..
(3)‘in ispat. Bu kez D’yi IL tip bilge olarak yazalim:

D={(z,y) | c <y <d hy(y) <z < hy(y)).

Sag taraf. Bu kez i¢ integral x e giredir ve analizin temel teoremi x — Q(x,y) fonksiyonuna uygulanir:

ho(y
/ —dA = / / (z,y) dz dy

- [ [@t)v) - Q0.9 1y

c
Sol taraf. C"yi yine dort parcaya ayiralim: sag egri I} (x = hy(y), asagidan yukari), iistteki yatay parca
T, (sagdan sola), sol egri Ty (x = hq(y), yukaridan asagi) ve alttaki yatay par¢a T, (soldan saga).

* T, izerinde y’yi parametre alirsak x =hy(y), y=vy, c<y<d olur ve Qdy =
I
¢ 1
Q(hy(y),y) dy bulunur.

c
T, x=h(y), y=vy, c<y<d ile asagidan yukar gider. Bu yiizden / Qdy =
L
d 3
— [ Q(hi(y),y) dy olur.

e I ve T, iizerinde y sabittir, yani dy = 0 ve bu iki par¢anin katkisi sifirdur.

$ o= [ et [ amwma- | Faa

elde edilir; (3) de kanitland:. (2) ile (3) toplaninca (1) ¢ikar. m

Toplarsak

Teoremin sol tarafi, F = P i+ @ j vektor alaninin egrisel integralinin (Tanim 11.6) bir bagka yazilisidir:
fo F - dr. 0D gosterimiyle (1) soyle de okunur:

//D@f ‘ny’)dA jéDdeJery.

Bu bi¢cimde Green Teoremi, iki katl integraller i¢in temel teoremin karsiligidir. Sol tarafta tiirevler (0Q /0x
ve OP/0y) biitin bolge boyunca integrallenir; sag tarafta ise yalniz P ile Q’nun bélgenin siirindaki
degerleri goriiniir. Tek boyutta bélge [a, b] aralig, siir da iki u¢ noktadir.
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Ispatta P ve @Q’nun yalmz OP/dy ve 8Q/0z tiirevleri kullanildi. Bu yiizden teorem, P, Q, OP/dy ve
0Q/ Oz stirekli oldugu siirece gecerlidir; 6teki iki kismi tiirevin siirekli olmasi gerekmez.

Teoremi her parcali diizgiin basit kapali egri icin ispatlamak daha zordur: egrinin sinirladigi bélgeyi basit
bolgelerle yaklasip bir limit almak gerekir ve bu ileri analizin konusudur. Uygulamada karsilastigimiz
bolgeler ise sonlu sayida basit bolgeye boliinebilir. Bu durumda teoremin tam bir ispatini asagida Teorem
13.2 ile verecegiz.

Egrisel Integrali iki Katl1 Integralle Hesaplamak

Green Teoremi en ¢ok, kapali bir egri boyunca alinan egrisel integrali sinirladigi bolge tizerindeki daha
kolay bir iki kath integrale ¢evirmek i¢in kullanilir.

© Green Teoremi dort adimda

1. Egriyi denetle. C kapaly, basit ve parcali diizgiin mii? Pozitif yonli mii? Saat yontindeyse hesabin
sonunda isareti degistir.

2. P ile Q’yu belirle. Integrali fc P dz + Q dy biciminde yaz ve P, () ile kismi tiirevlerinin D’yi
iceren acik bir bél%ede stirekli oldugunu kontrol et.

3 Farki hesapla. 9% v ifadesini bul.

4. Tki kathi integrali hesapla. D’yi . tip, II. tip ya da kutupsal koordinatlarla yazip integrali hesapla.

Ornek 13.1 (Uggen Boyunca Bir Egrisel Integral). C, (0,0)’dan (1,0)’a, (1,0)’dan (0,1)’e ve
(0,1)’den (0,0)’a giden dogru parcalarindan olusan ii¢cgen egri olsun.

?{ ztdr + zydy
c

integralini hesaplayiniz.
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(0,1)

(0,0) (1,0) x

Sekil 13.3: Uggen C egrisi (0, 0) — (1, 0) — (0, 1) — (0, 0) sirastyla, yani saat yéniiniin tersine dolagilir;
smirladigl D bolgesi 0 < x< 1,0 < y < 1 — xile verilir.

Coziim.
1. Egri. C basit, kapali ve parcali diizgiindiir. Koseler (0,0) — (1,0) — (0, 1) sirasiyla, yani saat
yoniniin tersine dolasildigindan C' pozitif yonliidir. Stnirladigy bolge

D={(z,y) |0<2<1,0<y<1—1z}

iicgensel bolgesidir.
2. P ve Q. P(z,y) = z* ve Q(z,y) = zy polinomdur; kismi tiirevleri her yerde siireklidir.
3. Fark.

0Q oP

_—— —_ :y

dr Oy =Y

4. Iki katli integral. Green Teoremiyle (Teorem 13.1)

1 1—x
7{:174dx+:rydy=// ydA:/ / ydy dx
c D 0o Yo
y=1l-x
-/ [y_
2
0 =0

= [—é(l —x)?’}: = %

bulunur. Dogrudan hesap, ii¢ kenar i¢in ii¢ ayr1 egrisel integral gerektirirdi: kenarlardan gelen katkilar

siraslyla % —3—10 ve 0’dir ve toplamlar yine %’dlr. ]
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Ornek 13.2 (Parametrizasyonla Hesab1 Zor Bir Integral). C, pozitif yonli 22 + y? = 9 ¢emberi
olmak tizere

f (3y — e™®)da + (7;17 VA l)dy
C

integralini hesaplayiniz.

Coziim.

Cemberi z = 3 cost, y = 3sint ile parametrize etseydik e*(3°**) gibi ilkeli elemanter fonksiyonlarla
yazilamayan ifadelerle kargilasirdik. Green Teoremi bizi bu terimlerden kurtarir.

P(x,y) = 3y — 5% ve Q(z,y) = 7x + \/y* + 1 her yerde siirekli kismi tiirevlere sahiptir ve

0Q OP
—_—— = — = 4
or Oy =3

olur: e * yalniz z’e, 1/y* + 1 yalniz y’ye bagh oldugundan farka katki vermez. C’nin siirladigs D

bolgesi, yaricapr 3 olan disktir; kutupsal koordinatlarda 0 < r < 3, 0 < 8 < 27 ile verilir. Kutupsal
koordinatlara gecersek (Teorem 3.1)

7{ (3y — e™%)dz + (7:1: VA 1>dy
C

27 3 9
:/ /4rdrd9=4-27r~—:367r
0 0 2

bulunur. Kutupsal koordinatlara gecmeden de olurdu: integrand sabit oldugundan sonug 4 - A(D) =
4-m-32 =36ndir. m

Bu iki 6rnekte iki kath integral egrisel integralden kolaydi. Bazen durum tersinedir ve Green Teoremi
teki yonde kullanilir. Ornegin P ile @, C' egrisinin her noktasinda sifirsa, D’nin icinde hangi degerleri

alirlarsa alsinlar
// <@8—P)dA=?§ Pdz+Qdy =0
p\O0z 0Oy c

olur.

Green Teoremiyle Alan Hesab1

Green Teoreminin 6teki yonde kullaniminin en énemli 6rnegi alan hesabidir: bir bélgenin alanini, sinir
egrisi boyunca alinan bir egrisel integralle bulabiliriz.

Onerme 13.1 (Sinur Egrisiyle Alan Hesab1). C, pozitif yonlii, parcali diizgiin, basit kapal bir egri ve
D, C’nin simirladig bélge olsun. D’nin alani

1
A:}{xdy:—?{ydwz—?{mdy—ydx (5)
c c 2Je

formiillerinden herhangi biriyle hesaplanabilir.

ispat.

D’nin alanmi A = ffD 1dA’dir (Onerme 2.1). Green Teoremini (Teorem 13.1) kullanmak icin
0@ _or_,
ox Oy

olacak bicimde P ve Q segmeliyiz. Ug basit secim sunlardur:
e P=0,Q=ux:farkkl—0=1dirve A = fCde—i—xdy = fcacdy olur.
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*P=—yQ=0:fark0—(-1) = I'dirve A= § _(—y) dz = — § _ y dz olur.
. P:—%y,Q: %x:fark%—}—%: 1'dirve A = %ﬁcwdy—ydx olur.

Ug secimde de P ve Q polinomdur, kismi tiirevieri her yerde siireklidir. m

Yani bir bolgenin alanini bulmak i¢in i¢ini taramak gerekmez; sinirini bir kez dolagmak yeter. Planimetre
(planimeter) adli 6l¢ii aleti bu ilkeye dayanur. 19. yiizyilda gelistirilen bu diizenekte bir kolun ucundaki iz
siiriicii, bolgenin sinir1 boyunca bir kez dolastirilir. Kola bagl bir tekerlek bu sirada kismen kayar, kismen
kola dik dogrultuda yuvarlanir. Tekerlegin yuvarlandig1 toplam uzaklik bolgenin alaniyla orantilidir.
Bunun nedeni yine Green Teoremidir: tekerlek, 0Q /0x — O P /Oy farki sabit olan bir vektér alaninin sinir
boyunca egrisel integralini 6lger ve Green Teoremi bu integrali alanin sabit bir katina esitler. Ornegin bir

yapragin ya da bir kus kanadinin alani bu yolla 6l¢iilebilir.
2 2

Ornek 13.3 (Elipsin Alani). a,b > 0 olmak iizere ac_2 + 1;—2 = 1 elipsinin sinirladig1 bolgenin alanini
a
bulunuz.
Cozim.

Elipsi * = acost, y = bsint, 0 < ¢ < 27 ile parametrize edelim. ¢ arttik¢a nokta (a,0)’dan baslayip
(0, b)’den gegerek saat yoniiniin tersine doner; parametrizasyon pozitif yonliidiir. Burada

dxr = —asintdt, dy = bcostdt
oldugundan
zdy —ydz = (abcos? t + absin? t)dt = abdt

olur. (5)‘teki tigiincii formiille (Onerme 13.1)

27
/ abdt:a—b-Qﬂ'zwab
o 2

N | =

1
A:—%mdy—ydmz
2o

bulunur. @ = b = r aliirsa r yaricapl dairenin alani 772 elde edilir. m

Green Teoreminin Genisletilmesi
Green Teoremini simdiye kadar yalniz basit bolgeler i¢in ispatladik. Simdi ayn1 sonucu basit bolgelere
boliinebilen bolgelere, sonra da delikli bolgelere tasiyacagiz.

Teorem 13.2 (Basit Bolgelerin Birlesimi i¢cin Green Teoremi). D bdélgesi, i¢c kisimlar: ayrik olan ve
her birinin simir1 parcali diizgiin basit kapali bir egri olan sonlu sayida Dy, ..., D, basit bolgesinin birlesimi
ve 0D, D’nin pozitif yonlii siniri, yani D’yi hep solda birakacak bi¢imde dolasilan simir egrisi (ya da egrileri)
olsun. P ve Q, D’yi iceren agik bir bolgede siirekli birinci mertebe kismi tiireviere sahipse

//D(%—g—};)dA:jéDde—i-Qdy

olur.
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Sekil 13.4: D =D, uD,: ortak kenar Cs, D,'in sinirinda yukari, D,'nin sinirinda asagi dogru (-C;) dolasilir.
Bu iki katk: birbirini gotiiriir ve geriye D'nin dis sinir1 C; u C, kalir.

Ispat.
Once sekildeki n = 2 durumuna bakalim: D = D; U D,, D, ’in pozitif yonlii stmurt Cy U Cy, D, 'ninki
C, U (—C3) ‘tiir. Green Teoremini (Teorem 13.1) iki basit bolgeye ayri ayri uygularsak

/ Pd:c+Qdy=// (a—Q—a—P>dA,
C,UC, D, dz  dy
/ Pd:c—l—Qdy=// (a—Q—a—P>dA
CU(~C3) p,\0z 0y

2

olur. Iki esitligi toplayalim. Sol tarafta Cy ile —Cjy iizerindeki integraller birbirinin ters isaretlisidir
(Onerme 11.4) ve sadelesir; geriye C, ile C, iizerindeki integraller, yani 0D = C; U C, boyunca integral
kalir. Sag tarafta D, ile Dy yalmiz Cy dogru parcast boyunca kesistiginden bolgeye gore toplamsallikla
(Onerme 2.1) iki integralin toplami D iizerindeki integraldir.

Genel durumda her D, parcasinin pozitif yonlii siniri iki tiir par¢adan olusur:

* OD’nin parcalar.. Bunlarin her biri tek bir D, ’nin siminindadr ve orada Dy, 'y1, dolayisiyla D yi solda
birakan yonde, yani 0D nin yéniinde dolasilir.

e Iki komsu parcayr ayiran i¢ kenarlar. Béyle bir kenar iki parcanin siminindadir. Iki parca da kendi
bolgesini solda birakacak bicimde dolasildigindan kenar bir kez bir yonde, bir kez ters yonde dolasilir.

Green Teoremini her Dy ’ya uygulayip n esitligi toplarsak i¢ kenarlar iizerindeki integraller ikiser ikiser
sadelesir; solda 0D boyunca integral, sagda toplamsallikla D iizerindeki iki katl integral kalir. ®

Ornek 13.4 (Yarim Halka Uzerinde Green Teoremi). D, iist yar1 diizlemde 2% + 3? = 1 ile 22 +
2 = 4 cemberleri arasinda kalan bélge ve C, D’nin pozitif yonlii sinir1 olsun.

% y? dz + 3zy dy
c

integralini hesaplayiniz.
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Sekil 13.5: Ust yar1 diizlemde x* + y? = 1 ile ¥* + y* = 4 gemberleri arasindaki D bélgesi ve pozitif yonli
sinir1 C: dig yay saat yoniiniin tersine, i¢ yay saat yoniinde dolasilir. Kesikli y ekseni parcas1 D'yi iki basit
bolgeye ayurir.

Coziim.

Boélge. D basit degildir: 0 < y < 1 i¢in bir yatay dogru D’yi iki ayr parcada keser, yani D II. tip
degildir. Ama y ekseni D’yi iki basit bolgeye ayirir; bu yiizden Teorem 13.2 uygulanabilir. Kutupsal
koordinatlarda

D={(r,0)|1<r<2,0<0<n}
bir kutupsal dikdértgendir.
Fark. P = 42 ve Q = 3zy icin
0Q op

— =3y—2y=uy.
or oy VWY

Integral. y = rsin 6 ve dA = r dr df oldugundan (Teorem 3.1)

™ 2
y{y2da;+3xydy=// ydA:/ /(Tsin0)rdrd0
c D o 1
T 2 ) ,,,,3
= in 6 df dr =|—cosf|T | —
/Osm /lrr[cos]og

2

1

bulunur. m

Green Teoremi delikli bolgelere, yani basit baglantili olmayan (Tanim 12.5) bolgelere de uygulanir. Béyle
bir bélgenin sinir1 birden ¢ok kapali egriden olusur ve sinirin pozitif yonii yine “bdlge hep solda kalir”
kuraliyla belirlenir: dis egri saat yoniiniin tersine, i¢ egriler saat yoniinde dolasilir.

Sonug¢ 13.1 (Delikli Bélgeler icin Green Teoremi). D bolgesi, dista basit kapali bir C; egrisiyle, icte
C, ’in iginde kalan, birbirini kesmeyen ve her biri étekilerin disinda kalan C,, ..., C,, basit kapali egrileriyle
sinirly olsun. Bu egriler D hep solda kalacak bi¢imde yonlendirilsin: C; saat yoniiniin tersine, C,, ..., C,, saat
yontinde. D, sinirlart parcalr diizgiin olan sonlu sayida basit bélgeye boliinebiliyorsa ve P, @), D’yi iceren
acik bir bolgede siirekli birinci mertebe kismi tiirevlere sahipse
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0Q P &
//D(%—a—y)dA_kZ Pdz+Qdy

—1/¢,

olur.

(a) Pozitif yonlii simir (b) ki kesikle ikiye bolme

Sekil 13.6: (a) DelikliD bélgesinin pozitif yonlii siniri: dis egri C, saat yoniiniin tersine, i¢ egri C, saat yontinde
dolasilir; iki durumda da D solda kalwr. (b) Iki kesik D'yi D’ ve D” parcalarina aywrr. Her kesik iki parcanin
simirinda zit yonlerde dolasildigindan kesikler iizerindeki integraller birbirini gotiiriir.

Ispat.

Seklin sagindaki gibi deliklerden dis egriye uzanan kesiklerle D yi parcalara ayiralim (6rnegin D" ve D” ).
Her parcanin pozitif yonlii simiry, Cy, ..., C,,, egrilerinin parcalariyla kesiklerden olusur. C, egrilerinin
parcalari, parcay: ve dolayisiyla D’yi solda birakan yonde, yani varsayilan yonde dolasilir. Her kesik iki
parcanin simirindadir ve bu iki par¢anin sinirlarinda zit yonlerde dolasilir.

Basit bolgelerin birlesimi icin verdigimiz ispattaki gibi (Teorem 13.2) Green Teoremini her par¢aya uygu-
laywp toplarsak kesikler iizerindeki integraller sadelesir. Sag tarafta toplamsallikla D iizerindeki iki katli
integral, sol tarafta ise C\, ..., C,, boyunca alinan integrallerin toplami kalir. ®

Tek delikli bir bolgede, delik C, egrisiyle siirliysa sonug

//(3_69_3_P>dA:7§ Pd:r—l—Qdy—l—/ Pdz +Qdy
p\ Oz dy o) c,

bi¢imini alir; burada C; saat yoniinde dolasilir. Bu sonucun en giizel uygulamasi, bir noktada tanimsiz
olan alanlarla ilgilidir.

Ornek 13.5 (Orijini Cevreleyen Egriler).

—yi+z]j

F ===

oldugunu gosteriniz.

Cozim.

C rastgele bir egri oldugundan integrali dogrudan hesaplayamayiz. Green Teoremini de C"nin sinir-
ladig1 bolgenin tamamina uygulayamayiz, ¢ciinkii P ve @ orijinde tanimsizdir. Bu yiizden orijini kiigiik
bir cemberle disarida birakacagiz.

Yardimeci cember. Orijin C’nin i¢inde oldugundan, orijin merkezli ve a yaricapl bir C” ¢cemberi C’nin
icinde kalacak kadar kiiciik segilebilir. C” ¢emberini saat yéniiniin tersine yonlendirelim. D, C' ile C’
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arasindaki bélge olsun. D orijini igermez ve pozitif yonli sinirt C' U (—C”)’diir. D’nin sonlu sayida
basit bolgeye boliinebildigini kabul ediyoruz; Green Teoreminin genel héalinde bu varsayim gereksizdir.

Ay

Sekil 13.7: Orijini cevreleyen C egrisi ve Cnin icinde kalan, a yaricapli C' gemberi. Aradaki D bolgesi
orijini icermez; pozitif yonlii sinir1 Cile ters yonde dolagilan C' cemberinden, yani Cu (-C’) egrisinden
olusur.

Fark. P = ﬁ ve Q = m, orijin disinda siirekli kismi tiirevlere sahiptir. B6lim kuraliyla
o°P _ —(=®+y*)+y 2y y*—a?
gy (@2 +y?)? (a?+y?)?
ve
0Q (*+y*)—z-20 Yy —a?
or (1.2 + y2)2 - (:c2 + y2)2
P
bulunur. Demek ki D’nin her noktasinda @ — 8— = 0’dir.
dr Oy

Green Teoremi. Sonug 13.1 ile

walr—i—/ F-dr://OdA:O
c —c’ D

— ¢, oldugundan (Onerme 11.4)

%F-dr:f F-dr
C ’

elde edilir. Yani C boyunca integral, C’nin bi¢ciminden bagimsiz olarak kiigiik cember boyunca integrale
esittir.

Cember boyunca hesap. C’ ¢emberini r(t) = acosti+ asintj, 0 < t < 27 ile parametrize edelim.
2% + 9% = a? oldugundan

olur. [, =
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_asinti ‘s
F(r(t)) = asinil+acos '], r'(t) = —asinti+ acostj

ve

a?sin®t + a2 cos® ¢

olur. Boylece

bulunur. m

Bu érnekteki alan icin 0Q/0x = OP /0y esitligi orijin disgindaki her noktada saglanir; buna ragmen
orijini ¢evreleyen egriler boyunca integral 27 # 0’dir. Bu bir ¢eligki degildir: orijin ¢ikarilmus diizlem basit
baglantili olmadigindan konservatiflik 6l¢iitii (Teorem 12.5) bu alana uygulanamaz. Orijinden ge¢cmeyen
ve orijini ¢evrelemeyen bir basit kapali egri icin ise egrinin sirladigi bolge orijini icermez ve Green
Teoremi integralin 0 oldugunu dogrudan verir.

Konservatiflik Olciitiine Doniis

Green Teoremi, Egrisel Integraller icin Temel Teorem béliimiindeki konservatiflik 6lciitiiniin (Teorem
12.5) neden dogru oldugunu da aciklar.

F = Pi+ @ j, acik ve basit baglantili bir D bélgesinde tanimli olsun; P ve ()’nun birinci mertebe kismi
tirevleri D’de stirekli ve D’nin her noktasinda

oP  0Q

oy Oz
olsun. C, D iginde parcali diizgiin, basit kapali bir egri ve R, C’nin smurladig1 bolge olsun. D basit
baglantili oldugundan C' yalnmiz D’nin noktalarini ¢evreler, yani R C D’dir. C pozitif yénlityse Green

Teoremi R tizerinde
fp.dr=//(@ai)dA=//0dA=o
c R or Oy R

verir. C negatif yonlilyse integral bunun ters isaretlisidir, yine 0’dur.

Kendini kesen bir kapali egri, kesisme noktalarinda sonlu sayida basit kapali egriye ayrilabiliyorsa, bu
egri boyunca integral basit par¢alar boyunca alinan integrallerin toplamidir ve o da 0°dir. Béylece D’deki
her kapali egri boyunca ¢ F - dr = 0 olur. Kapali egrilerle yoldan bagimsizlig1 baglayan teorem (Teorem
12.2) geregi [ o F - dr, D’de yoldan bagimsizdir; yoldan bagimsiz alanlarin konservatif oldugunu séyleyen
teorem (Teorem 12.3) geregi de F konservatiftir.

Bu akil yuriitme dl¢iitiin 6ztinii gosterir. Tam bir ispat i¢in iki ince noktanin da halledilmesi gerekir: Green
Teoreminin rastgele par¢ali diizgiin basit kapali egriler i¢in gegerliligi ve sonsuz kez kendini kesebilen
kapali egriler. Ikisi de ileri analizin konusudur.

Alistirmalar

Aligtirmalar kolaydan zora siralidir. Her birinde 6nce egrinin yonini ve P ile Q’nun D tizerinde siirekli
tiirevlere sahip oldugunu denetleyin.

Alistirma 13.1 (Ucgende Tki Yolla Hesap). C, koseleri (0, 0), (1,0) ve (1,2) olan pozitif yonlii iicgen
olsun.

?{ rydz + 2%y dy
c
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integralini 6nce dogrudan, sonra Green Teoremiyle hesaplayip sonuclar1 karsilastiriniz.

Coziim.
Dogrudan hesap. C ii¢ kenardan olusur.

+ C;:(0,0)’dan (1,0)’a. Burada y = 0 ve dy = 0 oldugundan integrand sifirdir; katki 0.
2
* Cy:(1,0)dan (1,2)ye.z =1,y = 5,0 < y < 2 ve dz = 0 alirsa katk / y3dy = 4 olur.
0

+ Cy:(1,2)’den (0,0)’a, y = 2z dogrusu boyunca. z’i parametre alirsak « 1’den 0’a iner ve dy = 2 dx
olur:

zydz + 22y% dy = 222 dx + 1625 dz.

Bu kenarin katkis1

0 2 8 10
222 + 162°)d :—(— —):——
/l(x—i— z°)dx 3+3 3

olur.

Toplam 0 + 4 — 13—0 = %’tﬁr.
Green Teoremiyle. P = zy, Q = z?y? icin

olur. Ucgensel bolge

oldugundan

bulunur. iki yol ayni sonucu verir. ®

Alistirma 13.2 (Ters Tanjantli Bir Integral). C, késeleri (0,0), (1, 0) ve (1, 3) olan pozitif yonlii iicgen
olmak tizere

7{ x%y? dx + yarctany dy
c

integralini Green Teoremiyle hesaplayimiz.

Coziim.
P = 1232 ve Q = yarctan y her yerde siirekli kismi tiirevlere sahiptir. Q yalniz 3’ye baglh oldugundan
0Q /0x = 0’dir; bu sayede dogrudan hesapta karsimiza gikacak y arctan y integralinden kurtuluruz:

Z—Cj — aa—]; =0— 222y = —22%y.
Uggensel bolge
D={(z,y) |0<2<1,0<y <3z}
oldugundan
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1 3z
7{ 2%y? dx + yarctany dy = / / (—2x2y)dy dx
c o Yo

' 2, 2]y=3 ' 4 9
_ y=3z 5 _ _
_/0 [—x y]y:O dac—/O (—9z )dm——g

bulunur. m

Alistirma 13.3 (Halka Bicimli Bolgenin Simir1). C, 22 + y? = 4 ve 22 + y? = 9 cemberleri arasin-
daki bolgenin pozitif yonli sinir1 olsun.

/ (1—y3)dz + (:173 + eQZ)dy
c

integralini hesaplayiniz.

Cozim.
Bolge tek delikli bir halkadir. Pozitif yonlii sinir1, saat yoniiniin tersine dolasilan 22 + y? = 9 cembe-
riyle saat yoniinde dolasilan x? + y? = 4 cemberinden olusur. Halka iki koordinat ekseniyle dért basit
bolgeye bolinebildiginden Sonuc 13.1 uygulanir.
P = 1—y3veQ=x3+eyQ icin

0Q 0P

00 OF o o a2y _ a2 2 _ a2
o oy 3z? — (—3y?) = 3(z* +y*) =3r

olur. Halka kutupsal koordinatlarda 2 < r < 3,0 < 0 < 27 oldugundan (Teorem 3.1)

2 3
/(1—y3)d:c+(x3+eyz)dy:/ / 3r% - rdrdf
c o Y2

3
4 _
oy l?i] _ . 3(81-16) _ 1957
2

4 4 2

bulunur. m

Alistirma 13.4 (Saat Yéniinde Dolagilan Bir Egri). C, (0,0)’dan z = y? parabolii boyunca (4, 2)’ye,
oradan dogru pargasiyla (4,0)’a, oradan da x ekseni boyunca (0, 0)’a giden egri olsun.

/ (2?3 + y?)dz + (y*/® — 2?)dy
c

integralini hesaplayiniz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 277 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr
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(4.2

(4.0 x

Sekil 13.8: C egrisi 6nce x = y* parabolii boyunca (0, 0)'dan (4, 2)'ye, sonra diisey dogru parcasiyla (4,
0)'a, oradan da x ekseni boyunca orijine déner. Bu dolasimda D bélgesi sagda kalir: C saat yoniinde, yani
negatif yonludir.

Cozim.
Yon. C’nin siirladig: bolge

D={(z,y) |0<y <2,y <z <4}

olup bu dolagimda sagda kalir: C' saat yoniinde, yani negatif yonliidiir. Green Teoremini ters yonli —C'
egrisine uygulayip sonucun isaretini degistirecegiz.

Fark. 2%/° yalmz z’e, y*/? yalniz y’ye baghdir. Bu yiizden
opP oQ
— =2 — =-2
"

olur. P, @ ve bu iki tiirev her yerde siireklidir. 0P /0x = %x_l/ 3 tiireviz = 0’da tanimsizdir, ama Green
Teoreminin ispatinda bu tiirev kullanilmaz.
Integral. Onerme 11.4 ve Green Teoremiyle

/de—l—Qdy:—?g Pdz+Qdy
c c

:_//D(—2a:—2y)dA=//D(2x+2y)dA

olur. D’yi IL tip bolge olarak kullanirsak

2 2
// (2x + 2y) dA = / [m2 + 2xy]ij§2dy = / (16 + 8y — y* — 2y%)dy
D 0 0

2

5y 32 168
16y+4y2—%—%] =32416— 7 —8=—

5

0

bulunur. m

Alistirma 13.5 (Saat Yoniindeki Cember). F(z,y) = (y — cosy, z siny) ve C, saat yoniinde dolagilan
(x —3)% + (y + 4)? = 4 cemberi olsun. fc F - dr integralini hesaplayiniz.
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Cozim.

P =y —cosy ve Q = zsiny her yerde siirekli kismi tiirevlere sahiptir ve
0 opP
a_g_a_y =siny — (1 +siny) = -1

olur. C’nin sinirladigt D bélgesi, yaricap: 2 olan bir disktir; alan1 47’dir. C' negatif y6nlii oldugundan
ters yonlit —C' pozitif yonliidiir ve Green Teoremi

fCF-drz//D(—l)dAz—zm

verir. Yon degisince isaret degistiginden (Onerme 11.4) f c F - dr = 47 bulunur. m

Alistirma 13.6 (Ceyrek Cember Boyunca Yapilan Is). Bir parcacik orijinden baslayip z ekseni
boyunca (5,0)’a, sonra 22 + y? = 25, z > 0, y > 0 ceyrek cemberi boyunca (0, 5)’e, oradan da y ekseni
boyunca orijine doniiyor.

1
F(‘Ta y) = <Sin x,siny + :py2 + §Z'3>

kuvvet alaninin bu hareket boyunca yaptig isi bulunuz.
Coziim.
W= f F . dr’dir. Yol, ceyrek da1rey1 saat yoniiniin tersine dolasan pozitif yonlii kapali bir egridir.
P =sinzxve@ = smy—i—xy + 3 w icin
0Q OP

2 2 2 2
— = zc—0=z
oxr Oy vt Ty

olur. Ceyrek daire kutupsal koordinatlarda 0 <7 < 5,0 < 6 < % oldugundan

/2 m 5% 6257

bulunur. m

Alistirma 13.7 (Sikloid Kemerinin Altindaki Alan). z =t —sint,y =1 — cost, 0 <t < 2 sikloid
kemeri ile x ekseni arasindaki bolgenin alanim (5) formiillerinden biriyle bulunuz.

Coziim.

Sinir ve yon. Kemer (0, 0)’dan baglar, t = m’de en yiiksek noktas: (7, 2)’ye ¢ikar ve (27, 0)’da biter.
Bélgenin pozitif yonlii sinir1 iki par¢adir:  ekseni boyunca (0, 0)’dan (27, 0)’a giden C; dogru parcasi
ve kemer boyunca (27, 0)’dan (0, 0)’a geri dénen Cj, yani ¢’nin 27°den 0’a azaldig1 kemer.

Formiil se¢imi. A = — fc y dzx formiiliinii kullanalim (Onerme 13.1). C; iizerinde y = 0 oldugundan
bu parcanin katkis sifirdir.

Kemer. C, tizerinde y = 1 — cost ve dz = (1 — cost) dt oldugundan

0 2m
/ yda::/ (1—cost)2dt:—/ (1 —2cost + cos? t)dt
Cy 27 0

olur. f;ﬂ costdt =0 ve fOQW cos? t dt = 7 oldugundan bu integral —(27 + 7) = —37’dir.
Sonu¢. A = —(0 — 37) = 37 bulunur. Kemerin altindaki alan, kemeri ¢izen birim ¢emberin alaninin
tam ti¢ katidir. m
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Alistirma 13.8 (Besgenin Alani). Kogeleri saat yoniiniin tersine sirayla (0, 0), (2,1), (1,3), (0, 3) ve
(—1,1) olan beggenin alanini (5) formiilleriyle bulunuz.

Cozim.
Bir kenarin katkisi. (z, y; ) noktasindan (z,, y,) noktasina giden dogru pargasini

T =z +t(Ty — T7), Y=y +t(ys —v1), 0<t<1

ile parametrize edelim. dx = (x5 — ;) dt ve dy = (y, — y;) dt olur. z dy — y dx ifadesinde t iceren
terimler sadelesir:

zdy —ydz = [ (z, +tAz) Ay — (y; +tAy) Az |dt
= (z; Ay — y; Az)dt = (21, — Ty, )dt;

burada Az = z, — z; ve Ay = y, — y; 'dir. Bu yiizden kenar boyunca [z dy — ydz = 21y, — 2,9,
olur.
Cokgen formiilii. Koseleri saat yéniiniin tersine sirayla (24, y;), ..., (%,,,¥,,) olan bir ¢okgenin sinir1
n kenardan olugur. (5)‘teki ticiincii formil her kenarin katkisini toplar:
1 n
A= §Z<mkyk+1 _xk+1yk)a ($n+17yn+1) = (xlayl)'
k=1

Besgen. Kenarlarin katkilar: sirasiyla
0-1-2-0=0, 2-3—-1-1=35, 1-3—-0-3=3,
0-1-(-1)-3=3, (-1)-0—-0-1=0

olur. Toplam 11 oldugundan besgenin alan1 A = 1—21’dir. ]

Alistirma 13.9 (Ceyrek Dairenin Agirlik Merkezi). Yogunlugu sabit olan bir levhanin kiitle merke-
zine agirhik merkezi denir. Agirlik merkezinin koordinatlarini siir egrisi boyunca alinan integrallerle
yazarak yaricapi a olan ¢eyrek dairenin (x > 0, y > 0) agirlik merkezini bulunuz.

Cozim.
Sinir formiilleri. D, pozitif yonlii C egrisiyle sinirli, alan1 A olan bir bélge ve yogunluk sabit olsun.
Kitle merkezinin taniminda (Tanim 4.4) sabit yogunluk sadelesir:

SV RN
r = — € dA, Yy=— ydA.
AJlp AJlp
P =0,Q = 1z? secilirse 99 _ 9P — polur. P = —192.Q = 0 secilirse fark g dir. Green Teoremiyle
2 oz oy 2

_ 1 9 _ 1

r=— @ x°dy, y:——?{yzd:c
2A J, 24 J,

bulunur.
Ceyrek daire. Alan A = 2ma®'dir. Sinur ii¢ parcadur: © ekseni iizerinde (0, 0)’dan (a,0)’a, ¢ = acost,
y =asint, 0 <t < 7 yay1 ve y ekseni iizerinde (0, a)’dan (0, 0)’a.

. 390 z? dy: x ekseninde dy = 0, y ekseninde z = 0 oldugundan yalniz yay katki verir:
/2 /2
/ a? coth-acostdt=a3/ (1 —sin?t) costdt
0 0

/2
sin® t] 2a3

3 .
=a° |sint —
l 3

0

. §c y? dz: x ekseninde y = 0, y ekseninde dz = 0 oldugundan yine yalniz yay katki verir:
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/2 /2
/ a?sin?t - (—asint) dt = —a® / (1 —cos?t)sintdt
0 0

/2
3 l cos® t] 2a3
= —a”|—cost+ =
3
0
Boylece
_ 1 2a® 4a _ 1 2a® 4a
w:—-—:—’ = —— _— e Jr—
2- imzz 3 3T y 2- iwaz 3 3

bulunur. Agirlik merkezi (4—fr, g—fr) "dir; = y olmasi, ¢eyrek dairenin y = x dogrusuna gore simetrisiyle

3
uyumludur. m

Aligstirma 13.10 (Orijinde Tanimsiz Bir Alan).

2zyi+ (y2 —2?)j

F(l‘,y) = (1,‘2 +y2)2

olsun. Orijini ¢evreleyen pozitif yonli, parcali diizgiin, basit kapali her C egrisi i¢in SEC F - dr integralini
hesaplayiniz.

Cozim.

Orijini ¢evreleyen egriler 6rnegindeki (Ornek 13.5) yolu izleyecegiz.

Fark. P = 2zy(z? + y2)72 ve@ = (v —z?) (2% + y2)72 orijin disinda siirekli kismi tiirevlere sahip-
tir. Carpim ve zincir kuraliyla

oP _ 2¢(2? +y?) —8xy?  2z(x? —3y?)

Oy (22 +32)° (2 +y2)°
0Q  —2x(2® +y?) —4dx(y®* —2?)  2z(z® —3y?)
iz @+ @+ )

bulunur. Fark orijin diginda sifirdir.

Kiiciitk cembere indirgeme. Orijin merkezli, C’nin i¢inde kalan, a yaricapl ve pozitif yonli bir C”
cemberi alalim. Ayni 6rnekteki gibi delikli bolgeler i¢cin Green Teoremi (Sonug 13.1) 35 - F.dr = 55 JF -
dr verir.

Cember boyunca hesap. © = acost, y = asint icin 2% +y? = a?, dx = —asintdt ve dy =
acostdt’dir:

2a® costsint - (—asint) + a*(sin? t — cos? t) - acost

Pdzx+Qdy = dt

at

02 3
— tcost — t t
_ —sin"tcos cos gt — _ cos dt.
a a

1 27‘(‘
y{F~dr=——/ costdt =0
c @ Jy

bulunur. Sonug sasirtict degildir: f(z,y) =

Boylece

ﬁ icin Vf = F oldugu tiirev alarak dogrulanabilir.
F, orijin ¢ikarilmig diizlemde bir gradyan alanidir ve temel teoreme (Teorem 12.1) gére her kapali egri
boyunca integrali 0’dir. B
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Alistirma 13.11 (Alam Bilinen Bir Bélge). F(z,y) = (2% +y, 3z — y?) ve C, alani 6 olan bir D
bolgesinin pozitif yonlii sinir egrisi olsun. 550 F - dr integralini hesaplayimiz.

Cozim.

P =22 + yve Q = 3z — y? polinomdur ve
0Q 0P
— ——=3-1=2
or Oy

sabittir. Green Teoremiyle

?{F-dr:// 2dA=2-A(D)=2-6=12
C D

bulunur. Sonu¢ D’nin bigimine degil, yalniz alanina baghdir. m

Alistirma 13.12 (Degisken Degistirme Formiilii ve Green Teoremi). z = g(u,v), y = h(u,v)
doniisiimi uv-diizlemindeki S bolgesini bire bir olarak xy-diizlemindeki R bolgesine ve S nin sinirini
R’nin smurma gotirstiin. S ile R parcali diizgiin basit kapali egrilerle sinirli olsun ve Green Teoremi
ikisinde de gecerli olsun. g ile h’nin ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekli ve Jacobi determinanti S’ nin
her noktasinda sifirdan farkli olsun. Green Teoremini kullanarak

//Rda:dy://s

oldugunu, yani degisken degistirme formiilinin (Teorem 9.1) f = 1 i¢in halini gdsteriniz.

O(z,y)
O(u,v)

‘du dv

Cbzﬁén.
J= 822: i; = g Py — gyh, yazalim.

Alam sinir integraline ¢evirme. (5) formiilityle (Onerme 13.1) A(R) = § on L dy’dir.
Integrali uv-diizlemine tasima. 8S’yi pozitif yonde u = u(t), v = v(t), @ < t < 3 ile parametrize
edelim. Doniisiim 0.5’ yi bire bir olarak 0 R’ye gotiirdiigiinden

z(t) = g(u(t),v(t),  y(t) = h(u(t),v(t))

egrisi OR’yi bir kez, ya pozitif ya negatif yonde dolasir. € = 1 (pozitif yon) ya da e = —1 (negatif
yon) alrsak §,  xdy = ¢ ff z(t) v’ (t) dt olur. Zincir kuralina gore (bkz. Analiz 4) y'(t) = h, v’ (t) +
h, v’ (t)’dir. Bu yiizden

B B
/ z(t)y' (t)dt = / [ gh, ' (t) + gh, V(1) |dt = f gh,, du + gh, dv
a a as

olur.
uv-diizleminde Green Teoremi. P = gh, ve Q= gh,, sirekli birinci mertebe kismi tiirevlere
sahiptir, ¢iinkil g ile ~’nin ikinci mertebe tiirevleri siireklidir. Carpim kuraliyla
0Q oP
— — — =(g,h hyy) — (g, h Poyw) = Guly — Gphy = J
a9y~ Gulo t9hou) = (gohu + ghuy) = guhy = guhy
olur; burada karigik kismi tiirevlerin esitligini, A,,,, = h,,,'yu kullandik (bkz. Analiz 4). Green Teoremi
S tizerinde 3%5 Pdu+ Qdv= ffs J du dv verir. Demek ki

A(R) :s// J du dv.
S

Isaret. J siirekli ve S’de hic sifir olmadigindan isaret degistiremez: J bir noktada pozitif, bagka bir
noktada negatif olsaydi, bu iki noktay1 .S i¢inde birlestiren bir yol boyunca Ara Deger Teoremi J nin
bir sifirin1 verirdi. Bu yiizden Ufs Jdu dv‘ = [[,| J | dudvdir. A(R) > 0 oldugundan
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A(R) = //Jdudv =// 0@,9)| 11y
s s 0(u,v)
bulunur. m
e e e .0Q opP
Green Teoremi, diizlemdeki bir bolgeyi sinir egrisine baglayan ilk képriimiiz oldu. Teoremdeki 9% ou
T Y

ifadesi, bir sonraki bolimde tanimlayacagimiz rotasyonelin k bilesenidir. Rotasyonel ve Diverjans boli-
miinde bu iki islemi taniyacak ve Green Teoremini vektor bicimlerinde yeniden yazacagiz. Bu bigimler,
teoremin uzaydaki karsiliklar: olan Stokes ve diverjans teoremlerine giden yolu acar.
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14.1

14. Rotasyonel ve Diverjans

Tek degiskenli bir fonksiyonun tiirevi, fonksiyonun nasil degistigini 6lcer. Vektor alanlari icin de tiireve
benzeyen iki temel iglem vardir ve bu iglemler vektdr analizinin akigkanlar mekanigi, elektrik ve manye-
tizma gibi uygulamalarinda merkezi bir rol oynar. Birincisi olan rotasyonel, bir vektér alanindan yeni bir
vektdr alan iiretir. Ikincisi olan diverjans ise bir vektdr alanindan skaler bir fonksiyon iiretir. Gradyanla
birlikte bu iki igslem, birinci mertebe kismi tiirevlerin vektor analizindeki ti¢ temel bicimidir.

Bir akiskanin hiz alani diisiintildiigiinde rotasyonel, bir noktanin ¢evresindeki akiskanin hangi eksen
etrafinda ve ne hizla déndigunii 6lger. Diverjans ise o noktadan digari ne kadar akigkan aktigini 6lcer. Bu
boliimde iki islemi tamimlayacak, aralarindaki iki temel 6zdesligi ispatlayacak ve rotasyonelin bir alanin
konservatif olup olmadigina nasil karar verdigini gorecegiz. Son olarak Green Teoremi’ni bu islemlerle
iki vektor bigiminde yazacagiz; bu bicimler Stokes ve diverjans teoremlerinin dizlemdeki kargiliklaridir.
Rotasyonel i¢in kullanilan Ingilizce curl adimi 1871'de James Clerk Maxwell dnermistir. Ayni islem
Tiirkgede ve bircok Avrupa dilinde rot F diye de yazilir.

Rotasyonel

Once rotasyoneli bilesenlerle tanimlayalim, sonra onu akilda tutmanin kolay bir yolunu gérelim.

Tanim 14.1 (Rotasyonel). F = Pi+ Qj+ Rk, R¥iin acik bir E kiimesinde tanimli bir vektor alani
olsun (bkz. Tanim 10.1) ve P, (), R’nin biitiin birinci mertebe kismi tiirevleri £’de var olsun. F tizerinde

_(9R_0Q),, (0P OR\. (0Q 0P
CuﬂF_(@y 6z)1+(8z 83:)']+<8w 3y)k (1)

ile tamimlanan vektor alanina F’nin rotasyoneli (curl) denir. rot F diye de yazilir.

Yani rotasyonelin her bileseni iki “capraz” kismi tiirevin farkidir. i bilegeninde z’e gore tiirev hi¢ gegmez;
yalmz R’nin y’ye ve Q’'nun z’ye gore turevleri girer. j ve k bilesenleri, x -y -2z >z ve P - Q —
R — P dongiisel kaydirmasiyla elde edilir. Higbir bilegen kendi degiskenine gore tiirevlenmez: 0P /0,
0Q /0y ve OR/0z rotasyonelde yer almaz.

Formiil (1)1 ezberlemenin kolay bir yolu vardir. Nabla (del) ad1 verilen vektor diferansiyel operatériinii

.0 .0 0

diye yazalim. Bu operator skaler bir f fonksiyonuna uygulandiginda f’nin gradyanini verir (bkz. Analiz 4):

Lof .of L OFf _of. of. 9f
=i~—+4+j——+k—=—i+—j+=—k
vi 18x+']8y+ 0z 8m1+8y']+8z
V’y1 bilesenleri 9/0x, 0/0y, 0/0z olan bi¢imsel bir vektdr gibi disiinirsek F ile vektorel ¢arpimini da
determinantla yazabiliriz:

i j k
a9 0 9
VXFZEB_Z/E
P @Q R

_(0R_9Q\, (0R 0P\ (0@ 0P\
~\ oy 0z or 9z )] ox Oy )
Determinant: birinci satira gére acarken “carpma” yerine tirev alinir; érnegin 9/9y ile R’nin “¢arpim1”

OR /0y demektir. Ortadaki eksi isareti parantezin i¢ini 0P /0z — OR/Jx yapar ve (1) formiilii elde edilir.
Boylece
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14.1 Rotasyonel 285

curl F=V x F (2)

yazabiliriz. Rotasyoneli hesaplamanin en pratik yolu bu determinant1 agmaktir.

Ornek 14.1 (Bir Rotasyonel Hesab1). F(z,y,2) = zzi + 2yzj — 3 k alanimin rotasyonelini bulunuz.

Cozim.
Bilesenler P = xz, Q = zyz ve R = —y*'dir. (2) formiiliindeki determinant birinci satira gore acalim:

CUI‘IF:% a_y ER

Tirevleri tek tek hesaplarsak
curl F=(—2y—zy)i—(0—2z)j+ (yz—0) k
=—y2+z)i+xj+yzk

bulunur.
| ]

14.2 Rotasyonel ve Konservatif Alanlar

Ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekli bir fonksiyonun gradyan alaninin rotasyoneli sifirdir. Bu basit
gozlem, bir alanin konservatif olmadigini gostermenin en hizli yoludur. Alan biitiin R*’te tanimli ve
bilegenlerinin birinci mertebe kismi tiirevleri siirekliyse tersi de dogrudur.

Teorem 14.1 (Gradyanin Rotasyoneli). f, R3’in acik bir E kiimesinde tanimli ve ikinci mertebe kismi
tiirevleri Ede siirekli olan ii¢ degiskenli bir fonksiyon olsun. Bu durumda E iizerinde

curl (Vf)=0
olur.

ispat.
Vf=f,i+f,j+ f.koldugundan (2) formiiliyle

i j k

a 8 @

curl (Vf) = |3z 3y o=z
of of of

r Oy Oz

o
(o er),, (o 21,
-\ oyoz 0z0y ! 9201 010z )’
2 2
NEIRRIAW
ordy Oyl

o' 9 (o1 l dadr. Ugiincii degisk bit tutuldugunda f, kalan iki
——— = — | == | anlamindadir. Ugiincii degisken sabit tutuldugunda f, kalan iki
Oydz Oy\ 0z ¢ &t J

degiskenin ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekli bir fonksiyonudur. Bu yiizden Clairaut Teoremi’ne gire

(bkz. Analiz 4) her parantezdeki iki karisik tiirev birbirine esittir. Sonug olarak

curl (Vf)=0i+0j+0k=0

bulunur; burada

olur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 285 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-4/yuksek-mertebeden-kismi-turevler.html#thm-yuk-clairaut
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

286 Boliim 14. Rotasyonel ve Diverjans

Bu sonug, her a vektériiicina x a = 0 olmasmi andirir: V X (V f) ifadesinde de “ayni vektér” kendisiyle
carpilmaktadir. Konservatif bir alan bir fonksiyonun gradyani oldugundan teoremi soyle de soyleyebiliriz.

Sonug 14.1 (Konservatif Alanin Rotasyoneli). F = Pi+ Qj+ RXk, acik bir E kiimesinde konservatif
(bkz. Tanim 10.4) ve P, ), R’nin birinci mertebe kismi tiirevleri E 'de siirekli olsun. Bu durumda F iizerinde
curl F = 0°diwr.

ispat.

F konservatif oldugundan E’de F = V f olacak bir f potansiyel fonksiyonu vardir. Buna gore f, = P,
Iy = Qve f, = R'dir. P, Q, R’nin birinci mertebe kismi tiirevleri siirekli oldugundan f 'nin biitiin ikinci
mertebe kismi tiirevieri de siireklidir. Teorem 14.1 ile curl F = curl (V f) = 0 elde edilir.

]

Yani rotasyoneli tek bir noktada bile sifirdan farkli olan bir alan konservatif olamaz. Bu, bir alanin
konservatif olmadigini gostermenin pratik bir yoludur.

Ornek 14.2 (Konservatif Olmayan Bir Alan). F(z,y, z) = 2zi + zyz j — y* k alanimin konservatif
olmadigini gosteriniz.

Cozim.
Bu alanin rotasyonelini Ornek 14.1 i¢inde hesapladik:

curl F = —y(2+4+z)i+zj+ yzk.

Ornegin (1,0,0) noktasinda curl F = 0i+ 1j+ 0k = j # 0’dwr. Bilegenler polinom oldugundan
kismi tiirevleri her yerde siireklidir. F konservatif olsaydi Sonug 14.1 geregi rotasyoneli her yerde O
olurdu. Bu ytizden F konservatif degildir.

|

Sonug 14.1 ifadesinin tersi genel olarak dogru degildir. Ancak alan biitiin R®’te tanimli ve bilesenlerinin
birinci mertebe kismi tiirevleri stirekliyse ters yon de dogrudur. Asagidaki teorem, diizlemdeki konser-
vatiflik 6l¢titiiniin (Teorem 12.5) ii¢ boyutlu kargiligidir. Tanum kiimesi basit baglantili oldugunda, yani
kabaca icindeki her kapali egri kiimeden ¢ikmadan bir noktaya biiziilebildiginde de sonu¢ dogrudur; bu
genel halin ispat1 Stokes Teoremi gerektirir.

Teorem 14.2 (Rotasyoneli Sifir Olan Alan Konservatiftir). F = Pi+ Q j+ Rk biitiin R? 'te tanimli

ve P, Q, R’nin birinci mertebe kismi tiirevleri R3 ’te siirekli bir vektor alani olsun. curl F = 0 ise F konser-
vatiftir.

Ispat.
curl F = 0 kosulu, (1) formiiliine gore her noktada su ii¢ esitlik demektir:
OR  0Q oP OR oQ oP

dy 92 9z 9z dr Oy

Potansiyel fonksiyonu agik¢a kuracagiz. Her (x,y, z) icin
T Yy z
fawa) = [ Peo.0d+ [ Qutojde+ [ Ry
0 0 0

diyelim. Bir iist sinir negatifse fé’ S f; diye anlasilir; asagidaki kurallar bu durumda da gecerlidir.

Geometrik olarak f(z,y, z), F’nin orijinden (sekilde O) (x,y, z) noktasina eksenlere paralel ii¢ dogru
parcast boyunca alinan egrisel integralidir:
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)
(x,20)

Sekil 14.1: Potansiyel, orijinden (O) (X, y, z) noktasina eksenlere paralel ii¢ dogru parcasi boyunca toplanir:
C, tizerinde yalniz x, C, uizerinde yalniz y, C; tizerinde yalniz z degisir; bu yiizden sirasiyla yalniz P, Q
ve R katk verir.

Ispatta iki ara¢ kullanacajiz. Birincisi, siirekli bir fonksiyonun integralinin degisken iist sinirina gore
tiirevinin integrandin o noktadaki degeri olmasidir (bkz. Analiz 2). Ikincisi integral isareti altinda tiirevdir:
integrand ve parametreye gore kismi tiirevi siirekliyse, parametreye gore tiirev integralin icine girer (bkz.
Analiz 3). P, Q, R ve kismi tiirevleri siirekli oldugundan iki arag da her terime uygulanabilir. Simdi V f =
F oldugunu ii¢ adimda gosterelim.

Adim 1: f, = R. llk iki terim z’ye bagh degildir. Ugiincii terime birinci araci uygularsak

af B
a(xay7 Z) - R(x7 Y, Z)
olur.

Advm 2: f,, = Q. Ilk terim yye bagl degildir. Ikinci terimin y ye gore tirevi birinci aragla Q(z, y,0) ‘dir.
Ugiincii terimde y bir parametredir; ikinci araci ve OR /0y = 0Q/ 0z esitligini kullanirsak

0 /Z *OR 20Q

— R(z,y,t dt:/ —(z,y,t dtz/ —(x,y,t)dt

oy | Rewna= [ Fevna= [ P
olur. Son integral, Newton—Leibniz formiiliiyle (bkz. Analiz 2) Q(z,y, z) — Q(x,y, 0) a esittir. Toplarsak
0
So(.:5) = Qe,,0) + Q(a1,2) — Qey2.0) = Qa2

bulunur.
Adim 3: f, = P. Ilk terimin x’e gore tiirevi birinci aragla P(z,0,0) dw. Kalan iki terimde = bir
parametredir. Ikinci arag ile 0Q |0z = OP /0y ve OR/0x = OP 0z esitliklerini kullanirsak

i/yQ(actO)dt—/ya—P(:ﬂISO)dt—P(:c 0) — P(z,0,0)
8x 0 Y - 0 ay Y - 7y, b b b
6 z

ZoP
%/0 R(il?,y,t) dt_/o E(x,y,t) dt—P($,y,Z)—P(.’E,y,O)
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288 Boliim 14. Rotasyonel ve Diverjans

olur; son esitlikler yine Newton—Leibniz formiiliinden gelir. Ug tiirevi toplarsak

0

o P(@,0,0)+ [ P(,,0) ~ P(2,0,0) |+ P(2,9,2) ~ Pla,5,0) | = P(z,,2)
bulunur.
Boylece Vf =Pi+ Qj+ Rk = F olur, yani F konservatiftir ve f onun bir potansiyel fonksiyonudur.

Tanim kiimesi kosulu atlanamaz

z ekseni disindaki noktalar kiimesi E = {(z,y, 2) : 2 + y* # 0} iizerinde
—yit+zxj
F [
('Tv Y, Z) z2 + y2

alanini diigtinelim. R = 0 ve P, ) z’ye bagl olmadigindan rotasyonelin yalniz k bileseni kalir ve

8@_8P_ y? — z? y? —z?

oz Oy (@@ +y7)? (2422

oldugundan F iizerinde curl F = 0’dir. Ote yandan zy-diizlemindeki birim ¢ember r(t) = costi+
sintj, 0 < t < 27 boyunca F(r(t)) - r’(t) = sin? t + cos? t = 1 oldugundan

27
?{F-dr:/ 1dt=27+#0
c 0

bulunur. Konservatif bir alanin kapali egri tizerindeki integrali 0 olacagindan (Teorem 12.1) F, E
tzerinde konservatif degildir. Sorun E’nin bir “deligi” olmasidir: z ekseni kiimeden ¢ikarilmistir ve
birim ¢ember E’den ¢ikmadan bir noktaya biizillemez.

Rotasyonelin sifir oldugunu goérdiikten sonra potansiyeli bulmak i¢in kismi integrallerle calisiriz. Yontemi
bir recete olarak 6zetleyelim.

© Konservatiflik testi ve potansiyel iic adimda

1. Rotasyoneli hesapla. curl F # 0 olan bir nokta varsa F konservatif degildir (Sonu¢ 14.1).

2. Tanim kiimesine bak. curl F = 0 ise ve F biitiin R3’te tanimli, bilesenlerinin kismi tiirevleri
siirekliyse F konservatiftir (Teorem 14.2).

3. Potansiyeli bul. f, = P esitligini z’e gore integralleyip f = [ Pdz + g(y, 2) yaz. Bunu y’ye
gore tiurevleyip @ ile karsilagtirarak ¢’yi belirle, sonra z’ye gore tiirevleyip R ile karsilagtirarak
kalan fonksiyonu bul. Sonuca rastgele bir sabit eklenebilir.

Ornek 14.3 (Konservatif Oldugunun Gosterilmesi). Asagidaki alanin konservatif oldugunu goste-
riniz:

F(z,y,2) = y?23 i+ 2zy23 j + 3zy?22 k.
Coziim.

Bilesenler P = 3223, Q = 22y2> ve R = 3xy?2%dir. Rotasyonelin bilesenlerini (1) formiiliiyle hesap-
layalim:
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OR 0Q 9 9

8—y—a—6xyz 6xyz* =0,
oP OR _, 5 5 2,2 _

Ep ax—3yz 3y“z* =0,
0Q OP

-2 =292 — 223 = 0.

e ay Yz Yz 0

Demek ki curl F = 0’dir. F biitiin R*’te tanimlidir ve bilesenleri polinom oldugundan kismi tiirevleri
stireklidir. Teorem 14.2 geregi ' konservatiftir.
]

Ornek 14.4 (Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi). Ornek 14.3 icindeki
F(z,y,2) = y?2%1 + 22y2% j + 329?22 k

alani icin F = V f olacak bir f fonksiyonu bulunuz.

Coziim.
V f = F esitligi bilesenlerde su ti¢ denklemi verir:
fo(m,y,2) = 2%, 3)
fyla,y, 2) = 2zy2°, (4)
f.(z,y, 2) = 3zy?22. (5)

Once (3) esitligini ’e gore integralleyelim. y ve z sabit tutuldugundan integral sabiti y ile z’ye bagh
olabilir:

f(@,y,2) = zy?2% + g(y, 2).

Bunu y’ye gore tiirevlersek f, = 2zyz3 + g, (Y, 2) olur. (4) ile karsilastirinca g, (y, ) = 0 bulunur, yani
g yalniz 2’ye baghdir: g(y, z) = h(z). Simdi

f(z,y,2) = 2y%2% + h(2), f.(z,y,2) = 3zy?22 + B/ (2)
olur. (5) ile karsilagtirinca b’ (z) = 0, yani h(z) = K sabittir. Sonug olarak
flz,y,2) =zy?22 + K

bulunur. Gergekten

V(zy?23) = 2231+ 2zy23j + 329222k = F
olur. Ayni sonucu Teorem 14.2 ispatindaki formiil de verir. P(¢,0,0) = 0 ve Q(z,t,0) = 0 oldugundan

flz,y,2)=0+0+ /Z 3xy?t? dt = zy?23
0

olur.

Rotasyonelin Fiziksel Anlami

Rotasyonel (“donmeyle ilgili”) ve curl (“kivrilma”) adlari, bu vektoriin donme hareketiyle iliskisinden gelir.
Mliskiyi bir akiskan {izerinden anlatalim.

F bir akiskanin hiz alani olsun; yani her noktada F, o noktadaki akiskan parcaciginin hiz vektorii olsun.
(z,y, z) noktasinin yakimndaki parcaciklar, curl F(z,y, z) vektorii dogrultusundaki eksen etrafinda
doénme egilimindedir. Dénme yoni sag el kuraliyla belirlenir: sag elin bagparmag: curl F y6niini goste-
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rirse 6teki parmaklar dénme yoniinde kivrilir. Bagka bir deyisle, vektoriin ucundan bakildiginda donme
saatin tersi yoniindedir. curl F'nin uzunlugu ise ddnmenin ne kadar hizl oldugunu élger. Ornegin sabit
w agisal hiziyla dénen bir cismin hiz alaninin rotasyoneli, dsnme ekseni dogrultusunda ve uzunlugu 2w
olan bir vektordiir (bkz. Alistirma 14.12).

curl F(x, y, 2)

—

(% % 2)

Sekil 14.2: Hiz alani F olan bir akigkanda (x, y, z) noktasinin yakinindaki parcaciklar, curl F(x, y, z)
dogrultusundaki eksen etrafinda doner. Vektoriin ucundan bakildiginda donme saatin tersi yoniindedir
(sag el kuralr); vektoriin uzunlugu dénmenin hizin 6lger.

Bu yorumun diizlem akiglar: i¢cin gerekgesini boliimiin sonunda (Sonug 14.2), genel halini ise Stokes
Teoremi boliimiinde gorecegiz. Rotasyoneli sifir olan noktalara 6zel bir ad verilir.

Tamim 14.2 (Dénmesiz Alan). F bir A noktasinda curl F(A) = 0 saghyorsa F’ye A noktasinda
donmesiz (irrotational) denir. F bir kiimenin her noktasinda donmesizse o kiimede donmesiz alan adini
alir.

Yani dénmesiz bir akigta akigkan, noktalarin ¢evresinde girdap yapmaz. Bunu akigkana birakilan kiicitk
bir kiirekli ¢arkla diisiinebiliriz. curl F = 0 olan yerde ¢ark akigla birlikte siiriiklenir ama kendi ekseni
etrafinda donmez. curl F # 0 olan yerde ise ekseni etrafinda doner. Teorem 14.1, ikinci mertebe kismi
turevleri siirekli olan her fonksiyonun gradyan alaninin dénmesiz oldugunu séyler.

Diizlemde akan bir akigkani diisiinelim: F = P(z,y)i+ Q(z,y) j olsun, yani alan z’den bagimsiz ve z-
bilegeni 0 olsun. Bu durumda (1) formiiliinde R = 0 ve P/0z = Q/dz = 0 oldugundan

@813)1{

curl F = (83} a—y

bulunur. Rotasyonel her yerde k’ye paraleldir. 0Q /0x — 0P /dy > 0 olan yerde ¢ark (yukaridan bakinca)
saatin tersi yoniinde, negatif olan yerde saat yoniinde doner.
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Asagidaki seklin (a) panelinde F =sinyi+coszj igin curl F = —(sinz 4 cosy) k'dir. A, =
(—m/2,m/2) noktasinda curl F = —(—1 + 0) k = k olur. Oradaki akigkan saga dogru akar, ama hizin
diisey bileseni cos z, A;’in solunda asag1, saginda yukar1 dogrudur; bu yiizden cark saatin tersi yoniinde
déner. A, = (7/2,7/2) noktasinda durum tersinedir: curl F = —k’dir ve gark saat yéniinde déner. (b)
panelindeki F = 2zyi+ (22 + y) j alani ise her yerde donmesizdir, ¢iinkii 0Q/dx — OP /0y = 2z —
2z = 0’dir.

(a) F=sin yi+ cos xj

(b)F=2xyi+ (@ +)]j

//‘“v// \A\k“vf//
\ ™ AN %

/v///v \\\kf///
Sa® 4 a® \ /
\\/// \\ X x| o« A A
\\/\\ /\\= 2 T SN .ff=
/x"\\"//x . . T C
//'\\\'\// A o~ . S
SN NN I
/‘(\ \// R U PR

curl F = —(sin x + cos y) k curl F = 0

Sekil 14.3: Iki diizlem akisi (alanlar z'den bagimsizdir, z-bilegenleri 0'dir). (a) A, = (-7/2, 7/2) noktasida

curl F = k oldugundan buraya konan kiigiik ¢ark saatin tersi yoniinde, A, = (71/2, 71/2) noktasinda curl F

= -k oldugundan saat yoniinde doner. (b) Her yerde curl F = 0 oldugundan A noktasindaki cark akigla
birlikte siiriiklenir ama kendi ekseni etrafinda dénmez.

Akis cizgileri diiz olsa bile alan dénmesiz olmayabilir. Asagidaki 1sinma 6rnegi bunu gosteriyor.

Ornek 14.5 (Kayma Akis1). Bir kanalda suyun hizi, bir kiyidan uzaklastikca dogrusal olarak artsin:
F(z,y,z) = yi, y > 0. Akisa birakilan kii¢iik bir ¢carkin hangi yénde déndiigiinii bulunuz.

Cozim.
Bilegenler P = y, Q = 0 ve R = 0’dur. (1) formiliyle

curl F = (0—0)i+ (0—0)j+ (02—‘3)k:k

bulunur. Rotasyonel sifirdan farkli oldugundan cark déner. Rotasyonel —k yoniinde oldugundan, sag
el kuralina goére cark yukaridan bakinca saat yéniinde doner. Bunun fiziksel nedeni aciktir: carkin st
kanatlarina (daha bityiik y) carpan su, alt kanatlarina ¢carpandan daha hizl saga akar. Akis ¢izgileri diiz
dogrular oldugu halde alan hicbir noktada dénmesiz degildir.

|

Diverjans

Rotasyonel bir vektdr alani iiretiyordu. Tkinci islem ise bir vektdr alanindan skaler bir fonksiyon iiretir.

Tamim 14.3 (Diverjans). F = Pi+ Qj+ Rk, R¥iin acik bir E kiimesinde taniml bir vektér alani
olsun ve 9P /0z, 0Q /0y, OR/0z kismi tiirevleri E’de var olsun.

oP 0Q OR
divF =2 422 4 &8 6
or Oy 0z (6)
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292 Boliim 14. Rotasyonel ve Diverjans

ile tanimlanan ii¢ degiskenli fonksiyona F’nin diverjansi denir. Diizlemdeki bir F = P i + @ j alaninin
diverjansi da benzer bicimde, iki degiskenli div F = 0P /dz + 0Q /0y fonksiyonudur.

Yani diverjans, her bilesenin kendi degiskenine gore tirevlerinin toplamidir; bunlar tam da rotasyonelde
yer almayan tiirevlerdir. Rotasyonel bir vektor alani, diverjans ise skaler bir fonksiyondur. V operatoriiyle
diverjans bicimsel bir i¢ ¢carpim olarak yazilir:
divF=V F (7)
Gergekten V- F = 2-(P) + 2 (@) + 2(R) ol
ercekten V- F = — — —(R) olur.
¢ oz dy 0z

Ornek 14.6 (Bir Diverjans Hesab1). F(z,y,z) = zzi + 2yzj — y? k alaninin diverjansini bulunuz.

Coziim.

Tanimdaki (6) formiilityle

10} 0 13}
ivF=_— — —(—y?) =
div . (xz) + 8y(:vyz) + 82( y)=z+2az

bulunur.
| ]

F bir vektor alaniysa curl F de bir vektor alanidir; bu yiizden onun diverjansini hesaplayabiliriz. Bilegen-
lerin ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekliyse sonug her zaman sifirdir.

Teorem 14.3 (Rotasyonelin Diverjansi). F = Pi+ Qj+ Rk, R%’iin acik bir E kiimesinde tanimli ve
P, Q, R ’nin ikinci mertebe kismi tiirevleri E de siirekli bir vektor alani olsun. Bu durumda E iizerinde

divecurl F=0

olur.

ispat.
Diverjans ve rotasyonelin tanimlarindan
diveurl F=V-(VxF)
_ 2 (2 09y, b (or_omy. 9 (39 o)
ox\dy Oz oy\ 0z Oz 0z\ 0x Oy
_ 0’R B 0%Q N o?pP B 0’R . 0%Q _ o*p
Ordy 0xdz Oydz Oydr 0z0x 0z30y

bulunur. P, Q), R’nin ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekli oldugundan Clairaut Teoremi’ne gore (bkz.
Analiz 4) karisik tiirevler siradan bagimsizdir:

9’R _ R 22Q _ 9°Q o°P 9P

6m8y:8y8m’ 0xdz 020z’ Oy0z 0z0y

Boylece alti terim ikiser ikiser sadelesir ve div curl F = 0 olur.
|

Bu teorem, her a ve b vektorii i¢in gegerli olan a - (a X b) = 0 6zdesligini andirir. Teorem 14.1 nasil
konservatif olmayan alanlari ayirt etmeye yariyorsa, bu teorem de bir alanin baska bir alanin rotasyoneli
olamayacagini gostermeye yarar.

Ornek 14.7 (Rotasyonel Olamayan Bir Alan). F(z,y,2) = rzi+ 2yzj — y? k alanimnin, bilesenle-
rinin ikinci mertebe kismi tirevleri stirekli olan hicbir G vektor alaninin rotasyoneli olarak yazilamaya-
cagin gosteriniz.

Cozim.
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Ornek 14.6 i¢inde div F = z + 2z bulduk. Ornegin (0, 0, 1) noktasinda div F = 1 # 0’dur.
Bir G i¢in F = curl G olsaydi Teorem 14.3 geregi her noktada

div F=divcurl G=0

olurdu. Bu, div F # 0 olmasiyla celisir. Demek ki F bagka bir vektor alaninin rotasyoneli degildir.
]

Diverjansin Fiziksel Anlami

Diverjans (divergence: iraksama, dagilma) adi da akigkanlar tizerinden anlagilir.

F(z,y, z) bir akigkanin (s1v1 ya da gaz) hiz1 olsun. Bu durumda div F(z,y, 2), (z,y, z) noktasmnin ¢evre-
sinden birim zamanda, birim hacim bagina disar1 ¢ikan net akiskan miktaridir. Bagka bir deyisle diverjans,
akigkanin o noktadan dagilma egilimini dlcer. Pozitifse noktanin cevresinden ¢ikan akigkan girenden
fazladir, negatifse giren fazladir.

Bunu kabaca gormek i¢in kenarlar1 Az, Ay, Az olan kiigiik bir kutu diiginelim. Kutunun z eksenine
dik bir yiiziinden birim zamanda gecen akiskan hacmi yaklasik olarak hizin o yiize dik bileseni ile
yiiziin alaninin ¢arpimudir. Sagdaki yiizden P(x + Az, y, 2) Ay Az kadar akigkan ¢ikar, soldaki yiizden
P(z,y, z) Ay Az kadar girer. Bu iki yiiziin net katkis:

P
[ P(z + Az,y,2) — P(z,y,2) | Ay Az ~ Z—AxAyAz
x

i 0 OR
olur. Oteki iki yiiz ¢iftinin katkilar1 da a—Q AV ve 5 AV oldugundan, kutudan birim zamanda ¢ikan
Y z

net akigkan yaklasik div F AV”dir. Bu yorumun diizlemdeki kesin bi¢imini bu béliimiin sonunda (Sonug
14.2), uzaydaki bi¢imini Diverjans Teoremi béliimiinde gorecegiz.

Tanim 14.4 (Sikistirslamaz Alan). Bir kiimenin her noktasinda div F = 0 ise F’ye o kiimede sikisti-
rilamaz (incompressible) alan denir.

Yani sikistirilamaz bir akigta hicbir noktanin cevresinde akigkan birikmez ya da seyrelmez; her kiigiik
bolgeye ne kadar akigkan giriyorsa o kadar1 ¢ikar. Teorem 14.3, bilesenlerinin ikinci mertebe kismi
tuirevleri siirekli olan her alanin rotasyonelinin sikistirilamaz oldugunu séyler.

Asagidaki seklin (a) panelinde F = (1 + 22)i+ yj icin div F = 2z + 1'dir. A; = (—1,5; 1) noktasinda
div F = —2 < 0’dir. Orada hizin yatay bileseni 1 + z2, z sifira yaklastikca kiiciiliir; cevreye soldan giren
oklar sagdan ¢ikanlardan uzundur ve net akis iceri dogrudur. A, = (1,1) noktasinda ise div F = 3 >
0’dur; ¢ikan oklar daha uzundur ve net akig disar1 dogrudur. (b) panelindeki F = —z i+ yj alam i¢in
div F = —1 4+ 1 = 0°dir. Alan sikistirillamazdir: yatay yonde iceri giren akis, diisey yénde disar1 ¢ikan
akigla tam olarak dengelenir.
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@F=(1+x)i+yj (b)F=-xi+yj
divF=2x+1 divF=0

Sekil 14.4: (a) A; = (-1,5; 1) noktasinda div F = -2 < 0: kesikli cemberin i¢ine giren oklar ¢ikanlardan
uzundur, net akis iceri dogrudur. A, = (1, 1) noktasinda div F = 3 > 0: ¢cikan oklar daha uzundur, net akig
disar1 dogrudur. (b) div F = 0 her yerde; A = (1, 1) cevresine giren ve ¢ikan akis dengededir.

Laplace Operatorii

Gradyani ve diverjansi art arda uygulayinca, kismi tiirevlerden tanidigimiz bir operator ortaya ¢ikar.
f, ikinci mertebe kismi tiirevleri olan ii¢c degiskenli bir fonksiyon ise
o%f 9 f 9%f

div (V) =V (V) = 55+ 55+ 52

olur. Bu ifade f’nin Laplasyenidir (bkz. Analiz 4). Orada Af diye yazilan bu ifadeyi vektor analizinde
cogunlukla V2 f diye yazariz. Laplace operatorii de V2 = V - V ile gosterilir. V2 f = 0 denklemi Laplace
denklemidir; bu denklemi saglayan fonksiyonlar harmonik fonksiyonlardir (bkz. Analiz 4).

Ornek 14.8 (Bir Harmonik Fonksiyon). f(z,y,z) = 2% + y? — 22? fonksiyonunun harmonik oldu-
gunu gosteriniz.

Cozim.
Gradyan V f = 2z i+ 2y j — 4z k’dir. Diverjansim alirsak
V2f =div (Vf) = 2(299) + 3(2y) + 2(—4z) =2+2—-4=0
Or oy 0z

bulunur. Demek ki f Laplace denklemini saglar, yani harmoniktir. Buna gore V f alani hem dénmesizdir
(Teorem 14.1) hem de sikigtirilamazdir.
|

Laplace operatorii bir vektor alanina da bilegen bilesen uygulanabilir.

Tanim 14.5 (Vektor Alaninin Laplasyeni). F = Pi+ @ j+ Rk ve P, @, R'nin ikinci mertebe kismi
turevleri var olsun.

V?F = V?Pi+ V?Qj+ V2Rk

vektor alanina F’nin Laplasyeni denir.
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Yani bir vektor alaninin Laplasyeni, her bilesenin ayr1 ayr1 Laplasyeni alinarak bulunur ve yine bir vektor
alanidir.

Islemlerin Bileskeleri

Gradyan, rotasyonel, diverjans ve Laplasyen art arda uygulanirken her iglemin neye uygulandigina dikkat
etmek gerekir. Bunu bir tabloda toplayalim.

Islem Neye uygulanir Sonug

V f (gradyan) skaler fonksiyon vektor alam

V x F (rotasyonel) vektor alan vektor alani

V - F (diverjans) vektor alam skaler fonksiyon
V2 f (Laplasyen) skaler fonksiyon skaler fonksiyon

Bir bileskenin anlamli olup olmadigina bu tabloyla karar verilir. Ornegin grad (div F) anlamlidir ve bir
vektdr alanidir. Buna karsilik curl f, div f ve div (div F) anlamsizdir, ¢iinkii rotasyonel ve diverjans
yalniz vektor alanlarma uygulanir. Gerekli tiirevler siirekli oldugunda iki bilegke her zaman sifirdir:

curl (grad f) =0, div (curl F) = 0.

flki Teorem 14.1, ikincisi Teorem 14.3 ile ispatlandu.

Green Teoreminin Vektor Bicimleri

Rotasyonel ve diverjans, Green Teoremi’ni (Teorem 13.1) vektor diliyle iki farkli bicimde yazmamiza izin
verir. Bu bicimler ileride uzaya tasinacak ve Stokes ile diverjans teoremlerine doniisecek.

Bu kisim boyunca D diizlemde bir bolge, C onun pozitif yonli siur egrisi, P ve ) da Green Teoremi’nin
varsayimlarim saglayan fonksiyonlar olsun. F = P i+ @ j alaniny, ticlincii bilegeni 0 olan bir uzay alam
olarak diisiiniirsek

i j k
curl F = 8% 8% % :(g—Q—aa—P)k
x
P(z,y) Q(z,y) 0 g
olur, dolayisiyla

0Q OP 0Q 0P

1F) k=|——-——|k-k=—+———

(curl F) ( Ox Oy ) Ox Oy

bulunur. Bu, Green Teoremi’ndeki iki kath integralin integrandidur.

Teorem 14.4 (Green Teoreminin Teget Bicimi). Yukaridaki varsayimlar altinda, T egrinin birim teget

vektorii olmak iizere
?{F-dr:?{F~Tds://(curlF)-de (8)
c c D

olur.

fspat.
Birinci esitlik, bir vektor alaninin egrisel integralinin teget bilesen cinsinden yazilisidir (bkz. Tanim 11.6).
Ayricar(t) = z(t)i+yt)jicinF -r'(t) = P2’ (t) + Qy'(t) oldugundan

%F-dr:%Pdw%—Qdy
c c

0Q _op

P 8y)dA’ya esittir. Yukarida integrandin

yazulabilir. Green Teoremi’ne gore bu integral ffD(
(curl F) - k oldugunu gordiik; (8) elde edilir.
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Yani F’nin teget bileseninin C' boyunca integrali, curl F’nin diisey bileseninin C’nin ¢evreledigi D bélgesi
tizerindeki iki kath integraline esittir. Teget bilesenin kapali egri boyunca integrali, F'nin C' etrafindaki
dolanimu diye de adlandirilir.

Simdi teget bilesen yerine normal bilesenle benzer bir formil tiiretelim. Bunun i¢in 6nce egrinin disariy1
gosteren normalini tammlayalim. C,r(t) = z(t) i+ y(t) j,a < t < bile verilsin ve r’(t) # 0 olsun. Birim
teget vektor

T(?)

<
—~
~
L]
<
—
~
i

:|r

olur.

Tanim 14.6 (D1s Birim Normal). Yukaridaki gosterimle

I (O 40

NECINRECIE

vektorine C’nin r(t) noktasindaki dig birim normali denir.

Yani n, T’yi saat yoniinde 90° dondiirerek elde edilir. Gergekten | n | =| T | =1 ve
/7 ’ 77
nT=4*"%Y9 _,
[ [?

olur. C pozitif yonde dolasilirken D hep solda kalir; T’yi saat yontinde dondiirmek saga, yani D’nin
disina bakmak demektir. Ornegin birim ¢ember r(t) = costi+ sintj igin n(t) = costi+sintj = r(t)
bulunur ve bu vektor gercekten merkezden digar: bakar.

Ay

T(#) n(t)

\ 4

Sekil 14.5: C pozitif yonde (D solda kalacak bicimde) dolasilir. T(#) birim teget vektordiir; n(#), T(#)'nin
saat yoniinde 90° dondiiriilmesiyle elde edilir ve D'nin digin1 gosterir.
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Teorem 14.5 (Green Teoreminin Normal Bicimi). Yukaridakivarsayimlar altinda, n dis birim normal

olmak tizere
fF.nds:// div F(z,y) dA (9)
c D

olur.

Ispat.

C parcal diizgiinse n her diizgiin par¢ada tanimhdir; tamimsiz kaldigi koseler sonlu sayida noktadir ve
integrali etkilemez. Egrisel integraller parcalar iizerindeki integrallerin toplami oldugundan asagidaki
hesap her diizgiin parcada ayri ayri yapilyp sonuglar toplanir. Gosterimi sade tutmak i¢in hesabi C' tek bir
diizgiin parcaymis gibi yaziyoruz.

Yay uzunluguna gore egrisel integral ds = | v’ (t) | dt ile hesaplanir (bkz. Tanim 11.1). F - n ¢arpimini
tanimdakin ile acalim:

?iF~nds:/b(F-n)(t)|r/(t)|dt

a

/ [ P04 ¥/ (1)~ Qo) y(0) (1) ]
- 7§ (—Q) dz + P dy.
c
—@) ve P fonksiyonlari da Green Teoremi’nin varsayimlarini saglar. Teoremi bu cifte uygularsak

7§( Q)dx+ Pdy //[aP 863/ ]dA //(813 862)dA

bulunur. Son integrand div F 'dir; (9) elde edilir.
]

Yani F’nin normal bileseninin C' boyunca integrali, diverjansin D tizerindeki iki katl integraline esittir.
F bir akiskanin hiz alaniysa sol taraf, akiskanin C’°den birim zamanda disar1 ¢ikan net miktaridir.

Ornek 14.9 (Normal Bicimin Dogrulanmasi). F(z,y) = 231+ 32 j alani, D birim daire bélgesi ve

C pozitif yonli birim ¢ember igin (9) formiliiniin iki tarafini ayr1 ayr1 hesaplayarak esit olduklarim
dogrulaymiz.

Coziim.
Sol taraf. C’yi r(t) = costi+sintj, 0 < ¢ < 27 ile parametrelendirelim. | r’(¢) | = 1 oldugundan
ds = dt ve n(t) = costi—+ sint j’dir. Buna gore

F-n=cos®t-cost+sin®t-sint = cos*t + sin*¢

olur. Bu ifadeyi sadelestirelim:

1
cos*t +sin*t = (cos? t + sin?t)? — 2sin? tcos?t = 1 — 3 sin? 2t

1 — cos4t 3 cos4t
:1——:—+ .
4 4 4

cos4t’nin [0, 27] tizerindeki integrali 0 oldugundan

2
?{F~nds=/ (§+C054t>dt §.271-=3_7T
c o 4 4 4 2
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bulunur.
Sag taraf. div F = 32 + 3y?’dir. Kutupsal koordinatlara gecersek (Teorem 3.1) 322 + 3y? = 372 ve

dA = rdrdf olur:
27 1
//dideA:/ /31"2-7“d7“d9:27r~§:3—7r.
D 0 0 4 2

Iki taraf esittir. Bu alanin dolanimu ise sifirdir: (curl F) -k = 0 — 0 = 0 oldugundan (8) formiiliiniin
sag tarafl 0’dir.
]

Iki vektdr bicimi, rotasyonel ve diverjans icin verdigimiz fiziksel yorumlar: diizlemde kesinlestirir. Bir
noktanin ¢evresindeki ¢ok kiiciik dairelerde birim alan basina dolanim rotasyonele, birim alan basina
digar: akis da diverjansa yaklasur.

Sonug 14.2 (Rotasyonel ve Diverjansin Yogunluk Yorumu). F = Pi+ @ j olsun ve P, QQ 'nun birinci
mertebe kismi tiirevieri (x, y, ) noktasini igeren agik bir kiimede siirekli olsun. D, merkezi (z,y,), yarigapt
€ olan kapali daire bélgesi, C. onun pozitif yonlii sinir cemberi ise

1
lim — @ F-Tds= (curl F)(zq,y,) -k

0+ e c.
ve
li 1 F-nd div F( )
im — -nds =div F(z
e—0t me? J 0: Yo
olur.
ispat.

g = 0Q/0x — OP /0y diyelim; g siireklidir ve g = (curl F) - k’dir. € yeterince kiigiikken D, agik kiime-
nin iginde kal. D, ’un alant A = we? olmak iizere (8) formiiliinden

AR |
— F-Tds=— gdA
Ale A,

olur. Alan ézelligine gire ff 1dA = A oldugundan (bkz. Onerme 2.1) g(zo, Yo) ff 9(zg,y,) dA

yazabiliriz. M_, | g(z,y) — g(xo,yo) | degerinin D, iizerindeki en buyuk degeri olsun g kapall ve sinirli
D, iizerinde sureklz oldugundan bu deger vardir. D, iizerinde —M_ < g — 9(xg,Yo) < M, oldugundan,
smlrlama zelligiyle (bkz. Onerme 2.1)

ma< [ (o= gloow) )aa< M4
DE

olur. Lineerlikle ortadaki integral ffD gdA — Ag(xg,yy) dir Esitsizligi A’ya bolersek

1//
- gdA —g(zg,yo)
A D, 0» 90

bulunur. g, (), yo) da siirekli oldugundan ¢ — 0" iken M, — 0’dwr; birinci limit elde edilir. Ikinci limit
ayni bigcimde, g yerinediv F = 9P /0x 4+ 0Q /0y alimp (9) formiilii kullamilarak elde edilir.
]

<M

€

Yani (curl F) - k bir noktadaki “dolanim yogunlugu”, div F de “disar1 akis yogunlugu” gibi davranir.
Ornegin sabit w acisal hiziyla dénen bir akiskanda, donme merkezi cevresindeki ¢ yaricapli cember
iizerinde hiz cembere tegettir ve bityiikliigii we’dur. Dolanim we - 27e olur ve bunu 72 alanima béliince
2w bulunur. Bu, rotasyonelin agisal hizin iki kat1 oldugunu bir kez daha gosterir.
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14.9 Alistirmalar

Alistirma 14.1 (Rotasyonelin Hesab1). Asagidaki alanin rotasyonelini bulunuz:

F(z,y,2) = zye®i+ yze* k.

Cozim.

Bilesenler P = xye®, @ = 0 ve R = yze”’tir. (1) formiliindeki farklar1 tek tek hesaplayalim:

OR _

0z
929

@—zez—()—zew
8z IR
6R—x e? —yze®
am_ y y 9
oP
6—y=0—xezz—xez.

curl F = ze” i + (zye® — yze®)j — ze*k

oy
oP
oz

Buna gore

bulunur.

||

Aligstirma 14.2 (Diverjansin Hesab1). Asagidaki alanin diverjansini bulunuz:

F(z,y,z) = zye®i+ yze® k.

Coziim.

Bilegenler P = zye®, Q = 0 ve R = yze®’tir. (6) formiiliiyle

div F = 2(avyez) + 9
dy

ok

bulunur.
| ]

0
(0) + - (yze™) = ye* + 0+ ye” =y (e* +€”)

0z

Alistirma 14.3 (Sekilden Diverjansin Isareti). Asagida bir F vektor alaninin xy-diizlemindeki kismi
cizilmistir. Alan z’den bagimsizdir ve z-bileseni 0’dir. A noktasinda div F' pozitif mi, negatif mi, yoksa

sifir midir?
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S S S S
S S S
- 7

Sekil 14.6: Alanin xy-diizlemindeki kismi. Alan z'den bagimsizdir ve z-bileseni 0'dur.

Coziim.

F = Pi+ Qj yazalm. z-bileseni 0 oldugundan div F = dP/dzx + 0Q/0y’dir. Iki tiirevin isaretini
sekilden okuyalim.

Yatay yonde. Her satirdaki oklar birbirinin aynisidir; yani = degisirken ne P ne de @ degisir. Bu
yizden OP/0x = 0’dur.

Diisey yonde. Bir siitunda yukar: ¢iktikca oklarin yatay bilegenleri ayni kalir, diigey bilesenleri bityiir.
Yani @, y arttik¢a artar ve 0Q /0y > 0’dir.

Buna gére A noktasinda div F = 0 + 0Q /0y > 0, yani diverjans pozitiftir. Fiziksel olarak, A’nin ¢ev-
resinden yukar1 dogru ¢ikan oklar asagidan girenlerden uzundur ve net akis digsar1 dogrudur. Gergekten
sekildeki alan F =i + %y jdirvediv F = % olur.

|

Aligtirma 14.4 (Sekilden Rotasyonelin Yonii). Sekli Alistirma 14.3 iginde verilen F alani i¢in A
noktasinda curl F = 0 midir? Degilse curl F hangi yont gosterir?

Coziim.

Alan z’den bagimsiz ve z-bileseni 0 oldugundan curl F = (0Q/dz — P /dy)k’dir. Iki tiirevi sekilden
okuyalim.

8Q/Ox. Her satirdaki oklar aynmidir; saga gidildikce diigey bilesen degismez. Bu yizden 0Q/0z =
0’dur.

OP /dy. Biitiin oklarin yatay bileseni aynidir; yukar: ¢ikinca yatay bilesen degismez. Bu yiizden
0P /0y = 0’dur.

Sonug olarak A noktasinda curl F = (0 — 0) k = 0’dwr. A’ya konan bir ¢arkin iki yanindaki akigkan
ayn1 yatay hizla akar ve diisey hiz da z ile degismez; ¢ark siiriiklenir ama dénmez. Sekildeki F =i +
2y j alani icin gergekten 0Q /0x — OP/dy = 0 — 0 = 0’dur.

|
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Alistirma 14.5 (Rotasyonelin Diverjansinin Dogrulanmasi). Asagidaki alan icin div curl F =0
oldugunu dogrudan hesaplayarak dogrulayniz:

F(z,y,2) = 2yz?i+ 22922 j + y°2zk.

Coziim.
Bilesenler P = zy22, Q = 22yz> ve R = y?2dir. Gereken kismi tiirevler
OR oQ oP
— = 2yz, — = 32%y2?, —— = 2xyz,
OR oQ OP
=0, — =9ryzd. — = 12?
Ox " Oz e Oy v
oldugundan

curl F = (2yz — 32%y2%) i+ 2zyzj + (22y23 — 222) k

bulunur. $imdi bu alanin diverjansini alalim:

0 0
92,2 3 _ .2
(2yz — 3z°yz*) + ay(?xyz) + az(nyz xz?%)

= —62yz? + 222 + 62y2z® — 222 = 0.

di 1F=—
iv cur 5

Teorem 14.3 ile uyumlu olarak sonug sifirdir.
u

Alistirma 14.6 (Bir Potansiyel Fonksiyon). Asagidaki alan i¢cin F = V f olacak bir f fonksiyonu var
midir? Varsa bulunuz.

F(z,y,z) = e*coszi+e¥coszj+ (e*sinz —e¥sinz) k

Cozim.

Adim 1: Rotasyonel. P = e* cosz, Q = e¥ cos z, R = e*sinx — e¥ sin z igin
(2—1; — % = —e¥sinz — (—e¥sinz) =0,
a—P—@ =e?cosx—e?cosx =0
8z Oz o
oQ OP
— ——=0—-0=0
or Oy

oldugundan curl F = 0’dir. F biitiin R*’te tanimlidir ve bilesenlerinin kismi tiirevleri siireklidir.
Teorem 14.2 geregi F konservatiftir, yani béyle bir f vardir.

Adim 2: Potansiyel. f, = e?cosz esitligini z’e gore integrallersek f = e*sinx + g(y, z) bulunur.
y’ye gore tiirevlersek f, = gy(y, z) olur ve bu Q = €Y cos z’ye esit olmalidir. y’ye gore integrallersek

g(y,z) = e¥cos z+ h(z)
bulunur. Simdi f = e*sinz + e¥ cos z + h(z)’dir ve
f, =ée*sinx — e¥Vsinz + h'(2)
olur. Bunu R ile karsilagtirinca h’(z) = 0, yani h(z) = K sabittir. Sonug olarak
f(z,y,2) = e*sinz +e¥Ycosz+ K
bulunur. Kontrol edelim:

Vf=e*coszi+e¥coszj+ (e*sinz —eVsinz)k =F.
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Alistirma 14.7 (Rotasyoneli Verilen Alan). R®’te bilesenlerinin ikinci mertebe kismi tiirevleri siirekli

olan ve

curl G = zsinyi+cosyj+ (z —zy) k
esitligini saglayan bir G vektor alani var midir?

Coziim.
Sag taraftaki alana H diyelim. Boyle bir G varsa Teorem 14.3 geregi her noktada div H =

div curl G = 0 olmalidir. Oysa

div H = %(msiny) + (,%(cosy) + %(z—xy) =siny —siny+1=1

bulunur. div H = 1 # 0 oldugundan béyle bir G alan1 yoktur.
|

Aligstirma 14.8 (Ayrik Degiskenli Alanlar). f, g, h tiirevlenebilir tek degiskenli fonksiyonlar olsun.
Asagidaki bigimdeki her alanin dénmesiz oldugunu gosteriniz:

F(z,y,2) = f(z)i+g(y)j+ h(2) k.

Coziim.
Bilesenler P = f(z), Q = ¢g(y) ve R = h(z)’dir. Her bilesen yalniz kendi degiskenine baglidir, dolay1-

styla 6teki iki degiskene gore kismi tiirevleri sifirdur:

P 9P 0Q _0Q _,  OR_OR_,

dy 9z 9z 9z 9z By
Rotasyonelde yalniz bu “capraz” tiirevler gegtiginden
curl F=(0—-0)i+ (0—-0)j+(0—0)k=0

bulunur. Demek ki F her noktada dénmesizdir (Tanim 14.2).
|

Aligtirma 14.9 (Carpimin Diverjansi). f skaler bir fonksiyon, F = Pi+ @ j + Rk bir vektor alam
olsun ve gerekli kismi tiirevler var olsun. (fF)(z,y, 2) = f(z,y, z) F(x, y, 2) olmak iizere

div (fF)=fdivF+F. .Vf
oldugunu gosteriniz.

Coziim.
fF = fPi+ fQj+ fRXdir. Her terime ¢arpimun tirevi kuralini uygulayalim:

O(fP) , 0(/Q) , OUR)

div (FF) = Ox Oy * 0z
_(,0P  _Of 0Q . of OR  ,O0f
(g ra) s (15 ag)+ (15 +1E)

f iceren terimleri ve kalanlar1 ayr1 ayr1 toplarsak

oP 9Q OR d d d
div (fF):f<%+a_§+§>+<Pa_gfg+Qa_£+Ra_£>
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bulunur. Birinci parantez div F, ikinci parantez F - V f’dir.
|

Alistirma 14.10 (Konum Vektériiniin Kuvvetleri). r=zi+yj+ zk ve r = | r | olsun. Orijin
disinda tanimli F = r/rP alaninin sikistirilamaz olmasini saglayan p degerini bulunuz.

Coziim.
Once diverjansi genel p icin hesaplayalim. r = y/z2 + y2 + 22 oldugundan dr/dz = z/r’dir. F'nin

birinci bileseni « r~P’dir ve ¢arpim ile zincir kurallariyla

8—(:r PP =P g (—p)r Pl D =P g2y b
T r

olur. Oteki iki bilesen icin ayni hesap 77 — py? r P2 ve r P — p 22 r~P~2 verir. Toplarsak

3—p

divF=3r7—p(a®+y> +2°)r P2 =3rP —pr?=—
T

bulunur. Bu ifade orijin digindaki her noktada ancak p = 3 i¢in sifirdir. Demek ki aranan deger p =
3’tiir. Bu durumda F = r /73, bityiikliigii uzakligin karesiyle ters orantili olan alandir; kiitle cekim ve
elektrik alanlar1 bu bigimdedir ve orijin disinda sikigtirilamazdir.

|

Alistirma 14.11 (Green’in Birinci Ozdesligi). D ve C Green Teoremi’nin varsayimlarini saglasin;
f’nin birinci, g’nin ikinci mertebe kismi tiirevleri D’yi iceren acik bir kiimede siirekli olsun. Teorem 14.5

yardimryla
//DfV2gdA:£f(Vg)'nds//va'ngA

esitligini ispatlayiniz.
Coziim.

Normal bi¢imdeki (9) formiilint f Vg = fg, i+ fg, j alanina uygulayacagiz. Bu alanin bilesenlerinin
birinci mertebe kismi tiirevleri siireklidir, dolayisiyla Green Teoremi’nin varsayimlari saglanir:

fc(ng)mds = //Ddiv (fVg)dA.

Sagdaki diverjans: Alistirma 14.9 i¢indeki kuralin iki degiskenli haliyle hesaplayalim (F = Vg alarak):
div (f Vg) = f div (Vg)+Vg-Vf = fV?g+Vf-Vy.

?gcf(Vg)-ndSZ//DfV2gdA+//DVf-ngA

olur. Son integrali sol tarafa gecirince istenen esitlik elde edilir. Buradaki (Vg) - n ¢arpimi, g’nin n
dogrultusundaki yonli tiirevidir (bkz. Analiz 4); bu tiireve ¢’nin normal tiirevi de denir.
]

Bunu yerine yazarsak

Alistirma 14.12 (Dénen Bir Cismin Hiz Alani). Rijit bir B cismi z ekseni etrafinda sabit w > 0
acisal hiziyla, yukaridan bakinca saatin tersi yoniinde doniiyor. Dénmeyi w = w k vektoriiyle gosterelim.
B’nin bir P noktasinin konum vektérii r = (x, y, z), hiz1 v olsun. Hiz alaninin curl v = 2w sagladigin
gosteriniz.
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Sekil 14.7: B cismi z ekseni etrafinda w agisal hiziyla doner; w = wk. P noktasinin eksene uzakligi d = |r]
sin 6, hiz1 ise eksene ve r'ye dik, bitytikligii wd olan v vektoridiir.

Coziim.

Adim 1: v =w X r. P noktasi, dénme ekseninden uzaklig1 d olan bir cember iizerinde déner. 6, r
ile z ekseni arasindaki ag1 ise d = | r | sin @’dir. Tegetsel hiz, acisal hiz ile eksene uzakligin ¢arpimi
oldugundan | v | = wd = w| r | sin @ olur. Ote yandan w x r vektériiniin uzunlugu | w || r |sin§ =

w| r |sin @ dir. Bu vektdr hem k’ye hem de r’ye diktir, yani P’nin ¢izdigi yatay cembere tegettir. Sag
el kuralina gore yonii, yukaridan bakinca saatin tersi yoniindeki donmenin y6niidiir. Uzunluklar ve
yonleri ayni oldugundan v = w x r’dir.

Adim 2: Bilesenler. Vektorel carpimi determinantla hesaplayalim:

ijk
v=wxr=[00w=0—wy)i—(0—wzr)j+0k =—wyi+wzj.
Ty z

Adim 3: Rotasyonel. v’nin bilesenleri —wy, wz ve 0’dir. (1) formiilinden
curl v=(0—-0)i+ (0-0)j+ (w—(-w) )k=2wk =2w

bulunur. Yani rijit bir ddsnmede hiz alaninin rotasyoneli donme ekseni dogrultusundadir ve uzunlugu
acisal hizin iki katidur.
]
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Bu boliimde vektor alanlari icin iki tiirev islemini, rotasyoneli ve diverjansi tanidik. Rotasyonelin konser-
vatifligi nasil belirledigini gorditk ve Green Teoremi’'ni bu islemlerle iki vekt6r bi¢iminde yazdik. Bu
bigimleri uzaya tagimak icin dnce egrilerin yerini alacak yiizeyleri parametrik olarak tanimlamamiz ve
alanlarii hesaplamamiz gerekiyor. Bu, sonraki boliimiin konusudur: Parametrik Yiizeyler ve Alanlari.
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15.1

15. Parametrik Yiizeyler ve Alanlari

Simdiye kadar uzayda yalniz 6zel tirden yizeylerle calistik: diizlemler, silindirler, ikinci dereceden yii-
zeyler, z = f(x,y) bi¢cimindeki fonksiyon grafikleri ve F'(x,y, z) = k bicimindeki seviye ylizeyleri. Ama
kiire, simit bi¢imli torus ya da bir yay gibi kivrilan bir tiip tek bir fonksiyonun grafigi olarak yazilamaz.
Yiizey Alani boliimiindeki alan formiilii de bu yiizden onlara dogrudan uygulanamaz.

Uzaydaki bir egriyi tek parametreli bir r(¢) vektor fonksiyonuyla anlatiyorduk: ¢ degistikge r(t) vekto-
riiniin ucu egriyi gizer. Bu boliimde aynu fikri iki parametreye tasiyacagiz. ki parametreli bir r(u, v) vektor
fonksiyonunun ucu bir yiizey tarar.

Once yiizeyleri bu yolla tanimay1 ve parametrelemeyi 6grenecegiz. Sonra parametrik bir yiizeyin teget
diizlemini ve alanimi bulacagiz. Alan formiiliiniin, grafiklerin ve donel yiizeylerin alani igin bildigimiz
formiilleri 6zel hal olarak icerdigini de gorecegiz.

Parametrik Yiizeyler

Parametrik bir yiizeyi, diizlemdeki bir b6lgenin bir vektor fonksiyonuyla uzaya taginmasi olarak tanimli-
yoruz.

Tanim 15.1 (Parametrik Yiizey). D, uv-dizleminde bir bolge ve
r(u,v) = z(u,v) i+ y(u,v)j+ z(u,v) k, (u,v) € D
D tizerinde tanimh bir vektér fonksiyonu olsun. (u, v) noktast D’yi tararken
z = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v)

esitlikleriyle elde edilen (x,y, z) noktalarinin S kiimesine r ile verilen parametrik yiizey (parametric
surface) denir. Bu ii¢ esitlige S’nin parametrik denklemleri, u ile v’ye parametreler, D’ye de para-
metre bolgesi denir.

Yani S, r(u, v) konum vektériiniin ucunun ¢izdigi kiimedir. Her (u,v) € D se¢imi S tizerinde bir nokta
verir; butiin secimler birlikte S’nin tamamini verir. D’yi ylizeyin diiz bir haritas: gibi disiinebiliriz: r,
haritadaki her noktanin ytizeyde hangi noktaya karsilik geldigini soyler.

Haritadaki diisey ve yatay dogrularin yiizeydeki goriintiileri, bir ylizeyi tanimanin en kullanigh aracidur.

Tanim 15.2 (Koordinat Egrileri). S, r(u,v), (u,v) € D ile verilen bir parametrik yiizey olsun. u =
sabit tutulursa v - r(ug,v) tek parametreli bir vektdr fonksiyonudur ve S iizerinde bir C; egrisi ¢izer.
Aymi bicimde v = vy sabit tutulursa u — r(u, vy) fonksiyonu S tizerinde bir C, egrisi ¢izer. Bu iki ailedeki
egrilere S’nin koordinat egrileri (grid curves) denir.

Yani koordinat egrileri, D’deki u = u,, diisey dogrularinin ve v = v, yatay dogrularimin r altindaki
goriintileridir. Bilgisayarla ¢izilmis bir yiizey resmindeki ag ¢ogu zaman bu egrilerden olusur. Bir nokta-
nin (u, v) parametrelerini vermek, cografyada bir yerin enlem ve boylamini vermeye benzer; bunu kiire
orneginde acgik¢a gorecegiz.
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15.1 Parametrik Yiizeyler 307

Sekil 15.1: r, uv-dizlemindeki D bdlgesini uzaydaki S yiizeyine gonderir: (u,, vo) noktasi, konum vektorii
r(uo, Vo) olan noktaya gider. D'deki u = u, diigey dogrusunun goériintisii C;, v = v, yatay dogrusunun
goriuntiisii C, koordinat egrisidir.

Once parametrik denklemleri verilen bir yiizeyi tantyalim.
Ornek 15.1 (Parametrik Denklemlerden Bir Silindir). Vektor denklemi

r(u,v) =2cosui+vj+2sinuk
olan yizeyi belirleyiniz ve koordinat egrilerini tanimlayiniz.

Cozim.
Yiizey. Parametrik denklemler

T = 2cosu, Yy =, z=2sinu
oldugundan her (u, v) i¢in
2% + 22 = 4cos?u + 4sin®u = 4

bulunur. Tersine, z2 + 22 = 4 esitligini saglayan her (z,y, z) noktas1 yiizeydedir. Gergekten (z, z), 2
yaricapli cemberin iizerinde oldugundan z = 2 cos u ve z = 2 sin w olan bir w agis1 vardir; v = y se¢cmek
yeter. v lizerinde hi¢bir kisitlama olmadigindan yiizey, ekseni y ekseni ve yaricapt 2 olan dairesel
silindirin tamamudir.

Koordinat egrileri. u = u sabitken

r(ug,v) = (2cosug, v, 2sinu,)

noktasi, v degistikce y eksenine paralel bir dogru cizer. v = v, sabitken r(u,v,) noktast y = v,
diizleminde kalir ve merkezi (0, v, 0) olan 2 yaricapl bir cember ¢izer. Ornegin r(0,0) = (2,0,0) ve
r(m/2,0) = (0,0, 2) noktalar1 y = 0 diizlemindeki ¢emberin {izerindedir.

|

Bu ornekte parametrelere higbir kisitlama koymadigimiz icin silindirin tamamini elde ettik. Parametre

bolgesini daraltarak yiizeyin yalniz bir parcasini alabiliriz. Ornegin
0<u<Z, 0<v<3

alirsak x = 2cosu > 0, z = 2sinu > 0 ve 0 < y < 3 olur. r bu dikddrtgeni, uzunlugu 3 olan bir ceyrek
silindire génderir.
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Sekil 15.2: x* + 2% = 4 silindirinin bir parcasi (acik) ve 0 < u < 11/2, 0 < v < 3 parametre bolgesinin gérintiisii
olan ceyrek silindir (koyu). Siyah ¢ember, v = 0 koordinat egrisidir; (2, 0, 0) ve (0, 0, 2) noktalarindan geger.

Koordinat egrileri, karmagik gériinen bir yiizeyin yapisini da ortaya cikarir.
Ornek 15.2 (Spiral Tiip). Asagida

r(u,v) =chevron.l(2 + sinv) cosu, (2 + sinv) sin u, v + cosvchevron.r

ylizeyinin 0 < u < 27,0 < v < 27 parametre bolgesine karsilik gelen parcasi ¢izilmistir. Hangi koordinat
egrilerinde wu, hangilerinde v sabittir? Yiizeyin bi¢imini agiklayiniz.
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15.1 Parametrik Yiizeyler 309

Sekil 15.3: Yiizeyin 0 < u < 27, 0 < v < 27 parcasi bir tam tur atan bir tiiptiir. Kalin ¢izilen iki koordinat
egrisinden biri kiigiik bir cember, 6biiri bir sarmaldur.

Cozim.
Parametrik denklemler sunlardir:

x = (2 4 sinwv) cos u, y = (2+sinv)sinu, z = u+ cosw.
v sabit. v = v, alalim ve R = 2 + sin v, ¢ = cos v diyelim; 1 < R < 3 olur. Denklemler
r = Rcosu, y = Rsinwu, z=u+c

bicimini alir. Bu bir sarmaldir (helis): nokta z ekseni ¢evresinde R yaricapli bir silindirin iizerinde déner
ve u her 27 arttiginda bir tur atip 27 kadar yiikselir. Demek ki sekildeki spiral bi¢imli egriler, v’nin
sabit oldugu koordinat egrileridir.

u sabit. u = u, alalm. e = cosu i+ sinw j yatay birim vektoriini ve ¢ = 2 e + uy k vektorinii
kullanarak

r(ug,v) =c+sinve+ cosvk
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yazabiliriz. e ile k birbirine dik birim vektérlerdir. Bu yiizden nokta, (2 cosuy, 2 sin u, u,) merkezli
ve 1 yaricapl bir cember cizer. Cember, e ile k vektorlerinin gerdigi, yani z eksenini igeren diigey
diizlemdedir ve tizerinde z = u + cosv degeri v, — 1 ile uy + 1 arasinda degisir. Demek ki sekildeki
kiigiik cemberler, u’nun sabit oldugu koordinat egrileridir.

Yiizeyin bi¢imi. Kii¢ciik ¢cemberlerin merkezleri, u degistikge (2coswu, 2sinu,u) sarmalini gizer.
Yiizey, bu sarmalin ¢evresine sarilmis ve kesiti 1 yarigcapli cember olan bir tiiptiir.

|

Yiizeyleri Parametrelemek

Simdiye kadar bir vektor denklemi verip yiizeyi tanidik. Simdi tersini yapacagiz: verilen bir yiizeyi temsil
eden bir vektor fonksiyonu bulacagiz. Sonraki boliimlerde en ¢ok bu ige ihtiya¢ duyacagz.

Ornek 15.3 (Diizlemin Parametrelenmesi). Konum vektérii r, olan F) noktasindan gecen ve paralel
olmayan a ile b vektorlerini igeren diizlemi temsil eden bir vektor fonksiyonu bulunuz.

Coziim.
Diizlemin rastgele bir P noktasini alalim. a ile b paralel olmadigindan diizleme paralel her vektor
bunlarin bir lineer bilegimidir; yani

—_—

RP=ua+vb

olacak bicimde u ve v sayilar1 vardir. Geometrik olarak, F,’dan 6nce a dogrultusunda u a kadar, sonra
b dogrultusunda v b kadar giderek P’ye ulasiriz (paralelkenar kurali). P’nin konum vektori r ise

rzTR,—i—ﬁzqﬁ—ua—i—vb
olur. Tersine, her u, v i¢in bu nokta diizlemdedir. Béylece diizlemin vekt6r denklemi
r(u,v) =rg+ua+uvb, (u,v) € R?
olur. ry = (g, Yo, 29)> @ = {(ay, a9, a3) ve b = (by, by, bs) yazilirsa parametrik denklemler sunlardur:

r=2x9+ua; +vby,
Y=y, +uay+vby,
z=2y+uas+vbs.

Kiire gibi bir eksen ya da nokta ¢evresinde simetrik yiizeylerde, uygun koordinat sisteminde sabit kalan
koordinati birakip 6biir ikisini parametre seceriz.

Ornek 15.4 (Kiirenin Parametrelenmesi). z2 + y? + 22 = a? kiiresinin bir parametrik gosterimini
bulunuz ve koordinat egrilerini tanimlayiniz.

Cozim.

Parametreleme. Kiire, kiiresel koordinatlarda (bkz. Tanim 8.1) yalmiz p = a denklemiyle verilir. Bu
ytzden obiir iki kiiresel koordinati, ¢ ile 8 acilarini parametre segeriz. Kiiresel koordinatlardan dik
koordinatlara gecis formiillerinde p = a yazarsak

T = asin¢cosb, y = asin@sin, zZ=acoso
parametrik denklemlerini, yani
r(¢,0) =asingcosfi+ asingsindj+ acosgpk
vektor denklemini buluruz. Gergekten

z? + 9% + 22 = a?sin? ¢ (cos? 0 + sin? 0) + a? cos? ¢ = a?
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olur. 0 < ¢ < 7 ve 0 < 0 < 27 oldugundan parametre bolgesi D = [0, 7] x [0, 27] dikdortgenidir.
Koordinat egrileri. ¢ = c sabitken z = a cos ¢ sabittir ve nokta bu yiikseklikte a sin c yaricapl yatay
bir cember cizer. Bunlar enlem ¢emberleridir; ¢ = 7/2 icin ekvator elde edilir. § = k sabitken nokta z
eksenini iceren bir diizlemde kalir ve kuzey kutbu (0, 0, a)’y1 giiney kutbu (0, 0, —a)’ya baglayan bir
yarim ¢ember c¢izer. Bunlar boylam cizgileri, yani meridyenlerdir.

|

Kiire 6rnegi, parametrelerin bir harita gibi ¢alistifinm acik¢a gosterir. (¢, 0) cifti bir noktanin cografi
konumunu verir: ¢ kuzey kutbundan 6lgiilen agidir (enlemin tiimleri: ¢ = m/2 — enlem), 6 da boylamdir.
Parametrik gésterim bilgisayar grafiklerinde de bu yiizden tercih edilir. Kiireyi z = +1/a? — 22 — y2
yarikiirelerinin grafikleri olarak ¢izmeye c¢alismak, yiizeyin ekvator yakininda diklesmesi yiiziinden
bosluklu bir resim verir; r(¢, 0) ile ¢izilen ag ise kiireyi diizgiince kaplar.

0
z
2 A
k
0=k
p=c
D
0 c £ 14

Sekil 15.4: Kiire parametrelemesi r(¢p, 6), [0, ] x [0, 21t] dikdértgenini kiireye génderir. Diisey ¢ = ¢
dogrusu bir enlem ¢cemberine, yatay 6 = k dogrusu kutuplari birlestiren bir meridyene gider.

Silindir i¢in de ayni yolu silindirik koordinatlarla izleriz.

Ornek 15.5 (Sonlu Bir Silindirin Parametrelenmesi). 2 +y? = 4, 0 < z < 1 silindirinin bir para-
metrik gésterimini bulunuz.

Coziim.
Silindirik koordinatlarda (bkz. Tanim 7.1) bu silindirin denklemi r = 2’dir. Obiir iki silindirik koordi-
naty, 6 ile 2’yi parametre secersek parametrik denklemler

r = 2cosb, y = 2sin6, z=z
olur. Vektor denklemi
r(6,z) =2cosfi+2sinfj+ zk
ve parametre bolgesi

D={0,z):0<0<2m,0<2<1}
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dikdortgenidir. = ¢ koordinat egrileri silindirin tizerindeki 1 uzunlugundaki diisey dogru parcalari,
z = k koordinat egrileri de z = k yliksekligindeki 2 yaricapl yatay cemberlerdir.
|

Bir fonksiyon grafigini parametrelemek ise ¢cok kolaydir: bagimsiz degiskenleri parametre aliriz.

Ornek 15.6 (Bir Grafigin Parametrelenmesi). z = x2? + 2y? eliptik paraboloidini temsil eden bir
vektor fonksiyonu bulunuz.

Cozim.
z ile y’yi parametre alirsak parametrik denklemler

T =u, Yy =1, z:$2—|—2y2
olur. Vektor denklemi
r(z,y) =zi+yj+ (@ +29°)k,  (z,y) €R?

bicimindedir.
|

Ay fikir her fonksiyon grafigine uygulanir. z = f(z,y), (z,y) € D grafigi,  ve y parametre alinarak
r(z,y) =zityj+ flz,y)k,  (z,y)eD

biciminde her zaman bir parametrik yiizey olarak yazlabilir. y = g(z, 2) ya da = = ¢(y, 2) bicimindeki
yuzeylerde de kalan iki degisken parametre alinir.

Bir ylizeyin parametrik gosterimi (parametrelemesi) tek tiirli degildir. Ay koniyi iki farkli yolla para-
metreleyelim.

Ornek 15.7 (Koninin Iki Parametrelemesi). z = 21/22 + 3?2 yiizeyinin, yani 2% = 42% + 4y koni-
sinin iist yarisinin bir parametrik gosterimini bulunuz.

Cozim.
Birinci yol. Yiizey bir fonksiyon grafigi oldugundan z ile y’yi parametre secebiliriz:

r(z,y) =zi+yj+2Vz2+42k, (z,y) €RL

Tkinci yol. Kutupsal koordinatlar r ile §’y1 parametre secelim. Koni iizerindeki bir (z, y, z) noktas1 icin
T =rcosf,y=rsinf ve

z=2 :c2+y2:2\/ﬁ:2r (r>0)
olur. Béylece koninin vektor denklemi
r(r,0) =rcosfi+rsindj+ 2rk, r>0,0<60<2r

olur.

Iki gdsterim de koninin tamamun1 verir, ama ikincisi cogu zaman daha kullanighdir. Ornegin yalniz koninin
z = 1 diizleminin altinda kalan pargasi isteniyorsa ikinci gosterimde z = 2r < 1, yanir < % kosulu yeter.
Parametre bolgesi

1
D:{(r,e):ogrga,ogegzw}
dikdortgeni olur ve r bu dikdértgeni, tepesi orijinde ve yiiksekligi 1 olan bir koni pargasina gonderir.

Birinci gosterimde ayni parcanin parametre bolgesi z2 + y? < 411 dairesidir.
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Donel Yiizeyler

Bir egriyi bir eksen ¢evresinde dondiirerek elde edilen yiizeylerin de dogal bir parametrelemesi vardir:
egrinin parametresine dénme acisini eklemek yeter.

Onerme 15.1 (Dénel Yiizeyin Parametrelenmesi). f, [a,b] araliginda f > 0 olan bir fonksiyon olsun.
y = f(x), a < x < b egrisinin x ekseni ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen S yiizeyi

T =z, y = f(x)cosé, z= f(z)sinf

parametrik denklemleriyle verilir. Parametreler x ile 6, parametre bélgesi D = [a, b] x [0, 27| dir.

Sekil 15.5: y = f(x) egrisi x ekseni cevresinde donerken egrinin her noktasi, x eksenine dik diizlemde f(x)
yarigapl bir cember ¢izer. y ekseninin yoniinden 0 kadar donmiis nokta (x, f(x) cos 6, f(x) sin 0) olur.

Ispat.

Egrinin (z, f(z),0) noktast z ekseni cevresinde donerken x koordinati degismez; nokta, x eksenine dik
olan bu x degerindeki diizlemde kalir. Eksene uzakligi da degismediginden nokta bu diizlemde, merkezi
(z,0,0) ve yarigapr f(x) olan ¢cemberi gizer.

Donme agisini 6 ile gosterelim ve aciyr y ekseninin pozitif yoniinden z ekseninin pozitif yoniine dogru
olcelim. Bu diizlemde y ve z koordinatlari, f(x) yarigapli gember i¢in kutupsal koordinatlar gibi davranir.
0 kadar donmiis noktanin koordinatlari bu yiizden

y = f(z)cosé, z= f(x)sinf

olur. 6, 0°dan 27’ye kadar degisince nokta ¢emberin tamamini ¢izer. x de [a,b] aralifimi tarayinca bu
cemberler S’nin tamamini olusturur.
]

Egri y ya da z ekseni cevresinde dondiiriildigiinde de ayni fikir kullanilir; yalniz koordinatlarin rolleri
degisir (bkz. Alistirma 15.4).

Ornek 15.8 (Siniis Egrisinden Elde Edilen Doénel Yiizey). y = sinz, 0 < x < 27 egrisinin x ekseni
cevresinde dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeyin parametrik denklemlerini bulunuz ve yiizeyi ¢iziniz.
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Cozim.
Parametrik denklemler. Onerme 15.1 formiillerini f(x) = sin z ile yazarsak

T =uz, y = sinz cosb, z=sinxsinf

buluruz. Parametre bolgesi 0 < z < 27, 0 < 0 < 27 dikdortgenidir.
sinz < 0olankisim. 7 < z < 27 araliginda sin x < 0’dir, yani 6nermedeki f > 0 kosulu saglanmaz.
Yine de denklemler dogru yiizeyi verir. Bu aralikta s = |sinx | = — sin = dersek

(sinz cosf, sinzsinf) = (scos(d + ), ssin(6 + ) )

olur.  tam bir tur attifinda 6 + 7 de tam bir tur atar. Bu yiizden nokta yine s = |sinz | yaricapl
cemberin tamamuni ¢izer ve yiizey, y = | sinz | egrisinin dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeydir.
Yiizeyin bi¢imi. Yaricap = 0, = 7 ve z = 27 noktalarinda sifirdir, z = 7/2 ve = 37/2 nokta-
larinda en biytik degeri olan 1’e ulasir. Yiizey,  ekseni tizerinde u¢ uca eklenmis iki ig bi¢imindedir.

Sekil 15.6: y = sin x, 0 < x < 27 egrisinin x ekseni ¢evresinde dondiiriilmesiyle olusan yiizey: x = 0, t
ve 21 noktalarinda eksene degen iki ig.

Simdiye kadar gordiigiimiiz parametrelemeleri toparlayalim:

+ Diizlem: r(u,v) =ry +ua+uvb.

+ Fonksiyon grafigi z = f(z,y): parametreler z ve y.

+ Kiire p = a: parametreler kiiresel koordinatlardan ¢ ve 6.

« Silindir 7 = a: parametreler silindirik koordinatlardan 6 ve z.

+ z ekseni ¢evresinde simetrik yiizeyler (koni, paraboloit gibi): parametreler kutupsal koordinatlar r
ve 6.

« Donel yiizeyler: parametreler egrinin parametresi ve donme agist.

Teget Diizlemler

Parametrik bir ylizeyin bir noktadaki teget diizlemini, o noktadan gecen iki koordinat egrisinin teget
vektorleriyle kuracagiz.

S, r(u,v) ile verilen bir parametrik yiizey olsun. z, y, z bilegenlerinin kismi tiirevleri (bkz. Analiz 4) var
olsun ve F), konum vektorii r(ug, vy) olan nokta olsun. F)’dan iki koordinat egrisi gecer.

+ u = ug sabit tutularak elde edilen C egrisi, v - r(ug, v) fonksiyonunun ¢izdigi egridir. Bir vektor
fonksiyonunun tiirevi, ¢izdigi egrinin teget vektoridiir. Bu yiizden C;’in Fy’daki teget vektorii, r’nin
v’ye gore kismi tirevidir:

ox . Oy . 0z
r,= %(Um”o)l"' %(“m”o).] + %(“Oavo)k-
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+ v = v, sabit tutularak elde edilen C, egrisi, u - r(u,v,) fonksiyonunun ¢izdigi egridir. Onun FB,’daki
teget vektorii de r’nin u’ya goére kismi tiirevidir:

oz . Oy N
r, = a(UQ;UO) 1+ %(UW’UO)J + %(uO’UO) k.

C, ve C, yiizeyin iizerinde yattigindan bu iki vektér yiizeye tegettir. Ikisi de sifirdan farkli ve birbirine
paralel degilse P’dan gegen bir diizlem gererler. Teget diizlemi bu diizlem olarak tanimlayacagiz. ki
vektoriin paralel olmamasi, vektorel ¢carpimlarinin sifirdan farkli olmasi demektir.

Tanim 15.3 (Diizgiin Parametrik Yiizey). r(u,v), (u,v) € D ile verilen bir S yiizeyinde r,, ile r,
strekli ve D’nin her noktasinda r,, x r, # 0 ise S’ye diizgiin (smooth) yiizey denir.

Yani diizgiin bir yiizeyin her noktasinda iki teget vektor sifirdan farklidir ve paralel degildir; yiizeyde kose,
sivri ug ya da kirisik yoktur. Ornegin koninin r(r, #) = rcos 6i + rsin 6 j + 2r k parametrelemesinde

r, Xxry=—2rcosfi—2rsinfj+rk

olur ve bu vektér yalniz » = 0 i¢in, yani koninin sivri tepesinde sifirdir.

Tamim 15.4 (Teget Diizlem). S, r(u,v) ile verilen diizgiin bir parametrik yiizey ve By = (g, Yo, 20)>
konum vektorii r(ug, vg) olan nokta olsun. S’nin F,’daki teget diizlemi, F)’dan gecen ve r,, (ug, v) ile
r, (ug, vy) vektorlerini iceren diizlemdir. Normal vektori

n =r,(ug,vy) X r,(ug,vo)
oldugundan denklemi
n-(z—20,y— Yo, 2 — %) =0
bicimindedir.

Yani teget diizlem, Fy’dan gecgen iki koordinat egrisinin teget dogrularini iceren diizlemdir. Normal
vektord, iki teget vektore birden dik olan vektorel ¢arpimdir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 315 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

316 Boliim 15. Parametrik Yiizeyler ve Alanlar:

Sekil 15.7: Py'dan gecen C; (u = uo) ve C, (v = v,) koordinat egrilerinin teget vektorleri r, ve r,'dur. Bu iki
vektoril iceren diizlem teget diizlemdir (gri); r, x r, ona diktir.

Teget diizlemi bulurken her seferinde ayni yolu izleriz.

© Teget diizlem dort adimda

1. Parametreleri bul. r(uy,v,) = (zy, Yo, 2¢) denklemlerini ¢éz. Ug bilesen denkleminin hepsini
saglayan (ug,v,) degerini seg.

2. Teget vektorleri hesapla. r,, ile r, vektorlerini bul ve (ug, v,)’da degerlendir.

3. Normal vektorii bul. n = r,, X r, vektoriinii hesapla ve n # 0 oldugunu denetle.

4. Denklemiyaz. n- (x — z,y — Yo, 2 — ) = 0 esitligini a¢ ve sadelestir.

Ornek 15.9 (Parametrik Bir Yiizeyin Teget Diizlemi). z = u?, y = v2, 2 = u + 2v parametrik denk-

lemleriyle verilen yiizeyin (1, 1, 3) noktasindaki teget diizleminin denklemini bulunuz.

Coziim.

Parametreler. u? = 1 ve v? = 1 denklemlerinden v = +1, v = £1 bulunur. Dért secenekten yalniz
u =1, v = 1 iiciincii denklemi saglar: z = 1 + 2 - 1 = 3. Obiir secenekler z i¢in —1, 1 ve —3 verir.
Teget vektorler. Kismi tiirevler

r, =2ui+k, r,=2vj+2k

olur.
Normal vektor. Determinant: birinci satira gére acarsak

i jk
r,xr,=|2u 0 1|=—-2vi—4uj+4uvk
0 2v 2
bulunur. v = v = 1 i¢in normal vektor n = —21i — 4 j + 4 k olur.

Denklem. Teget diizlem
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—2(x—1)—4(y—1)+4(z—3)=0
olur. Her terimi —2’ye boliip sadelestirirsek
r+2y—224+3=0

elde edilir. Denetim: 1 +2 —6 +3 = 0.

Bu yiizeyin kendini kestigini de belirtelim. r(—u, —v) = r(u, v) esitligi yalmz u 4+ 2v = 0 iken saglanir.
O zaman z = 0 ve 7 = u? = 4v? = 4y olur; yani v # 0 iken iki farkli parametre cifti, z = 0 diizlemin-
deki z = 4y, y > 0 yar1 dogrusunun ayni noktasin verir. (1,1, 3) noktas: ise yalmz (u,v) = (1,1)
degerinden geldigi icin teget diizlemi tek tiirlii belirlidir.

|

Parametrik Yiizeyin Alani

Yiizey alanim Yiizey Alani boliimiindeki gibi tanimlayacagiz: yiizeyi kiiciik parcalara bolecegiz ve her
parcayi teget diizlemdeki bir paralelkenarla degistirecegiz. Bu kez parcgalar1 D parametre bolgesini bolerek
elde ediyoruz.
Basit olsun diye dnce D’nin bir dikdértgen oldugunu varsayalim ve onu kenarlar1 Au ile Av olan R, ; alt
dikdértgenlerine bolelim. (uj,v}), R;; nin sol alt kdsesi olsun. S’nin R, ;’ye karsilik gelen S;; parcasina
bir yama (patch) diyelim. Yamanin bir kdsesi, konum vektérii r(uj, v}) olan F,; noktasidir. Bu noktadaki
teget vektorleri kisaca

v, =1, (uf,v5), =1,y vf)
ile gosterelim.
Yamanin F;’de bulusan iki kenari, R;;'nin alt ve sol kenarlarinin gériintileridir. Alt kenarin gériintisii
F,;’yi, konum vektéri r(uj + Awu, v}) olan noktaya baglar. Fark orani kismi tiireve yaklastigindan

r(uj + Au, vj) —r(uj, vj) =~ Aurj,
olur. Ayn1 bi¢imde sol kenar yaklasik olarak Avr;, vektéridiir. Bu yiizden S;; yamasini, Aurj, ve Avry
vektorlerinin gerdigi paralelkenarla degistirebiliriz. Bu paralelkenar S"nin F,;’deki teget diizleminde yatar
ve alani

| (Aury) x (Avry) | = |1}, x 1}, | AuAv

olur.
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Au

(ui', Vj')

Sekil 15.8: D dikdortgeni Au x Av boyutlu alt dikdortgenlere boliintr. R;/nin goéruntisi S; yamasidir
(koyu). Yama, P; késesinden ¢ikan Aur, ve Avr, vektorlerinin gerdigi paralelkenarla (turuncu) yaklagik
olarak ayni alana sahiptir.

Biitiin yamalardaki paralelkenarlarin alanlarini toplaymca S nin alani i¢in

iji\ rt x| AuAv
=

i=1

yaklagimini buluruz. Béliintii inceldik¢e yaklagimin iyilesmesini bekleriz. Ote yandan bu cift toplam,
| r, xr, | fonksiyonunun D iizerindeki bir Riemann toplamidir ve limiti bir iki katli integraldir (bkz.
Tanim 1.2). Yiizey alanini bu ytizden s6yle tanimlariz.

Tanim 15.5 (Parametrik Yiizeyin Alani). S,
r(u,v) = z(u,v) i+ y(u,v)j+2(u,v)k,  (u,v) €D

denklemiyle verilen bir parametrik yiizey olsunver,, iler,, D iizerinde siirekli olsun. D’nin sinir1 gibi sifir
alanl bir kitme digindaki her (u, v) noktasindar,, x r, # 0 olsun ve bu noktalar S’nin farkli noktalarina
gitsin. Kisacas1 parametreleme bu kiime diginda diizgiindiir ve (u, v) noktas1 D’yi tararken S yalmiz bir

kez ortiilir. S’nin yiizey alami
= / |r, xr, |dA
D

sayisidir. Burada

or, Oy. Oz
T A e
r _8_mi+@.+@
v v 81)'] ov

vektorleridir.

Yani | r, x r, |, alanin parametre bélgesinden yiizeye gecerken ka¢ katina ¢iktifimi soyleyen yerel
buyutme garpanldlr D’deki Au Av alanh kuguk b1r dikdortgen, yuzeyde yaklagik | r, x r, | AuAv
alanli bir yamaya dontisiir. Egrilerdeki L = f | v’ (t) | dt yay uzunlugu formilii de ayn kahptadlr orada
| v’ (t) | uzunlugun biiyiitme ¢arpanrydi.

Bir 6zel durum, bu ¢arpanin ne oldugunu iyi gésterir. S, xy-diizleminde bir bélgeyse z(u,v) = 0 olur ve
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_ (0x0y Ox0y), O(z,y)
r, Xr, = (%% %%>k k

bulunur. Tanim bu durumda bdlgenin alanim

A(S) = //D

olarak verir. Bu, Teorem 9.1 degisken degistirme formiiliiniin integrand 1 alinarak yazilmis halidir.
Tanim bir parametrelemeye dayaniyor. Aym yiizeyin iki farkli parametrelemesi farkli alanlar verseydi
tanim anlamsiz olurdu; neyse ki 6yle olmaz.

dA

d(z,y)
O(u,v)

Onerme 15.2 (Alan Parametrelemeden Bagimsizdir). r(u,v), (u,v) € D, S yiizeyinin diizgiin ve
S°yi bir kez orten bir parametrelemesi olsun. T'(s,t) = (u(s,t),v(s,t)) déniisiimii bir E bélgesini D nin
tizerine bire bir gotiirsiin, kismi tiirevleri siirekli ve Jacobi determinanti sifirdan farkli olsun. O zaman

R(s,t)=r ( u(s,t), v(s,t) ), (s,t) € E

de S’nin diizgiin ve S’yi bir kez orten bir parametrelemesidir ve iki parametreleme ayni alani verir:
//|RS><Rt |dA://|ru><rU | dA.
E D
Ispat.

Teget vektorler. u, = Ou/0s gibi kisaltmalar kullanalim. Zincir kuralina gére (bkz. Analiz 4)

R,=u,r,+v,1r

s v

R, =wur, +ur,

olur. Buradar,, iler,, ((u(s,t),v(s,t) ) noktasinda degerlendirilir.
Vektorel carpim. Vektorel carpim toplama iizerine dagii,r,, xr, =r, Xr, = 0ver, X r, = —r, X
r,, 'dir. Bu yiizden

Rs X Rt = (usvt - utvs)ru Xr, =

bulunur. Jacobi determinantiver,, X r,, sifirdan farkli oldugundan R, x R, # 0°dir; R, ileR, de siirekli
oldugundan yeni parametreleme diizgiindiir. T', E’yi D ’nin iizerine bire bir gotiirdiigiinden R de S’yi bir
kez orter.

Integraller. Uzunluk alirsak

O(u, v)
|RsXRt |:|ruxrv|’a(s’t)
olur.g = | r, X r, | fonksiyonuna degisken degistirme formiiliinii (Teorem 9.1) uygularsak

flrsr= oo

dAz//|RS><Rt|dA
E

elde edilir.
| |

Tanimdaki iki kosulu uygularken nelere dikkat edecegimizi kisaca belirtelim.
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Bir kez ortme ve sifir alanli bozulmalar

+ Bir kez 6rtme. Yiizeyin bir parcasi iki kez értiiliirse integral o parcayi iki kez sayar. Ornegin kiire
parametrelemesinde §’y1 [0, 47| araliginda alirsak kiire iki kez dolasilir ve integral 4ma? yerine
8ma? verir.

« Sifir alanli bozulmalar. Tanim 15.5, diizginliik ve bir kez 6rtme kosullarinin D’nin smir1 gibi
sifir alanl bir kiime boyunca bozulmasina izin verir. Sifir alanli bir kiime iki katli integrali degis-
tirmediginden bu bozulmalar alani etkilemez. Ornegin kiire parametrelemesinde 6 = 0 ve § = 27
ayn1 meridyeni verir; kutuplarda, yani ¢ = 0 ve ¢ = migindery X ry = 0 olur.

Alan hesabini da hep ayni adimlarla yapariz.

© Parametrik yiizeyin alani1 dért adimda

1. Parametrele. Yiizeyi r(u,v) ile yaz ve D parametre bolgesini, ylizeyi bir kez drtecek bicimde
belirle.

2. Teget vektorleri bul. r,, ile r,, vektorlerini hesapla.

3. Biiyiitme c¢arpanini bul. r, x r, vektorinii ve uzunlugunu hesapla. Kokiin i¢i ¢ogu zaman
sin? 4 cos? = 1 ile ya da bir tam kareye doniiserek sadelesir.

4. Integrali hesapla. [[ D| r, X r, | dA integralini ardigik integral olarak yaz ve hesapla.

Ornek 15.10 (Kiirenin Alani). a yaricapl bir kiirenin alanini bulunuz.

Cozim.
Parametreleme. Ornek 15.4 parametrelemesini kullanalim:

T = asin¢cosb, y = asin¢sin, Z = acos @,

D = [0, 7] x [0, 27]. Bu parametreleme kiireyi, sinirdaki meridyen ve kutuplar disinda bir kez orter.
Teget vektorler.

ry, =acospcosfi+acospsinbj—asingk,
ro = —asin¢sinfi+ asin¢@cosbj.
Vektorel carpim. Bilesenleri tek tek hesaplayalim:

i bileseni = (acos ¢sinf)(0) — (—asin @)(asin ¢ cos ) = a? sin? ¢ cos 0,
j bileseni = (—asin ¢)(—asin ¢ sin ) — (a cos ¢ cos 0)(0) = a? sin? ¢sin 0,
k bileseni = a? sin ¢ cos ¢ cos? 6 + a? sin ¢ cos ¢ sin? § = a? sin ¢ cos ¢.
Boylece
r, XTyg= a’sin® ¢ cos @i+ a?sin® ¢sinfj+ a’sinpcospk

olur. Uzunlugunu hesaplarken 6nce cos? @ + sin? § = 1, sonra sin? ¢ + cos? ¢ = 1 kullaniriz:

| Ty, X1y | = Va4sin4 ¢ cos? 0 + a4 sint ¢psin? 0 + a4 sin2 ¢ cos? ¢

= \/a*sin? ¢ + atsin? ¢ cos? ¢ = \/a*sin2 ¢ = a?sin ¢.

Son adimda 0 < ¢ < 7 i¢in sin ¢ > 0 olmasini kullandik.
Integral.

2m ™ 2 T
Az/ / aQSian)dd)dH:az/ d9/ sin ¢pdp = a? - 27 - 2 = 4ma?.
o Yo 0 0

Ayricary X 1y = asin ¢r(¢,0) olduguna dikkat edelim: normal vektor yaricap dogrultusundadir ve
kireden digar1 bakar.
|
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Fonksiyon Grafiginin Alani

Genel tamimin, Yiizey Alani bolumiinde fonksiyon grafikleri icin buldugumuz formiille uyumlu oldugunu
gosterelim.

Onerme 15.3 (Grafigin Alan1 ve Parametrik Tanim). f’nin kismi tiirevleri D iizerinde siirekli olsun
vez = f(x,y), (x,y) € D grafigini

r(z,y) =zi+yj+ flz,y)k
ile parametreleyelim. Bu parametreleme diizgiindiir, grafigi bir kez orter ve

rmxry:—%i—g—;;j—i-k

olur. Bu yiizden Tanim 15.5 tanimi

A(S)=//D\/1+(%)2

degerini verir; bu, Teorem 5.1 formiliidiir.

+

92\ 2
(a—y) a4

ispat.
Teget vektorler. Parametrik denklemler x = x,y = y, z = f(x,y) oldugundan

r,=i+f,k  r,=j+/k

olur.
Vektorel ¢carpim. Determinant: birinci satira gore acarsak

ijk
r,xr,=10f|=~fi-fj+k
01 f,

bulunur.

Kosullar. Bu vektorin k bileseni 1 oldugundan higbir zaman sifir olmaz. f, ile f, siirekli oldugundan
r, iler, de siireklidir; yani parametreleme diizgiindiir. v(x,y) noktasin ilk iki koordinati (z,y) nin
kendisidir. Bu yiizden farkli (x,y) noktalar farkly noktalar verir ve grafik bir kez értiliir.

Alan. Son olarak
|t xry |=/f2+f7+1

oldugundan tanimdaki integral, f, = 0z/0x ve f,, = 0z/0y yazilinca istenen formiile doniisir.
]

Béylece n = —f,i— f,j+k, grafigin yukar1 bakan bir normal vektoriidiir. Tanim 15.4 tanimi da
(g, Yo, 29) noktasinda n - (z — x4,y — Yo, 2 — %) = 0, yani

z—zg = fo(29,9) (x — 7o) + fy(%ayo) (¥ — o)

denklemini verir. Bu, grafigin bilinen teget diizlemidir (bkz. Analiz 4).
Grafikler icin bile parametrik bakis bazen isi kolaylastirir: kutupsal koordinatlari sonradan degisken
degistirme olarak degil, bastan parametre olarak kullanabiliriz.

Ornek 15.11 (Paraboloit Parcasinin Parametrik Alani). 2z = 22 + y? paraboloidinin z = 9 diizle-
minin altinda kalan parcasinin alanini, kutupsal koordinatlar1 parametre alarak bulunuz.

Cozim.
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Parametreleme. Diizlem paraboloidi 22 + y? = 9, z = 9 cemberi boyunca keser. Aradigimiz parca, 3

yaricaph 22 + y? < 9 dairesinin iistiindedir. Kutupsal koordinatlar1 parametre alirsak z = 22 + 3% =

r2 olur ve parca

r(r,0) =rcosfi+rsinfj+r’k

ile parametrelenir. Parametre bélgesi D = [0, 3] x [0, 27| dir.
Teget vektorler.

r, =cosfi+sinfj+ 2rk, rg = —rsinfi+rcosfj.
Biyiitme carpani. Bilesenleri tek tek hesaplarsak
r, xry=—2r2cosfi—2r?sinfj+rk

bulunur. k bileseni r cos? @ + rsin? § = r’dir. Buradan, r > 0 oldugundan

|r, xry | = VArt cos2 0 + 4rtsin2 @ + 12 = \/drt + 12 = r/4r2 + 1

olur.
Integral.

27 3 3
A= / / rv 1+ 4r2drdf = 271'/ rv/1 4 4r2dr.
0 0

0

w = 1+ 472 dersek dw = 8r dr olur; r = 0 iken w = 1, r = 3 iken w = 37’dir. Buradan

3 1 37 1 2 1
/ 1+ 4r2dr = —/ wdw= <> [w?’/?]?? = (37V37-1)
o 8/, 8 3 12
ve
1 b
A:27r-E (37\/37—1):E (37V37—1)~ 117,32
elde edilir.

Ayni sonucu Yiizey Alani boliimiinde grafik formiilityle ve kutupsal koordinatlara sonradan gecerek
bulmustuk. Burada kutupsal koordinatlar bagtan parametre olarak girdi ve dA = r dr df’daki r carpani
vektorel carpimin uzunlugundan kendiliginden cikti. iki yolun ayni1 sonucu vermesi Onerme 15.2 ile
uyumludur.

|

Doénel Yiizeyin Alani

Son olarak genel tanimin, tek degiskenli analizde dénel yiizeylerin alani i¢in kullandigimiz formiili de
verdigini gorelim.

Onerme 15.4 (Dénel Yiizeyin Alani). f, [a,b] araliginda f > 0 olan ve tiirevi siirekli olan bir fonksiyon
olsun.y = f(z), a < x < b egrisinin x ekseni ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeyin alani

b
A(S) =2n / f@) I+ @)Pde

olur. Bu, tek degiskenli analizdeki donel yiizey alani formiliidiir (bkz. Analiz 2).

ispat.
Parametreleme. Onerme 15.1 6nermesine gore yiizey

r(z,0) =zi+ f(x)cosfj+ f(z)sinfk, (z,0) € [a,b] x [0, 27]

ile parametrelenir.
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Teget vektorler.

r, =i+ f'(z)cosfj+ f'(z)sinfk,
rg=—f(z)sinfj+ f(x)cosfk.

Vektorel ¢carpim. Determinant: birinci satira gore acarsak
i j k
r, xrg=1|1 f'(z)cosf f'(z)siné
0 —f(z)sinf f(z)cosb
olur. i bileseni f ' cos® 0 + ff'sin? 0 = ff’ oldugundan
r, Xxry= f(z)f (z)i— f(z)cosfj— f(x)sinfk

bulunur. f > 0 oldugundan uzunlugu

v, %1y | = VP2 + Peos? 6+ [ sin? §
— VP (1+ (P2 = f@)VI+ [ @

olur.

Kosullar. f ile f’ siirekli oldugundan r,, ile vy siireklidir. f(x) > 0 olan her yerde vektirel carpim
sifirdan farklidir ve (z,0), noktanin x koordinatindan ve dénme agisindan tek tirlii bulunur. Geriye iki
tiir bozulma kalir. § = 0 ile = 27 kenarlar1 ayni egriyi verir; bu tekrar D ’nin simirinda, yani sifir alanl
bir kiime boyuncadir. f(x) = 0 olan = degerlerinde ise {x} x [0, 27| dogru parcas: x eksenindeki tek bir
noktaya gider ve orada vektorel carpim sifirdir. Ama bu noktalarda integrand f(z)+/1 + [f’(z)]? de sifir
oldugundan integrale katkilar: yoktur; yiizeyin onlara karsilik gelen kismi da x ekseni iizerinde kalir ve
alani sifirdir. Bu yiizden integral, yiizeyin alanini verir.

Alan. Tanimdan

21 b b
A(S) = / / F@ VT [ (@)Pdwdo = 2r / F@)I+ [ (@)dz
0 a a

elde edilir.
| ]

Ornegin f(x) = Va2 — 22, —a < x < a yarim ¢emberi z ekseni cevresinde doniince a yaricapl kiire
olusur. f/'(z) = —x/va? — 22 oldugundan —a < = < a i¢cin

FEVIFF@P = Ve a2 % =

olur ve formiil 27 fja adzx = 4ma? degerini verir. Bu, Ornek 15.10 sonucuyla aymidir. f ug noktalarda

tanimsizdir; ama integrand sabit oldugundan hesabi [—a + £, a — €] lizerinde yapip £ — 0 almak aym
sonucu verir.

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar kolaydan zora siralanmistir: 6nce ytizeyleri tanima ve parametreleme, sonra teget
diizlem, en sonda yiizey alani sorular: gelir.

Alistirma 15.1 (Noktalar Yiizeyin Uzerinde mi).
r(u,v) = (u+v,u—2v,3+u—7v)
ile verilen yiizeyin tizerinde P(4,—5, 1) ve Q(0, 4, 6) noktalarindan hangileri bulunur?

Coziim.
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Bir nokta yiizeydeyse, ii¢ koordinat1 birden veren bir (u,v) cifti bulunmalidir. Ilk iki denklemden
(u, v)’yi bulup ii¢iincii denklemi denetleyelim.

P(4,—-5,1). u + v =4 ve u — 2v = —5 denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak 3v = 9, yani v = 3 ve
u = 1 bulunur. Ugiincii koordinat 3 + 1 — 3 = 1 olur ve P’ninkine esittir. Demek ki P yiizeydedir ve
P =r(1,3)’tir.

Q(0,4,6). u+v=0 ve u—2v =4 denklemlerinden 3v = —4, yani v = —3% ve u =3 bulunur.
Uctincti koordinat

4 4 17
3tgty=g #6

olur. Tlk iki denklem (u,v)’yi tek tiirlii belirlediginden bagka bir aday da yoktur. Demek ki Q yiizeyde
degildir.

Aslinda yiizey bir diizlemdir. ilk iki denklem u = 22 ve v = ZZ¥ verir; bunlar iiciinciide yerine
koyarsak z = 3 + %Zy bulunur. P bu denklemi saglar (3 — 2 = 1), () saglamaz.
|

Alistirma 15.2 (Vektor Denkleminden Yiizeyi Tanmmak). r(u,v) = u?i+ ucosvj + usinvk vek-
tor denklemiyle verilen yiizeyi belirleyiniz.

Coziim.
Denklem. Parametrik denklemler z = u2, Y = u cos v, z = usin v’dir. Buradan

y? + 22 = u?(cos? v +sinv) =u? ==
bulunur; yani her nokta x = y? + 2? denklemini saglar.
Tersi. x = y? + 22 esitligini saglayan bir (z,y, z) noktasi alahm. (y, z) noktasini kutupsal bicimde
Yy = 5cosv, z = ssinv olarak yazalim; burada s = \/y2 + 22 > 0’dir. u = s secersek u? = y% 4 2% =
z olur ve nokta r(u, v)’ye esittir.
Sonug. Yiizey, * = y? + 22 dairesel paraboloidinin tamamudir. Ekseni x eksenidir, tepesi orijindedir ve
x ekseninin pozitif ydniine dogru acilir. u = u, koordinat egrileri = u2 diizlemindeki | u, | yarigaph
cemberler, v = v, koordinat egrileri de  eksenini iceren diizlemlerdeki parabollerdir.
]

Alistirma 15.3 (Koninin Ustiindeki Kiire Parcas1). 2 + 3% + 22 = 4 kiiresinin z = /x2 + 32
konisinin iistiinde kalan parcasi i¢in bir parametrik gosterim bulunuz.

Coziim.
Kosulu acilarla yazmak. Kire izerinde p = 2’dir. Kuresel koordinatlarda z = pcos¢ ve
v/ z? + y? = psin ¢ oldugundan (¢iinkii sin ¢ > 0), koninin iistiinde olma kosulu

z> /1?2 +y? < cos¢ >sing

olur. 0 < ¢ < 7 araliginda sin ¢ > 0 oldugundan bu esitsizlik cos ¢ > 0 gerektirir ve tan ¢ < 1, yani
0 < ¢ < /4 demektir.
Parametreleme. Boylece aranan parca

r(¢,0) =2singcosfi+ 2singsinfj+ 2cosp k

ile verilir ve parametre bolgesi 0 < ¢ < /4, 0 < 0 < 27 dikdértgenidir. Parcanin sinir1 ¢ = /4
cemberidir: z = v/2 yiiksekliginde ve v/2 yaricaplidir.

Baska bir yol. Parca, z = \/4 — 22 — 32 iist yarikiiresinin bir parcasidir. 72 = 22 + y? dersek kosul
V4 —1r2 > r, yani r? < 2 olur. Bu yiizden z ile y’yi parametre alip

r(z,y) =xi+yj++4—22—y2k, z2 +9% <2

de yazabiliriz.
|
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Alistirma 15.4 (Bir Hiperbol Kolunun Déndiiriilmesi). = = 1/y,y > 1 egrisinin y ekseni ¢evresinde
dondiriilmesiyle elde edilen yiizeyin parametrik denklemlerini bulunuz.

Cozim.

Donen nokta. Egri zy-diizlemindedir ve noktalar1 (1/y, y, 0) bicimindedir. Bu nokta y ekseni ¢evre-
sinde donerken y koordinati degismez ve y eksenine uzaklig 1/y kalir. Yani nokta, bu y degerinde y
eksenine dik olan ve zz-diizlemine paralel diizlemde, merkezi (0,y,0) ve yarigap1 1/y olan ¢emberi
cizer.

Parametreler. Donme agisini 6 ile gosterelim ve x ekseninin pozitif yoniinden z ekseninin pozitif
yéniine dogru &lgelim. Onerme 15.1 énermesindeki gibi diisiiniirsek, bu diizlemde z ile z kutupsal
koordinatlar gibi davranir:

cos 6 sin 6
T = ; y=1y, z =
Yy Yy
Parametreler y ile 6, parametre bél;esi y>1,0<60<27dir.
cos? 0 + sin” 6 1
Denetim. 22 + 22 = ———5——— = — olur; her nokta y ekseninden 1 /y uzakliktadir. Yiizey, y

buytidiikce daralarak y eksenine yaklagan bir boru bi¢cimindedir.
|

Alistirma 15.5 (Teget Diizlem ve Parametrelerin Secimi). = = u? + 1,y = v3 + 1, 2 = u + v para-
metrik denklemleriyle verilen yiizeyin (5, 2, 3) noktasindaki teget diizleminin denklemini bulunuz.

Cozim.

Parametreler. u? + 1 = 5 denkleminden u = 42 bulunur. v® 4+ 1 = 2 denkleminin tek gercel ¢oziimii
v = 1’dir. Uciincii denklem u + v = 3, yani u = 2 ister. Nokta (u,v) = (2, 1) degerine kargilik gelir.
Teget vektorler.

r, =2ui+k, r,=3%j+k

oldugundan (2, 1) noktasindar, =4i+kver, =3j+ k olur.
Normal vektor.

k
1|=(0-3)i—(4—0)j+(12—0)k=—3i—4j+12k.
1

=]

I
oS = =
W O~

Denklem. Teget diizlem
—3(x—5)—4(y—2)+12(2—3)=0
olur. A¢ip —1 ile ¢arparsak
3r+4y—1224+13=0

bulunur. Denetim: 15 4+ 8 — 36 + 13 = 0.
| ]

Aligstirma 15.6 (Parametrik Bir Diizlem Parcasinin Alani).
r(u,v) = (u+v,2—3u,1+u—v), 0<u<2 —-1<v<1
ile verilen diizlem parcasmin alanini bulunuz.

Cozim.
Teget vektorler. Bilesenler u ve v'nin birinci dereceden ifadeleri oldugundan teget vektorler sabittir:

r, = <1’ 73’ 1>7 r,= <1a05 71>
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326 Boliim 15. Parametrik Yiizeyler ve Alanlar:

Biiyiitme carpani.
ij k
xr,=|1-3 1
1 0 -1

=B-0i—-(-1-1)j+(0+3)k=3,2,3)

ve |r, Xr, | =v9+4+9 =122 olur. Vektérel carpim sifirdan farkli ve sabit oldugundan r bire
birdir; ytizey bir kez 6rtiilir.

Integral. Integrand sabit oldugundan alan, 1/22 ile D’nin alaninin ¢arpimudir. D, kenarlari 2 olan bir
karedir:

A:// V22dA = /222 -2 = 4V/22 ~ 18,76.
D

Denetim. D kenarlar1 2 olan bir kare oldugundan ytizey, 2r,, ile 2 r,, vektorlerinin gerdigi bir paralel-
kenardir ve alami | 2r, X 2r, | = 41/22°dir.
]

Alistirma 15.7 (Kokii Tam Kareye Doniisen Bir Yiizey). x = wly=uv, z = %vg, 0<u<l1l,0<
v < 2 parametrik denklemleriyle verilen yilizeyin alanini bulunuz.

Coziim.
Teget vektorler.

r, = (2u, v, 0), r, = (0, u, v).
Biyiitme carpani. Bilesenleri tek tek hesaplarsak
r,xr,={w-v—0-u, 0-0—2u-v, 2u-u—uv-0) = (v?, —2uwv, 2u?)

bulunur. Uzunlugun karesi bir tam karedir:

| v, xr, | =0+ 4u?0? + 4ut = (v 4 2u?)?.

Bu yiizden | r, x r, | = v + 2u? olur. Vektérel ¢arpim yalniz D’nin kosesi olan (0,0) noktasinda
sifirdir. w, v > 0 oldugundan v = \/5 ve v = /22 noktadan tek tiirlii bulunur; ytzey bir kez ortiilir.
Integral.
1 g2 1
8 8 4
Az/ / (02+2u2)dvdu=/ <—+4u2)du= —+-=4

o Jo o \3 3 3

|

Alistirma 15.8 (Helikoidin Alani). r(u,v) =wucosvi+usinvj+vk, 0<u <1, 0<v < ile
verilen helikoidin (sarmal rampanin) alanini bulunuz.

Coziim.
Teget vektorler.

r, =cosvi+sinvj, r, =—usinvi+wucosvj+ k.
Biyiitme carpani. Bilesenleri tek tek hesaplarsak
r, X T, =sinvi—cosvj+ (ucos?v+usin?v) k = sinvi—cosvj+uk

ve

|r, x1, | = Vsin2v+cos?v+u2 = /1 +u?

bulunur. z = v koordinat1 v’yi, v/x? + y? = u da «’yu verdiginden yiizey bir kez ortiiliir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 326 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

15.8 Alistirmalar 327

Integral. Integrand v’ye bagh olmadigindan
™ 1 1
A:/ / \/1+u2dudv:7r/ 1+ u?du
o Yo 0
olur. I = [ v/1+ u? du diyelim. Kismi integrasyonla
I=uyv1+u?—
du
—u/Trd -1 [ 2
V1+u?

bulunur; ikinci adimda v? = (14 u?) — 1 yazdik. [ \/37 =In(u+ Vv1+u?) oldugundan, I'y1

u2
/—du
V1+u?

yalniz birakirsak
/\/1+u2du: % [uv1+u2—|—1n(u—|— 14+ u? )]—l—C
elde edilir. 0 ile 1 arasinda degerlendirirsek
1 T
A=m 3 [\/§+ln( 1+\/§)]:5 [\/§+ln( 1+\/§)]m3,606

bulunur.
||

Alistirma 15.9 (Egimleri Siirli Bir Yiizeyin Alani). S yiizeyinin denklemi z = f(z,y), 22 + 3% <
R?dir. f, ile f, siirekli ve her noktada | f, | <1, f, | <1 oldugu biliniyor. A(S) hakkinda ne sdyle-
nebilir?

Cozim.
Integrandi sinirlamak. 0 < f2 < 1ve 0 < f2 <1 oldugundan

1<1+f2+4f2<3,  yani 1<,/1+f2+f2<V3

olur.
Integrali sinirlamak. D, alan1 7R? olan dairedir. Onerme 15.3 formiiliinii ve iki katl integralin
sinirlama dzelligini (bkz. Onerme 2.1) kullanirsak

TR? < A(S) = // V1+ 2+ f2dA < V3nR?
D

bulunur.

Sinirlar iyilestirilemez. f sabitse yiizey diiz bir dairedir ve A(S) = 7R? olur. f(x,y) = = + vy icin
her noktada f, = f, = 1'dir ve A(S) = V3 7R? olur.

|

Alistirma 15.10 (Paraboloidin I¢indeki Kiire Parcas1). z2 + y? + 22 = 4z kiiresinin z = 22 + ¢2
paraboloidinin i¢inde kalan par¢asimin alanini bulunuz.

Cozim.

Parcay belirlemek. Kiire denklemi 22 + y? + (2 — 2)? = 4 bigiminde yazilabilir; merkezi (0, 0, 2),
yarigap1 2°dir ve iizerinde 0 < z < 4’tiir. Paraboloidin ici, canagin ici olan z > 2% + y? bolgesidir. Kiire
iizerinde x2 + y? = 4z — 22 oldugundan kosul

2>42—-2222-32>0&2<0 yada 2>3
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olur. Kiire iizerinde z = 0 yalniz orijinde saglanir; bu tek nokta alana katki vermez. Aranan parca,
kiirenin z > 3 olan kapagidir.
Parametreleme. Kiiresel agilar1 merkeze gore alalim:

r(¢,0) =2singcosfi+ 2singsinfj+ (2 + 2cos ¢) k.

z > 3 kosulu 2 + 2cos ¢ > 3, yani cos ¢ > % demektir. Bu da 0 < ¢ < 7/3 verir. Parametre bolgesi
[0,7/3] x [0, 27| dir.

Biiyiitme carpanu. r, 2 yarigapli ve orijin merkezli kiirenin Ornek 15.4 parametrelemesinin 2 k kadar
otelenmisidir. Oteleme kismi tiirevleri degistirmediginden Ornek 15.10 hesab1 a = 2 ile | r, Xry|=
4 sin ¢ verir.

Integral.

27 pm/3 . /3 1
A 4sm¢d¢d9=27r-4[—cos¢:|0 =8r(1—=) =4n.
0 0 2

Sonug, kiire kapaginin alani i¢in Arsimet’in buldugu 2w Rh formiilityle uyumludur: burada R = 2 ve
kapagin yiiksekligi h = 4 — 3 = 1’dir.
]

Alistirma 15.11 (Torusun Parametrelenmesi). 0 < a < b olsun. zz-diizleminde merkezi (b, 0,0) ve
yarigapl a olan ¢cember z ekseni ¢evresinde dondiiriilerek bir torus elde ediliyor. Cember tizerindeki aciy1
o, donme acisini 6 ile gostererek torusun parametrik denklemlerini bulunuz.

Cozim.
Cember. o acisini ¢emberin merkezinden,  ekseninin pozitif yéniinden z ekseninin pozitif yoniine
dogru 6l¢elim. Cemberin noktalar:

(b+ acosa, 0, asina), 0<a<2r

olur.

Dondiirme. Bu nokta z ekseni ¢evresinde dénerken yiiksekligi asin a ve 2z eksenine uzakligi b +
a cos a degismez; a < b oldugundan bu uzaklik pozitiftir. Nokta bu yiikseklikte, b 4+ a cos a yaricaph
yatay bir cember ¢izer. Dénme agis1 0 ise xy-diizlemindeki kutupsal ac1 gibi davranir:

z = (b+acosa)cosb, y=(b+acosa)sinb, z=asina.

Parametre bolgesi 0 < 0 < 27, 0 < o < 27 karesidir.
Denetim. /22 + y2 = b + a cos a oldugundan

( /x2+y2_b)2+22:a2c032a+a251n2a=a2

olur. Bu, z eksenine uzaklig1 b olan ¢ember cevresindeki a yarigapl: tiipiin, yani torusun denklemidir.
0 sabit koordinat egrileri dondiiriilen cemberin kopyalari, o sabit olanlar da yatay cemberlerdir.
]

Alistirma 15.12 (Torusun Alani). 0 < a < b olsun.
r(f,a) = (b+acosa)cosfi+ (b+acosa)sinfj+ asinak
ile verilen torusun (bkz. Alistirma 15.11) alanini bulunuz; parametre bolgesi 0 < 0 < 27, 0 < a < 27’dir.

Cozim.

Teget vektorler. Kisalik icin w = b + a cos a diyelim; a < b oldugundan w > 0’dur.
ro =—wsinfi+ wcosbj,
r, = —asinacosfi—asinasinfj+ acosak.

[e3%

Bityiitme carpani. Bilesenleri tek tek hesaplayalim:
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i bilegeni = (wcosf)(acosa) —0 = awcosacosb,
j bilegseni = 0 — (—wsin #)(a cos &) = aw cos asin b,

k bileseni = awsin asin? § + awsin o cos? § = awsin a.

Buradan

| vy x r, | = awy/cos? a (cos? § + sin2 ) + sin2 o = aw = a(b + acos @)

bulunur.
Integral.

2m 2m
A= / / a(b+ acosa)dadf
o Jo

2 2
/ [ ab o + a?sin a]g“ do = / 2wabdl = 4m2ab.
0 0

Sonug, déndiirillen ¢gemberin uzunlugu 27a ile merkezinin ¢izdigi ¢emberin uzunlugu 27b’nin carpi-
mudir.
|

Parametrik yiizeyler ve r,, X r, vektori, bundan sonraki béliimlerin temel araci olacak. | r, X r, | alan
6lgmeyi, r,, x r, vektoriiniin kendisi de yiizeyin bir yiiziini se¢meyi saglar. Bir sonraki bliimde, alanini
6lgmeyi 6grendigimiz yiizeyler tizerinde fonksiyonlari ve vektor alanlarini integralleyecegiz: Yiizey Integ-
ralleri.
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16.1

16. Yiizey Integralleri

Egrisel integralde bir fonksiyonu bir egri boyunca, kiigiik yaylarin uzunluklariyla agirliklandirarak top-
ladik; fonksiyon 1 alindiginda integral egrinin uzunlugunu verdi. Bu béliimde ayni diigiinceyi bir boyut
yukari tagiyacagiz: bir f(x, y, z) fonksiyonunu bir S yiizeyi tizerinde, kii¢iik yiizey par¢alarinin alanlariyla
agirliklandirarak toplayacagiz. Ortaya ¢ikan yiizey integrali, f = 1 alindiginda S’nin alanin verecek.
Yiizey integralinin iki tiirti vardir. Birincisi skaler bir fonksiyonun integralidir; ince, egri bir levhanin
kiitlesi ya da kiitle merkezi bu tiirdendir. Ikincisi bir vektdér alaninin yiizeyden gecen akisidir: bir
akigkanin bir zardan birim zamanda ne kadarinin gectigini ya da bir elektrik alaninin kapali bir ytizeyden
net olarak ne kadar “ciktigini1” 6lger. Akidan soz edebilmek igin 6nce yiizeyin iki yliziinden hangisinin
“pozitif” oldugunu, yani bir yonlendirme se¢memiz gerekecek. Son iki béliimiin konusu olan Stokes ve
diverjans teoremleri bu kavramlarin tizerine kurulur.

Parametrik Yiizeyler Uzerinde Yiizey Integrali

Once yiizeyi parametrik olarak verelim ve integrali bir Riemann toplaminin limiti olarak tanimlayalim.
S yiizeyi (bkz. Tanim 15.1)

r(u,v) = z(u,v) i+ y(u,v)j + z(u,v) k, (u,v) € D

vektér denklemiyle verilsin ve f, S’yi iceren bir bolgede tanimli bir fonksiyon olsun. Once D’nin bir
dikdértgen oldugunu varsayalim. D’yi kenarlar1 Au ve Av olan R,;; alt dikddrtgenlerine bolelim (1 <
i <m, 1< j<n)r her R;;'yi yiizey tizerindeki bir S;; yamasina gétiiriir; bu yamanin alanina AS;;
diyelim. Her yamadan bir P noktas1 secip

f} > f(By) ASy

n
i=1 j=1

Riemann toplamini kuralim: her yamada f’nin bir degerini yamanin alaniyla carpip bu ¢arpimlar: toplu-
yoruz.

Tanim 16.1 (Yiizey Integrali). f’nin S yiizeyi iizerindeki yiizey integrali (surface integral)
J[ Hewzas = im >3- sry)as,
s ’ i=1 j=1

limitidir. Limitin var olmasi ve F}; noktalarinin yamalardan nasil secildigine bagli olmamast istenir. D bir
dikdértgen degilse D'yi icine alan bir dikddrtgen bolinir ve toplama yalniz D’nin i¢inde kalan R;;’ler
katilir.
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S
o / V
Au N
u
y
x

Sekil 16.1: r, uv-diizlemindeki D dikdortgenini S yiizeyine gotiriir. D'nin Au x Av boyutlu her R; alt
dikdortgeni, yiizeyde bir S; yamasina kargilik gelir. Riemann toplaminda f, yamadan segilen bir P;*
noktasinda hesaplanir ve yamanin alaniyla carpilir.

Yani yiizeyi ki¢iik yamalara boliiyor, her yamada f’yi sabit sayiyor ve “deger ¢arpi alan” ¢arpimlarini
topluyoruz. Tanim, iki katli integralin (Tanim 1.2) ve yay uzunluguna gore egrisel integralin (Tanim 11.1)
tanimlariyla ayni kaliptadir: orada kiiciik dikdortgenlerin alanlari ya da kii¢iik yaylarmn uzunluklar: vardi,
burada kiiciik ylizey parcalarinin alanlari var. S ince bir levha ve f de levhanin birim alan basina kiitlesi
olsaydi, Riemann toplami levhanin kiitlesine yaklagirdi.

Yiizey Integralinin Hesaplanmasi

Tanimla dogrudan hesap yapmak zordur; integrali parametre bolgesi D tizerinde bir iki kath integrale
cevirmek isteriz. Bunun anahtari yamalarin alanidir.

Parametrik yiizeylerin alanini incelerken gérdiigiimiiz gibi, S;; yamasi kosesindeki teget diizlemde Aur,,
ve Avr, vektorlerinin gerdigi paralelkenara ¢ok yakindir; burada

oz dy. 0z
0 oy . 0z
v T T Tk

ylizeyin teget vektorleridir. Paralelkenarin alani, kenar vektorlerinin vektorel carpiminin uzunlugu oldu-
gundan

AS;y~|r, xr, |[AulAv

olur. Bunu Riemann toplamina yazinca toplam, f(r(u,v))| r, x r, | fonksiyonunun D tizerindeki bir
Riemann toplamina doniigiir. Asagidaki teorem bu sezgiyi kesinlestirir.

Teorem 16.1 (Yiizey Integralinin Hesab1). S yiizeyi r(u,v), (u,v) € D ile verilsin; D bir dikdortgen
ya da I ve Il tip bolgelerin (bkz. Tanim 2.2 ve Tanim 2.3) sonlu bir birlesimi olsun. r’nin bilesenlerinin kismi
tiirevleri D iizerinde siirekli, r,, ver, de D’nin i¢c noktalarinda sifirdan farkli ve birbirine paralel olmayan
vektorler olsun. (u,v), D yi tararken S yalniz bir kez értilsin. f, S iizerinde siirekli ise

//5 f(z,y,7)dS = //D F(e(u, )| 1, x 1, |dA (1)

olur.

ispat.
Kisalik igin

g(uav) = | r, Xr, |7 h(uav) = f(r(u,v))g(u,v)
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diyelim. Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri ve carpimlar siirekli oldugundan g ve h, D iizerinde siireklidir.
f or de kapali ve sinirli D iizerinde siirekli oldugundan, her (u,v) € D icin | f(r(u,v)) | < M olacak
bir M sayisi vardir. R, D’yi icine alan ve boliinen dikdortgen olsun; AA = Au Av yazalim.

Adim 1: Yamanin alani. S;; yamasi, r’nin R,; uizerindeki kisitlanisiyla verilen ve bir kez ortiilen bir
parametrik yiizeydir. Parametrlk yiizeyin alanlnln tanmimina (Tanim 15.5) gére

AS’ijz// g(u,v)dA
R,
olur.

Advm 2: Yamada g’yi sabit saymanin hatasi. F; yamanin bir noktast oldugundan Fj; = r(uj;, v};)
olacak bir (uj;,v;;) € R;; vardw. Bire >0 verzlsm g, kapali ve sitmirli D iizerinde sureklz oldugundan
diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 4). Dolayisiyla alt dikdortgenlerin kosegenleri yeterince kiigiikken, ayni
R, ; deki her (u,v) igin | g(u,v) — g(uj;,v;;) | < € olur. Bu durumda Adim 1'den

| AS’L] _g(u:jav;rj) AA | = ’// (g(U,U) _g(uzja dA ’
R;;
<eAA

bulunur.
Advm 3: Toplamu ikiye ayirmak. D nin icinde kalan R, ; ler iizerinden alinan Riemann toplamin

D FEB) AS; = h(ug,vl) AA
+ D F(B5) (AS;; —gluij,vi) AA)

biciminde yazalim. | f(F7) | < M oldugundan Adim 2’ye gore ikinci toplamin mutlak degeri en ok

> MeAA< MeA(R)

olur. € keyfi oldugundan ikinci toplam, béliiniis inceldikge sifira gider.

Advm 4: Limit. [lk toplam, siirekli h fonksiyonunun drnek noktalari (uj;,vi;) olan bir Riemann topla-
midir. D bir dikdortgense bu toplam, iki katl integralin tanimi geregi (Tanim 1.2) ffD h dA’ya yakinsar.

D, I ve IL tip bolgelerin sonlu bir birlesimiyse, yiizey alani formiiliiniin ispatinin son adiminda gosterildigi
gibi (bkz. Teorem 5.1) D’nin sinirina degen alt dikdortgenlerin toplam alani sifira gider. Bu yiizden yalniz
D’nin igindeki alt dikdortgenler tizerinden alinan toplam da ffD h dA’ya yakinsar.

Boylece Riemann toplamlarinin limiti vardir, F; noktalarinin secimine bagh degildir ve

/Lfds://[)hdAZ//[)f(r(u,v))ru><r1, dA

olur.

Yani (1) formiilu yiizey integralini parametre bolgesi D iizerinde bir iki katli integrale gevirir: d.S yerine
| r, xr, |dAvyazl, f(z,y, z)’de de z, y, z yerine z(u, v), y(u, v), z(u, v) konur. Bunu yay uzunluguna
gore egrisel integralin hesap formiliiyle karsilagtirin:

/fxy, ds—/f 1 |dt.

Orada uzunluk carpani | r’(t) | idi, burada alan ¢arpani | r,, X r,,

//SldS=//D| v xr, [dA = A(S)

= 1 aliirsa
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16.2 Yiizey Integralinin Hesaplanmasi 333

olur; yiizey integrali yiizeyin alanim verir (bkz. Tanim 15.5). Parametreleme bir degigsken degistirmesiyle
bagka bir parametrelemeye ¢evrildiginde ylizey integralinin degeri degismez; bunu aki integraliyle birlikte
ileride gorecegiz (bkz. Onerme 16.1).

Formiilii uygularken her seferinde ayni dort adimu izleriz.

© Yiizey integrali dort adimda

1. Parametrele. S’yir(u,v), (u,v) € D bigiminde yaz ve D’yi acikca belirle.

w Lo i » |'y1 sadelestir.

3. Integrand1 yaz. f(:c y,z)de z, y, z yerine r(u,v)’nin bilegenlerini koy ve sonucu | r, X r,
ile garp.

4. Tki katli integrali hesapla. D iizerinde ardigik integral kur ve hesapla.

Once alan ¢arpaninin sabit oldugu bir 1sinma érnegiyle baglayalim.

Ornek 16.1 (Bir Paralelkenar Uzerinde Yiizey integrali). S,r=u+v,y=u—v,z2=14+2u+
v,0 <u < 2,0 <wv <1 parametrik denklemleriyle verilen paralelkenar olsun. f f S(:J: + y + z) dS integ-
ralini hesaplayiniz.

Cozim.
Parametreleme. Yiizeyin vektor denklemi

r(u,v) = (u+v)i+(u—v)j+(1+2u+v)k

ve parametre bolgesi D = [0, 2] x [0, 1]’dir.
Alan carpani.r, =i+ j+2kver, =1i—j+ k oldugundan

ij k
r,xr,=|1 1 2|=3i+j—2k
1-11

ve|r, xr, | =+v9+1+4 =14 bulunur. S bir diizlem pargasi oldugundan alan carpani sabittir.
Integrand. Yiizey iizerinde

z+y+z=@u+v)+@wu—v)+(1+2u+v)=4u+v+1

olur.
Integral. (1) formiiliinden

//S(m—i-y—i-z

1 g2
/ (du+ v+ 1)dudv
0

[ 2u? 4+ (v+1) u]gjg dv

Vi
Vi
Vi

(10 + 2v)dv = 11V14 ~ 41,16

é\o\o\

bulunur.
| ]

Kiirenin parametrelemesinde alan carpani artik sabit degildir.

Ornek 16.2 (Birim Kiire Uzerinde Bir Integral). S, 22 + y? 4+ 22 = 1 birim kiiresi olmak iizere
Il x? dS integralini hesaplayimniz.

Cozim.
Parametreleme. Kiiresel koordinatlarda (bkz. Tanim 8.1) p = 1 alarak

r(¢,0) =singcosfi+ singsinbj+ cos gk, 0<p<m0<0< 2
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parametrelemesini kullaniriz; D = [0, 7] x [0, 27]’dir.
Alan carpani. Kiirenin alanini hesaplarken buldugumuz gibi (Parametrik Yuzeyler ve Alanlar), a =
1 igin

ry X 1y =sin® ¢ cos 0 i+ sin® $sin 6 j + sin ¢ cos pk

ve 0 < ¢ < 7igin sin ¢ > 0 oldugundan

|ty X1y | = \/sin ¢ + sin? ¢ cos? ¢ = \/sin? ¢ = sin ¢

olur.

Integrand. Kiire iizerinde 22 = sin? ¢ cos? 6 olur.

Integral. Integrand bir § fonksiyonu ile bir ¢ fonksiyonunun carpimi oldugundan ardisik integral iki
tek katli integralin carpimina ayrilir:

2 T
// z2dS = / / sin? ¢ cos? 6 - sin ¢pd¢ df
s o Jo

2m T
= / cos? Odf / sin® ¢d .
0 0

cos?f = %(1 + cos 20) ve sin® ¢ = sin ¢ — sin ¢ cos? ¢ 6zdeslikleriyle
o 2 1 1 : 2w
; cos 9d9=5[9+§sm29]0 =,

4 1 2 2 4

3
Denetim. Kiire ii¢ eksene gore de ayni bicimde durdugundan z2, y? ve 2% nin kiire iizerindeki integ-

ralleri esittir. Kiire iizerinde x2 + y? + 22 = 1 oldugundan bu ii¢ integralin toplam1

//(x2+y2—|—z2)dS://1dS:47r,
s s

yani kiirenin alanidir. Her biri bunun tgte biri, yani 4?’T’tiir.

bulunur. Béylece [f 2?dS =m-3 =" olur

Yiizey integralleri, simdiye kadar gérdiigiimiiz integrallerle ayni tiirden uygulamalara sahiptir. Ince bir
aliminyum folyo gibi, kalinlig1 ihmal edilebilen ve bir yiizey bi¢ciminde olan levhalar1 diistinelim.

Tanim 16.2 (Ince Levhanin Kiitlesi ve Kiitle Merkezi). Ince bir levha bir S yiizeyi biciminde olsun
ve (z,y, z) noktasindaki yogunlugu (birim alan bagina kiitlesi) p(z, y, z) olsun. Levhanin kiitlesi

m= ﬂ P(l',y,z) dSa
s
kiitle merkezi ise koordinatlar1

1 1 1
i:—//:cpdS, Q:—//ypdS, 2:—//zpd5’
mJJg mJ/s mJ)g

olan (Z,y, z) noktasidir.

Yani levhanin kiitlesi yogunlugun yiizey integralidir; kiitle merkezi de koordinatlarin yogunlukla agirlik-
landirilmig ortalamasidir. Bunlar diizlemsel levhalar i¢in verdigimiz tanimlarin (Tanim 4.4) egri yuzeylere
tasinmig halidir. Eylemsizlik momentleri de ayni bicimde tanimlanir (bkz. Tanim 4.5); 6rnegin levhanin z
eksenine gore eylemsizlik momenti I, = || fs (2% + y?) pdSdir.
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Fonksiyon Grafikleri Uzerinde Yiizey Integrali

Pek ¢ok yiizey bir fonksiyonun grafigidir; bu durumda parametreleme kendiliginden gelir ve (1) formili
daha kullanigh bir bi¢cim alir.
z = g(z,y) denklemli bir S yiizeyi, x ile y parametre secilerek

r(z,y) =zi+yj+g(z,yk, (z,y)€D

biciminde parametrelenir; D, S’nin zy-diizlemine izdiisimiidiir. Bu durumda r, =i+g,k r, =j+
g, kve

k
g

-
X
=
Il
O = o
= O .

<

olur; burada g, = 9g/0x ve g, = 0g/0dy’dir.

Sonug¢ 16.1 (Grafik Uzerinde Yiizey Integrali). S, z = g(x,vy), (z,y) € D grafigi olsun; D bir
dikdérigen ya da I ve IL tip bélgelerin sonlu bir birlesimi, g,, ile g, de D iizerinde siirekli olsun. f, S iizerinde
suirekli ise

//S f(z,9,2)dS = //D F(@,9, 9(2,1)) /o 92 T 1dA 3)

olur.

ispat.

(2) deki vektorin k bileseni 1 oldugundanr,, x r, hicbir yerde sifir olmaz; yanir, iler, sifirdan farkhdir
ve paralel degildir. Bilesenleri 1,0, g,, g, oldugundan siireklidirler. Farkli (z,y) noktalar: grafigin farkl
noktalarina gittiginden S bir kez ortilir. Ayrica

|r, Xr, |=4/92+9g2+1

ve yiizey iizerinde f(r(z,y)) = f(z,y, 9(x, y)) dir. Bunlar yiizey integralinin hesap formiiliinde (Teorem
16.1) yerine yazinca (3) ¢ikar.
|

Yani grafik iizerinde dS yerine /g2 + g2 + 1 d A yazilir, z yerine de g(z, y) konur. Bu alan ¢arpani, yiizey
alani formiliindekiyle (Teorem 5.1) aynidur.

Yiizeyi bagka bir koordinat diizlemine izdiistirmek daha uygunsa degiskenlerin rollerini degistiririz.
Ornegin S, y = h(z, z) denklemiyle verilmigse ve D onun zz-diizlemine izdiisiimiiyse

//Sf(x,y,z)dSz//];f(x7h(x,z)7z)\/mdA

olur. z = k(y, 2) bicimindeki bir yiizeyde de integral, yiizeyin yz-diizlemine izdiigiimii {izerinde
k2 + k2 + 1 carpaniyla alir.

Ornek 16.3 (Bir Grafik Uzerinde Yiizey integrali). S, z=24+1%,0<2<1,0<y<?2 ylzeyi
olmak tizere [[ydS integralini hesaplaymiz.

Coziim.
Alan carpani. g(z,y) = ¢ + y? icing, = 1 ve g, = 2y oldugundan

VE+R+I=V1+42+1=vV2/1+2)

bulunur.
Integral. D = [0, 1] x [0, 2] {izerinde (3) formiiliinden
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1 2 1 2
//de:/ / y\/§\/1+2y2dydw=\/§/ dx/ yv/1 4 2y2dy
S 0 0

0 0

olur. Tkinci integralde w = 1 + 2y? dersek dw = 4y dy olur; y = 0 iken w = 1, y = 2 iken w = 9’dur:
2 9
1 1 2 1 13
/ y\/1+2y2dy:—/ wl/dez—-—[w3/2]?:—(27—1):—.
0 4/, 4 3 6 3

flk integral 1 oldugundan

132
//de:—\/_m&lS
; 3

bulunur.
| ]

Bir kiipiin yiizeyi alt1 kareden, bir konserve kutusunun yiizeyi de bir silindir pargasiyla iki daireden olugur.
Bu pargalarin her biri diizgiindiir, ama birlestikleri kenarlarda yiizey kirilir. Béyle yiizeylerde integrali
parca parca aliriz.

Tanim 16.3 (Parcali Diizgiin Yiizey). Yalmz sinir egrileri boyunca kesisen sonlu sayida S, .S,, ..., S,
diizgiin ylizeyinin birlesimi olan bir S yiizeyine parcal1 diizgiin (piecewise-smooth) yiizey denir. Boyle
bir yiizey uizerinde yiizey integrali

//5de=//51de+//32de+...+//$”de

olarak tanimlanir.

Yani parcali diizgiin bir ylizeyde integrali her diizgiin parcada ayri ayri hesaplayip sonuglar: toplariz.
Burada diizgiin yiizey, r,, ile r,’nin siirekli ve r,, X r,’nin hig sifir olmadig bir parametrelemesi bulunan
yuzeydir (Parametrik Yuizeyler ve Alanlari). Parcalar yalniz egriler boyunca kesistiginden ve bir egrinin
alani sifir oldugundan, ortak kenarlar toplama iki kez girse de sonucu degistirmez.

Ornek 16.4 (U¢ Pargal1 Bir Yiizey). S bir cismin yiizeyi olsun: yan yiizii #2 + y? = 1 silindirinin bir
pargasi olan Sy, tabani z = 0 diizlemindeki z2 + y? < 1 dairesi S,, tavanida z = 1 + z diizleminin S, nin
tistiindeki parcast Sy tiir. | fs 2 dS integralini hesaplaymiz.
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S;:z=1+x

Sekil 16.2: Syiizeyi ti¢ par¢adan olusur: x* + y* = 1 silindirinin yan yiizii S, z = 0 dizlemindeki birim daire
S, ve z =1 + x dlizleminin bu dairenin istiindeki parcas: S;. Tavan, x = 1'de 2 yiiksekligine ¢ikar ve (-1, 0,

0) noktasinda tabana deger.

Cozim.
Integrali {ic parcada ayr1 ayr1 hesaplayip toplayacagiz.
Yan yiiz S;. Silindiri 6 ve z parametreleriyle

r(6,z) =cosfi+sinfj+ zk
biciminde yazariz. S; tabandan tavana kadar uzandigindan parametre bolgesi
D, ={(6,2):0<0<2m,0<2<1+cosb}

olur; tavanin ytksekligi 1 + = 1 4 cos 6’dir. Buradan

i i k
rg Xr, =|—sinf cosf 0| =cosfi+sindj
0 0 1

ve | rg xr, | = Vcos? 0 + sin? § = 1 bulunur. Dolayisiyla

27 pl+cost 27 1
// zdS :/ / zdz df =/ —(1+ cos6)2df
5, o Jo o 2

1 [ 1
:—/ [1+2cos€+—(1+cos20)]d9
2/, 2
1.3 1 3
olur.
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Taban S,. S, iizerinde z = 0 oldugundan
// zdS = // 0dS =0
S, S,
olur.

Tavan Sj. S5, birim daire D’nin iistiinde, z = g(z,y) = 1 + z grafigidir. g, = 1 ve g, = 0 oldugundan
alan carpani /I + 0+ 1 = v/2'dir. (3) formiiliinii uygulayip kutupsal koordinatlara gecersek (bkz.

Teorem 3.1)
27 1
// zdS://(1+x)\/§dA:\/§/ /(1+rcos€)rdrd9
Sy D 0 0
™11 6 sind
=2 4= =V2| = 2m = /2
\/"/0 <2+3c059>d6 \/'[2+ 3]0 V27
bulunur.

Toplam. Parcali diizgiin yiizeyin tanimina (Tanim 16.3) gore
3T 3
zdS:7+O+\/§7r:(§+\/§)7r%9,16
s

olur.

Yonlendirilmis Yizeyler

Vektor alanlarinin yiizey integralini tanimlamadan o6nce, akis1 yiizeyin hangi yiiziinden hangi ytiziine
dogru 6l¢tiigiimiizii belirlememiz gerekir. Bunun i¢in yiizeyin iki yiizii olmali ve bunlardan birini segebil-
meliyiz.

Her yiizeyin iki ytzii yoktur. Uzun, dikdortgen bicimli bir kagit serit alip yarim tur biikelim ve kisa kenar-
larini birbirine yapistiralim. Elde edilen yiizeye Mobius seridi denir; adim1 Alman matematik¢i August
Mobius’tan (1790-1868) alir. Seridin bir P noktasindan yola ¢ikan bir karinca, higbir kenar1 asmadan seridi
bir kez dolaginca P’nin “arka yiiziine” varir; yiirimeye devam ederse yine hicbir kenar1 asmadan P’ye
geri doner. Mobius seridinin tek bir ytizii vardar.

Bunu formiille de gorebiliriz. Mobius seridi, 0 < u < 27 ve —1 < w < 1 igin

_ 1+w u
x—( 2c052)cosu,
1+w Uy .
= — cos — )sinu
y( > 2) :
w . U
z = —sin—
2 2

parametrik denklemleriyle verilir. w = 0 alininca xy-diizlemindeki birim ¢cember, yani seridin orta ¢izgisi
elde edilir; u, 0’dan 27’ye giderken seridin kesiti yarim tur doner. Orta ¢cember tizerinde (w = 0) teget
vektorler

nuit . I u .+1 u .+1 O
r, = —sinui r, = = COS — i+ = cos—sin —sin —
u sinui+ cosuj, w= 5085 cosuit scosgsinuj+osing
olur ve vektorel carpimlari
o 1 . u ,+1 Lou . L1 uk
r, Xxr, = —sin— i+ —sin—sinuj— =cos—
u X Ty = 5 singcosuiosingsinuj—gcosg

bulunur. Bu vektériin uzunlugu her v igin 3’dir; 2(r,, x r,,) birim vektoriine N(u) diyelim. u = 0 ve u =
2m ayn1 P = (1,0, 0) noktasim verir, ama

N(0) = -k, N(2r) =k
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olur.

Simdi seridin her noktasinda, serit boyunca siirekli degisen bir n birim normali secilebildigini varsayalim.
Orta ¢emberin her noktasinda yalniz iki birim normal vardir: N(u) ve —N(u). Bu yizden e(u) =n -
N(u) sayist yalniz 1 ya da —1 olabilir. € siirekli bir fonksiyon oldugundan ve [0, 27] araliginda yalniz bu
iki degeri alabildiginden, Ara Deger Teoremi’'ne (bkz. Analiz 1) gore sabittir. Oysa v = 0 ve u = 27 ayn1
P noktasina kargilik gelir; orada n tek bir vektordiir ve

e2nr)=n-k=—n-(-k)=—¢(0)

olur. Bu celiski, Mobius seridinde siirekli bir birim normal secilemeyecegini gésterir.

Sekil 16.3: Mobius seridi. P noktasinda secilen n normali orta ¢ember (kesikli) boyunca siirekli olarak
tasinirsa, bir tur sonra ayni Pnoktasina —n olarak doéner. Bu yiizden seridin her noktasinda siirekli degisen
bir birim normal secilemez.

Bundan sonra yalmz iki yiizlii yizeylerle ¢alisacagiz. S’nin (sinir noktalar: diginda) her (z,y, z) nokta-
sinda bir teget diizlemi olsun. Bu noktada iki birim normal vektdr vardir: n; ve n, = —n;.

Tanim 16.4 (Yonlendirilmis Yiizey). S’nin her noktasinda, S izerinde siirekli degisecek bi¢imde bir n
birim normal vektorii segilebiliyorsa S’ye yonlendirilebilir (orientable) yiizey denir. Boyle siirekli bir n
secimine S’nin bir yonlendirmesi (orientation), yénlendirmesi se¢ilmis bir yiizeye de yonlendirilmis
yuzey (oriented surface) denir.

Uzayda sinirh bir E cisminin sinir1 olan yiizeye kapal yiizey denir. Kapali bir yiizeyde normallerin £’nin
disina baktig1 yonlendirmeye pozitif yonlendirme, icine baktig1 yonlendirmeye negatif yonlendirme
denir.
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normal n normal -n

Sekil 16.4: Yonlendirilebilir bir ylizeyin iki yonlendirmesi. Solda her noktada n, sagda —n se¢ilmistir; iki
secimde de normal yiizey boyunca siirekli degisir. Bu ytizey bir fonksiyon grafigi oldugundan soldaki
yukari, sagdaki asag1 yonlendirmedir.

>

Yani bir yonlendirme, yiizeyin iki yiiziinden birini “pozitif yiiz” ilan etmektir: n her noktada o yiizden
disar1 bakar. Tek parcali, yonlendirilebilir bir yiizeyin tam iki yonlendirmesi vardir: n ve —n. Bunu Mébius
seridindeki akil yiiriitme gosterir: iki siirekli birim normal alani yiizeyin bir noktasinda ayniysa her yerde
aynidir. Kapali yiizeylerde, aksi séylenmedikge, pozitif (digsa dogru) yonlendirmeyi kullanacagiz.

Bir fonksiyonun grafigi olan yiizeyin dogal bir yonlendirmesi vardir. z = g(z, y) grafiginde (2) esitligin-
deki vektori birim vektor yapinca

—g,i—g,i+k
n— Jel ITE (4)

1+ 92+ g2

bulunur. Bu normalin k bileseni pozitif oldugundan normal her noktada yukar: bakar; bu yonlendirmeye
yukar1 yonlendirme, —n’ye de asag1 yonlendirme denir.

Parametrik bir ylizeyde de parametreleme bir yénlendirme verir. Diizgiin ve y6nlendirilebilir bir S ytizeyi
r(u,v) ile verilmigse

n r, Xr,

(5)

birim normali siirekli degisir ve S’yi yonlendirir. Kars1 yonlendirme —n’dir ve 6rnegin parametrelerin
siras1 degistirilerek elde edilir, ¢cinkdir, x r,, = —r,, X r,’dir.

Ornek 16.5 (Kiirenin Parametrelemesinin Verdigi Yonlendirme). a > 0 olmak iizere 2% + y2 +
2

2% = a? kiiresinin
r(¢,0) =asingcosfi—+ asinpsinfj+ acosdk, 0<op<m0<0<2r

parametrelemesinin verdigi yonlendirmeyi bulunuz.

Coziim.
Kirenin alanini hesaplarken (Parametrik Yiizeyler ve Alanlarr)

r, XTg= a’sin® ¢pcosfi+ a?sin? ¢sinfj+ a’sinpcospk
= asin ¢r(¢, 9)

ve|r, Xy |= a? sin ¢ bulmustuk. Kutuplar disinda (0 < ¢ < 7) sin ¢ > 0 oldugundan (5)‘ten
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n= —asmz(jn.r((j), f) _1 r(¢,0) =singcosfi+singsindj+ cosgpk
a?sin ¢ a
elde edilir. n, noktanin konum vektériiyle ayni yéndedir, yani kiireden digar1 bakar. Kutuplarda dar/a
ile tanimlaninca normal kiire tizerinde siirekli olur. Dolayisiyla bu parametreleme kiireye pozitif (disa
dogru) ydnlendirmeyi verir. Parametrelerin sirasini degistirseydik, ry X r, = —ry X ry oldugundan
negatif (ice dogru) yonlendirmeyi elde ederdik.
]

Kiirenin bu iki yonlendirmesi asagida goriilityor.

pozitif: disa dogru negatif: ice dogru

z z

Sekil 16.5: Kapali bir yiizey olan kiirenin iki yonlendirmesi. Solda normaller kiirenin i¢indeki bélgeden
disa dogru bakar (pozitif yonlendirme), sagda ice dogru bakar (negatif yénlendirme).

Vektor Alanlarmin Yiizey Integrali: Ak:

Simdi yénlendirilmis bir yiizeyden gecen akist 6lcelim. Ornek olarak yiizeyden gecen bir akigkani diisii-
necegiz.

S, birim normali n olan yonlendirilmis bir yiizey olsun; yogunlugu p(z,y, z) ve hiz alan1 v(z, y, z) olan
bir akigkan S’nin i¢cinden gecsin. S’yi akis1 hi¢ engellemeyen hayali bir yiizey olarak, 6rnegin bir dereye
gerilmis bir balik ag1 gibi diisiinelim. S’den n yoniinde birim zamanda gecen akigkan kiitlesini bulmak
istiyoruz.

Once kiiciik ve diiz bir yamaya bakalim. Alan1 AS olan diiz bir yamadan kisa bir At siiresinde gecen
akigkan parcaciklarinin her biri bu siirede v At kadar yer degistirir. Dolayisiyla bu siirede yamadan gegen
akigkan, tabani yama ve yan kenarlar1 v At olan egik bir prizmayi1 doldurur. Prizmanin yiiksekligi, v At
vektoriiniin n dogrultusundaki bilegeni olan (v - n) A¢’dir. Hacmi taban alam ¢arp: yiikseklik, yani (v -
n) AS At, kiitlesi de p (v - n) AS At olur. Bunu At’ye béliince yamadan birim zamanda gecen kiitle
bulunur:

(pv-n)AS.
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Sekil 16.6: Alani AS olan kii¢iik, diiz bir yamadan At stirede gegen akigkan, tabani bu yama ve yan kenarlari
v At olan egik bir prizmay1 doldurur. Prizmanin yiiksekligi v A#nin n dogrultusundaki bilegeni (v - n) At
hacmi (v - n) AS A¢dir.

v - n < 0 ise akiskan yamadan —n yéniinde gecer ve bu say1 negatif ¢cikar.

Egri bir S yiizeyini S;; yamalaria bolersek her yama neredeyse diizdir; p, v ve n de yama tizerinde
neredeyse sabittir. Bu yiizden S;;’den n yoniinde birim zamanda gegen kiitle yaklasik olarak (pv -
n) AS;;’dir; burada p, v ve n yamanin bir noktasinda hesaplanir. Bunlari toplayip limit alinca, yiizey
integralinin tanimina (Tanim 16.1) gére p v - n fonksiyonunun S tizerindeki yiizey integrali elde edilir:

//Spv'ndS: //Sp(x,y,z) v(z,y, 2) -n(z,y, z)dS.

Bu integral akigkanin S’den gecis hizidir (birim zamanda gecen kiitle). F = p v yazarsak integral f fS F.

n dS bigimini alir. Bu bigimdeki integraller fizikte, F bir p v carpimi olmadiginda da sik sik kargimiza
cikar.

Tanim 16.5 (Aki Integrali). F, birim normali n olan yénlendirilmis bir S yiizeyi tizerinde tanimli
stirekli bir vektér alani olsun (bkz. Tanim 10.1). F'nin S tizerindeki yiizey integrali

//SF-dS://SF-ndS

olarak tanimlanir. Bu integrale F’nin S’den gegen akasi (flux) da denir.
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Yani bir vektor alaninin yiizey integrali, alanin normal bileseni olan F - n skaler fonksiyonunun yiizey
integralidir. Yiizeye teget olan bilesen akiya katki vermez; yalmz yiizeyi “delip gecen” bilesen sayilir.
Akinin igareti yonlendirmeye baglidir: n yerine —n segilirse akinin isareti degisir.

Yiizey parametrik olarak verildiginde birim normal ile alan ¢arpani birbirini gotiiriir ve hesap kolaylagir.

Teorem 16.2 (Akinin Parametrik Hesab1). S, yiizey integralinin hesap formiiliindeki (Teorem 16.1)
kosullar: saglayan bir r(u,v), (u,v) € D parametrelemesiyle verilsin ve r,, X r, 'nin verdigi (5) yonlendir-
mesiyle yonlendirilmis olsun. Siirekli bir ¥ vektor alani igin

//SF -dS = //DF(r(u,v)) (r, x1,)dA (6)

olur. S karsi yonde yonlendirilmisse sag taraf —1 ile carpilir.

Ispat.

Akinin tanimina gore ffSF -dS, f =F -n fonksiyonunun yiizey integralidir; bunu (1) formiiliiyle
(Teorem 16.1) hesaplayacagiz. Yalnizr,, X r,, D’nin bazi sinir noktalarinda sifir olabilir; kiirenin kutup-
larinda ve koninin tepesinde béyledir. Orada (5) tanimsizdir ve f, S iizerinde siirekli olmayabilir: koninin
tepesine farkly dogrultulardan yaklasinca (5)‘teki normal farkli vektorlere gider. Ama (1) formiiliiniin
ispatinda f’nin yalmiz iki ozelligi kullanildi: f’nin S iizerinde sinirli olmasi ve h = (for)| r, xr, |
fonksiyonunun D iizerinde siirekli olmast. Ikisinin de saglandigini gésterelim.

Sinurlilik. F o v, kapali ve sinirly D iizerinde siirekli oldugundan her (u,v) € D i¢in| F(r(u,v)) | < M
olacak bir M sayist vardir. n birim vektér oldugundan S iizerinde | f | < | F | < M olur.

Siireklilik. r,, x r,, # O olan noktalarda n, (5) ile verilir; dolayisiyla

r, Xr,
h(u,v) = |F(r(u,v)) - Tr, T, | [ Xy |
= F(r(U"U)) ’ (ru X rv)
olur. r,, X r,, = 0 olan noktalarda ise | r, X v, | = 0 oldugundan iki taraf da sifirdir; n’nin oradaki

degeri sonucu etkilemez. Demek ki D’nin her noktasinda h(u,v) = F(r(u,v)) - (v, x r,) dir. Sag taraf
siirekli fonksiyonlarin bileskeleri, carpimlari ve toplamlarindan olustugu icin h, D tizerinde siireklidir.
Sonug. Boylece (1) formilii f = F - n icin de gegerlidir ve

//SF-dS=//SF~ndS=//thA

_ //DF(r(u,v)) (r, x r,)dA

bulunur. Karsi yonlendirmede n yerine —n geldiginden integrandin, dolayisiyla integralin isareti degisir.
]

Yani (6) formiiliinde n dS yerine dogrudan (r,, X r,) dA yazilir. Bunu vektor alanlarinin egrisel integralini
hesapladigimiz

/CF Cdr = /b F(e(t)) - v/ (t)dt

a

formiiliiyle karsilagtirin (bkz. Tanim 11.6): orada dr = r’(t) dt idi, burada dS = (r, x r,) dA’dir.
Hem (1) hem de (6) formiili bir parametreleme kullaniyor. Ayni yiizeyi bagka bir parametrelemeyle
yazsaydik sonu¢ degisir miydi? Asagidaki 6nerme, parametreleme bir degisken degistirmesiyle degistiril-
diginde ylizey integralinin aym kaldigini, akinin ise yalniz yonlendirmeye bagli oldugunu soyler.
Onerme 16.1 (Parametrelemeden Bagimsizlik). r(u,v), (u,v) € D, S nin, yiizey integralinin hesap

formilindeki (Teorem 16.1) kosullar: saglayan bir parametrelemesi olsun. T'(s, t) = (u(s,t),v(s,t)) donii-
siimii bir D bolgesini D’nin iizerine birebir gotiirsiin, kismi tirevleri siirekli ve Jacobi determinanti J =

(?;(u’:)) hig sifir olmasin. ¥(s, t) = r(u(s, t),v(s, ), (s, t) € D olsun. Bu durumda:
S,

(i) Siirekli her f icin (1) formiiliir ile ve T ile ayni degeri verir.
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344 Béliim 16. Yiizey Integralleri

(ii) D iizerinde J > 0 ise ¥ ile v ayni yonlendirmeyi verir ve (6) formiilii iki parametrelemede ayni akiy:
verir. J < 0 ise yonlendirmeler zittir ve akilar birbirinin ters isaretlisidir.

ispat.

Normal vektérler. Zincir kuralina gore (bkz. Analiz )¢, = u,r, +v,r, vet, = u,r, + v, 1, ’dir;r,,
ver,, T(s,t) noktasinda hesaplanir. Vektérel carpim her iki carpanina gére dogrusaldir;r,, X r,, = r, X
r,=0ver, xr, =—r, xr, oldugundan

X Iy = Ul (ru X rv) + VsUy (rv X ru)

= (usvt - utvs) (ru X rv) = J(ru X I‘v)

bulunur. J > 0 ise iki normal ayni yone, J < O ise zit yonlere bakar; bu, (ii) deki yonlendirme iddiasidir.
(i). | ¥, xt, |=|J || r, xr, | oldugundan, iki katl integralde degisken degistirme formiiliiyle (Te-

orem 9.1)
Jsewcaia= [ [so01exn, o | st

://Df(r(u, )| 1, x 1, [dudv

olur.
(ii). Ayni bicimde

F(0) (7, x B) = J[F() - (0, %1

olur. J > 0 ise J = | J | olur ve defisken degistirme formiilii, (i) deki gibi, iki akinin esit oldugunu verir.
J < 0iseJ =— | J | olur ve ayni hesap akilarin ters isaretli oldugunu verir.
|

Yani r’den, Jacobi determinant sifir olmayan birebir bir T" ile ¥ = r o T  biciminde elde edilen her paramet-
releme ayni ylizey integralini verir; ayni yénlendirmeyi veriyorsa ayni akiy: da verir. Aslinda ytizeyi bir
kez Orten iki diizgiin parametreleme, dikis yerleri ve kutuplar gibi sifir alanl kiimeler disarida birakilinca
hep béyle bir T = r~! o ¥ ile birbirine baglanir. Bu T nin siirekli tiirevlenebilir oldugu ters fonksiyon
teoreminden cikar (bkz. Analiz 4); disarida birakilan sifir alanl kiimelerin integrali degistirmedigini tam
olarak gostermek ise ileri analiz gerektirir. Bu yiizden hesaplarda yiizeyi bir kez 6rten herhangi bir diizgiin
parametrelemeyi kullaniriz. Akida ise yalniz bir seye dikkat etmeliyiz: parametrelemenin verdigir, X r,
normali istenen yonlendirmeyle ayn1 yone bakmalidir; bakmiyorsa sonucu —1 ile ¢arpariz.

O Aki integrali dort adimda

1. Parametrele. S’yi r(u,v), (u,v) € D bi¢iminde yaz.

2. Normali bul ve yoniinii denetle. r,, x r,’yi hesapla. Bir noktada istenen yénlendirmeyle (yu-
kari, diga dogru, ...) ayn1 yone bakip bakmadigini kontrol et; bakmiyorsa sonucu —1 ile ¢carpmay1
not et.

3. I¢ carpimi hesapla. F'de z, y, 2 yerine r(u, v) nin bilesenlerini koy ve F(r(u,v)) - (r, x r,)’yi
bul.

4. Integrali hesapla. Bu fonksiyonun D iizerindeki iki katl integralini al.

Ornek 16.6 (Birim Kiireden Gecen Ak1). F(z,y,2) = zi+ yj + x k vektor alanmin z2 + 32 + 22 =
1 birim kiiresinden gecen akisini (disa dogru yonlendirmeyle) bulunuz.

Coziim.
Parametreleme ve normal. Birim kiire iizerindeki integralde (Ornek 16.2) kullandigimiz

r(¢,0) =singcosfi+singsinbj+ cosdk, 0<op<m0<0<2m

parametrelemesini kullanalim. Kiirenin yénlendirmesini incelerken (Ornek 16.5) gordiigiimiiz gibi
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ry X 1y =sin® ¢ cos 0 i+ sin® ¢sin 6 j + sin p cos pk

Yekt('irii disa dogru bakar; yani istenen y6nlendirme budur.
I¢ carpim. Kiire tizerinde « = sin ¢ cos 0, y = sin ¢ sin 0, z = cos ¢ oldugundan
F(r(¢,0)) =cos¢i+singsinfj+ singcosfk
ve
F(r) - (r, x ry) = cos ¢sin® ¢ cos 6 + sin® ¢ sin” f + sin® ¢ cos ¢ cos §
= 25sin? ¢ cos ¢ cos @ + sin® ¢ sin? §

bulunur.
Integral. (6) formiiliinden

27 g
//F-dS:/ / ( 2sin® ¢ cos ¢ cos O + sin® ¢ sin® 0 )d¢ df
s o Yo
T 2m ™ 2m
= 2/ sin? ¢ cos qﬁdd)/ cos 6d6 + / sin3 ¢d¢>/ sin? 0d@
0 0 0 0

olur. [ T cos0df = 0 oldugundan ilk terim sifirdir. ikinci terimde fow sin® ¢ dg = 3 (Ornek 16.2) ve
fo% sin? # df = 7 oldugundan

; 3 3
bulunur.

Yorum. F, yogunlugu 1 olan bir akigkanin hiz alaniysa, birim zamanda kiirenin icinden digina net
olarak %’r birim kiitle akar.
|

Yiizey bir fonksiyonun grafigi oldugunda (6) formild, (2) esitligi sayesinde yalmiz F’nin bilegenleriyle
yazilabilir.

Sonug 16.2 (Bir Grafikten Gecen Ak1). S, z = g(z,y), (z,y) € D grafigi olsun; D ve g, grafik iizerin-
deki yiizey integralinde (Sonug 16.1) istenen kosullari saglasin ve S yukar: yonlendirilmis olsun. F = Pi+
Q j + Rk siirekli bir vektor alani ise

//SF-dS://D(—Pg—i— g—Z—l—R)dA (7)

olur; burada P, Q, R (z,y, g(x,y)) noktasinda hesaplanir. S asag1 yonlendirilmisse sag taraf —1 ile carpilwr.

ispat.
r(z,y) = zi+yj+ g(z,y) k parametrelemesi icin (2)’ye gorer, X r, = —g, i — g, j + k'dir. Bu vek-
toriin k bileseni pozitif oldugundan parametrelemenin verdigi yonlendirme yukari yonlendirmedir. Ayrica

F-(r,xr)=(Pi+Qj+Rk) (-g,i—g,j+k)=—-Pg,—Qg,+ R

olur. Bunu (6) formiiliinde (Teorem 16.2) yerine yazinca (7) ¢ikar; asagi yonlendirme igin ayni teoremin
son ciimlesi uygulanir.
|

y = h(zx, z) yadaz = k(y, z) bicimindeki yiizeyler i¢cin de benzer formiiller kurulur (bkz. Alistirma 16.10).

Ornek 16.7 (Kapali Bir Yiizeyden Gecen Ak1). F(z,y,2) =yi+zj+ zkolsun. S,z =1 — 22 — ¢?
paraboloidi ile z = 0 diizleminin smirladif1 E cisminin smir1 olmak iizere || fs F - dS integralini hesapla-
yiniz.
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346 Béliim 16. Yiizey Integralleri

Sekil 16.7: E cisminin sinir1 iki parcadir: z=1 - x* - y” paraboloidinin z > 0 kism1 S, ve z = 0 diizlemindeki
birim daire S,. Disa dogru yonlendirmede S;'in normalleri yukari, S;'ninkiler asag: bakar.

Cozim.

S kapal1 bir yiizey oldugundan pozitif (disa dogru) yonlendirmeyi kullaniriz. S iki par¢adan olusur:
iistteki paraboloit parcas1 .S; ve alttaki daire Ss.

Ust parca S;. S; de disa dogru normal yukar1 bakar; bu yiizden (7) formiiliinii kullanabiliriz. Parabo-
loit z = 0 diizlemini 22 + y? = 1 ¢cemberinde keser; S;’in zy-diizlemine izdiisiimii D = {x2 +1y? <
1} dairesidir. g(x,y) = 1 —2? — y® i¢in g, = —2x, g, = —2y ve S| iizerinde

P=y, Q ==z, R=z=1—122—1>
oldugundan
~Pg,—Qg,+R=—y(—2z) —x(-2y) +1—2° —y* = 1 +day — 2* — °

bulunur. Kutupsal koordinatlara gecersek zy = r? cos 0 sin § ve 22 + y? = r2 olur:

27 1

// F~dS:/ / (1~|—4r2cost9sin9—'r2)rdrd0
s, o Yo
2w 1

=/ / (r—r3+4r3cos95in9)drd«9
o Yo

2 1 1
:/ (—~|—cos€sin9)d9:—-27r+0:
o 4 4

™

2

Burada cos 0 sin ’nun bir ilkeli % sin? 6 oldugundan integrali 0°dur.
Alt parca S,. S, de disa dogru birim normal asag1 bakar: n = —k. S, tizerinde z = 0 oldugundan

Acik Matematik - acik-matematik.com 346 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

16.6

16.5 Vektor Alanlarmin Yiizey Integrali: Ak 347

// F-dS:// F-(—k)dS:// (—z)dS:// 0dS =0
Sy Sy Sy Sy
olur.
Toplam. Ak, iki parcadaki akilarin toplamidir:

™ T
F- = — e
//S ds 2+o 5

Sik yapilan hatalar

«+ Akida yonlendirme isareti belirler. (6) ya da (7) formiliini kullanmadan 6nce r,, X r,’nin istenen
yone bakip bakmadigini mutlaka kontrol edin.

« Kapal1 bir yiizeyde her parcanin normali disa bakmalidir: bir cismin tavaninda yukari, tabaninda
asagi.

« Skaler ylizey integralinde | r, X r,
uzunluk alinmaz.

, akida ise r, x r, vektoriiniin kendisi kullanilir; akida

Akinin Fizikteki Yorumlar:

Ak1 kavramini akigkanlar iizerinden kurduk, ama ayni integral fizigin baska alanlarinda da ortaya cikar.
Iki 6nemli 6rnek verelim.

Tanim 16.6 (Elektrik Akis1 ve Gauss Yasas1). E bir elektrik alani ve S yonlendirilmis bir yiizey ise

//SE-dS

integraline E’nin S’den gecen elektrik akisi denir. Elektrostatigin temel yasalarindan Gauss yasasina
gore, pozitif yonlendirilmis kapali bir S yiizeyinin i¢inde kalan net elektrik yiikii

Q:so//SE-ds

olur. Burada ¢, boslugun elektriksel gecirgenligi denen ve kullanilan birimlere bagl olan bir sabittir.

Yani kapali bir yiizeyin i¢indeki yiikii bulmak i¢in yiiklerin nerede durdugunu bilmemiz gerekmez; elektrik
alanmin yiizeyden net olarak ne kadar disar1 aktigini 6l¢mek yeter. SI birim sisteminde ¢, ~ 8,8542 x
10712 C2/(N - m?)’dir. Ornegin birim kiireden gegen aki érnegindeki (Ornek 16.6) F bir elektrik alant

olsaydu, birim kiirenin igindeki yik @ = %W&'O olurdu.
Tanim 16.7 (Is1 Akig1). Bir cismin (2, y, z) noktasindaki sicakligi u(z, y, z) olsun. Is1 akis1

F=-KVu

vektor alanidir; burada K, maddenin 1s1 iletkenligi denen ve deneyle belirlenen pozitif bir sabittir.
Cismin i¢indeki bir S yiizeyinden 1sinin akig hizi

//SF-dS=—K//SVu-dS

integraliyle verilir.

Yani 1s1 sicaktan soguga akar. Vu, sicakligin en hizli arttig1 yoni gosterdiginden (bkz. Analiz 4) 1s1 akigt
ona zit yondedir; K ne kadar bityiikse 1s1 o kadar hizli iletilir.
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Ornek 16.8 (Metal Bir Toptaki Is1 Akis1). Metal bir topun her noktasindaki sicaklik, o noktanin topun
merkezine uzakliginin karesiyle orantilidir. Merkezi topun merkezinde olan a yaricapli S kiiresinden
1sinin (disa dogru) akis hizini bulunuz.

Cozim.
Sicaklik ve 1s1 akis1. Topun merkezini orijine yerlestirelim. Orant1 sabitine C' dersek sicaklik

u(z,y,2) = C (2% + y* + 2?)
olur. Metalin 1s1 iletkenligi K ise 1s1 akig1
F=—-KVu=—-KC(2zi+2yj+2zk)

olur.
Normal bilesen. Bu kez kiireyi parametrelemeye gerek yok. 22 + y? + 2% = a? kiiresinin (z,y, 2)
noktasindaki disa dogru birim normali, konum vektorii kendi uzunlugu olan a’ya béliinerek elde edilir:

1
n:E(:ci—l-yj—{—zk).

Buradan

_2KC

F-n= (2% + 92 + 22)

bulunur. S iizerinde 2 + y? + 22 = a? oldugundan F - n = —2a K C, yani sabittir.
Akias hizi. Sabit bir fonksiyonun yiizey integrali, o sabit carpi yiizeyin alanidir. Kiirenin alani 47a?

oldugundan
//F~dS=//F-ndS=—2aKC//dS
s s s

= —20KC - 47a? = —81KCa?®

bulunur. C' > 0 ise sicaklik merkezden uzaklastik¢a artar ve sonug negatiftir: 1s1 kiireden iceri, merkez-
deki daha soguk bolgeye dogru akar.
|

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar kolaydan zora siralanmugtir. Ilk altisi skaler fonksiyonlarm yiizey integralleri,
sonraki dordii aki, son ikisi uygulamalardir.

Alistirma 16.1 (Riemann Toplamiyla Tahmin). H, 22 + y? + 2% = 50 kiiresinin 2z > 0 olan yarist
olsun. f, H iizerinde stirekli bir fonksiyondur ve

f(3a 47 5) = 77 f(37 _45 5) = 8) f(_3747 5) = 97 f(_37 _47 5) =12
oldugu biliniyor. H’yi dort parcaya bolerek f f = f(z,y, z) dS i¢in bir Riemann toplami tahmini bulunuz.

Coziim.

Parcalar. H’yi x = 0 ve y = 0 diizlemleriyle dort es parcaya bolelim: x > 0,y > 0; 2 > 0,y < 0;z <
0,y > 0vez <0,y < 0olan ¢eyrekler. Verilen dort noktanin her biri H tizerindedir, ¢iinkii 32 442 4+
52 = 50 ve z = 5 > 0’dur; ayrica her biri farkli bir ceyrektedir. Bu noktalar1 6rnek noktalar olarak
seceriz.

Alanlar. H, yarigapi /50 olan kiirenin yarisidir; alant

1
§~47r-50=1007r
olur. Dort ceyrek simetri nedeniyle es oldugundan her birinin alani 257 °dir.

Riemann toplamu.
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16.7 Alistirmalar 349

// FdS ~ 257 (T+ 8+ 9+ 12) = 257 - 36 = 9007 ~ 2827 4.
H

Alistirma 16.2 (Helikoit Uzerinde Bir Integral). S, r(u,v) = ucosvi+usinvj+vk, 0 <u <1,
0 < v < 7 vektor denklemiyle verilen helikoit olmak tizere [f_ydS integralini hesaplayiniz.

Coziim.
Alan carpani r,, = cosvi+sinvjver, = —usinvi+ ucosvj+ k oldugundan
i j k
r,xr,=| cosv sinv 0|=sinvi—cosvj+uk

—usinv ucosv 1

ve sin? v 4 cos? v = 1 oldugundan | r, x r, | = V1 + u2 bulunur.
Integral. Yiizey iizerinde y = u sin v oldugundan, (1) formiiliiyle

T 1 T 1
//de:/ / usinv\/1+u2dudv=/ sinvdv/ uv 1+ u2du
s o Yo 0 0
olur. foﬂ sin v dv = 2’dir. Ikinci integralde w = 1 + u?, dw = 2u du ile
! 1 [? 1
/uv1~|—u2du=§/ wl/de:§(2\/§—1)
0 1

bulunur. Boylece

(2V2-1)~1219

Wl N

//Sde:

olur.

Aligstirma 16.3 (Birinci Bolgedeki Bir Diizlem Parcasi). S, 2z + 2y + z = 4 diizleminin birinci
bélgede (z,y, z > 0) kalan parcasi olmak iizere [[ ; 7z dS integralini hesaplaymniz.

Cozim.

Yiizey ve D. Diizlem z = g(z,y) = 4 — 2z — 2y grafigidir. x >0,y >0ve 2> 0, yani z + y < 2
kosullari, S’nin izdiisiimii olarak késeleri (0, 0), (2,0), (0, 2) olan {i¢geni verir:

D={(z,y):0<2<2,0<y<2—z}
Alan carpani. g, = g, = —2 oldugundan /g7 + g7 + 1 = V4 +4 + 1 = 3'tir.

Integral. (3) formiiliinden

2 2—x
//:czdSzS/ / z (4 — 2z — 2y)dy dx
s 0o Yo

olur. i¢ integral:

2—x
/ (4z — 22 — 2zy)dy = [ (4 — 2332) y— xyz](z)fz
0
=(2-2) (4z—-20" —2(2—2) ) =z(2—2)*

Dis integral:
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350 Béliim 16. Yiizey Integralleri

2 2
3/ (2 —2)%dr = 3/ (4z — 42% + 23)dx
0 0

473 xt 4
:3 22—— —2:3—:4
[ 3 +4]0 3

Alistirma 16.4 (Yatay Eksenli Bir Paraboloit). S,z = y? + 22 paraboloidinin 0 < z < 1 olan parcasi
olmak iizere [ S 22 dS integralini hesaplayiniz.

Coziim.

Yiizey ve D. S, z = k(y, 2) = y? + 22 grafigidir; bu yiizden yiizeyi yz-diizlemine izdiisiiriiriiz. 0 <
z < 1 kosulu y2 + 22 < 1 demektir; D, yz-dizlemindeki birim dairedir.

Alan ¢arpan. k, = 2y ve k, = 2z oldugundan alan ¢arpani

VEZ+HE2+1=/1+4(y%+2?)
olur.

Integral. yz-diizleminde kutupsal koordinatlar kullanalim: y = r cos#, z = rsinf ve dA = rdr df.
Buradan

27 1
//z2dS=// 22\/1+4(y2+z2)dA:/ / r?sin? 0 /1 + 4r2rdrdf
s D o “o
2 1
= / sin? 9d0/ r3v/ 1 + 4r2dr
0 0

olur. 1k integral 7’dir. Tkincide w = 1 + 472 dersek dw = 8rdr ve r? = qu olur; r =0 ikenw =1,
r = 1 iken w = 5’tir:

1 5
1 1 72 2
/ 31+ 4r2dr = 3—2/ (w—l)wl/Qd'w: — [—w5/2——w3/2]?
0 1

3215 3
_1,20v5 4\ 25V5 41
_32( 3 15)_ 120

Burada 5°/2 = 25v/5 ve 5%/2 = 51/5 esitliklerini kullandik. Béylece

209 = ~
//Sz dS = = (25V5+ 1)~ 1,490

bulunur.
| ]

Alistirma 16.5 (Koninin Ustiindeki Kiire Parcas1). S, z2 + y? + 22 = 1 kiiresinin z = /22 + 2
konisinin iistiinde kalan parcas: olmak iizere [ s y? dS integralini hesaplayniz.

Cozim.

Parametreleme. Kiiresel koordinatlarda koni ¢ = 7 denklemine sahiptir, ¢iinkii koni iizerinde
pcos ¢ = psin ¢, yani tan ¢ = 1’dir. Koninin iistii 0 < ¢ < 7 demektir. Birim kiire iizerindeki integ-
ralde (Ornek 16.2) kullandigimiz parametrelemeyi

D:{(¢,9):og¢g%,ogegzﬁ}

iizerinde kullaniriz; alan ¢arpani sin ¢’dir.
Integral. Kiire iizerinde 3> = sin? ¢ sin? # oldugundan
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16.7 Alistirmalar 351

2n  pm/4 2 /4
// y2dS = / / sin? ¢ sin? @ sin pd¢p df = / sin? 9d9/ sin® ¢d ¢
s o Yo 0 0

olur. ilk integral 7’dir. Ikincisi:

/(:/4 sin® ¢pd¢ = [—cosgzﬁ—i—%cos?’ ¢]8/4
V2 V2 52
(o)) 2-

Burada cos® § = ( ‘/75)3 = ‘/75 kullandik. Béylece
2
//y S = ——i)_ 5 (8-5V2)~ 02432

bulunur.
| ]

Alistirma 16.6 (Kapakli Bir Silindir). S, 2% + y? = 9 silindirinin z = 0 ile z = 2 diizlemleri arasinda
kalan pargas: ile alt ve iist kapak dairelerinden olussun. [] s (22 + y? + 22) dS integralini hesaplaymiz.

Coziim.

S parcal diizgiin bir yiizeydir (Tanim 16.3); ii¢ parcadaki integralleri ayr1 ayr1 hesaplayip toplariz.
Yan yiiz. r(6,2) = 3cosfi+3sinfj+ zk, 0 <0 < 2w, 0 < z < 2 parametrelemesi i¢in ry X r, =
3cosfi+ 3sin 6 j ve alan carpani 3’tiir. Yan yiizde 22 + y? = 9 oldugundan integrand 9 + 22 olur:

62

27 2 3
/ /(9~|—z2)-3dzd0:3-27r[9z+z—]g:67r-—:1247r.
A 3 3

Alt kapak. z = 0 diizlemindeki 22 + y? < 9 dairesinde alan carpani 1, integrand x2 + y? = r?’dir:

27 3
1 1
/ /7‘2-rdrd0:27r~8—:—87r.
o Jo 4 2

Ust kapak. z = 2 diizleminde integrand r? + 4 olur:
2w 3
1 1 1
/ /(r2+4)rdrd0:87ﬂ+4~7r-32:877r+3671':%.

Toplam.

81 153
//:p +y? +22)dS = 1247 +—W+Tﬂ—124ﬂ'+1177r—2417r

Alistirma 16.7 (Asag1 Yonlendirilmis Bir Koni). F(z,y,2) = —zi— yj + 2% k vektor alaninn, z =
v/ 22 + y? konisinin z = 1 ile z = 3 diizlemleri arasinda kalan ve agag1 yonlendirilmis S par¢asindan
gecen akisini bulunuz.

Cozim.

Yiizey ve D. S, z = g(z,y) = /22 + y? grafigidir. 1 < z < 3 kosulu 1 < /22 + y? < 3 demektir;
D, 1 < r < 3 halkasidur.

Once yukar1 yonlendirme. g, =

L ve S iizeri 3 2, ,2)3/2
e S tizerinde R = 2° = (z° + y?)
vw2+y \/xQ—i—y?

oldugundan, r = y/z2 + y? yazarak
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352 Béliim 16. Yiizey Integralleri

2 2

T
—Pgm—ng+R=7+y

—+r3:r+r3
r

bulunur. (7) formiilii ve kutupsal koordinatlarla yukar: yonlendirmede aki

2 3 3 5
26 242
3Y rdr df = 2 [T_ 7‘_]3:2 47
/O/l(r—i-r)rr 7r3—|—51 7T(3+5)

856 1712w
=2 — =

15 15

olur.
Asag1 yonlendirme. S asag1 yonlendirildiginden sonucu —1 ile ¢arpariz:

1712
//F-dS:— o 358,56,
; 15

[saret beklenendir: agag1 bakan normal % ( Zi+Zj—-k ) ile F’nin i¢ carpimi —%(r +7%) < 0dr.
|

Alistirma 16.8 (Birim Kiireden Gecen Bir Aki Daha). F(z,y,z) = 2i+ yj + 2% k vektor alaninn,
merkezi orijin olan 1 yarigapl kiireden (disa dogru) gecen akisini bulunuz.

Cozim.
Normal. Birim kiireden gecen aki érnegindeki (Ornek 16.6) gibi kiiresel parametrelemeyi kullaniriz.
Bu parametrelemenin verdigi

r, X Ty= sin? ¢ cos @i+ sin? ¢psinfj + sinp cos p k

normali disa dogru bakar.
i(; carpim. Kiire iizerinde

F =sin¢cosfi+singsindj+ cos pk
oldugundan
F-(r,xry) = sin3 ¢ cos? 6 + sin?® ¢ sin? @ + sin ¢ cos® ¢
= sin® ¢ + sin ¢ cos® ¢

bulunur.
Integral. Integrand #’ya bagh olmadigindan

//SF'dS:277/()W(Sin3¢+sin¢c053¢)d¢

olur. f(;r sin® ¢ d¢ = % ve

T cost 1 1
sin ¢ cos® pdp = | — T—__4+-=0
J e uit
oldugundan
4
//F-dS=27r-—:8—7r
s 3 3
bulunur.
|
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16.7 Alistirmalar 353

Alistirma 16.9 (Gauss Yasasiyla Yiik Hesab1). Elektrik alani E(z,y,2) = zi+ yj + 2zk olduguna
gore, Gauss yasasini kullanarak 2% + y2 + 22 < a?, 2 > 0 yarim topunun icindeki yiikii bulunuz.

Cozim.

Yiizey. Yarim topun siniri kapali bir yizeydir ve iki parcadan olusur: a yaricapli yarim kire S
ve z = 0 diizlemindeki x2? + y? < a? dairesi S,. Gauss yasas1 (Tanim 16.6) icin pozitif (disa dogru)
yonlendirmeyi kullaniriz.

Yarim kiire S;. Disa dogru birim normal n = 1(zi+ yj + zk)’dir. S; iizerinde 2% + y*> + 22 = a
oldugundan

2

x2+y2+2z2_a2+z2 22

a a a

E-n=

bulunur. S;’in alam 2ma®'dir. || fs 22 dS’yi kiiresel parametrelemeyle (z = acos ¢, alan carpani
a?sin g, 0 < ¢ < %) hesaplayalm:

2 pm/2 3 2ral
// szS:/ / a? cos? ¢ - a? sin ¢pd¢p d = 2ma* [—COS ¢g/2: ma_
h o Jo 3 3

Boylece

1 2 4 2 3 3
//E~dS=a~27ra2~|——~ "0~ omed + 2 :87ra
s, a 3 3 3
olur.
Taban S,. Disa dogru normal —k’dir ve S, iizerinde E - (—k) = —2z = 0 oldugundan aki 0’dur.

Yiik. Toplam aki 8”3“3 oldugundan Gauss yasasina gore

8ra® 8
Q=c¢p- 7;(1 =§7ra350

bulunur.

Alistirma 16.10 (Sola Bakan Normalle Aki Formiilii). S,y = h(z, z) denklemiyle verilen bir yiizey,
D de onun zz-dizlemine izdiigiimii olsun. S, sola bakan birim normalle, yani j bileseni negatif olan
normalle ydnlendirilmis olsun. F = Pi+ Qj+ Rk icin [f o F - dSyi D iuzerinde bir iki kath integral
olarak veren, (7)‘ye benzer bir formiil bulunuz.

Cozim.
Parametreleme. x ile 2’yi parametre seceriz:

r(z,2) =xi+ h(z,2)j+ 2k, (z,2) € D.
Normal ve yonii.r, =i+ h,jver, = h,j+ k oldugundan

J
—h,i—j+h,k

x

=

X

~

Il
O = e
- o K

h
h

z

bulunur. Bu vektoriin j bileseni —1 < 0 oldugundan normal sola bakar; yani bu parametreleme istenen
yo6nlendirmeyi verir. (Parametreleri (z, ) sirasiyla alsaydik r, x r, saga bakardu.)
Formiil. (6) formuliinden (Teorem 16.2)

//SF.dS://D(P%—QJrR%)dA

elde edilir; burada P, Q, R (x, h(z, z), z) noktasinda hesaplanir. Saga bakan normal i¢in sag taraf —1
ile carpilir.
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354 Béliim 16. Yiizey Integralleri

Alistirma 16.11 (Yarim Kiirenin Kiitle Merkezi). Sabit yogunluklu, ince bir levha 2% + 3 + 22 =
a,2>0 yarim kiiresi bicimindedir. Levhanin kiitle merkezini bulunuz.

Coziim.

Kiitle. Yogunluk p = k sabiti olsun. Yarim kiirenin alan1 27a? oldugundan m = k - 2mwa®’dir (Tanim
16.2).

& ve y. Kiiresel parametrelemede (0 < ¢ < 7, alan carpani a? sin ¢) = asin ¢ cos @ oldugundan

/2 27
// xdS = / a’ sin? ¢d¢/ cosfdf =0
s 0 0

olur, ciinkii f027r cos 8 df = 0’dwr. Ayni bigimde || fs ydS = 0’dr. Dolayisiyla Z = y = 0 olur. Bu, yarim
kiirenin z ekseni cevresindeki simetrisinden de beklenen bir sonug¢tur.
Z. z = a cos ¢ oldugundan

27 /2 )
//zdS:/ / acos¢-a28inq§d¢d0:27m3[y]g/gzwa?’
s o Yo

_ kma®
z——//zde 27rka2_§

bulunur. Kiitle merkezi ( 0,0, § ) noktasidir; yogunluga bagh degildir.
|

ve

A111§t1rma 16.12 (Ters Kare Alaminin Akis1)). r = zi+ yj+ zk ve c¢ bir sabit olmak iizere F(r) =

| E ters kare alanini alalim. F’nin, merkezi orijin olan bir S kiiresinden (disa dogru) gecen akisinin
r

kiirenin yaricapina bagh olmadigini gosteriniz.

Cozim.
Normal bilegen. Kiirenin yarigap1 a olsun. Kiire iizerinde | r | = a’dir ve diga dogru birim normal
n = —’dir. Buradan

a

bulunur; F - n kiire tizerinde sabittir.
AKku. Kiirenin alani 47ma? oldugundan

//F dS——//dS— -4ma? = 4me

olur. Sonug a’ya bagh degildir: kiire biiyiidiikge alan a? ile biiyiir, alanin siddeti ise 1/a? ile kiigiiliir ve
bu iki etki birbirini tam olarak gotiiriir.

. Bu durumda Gauss

Orijindeki bir ) noktasal yiikiiniin elektrik alani tam bu bigimdedir: ¢ =

7TEO
yasast (Tanum 16.6) her yaricap icin ¢, - 4mc = @ verir; yani kiire ne kadar biiyiik olursa olsun i¢indeki
ytuk @’dur.
|

Bu bolimde fonksiyonlar1 ve vektor alanlarmi yiizeyler iizerinde integralledik ve akinin yiizeyin
yonlendirmesine nasil bagli oldugunu gordiik. Bir sonraki boliimde, yonlendirilmig bir yiizeyden gecen
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16.7 Alistirmalar 355

rotasyonel akisi yiizeyin smur egrisi boyunca alinan bir egrisel integrale esitleyen teoremi gorecegiz:
Stokes Teoremi.

Acik Matematik - acik-matematik.com 355 CC BY-NC-SA 4.0


stokes-teoremi.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.1

17. Stokes Teoremi

Green Teoremi, diizlemdeki bir D boélgesi tizerindeki iki katl integrali, D’nin sinir egrisi boyunca alinan
egrisel integrale baglar. Bu bolimde ayni fikri uzaya tagiyoruz: uzaydaki bir S yiizeyi tizerindeki bir yiizey
integrali, S’nin smnir1 olan uzay egrisi boyunca alian bir egrisel integrale esit olacak. Bu sonuca Stokes
Teoremi denir; Green Teoremi’nin bir boyut yukaridaki karsiligidir.

Teoremin iki tarafinda da tanidik nesneler durur. Bir tarafta bir F' vektor alaninin kapali bir egri boyunca
egrisel integrali (Tanim 11.6), dbiir tarafta F’nin rotasyonelinin (Tanim 14.1) yiizeyden gecen akisi (Tanim
16.5) vardir. Teorem adim Irlandali matematiksel fizik¢i George Stokes’tan (1819-1903) alir, ama sonucu
ilk bulan Iskog fizik¢i William Thomson’dir (Lord Kelvin, 1824-1907). Stokes teoremi 1850’de Thomson’n
kendisine yazdig1 bir mektuptan 6grenmistir.

Bolumiin sonunda teoremin rotasyonele fiziksel bir anlam kazandirdigini da gorecegiz: bir akigkanin hiz
alaninin rotasyoneli, akigkanin bir nokta cevresinde hangi eksen etrafinda ve ne kadar déndiigiinii dlcer.

Sinir Egrisinin Pozitif Yonii

Teoremi yazabilmek i¢in 6nce bir yiizeyin yonlendirmesinin, sinir egrisine nasil bir yon verdigini belirle-
memiz gerekiyor.

S, birim normali n olan ydnlendirilmig bir yiizey olsun (Tanim 16.4) ve S’nin siur1 basit kapali bir C
egrisi olsun. C' iizerinde iki yonde dolasilabilir; bunlardan birini n secer.

Tanim 17.1 (Sinir Egrisinin Pozitif Yonii). S, birim normali n olan yénlendirilmis bir yiizey ve C,
S’nin siur egrisi olsun. Bagt n yoniinii gosteren biri C' tizerinde yiiriirken S hep solunda kaliyorsa, bu
yuriyiis yonine C’nin pozitif yonii denir. Pozitif yonli siur egrisi 95 ile gosterilir.

Yani n’nin ucundan yiizeye bakan biri, pozitif yonlii C’yi saat yoniiniin tersine dolanirken goériir. Ayni
seyi sag el kuraliyla da soyleyebiliriz: sag elin dort parmagi C’nin yéniinde kivrildiginda bagparmak n’yi
gosterir. Sik karsilasilan ti¢ durum sunlardir:

« S, z = g(x,y) biciminde bir grafik ve yukar1 yonlendirilmigse (n’nin k bilegeni pozitifse), C’nin pozitif
y6ni yukaridan bakinca saat yoniiniin tersidir.

+ S, zy-dizleminde bir D bolgesi ve n = k ise pozitif yon, Green Teoremi’'ndeki pozitif yoniin ta kendi-
sidir.

+ S’nin yonlendirmesi ters ¢gevrilirse (n yerine —n alinirsa), C’nin pozitif yoni de ters déner.
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17.1 Sinir Egrisinin Pozitif Yonu 357

Sekil 17.1: Birim normali n olan yonlendirilmis S yiizeyi ve smir egrisi Cnin pozitif yonii. Basi n yoéniinde
olan biri C iizerinde oklar yontinde yiriirse yiizey hep solunda kalir. Burada n yukar: baktigindan bu yon,
yukaridan bakinca saat yoniiniin tersidir.

17.2 Stokes Teoremi

Artik teoremi ifade edebiliriz. Hipotezlerdeki pargali diizgiin yiizey kavrami Yiizey Integralleri, parcali
diizgiin egri kavramu ise Egrisel Integraller boliimiinden gelir.

Teorem 17.1 (Stokes Teoremi). S yonlendirilmis ve parcali diizgiin bir yiizey olsun; siniri pargali diizgiin,
basit kapali ve pozitif yonlii bir C egrisi olsun. Bilesenlerinin kismi tiirevleri S’yi iceren agik bir bolgede

stirekli olan her ¥ vektor alani igin
/F-drz//curlF-dS
c s

olur.
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358 Boliim 17. Stokes Teoremi

z=g(xy)

Sekil 17.2: S yiizeyi z = g(x, y) grafigi oldugunda golgesi D bolgesidir ve S'nin siniri C, D'nin sinir1 C,'in tam
iistiinde durur. S yukari yonlendirilmisse C'nin pozitif yonii, C,'in pozitif yoniiniin (saat yoniiniin tersinin)
iistiindeki yondiir.

Ispat (S bir fonksiyon grafigi oldugunda).

Teoremi, yiizeyin bir fonksiyonun grafigi oldufu durumda ispatliyoruz. Uygulamalarda karsilasilan
yiizeylerin ¢ogu bu tiirdendir.

Kurulum. S, z = g(z,y), (z,y) € D grafigi olsun. g, D’yi iceren acik bir kiimede tanimli ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri siirekli olsun. D, Green Teoremi’nin uygulanabildigi (6rnegin hem I hem IL
tip) bir bolge ve sinirt C| olsun. S’nin stmirt C, C| ’in tam istiindeki egridir. S’yi yukar yonlendirelim; o
zaman C'’nin pozitif yonii, C; ’in pozitif yoniiniin (yukaridan bakinca saat yoniiniin tersinin) istindeki
yondiir. S asagi yonlendirilirse C’nin yonii de, akinin isareti de degisir ve iki taraf birlikte —1 ile ¢carpilir;
bu yiizden yukari yonii incelemek yeter. F = Pi+ Qj+ Rk yazalim ve kisalik icin kismi tiirevleri alt
indisle gosterelim: B, = OP /0y, g, = 0g/0z gibi.

Adm 1: Yiizey integrali. Yukar: yonlendirilmis bir z = g(x,y) grafiginden gegen aki, bir G = G, i+

Gy j + Gs k alani igin
//G-dS:// (—Gig, —Grg,+Gs )dA
s D

formiiliiyle hesaplanir; Gy, Gy, Gy burada (z,y, g(z,y)) noktasinda alinir (Sonug 16.2). Bu formiilii

curl F = (R, —Q,)i+ (P, — R,)j+(Q, — F)k

//ScurlF-ds=//D[—<Ry—czz>gw—<a—&>gy 0
.

(Q.—B)]dA

alanina uygularsak

buluruz. P, Q, R’nin kismi tiirevleri burada (z,y, g(x,y)) noktasinda hesaplanir.
Adim 2: Egrisel integrali diizleme indirmek. C, ’in pozitif yonlii bir parametrizasyonux = z(t),y =
y(t), a <t < b olsun. O zaman

z = x(t), y=y(t), z=g (z(t),y)), a<t<b
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17.2 Stokes Teoremi 359

denklemleri C'’nin pozitif yonlii bir parametrizasyonudur. Zincir kuralina gore (bkz. Analiz 4)

dz dx dy

E—QIE-F%E

oldugundan

/CF.drz/ab< _+Q_+Rdt>

=/ab[<P+Rgx>‘fl +(@Q+Rg) Yt

olur; P, Q, R burada ( z(t),y(t), g(z(t),y(t)) ) noktasinda alinir. Diizlemde
M(z,y) =P+ Rg,, N(z,y)=Q+ Ry,

fonksiyonlarini tanimlayalim (P, Q, R yine (z,y, g(z,y)) noktasinda). Son integral, C| boyunca bir
diizlem egrisel integralidir:

/F~dr: Mdzx + N dy.
c c

Adim 3: Green Teoremi. F 'nin kismi tiirevlerinin siirekli oldugu agik bélgeye Q diyelim. (z,y) —
(z,y,9(z,y)) sirekli ve Q agik oldugundan, (z,y, g(z,y)) € Q kosulunu saglayan (x,y) noktalar D’yi
iceren agik bir kiime olusturur. M ile N bu kiimede tanimlidir. P, Q), R ’nin birinci, g 'nin ikinci mertebeden
kismi tirevleri siirekli oldugundan M ile N ’nin birinci mertebeden kismi tiirevleri de orada siireklidir.
Green Teoremi (Teorem 13.1)

/Mdac+Ndy—// ON aM)dA
Jy
verir.

Adwm 4: Tiirevleri hesaplamak. N 'nin taniminda Q ile R, (z,vy, g(z,y)) noktasinda alinir; yani x’e
hem dogrudan hem de z = g(x,y) iizerinden baghdur. Zincir kurali ve carpimin tiirevi

8N
—Q +Q,9, + (R, +R,9,)9,+Rg,,

verir. Ayni bigimde

oM

By =b,+PFg,+(R,+R,9,) 9, +Rg,,

bulunur. g’nin ikinci mertebeden kismi tiirevleri siirekli oldugundan g, = g, ’tir (bkz. Analiz 4). Farkta
Ry, ile Rg,, veiki R, g, g, terimi birbirini gétirir. Kalan alti terim diizenlenince

ON OM

Ox oy

olur. Bu, (1) esitligindeki integrandin aynisidr.
Sonug¢. Adim 2, 3 ve 41 birlestirip (1) esitligini kullanirsak

/F~dr:// BN oM dA //curlF ds
c I 830 By

elde ederiz. ®

Genel durum igin ispatin fikri.
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360 Boliim 17. Stokes Teoremi

Yiizey tek bir grafik olarak yazilamiyorsa onu, her biri bir koordinat diizlemi iizerinde grafik olan sonlu
sayida Sy, ..., S,, parcasina boleriz. Her par¢a z = g(z,y), y = h(x, z) ya da x = k(y, z) bicimindedir;
son iki bi¢im icin yukarndaki ispat, degiskenlerin adlar degistirilerek aynen tekrarlanir. Her parcaya
teoremi uygulayip esitlikleri toplariz:

* Sag tarafta parcalarin yiizey integralleri toplanir ve ffs curl F - dS’yi verir.
* Sol tarafta, komsu iki parcanin ortak kenari bu parcalarin pozitif yonleri tarafindan zit yonlerde dola-

silir. Yon degisince egrisel integralin isareti degistiginden (Onerme 11.4) i¢ kenarlar iizerindeki integraller
birbirini gotiiriir ve geriye yalniz S’ nin simiri C iizerindeki integral kalir.

Bu, Green Teoremi’ni birkag basit bolgenin birlesimine genisletirken yapilan sadelestirmenin aynisidir.
Ders diizeyini asan adim, her parcali diizgiin yonlendirilmis yiizeyin boyle uygun parcalara béliinebil-
digini gostermektir; bu, ileri analizde yapilir. B

Yani Stokes Teoremi, F’nin siir egrisi boyunca teget bileseninin egrisel integralini, curl F’nin yiizeye
dik bileseninin yiizey integraline esitler. Ger¢ekten dr = T ds ve dS = n dS oldugundan teorem

/F~Tds://cur1F~ndS
C S

biciminde de yazilir. Pozitif y6nlii sinir i¢in S gosterimiyle
//curlF~dS=/ F.dr
S as
olur.

Bu esitlik, Analizin Temel Teoremi (bkz. Analiz 2) ve Green Teoremi ile ayni kaliptadir:

/abF’(x)dsz(b // ?9? 8]; dA = /aDde—}-Qdy.

Hepsinde bir tarafta bir tiirevin bir bolge tizerindeki integrali, 6biir tarafta ise tiirevi alinan nesnenin yalniz
bolgenin sinirindaki degerleri bulunur. Stokes Teoremi’nde tiirevin roliinii curl F oynar, sinir ise artik bir
uzay egrisidir.

Green Teoremi gergekten Stokes Teoremi'nin 6zel bir halidir. S, zy-diizleminde bir D bélgesi olsun ve
yukari yonlendirilsin. O zaman n = k, dS = dA olur ve teorem

/F'dr://(curlF)'de
(] D

bicimini alir. Diizlemsel bir F = P i+ @ j alan igin

0Q op

(curl F) - k = o oy

oldugundan bu, Green Teoremi’nin vektor bigimidir.
Teoremi ilk kez kullanirken iki tarafi da hesaplayip kargilastirmak 6greticidir.

Ornek 17.1 (Teoremi Bir Paraboloitte Dogrulama). S, z = 1 — 22 — 2 paraboloidinin zy-diizle-
minin tstiinde kalan, yukar1 yénlendirilmis parcasi olsun ve

F(z,y,2) = —yitzj+zzk
alalim. Egrisel integrali ve ylizey integralini ayr1 ayr1 hesaplayarak Stokes Teoremi’ni dogrulayimiz.
Cozim.

Sinir egrisi. S’nin sinirinda z = 0°dir; buradan z? + y2 = 1 bulunur. Yani C, zy-diizlemindeki birim
cemberdir. § yukar yoénlendirildiginden C"nin pozitif yonii, yukaridan bakinca saat y6niiniin tersidir:

r(t) = costi+sintj, 0<t<2m.
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17.2 Stokes Teoremi 361

Egrisel integral. C iizerinde z = 0 oldugundan F(r(t)) = —sinti+ costj'dir. r’(t) = —sinti+
cost j oldugundan
27 2m
/ F-dr:/ (sin2t+0082t)dt:/ dt = 2rm
c 0 0
bulunur.

Rotasyonel. P = —y, Q = z, R = zz i¢in
OrR _0Q _

5y 9, =07 0=0
8z Or -
0Q OP

v 9T 1 (—1)=2
dxr Oy (=1)

oldugundan curl F = —zj + 2k’dir.

Yiizey integrali. S, g(x,y) = 1 — 22 — y? fonksiyonunun birim daire D iizerindeki grafigidir; g, =
—2z ve g, = —2y’dir. Yukar1 y6nlendirilmis grafik icin aki formiilinde G; =0, G, = —z, G3 = 2
alinirsa integrand

G 9, = Grgy+ Gy = —(=2)(=2y) +2 =2 —2y2

olur. S iizerinde z = 1 — 2% — 32 oldugundan

//curlF~dS://2dA—// 2y (1 — 22 —y?)dA
s D D

bulunur. Birinci integral 2 - m = 27 dir. Ikinci integralde kutupsal koordinatlara gecersek integrand
2rsin 6 (1 — r?) olur ve

2m 1
// 2y(1—x2—y2)dA=/ sin9d9~/ 2r2(1—r?)dr =0
D 0 0

cikar, ¢iinkil fogﬂ sin @ df = 0’dir. Yiizey integrali de 27°dir.

Iki taraf da 27 gikt1. F'nin z2 k bileseni rotasyonele —z j katkis1 yapar, ama bu katkinin yiizey integrali
sifirdir. Siirda ise 2z = 0 oldugundan bu bilesen egrisel integrale hi¢ girmez. B

17.3 Stokes Teoremiyle Egrisel Integral Hesabi

Stokes Teoremi’nin en sik kullanildig: yer, dogrudan hesabi zahmetli bir egrisel integrali, sinir1 o egri olan
bir yiizey uizerindeki daha kolay bir integrale ¢cevirmektir.

© Stokes Teoremi ile egrisel integral dort adimda

1. Rotasyoneli hesapla. curl F cogu zaman F’den daha basittir.

2. Yiizeyi se¢. Siir1 C olan her yiizey ige yarar; en basitini se¢c. Cogu zaman bu, C’nin i¢inde kaldig1
diizlem pargasidir.

3. Yonii uydur. n’yi, C’nin verilen y6nii pozitif yoén olacak bicimde se¢. C' yukaridan bakinca saat
yoniniin tersine dolaniyorsa yiizeyi yukar: yonlendir.

4. Akiy1 hesapla. Yizey z = g(z,y), (z,y) € D grafigi ve yukar1 yonlendirilmigse curl F = G, i +
G, j + G; k igin (Sonug 16.2)

//curlF-dSz// (—Gigs — Gyg, + Gy )dA.
s D

Ornek 17.2 (Bir Diizlemle Bir Silindirin Kesisimi).
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F(az,y,z) = —y2i+xj +Z2k
olsunve C,y + z = 2 diizlemi ile 2 + y? = 1 silindirinin kesisim egrisi olsun. C, yukaridan bakinca saat

yoniiniin tersine yénlendirilmistir. [ o F - dr integralini hesaplayiniz

\k///// y+z=2

-
-

\\\ \ x2+y2:1

Sekil 17.3: y + z = 2 diizlemi »* + y* = 1 silindirini C elipsinde keser. S, diizlemin C i¢inde kalan parcasidir;
golgesi birim daire D'dir. C yukaridan bakinca saat yoniiniin tersine dolanir, bu yiizden S yukar1 y6nlen-
dirilir.

Coziim.
C bir elipstir. Integral C parametrize edilerek dogrudan da hesaplanabilir, ama Stokes Teoremi isi

kisaltir.
Rotasyonel.
i j k
curl F = gz 6% % =(14+2y)k
—y2 x 22
Determinant1 agmak, P = —y2, Q =z R=2%icin
362 CC BY-NC-SA 4.0

Acik Matematik - acik-matematik.com


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

17.4

17.3 Stokes Teoremiyle Egrisel Integral Hesab1 363

OR 0Q
a_y*E_O*O_O’

OP OR

9 oz 0700

oQ P
(o) =142
or oy (—2y)=1+2y

bilesenlerini hesaplamak demektir.

Yiizey ve yon. Sinir1 C olan pek cok yiizey vardir; en kolay1, y + 2z = 2 diizleminin C' icinde kalan
eliptik S parcasidir. C' yukaridan bakinca saat yoniiniin tersine dolandigindan S’yi yukar1 y6nlendi-
ririz. 9, g(, y) = 2 — y fonksiyonunun grafigidir ve zy-diizlemine izdiisimi D = {(z,y) : 2% + y*> <
1} birim dairesidir.

AKki. curl F'nin yalmiz k bileseni vardir: G; = Gy, =0, G3 = 1 4 2y. Bu yiizden aki formiiliindeki
integrand yalniz 1 + 2y dir. Kutupsal koordinatlara gegersek (Teorem 3.1)

/F-dr://curlF-dS://(1+2y)dA
C S D

27 1

=/ / (1+ 2rsiné)rdrdf
o Jo
27

r? 23 T7
:/0 I:E—{—?sule]r;(l)de

27
1 2 1
— Z4 % —-.9 —
/0 (2~|—3s1n9)d0 > T+0=m

bulunur. C’yi & = cost, y = sint, z = 2 — sint ile parametrize edip dogrudan hesaplamak da 7 verir,
ama sin3 t ve (2 — sint)? cost gibi terimlerin integrallerini gerektirir. B

Ayni Sinir1 Paylasan Yiizeyler

Stokes Teoremi’nin bir tarafi ylizeye, 6biir tarafi ise yalniz sinir egrisine baglidir. Bundan kullanigh bir
sonug ¢ikar.

Sonug 17.1 (Ayn1 Simirh Yiizeyler). S, ve Sy, Stokes Teoremi’nin kosullarini saglayan ve pozitif yonlii
sinir egrisi ayni C' egrisi olan iki yonlendirilmis yiizey olsun. Bilesenlerinin kismi tiirevleri S; U S, "yi iceren
acik bir bolgede siirekli olan her ¥ vektor alant igin

// curlF-dSz// curl F - dS
S, S,

olur.
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364 Boliim 17. Stokes Teoremi

disk D yarim kiire H paraboloit P

z z z
k A

4 4

Sekil 17.4: Siniri ayni C ¢emberi (x* + y* = 4,z = 0) olan ii¢ yiizey: x* + y* < 4 diski, x* + y? + z° = 4 kiiresinin
iist yarisi vez = 4 - x? - y? paraboloitinin xy-diizleminin iistiindeki parcast. Ucii de yukari yonlendirildiginde
C'ye ayni pozitif yonii verir.

ispat.
F’nin kismi tiirevlerinin stirekli oldugu agik bolge iki yiizeyi de icerir. Bu yiizden Stokes Teoremi’ni (Teorem
17.1) iki yiizeye ayri ayri uygulayabiliriz ve

// cur1F~dS:/Fodr:// curl F - dS
S1 c Sy

buluruz. m

Yani bir rotasyonelin akisi, yiizeyin kendisine degil, yalniz simirna ve sinirm yoéniine baghdir. Bu, bir
ylzey lizerinde integral almak zor, ayni siuirli bagka bir yiizey tizerinde kolay oldugunda cok ise yarar.
Y6n uyumunu kontrol etmenin kolay bir yolu var: yiizeylerden biri &biirtiniin tistinde bir kubbe gibi
duruyorsa, ikisi de yukar1 yonlendirildiginde sinira ayni yoni verir (yukaridaki sekilde disk, yarim kiire
ve paraboloit gibi).

© Bir rotasyonelin akis iki yoldan

If s curl F - dS integralini Stokes Teoremi’yle iki yoldan hesaplayabiliriz:

1. Sinir iizerinden. S’nin sinir1 C’yi bul, pozitif yonde parametrize et ve fc F - dr’yi hesapla.

2. Yiizey degistirerek. Sinir1 ayni C olan daha basit bir S; se¢ (cogu zaman diiz bir disk), C’ye aym
yonii verecek bicimde yénlendir ve [] s curl F - dS’yi hesapla.
1

Ornek 17.3 (Bir Kiire Parcasinda Rotasyonelin Akisi).
F(z,y,z) =zzi+yzj+zyk

olsun ve S, 22 4+ y? + 22 = 4 kiiresinin 22 + y? = 1 silindirinin icinde ve zy-diizleminin iistiinde kalan,
yukari yénlendirilmis parcasi olsun. [ s curl F - dS integralini Stokes Teoremi’yle hesaplayiniz.
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17.4 Ayni Sinir1 Paylasan Yiizeyler 365

S: kiire parcast

X+y+z=4

Sekil 17.5: Solda x* + j? + z* = 4 kiiresinin x* + 1? = 1 silindiri i¢inde kalan iist pargas: S, sagda z = V3
diizlemindeki birim disk S;. Ikisinin sinir1 ayn1 C gemberidir (x* + ? = 1, z = ¥/3) ve yukar1 ydnlendirildik-
lerinde C'ye aym yo6nii verirler.

Coziim.

Birinci yol: sinir iizerinden. S’nin siirinda hem 22 + y2 + 22 = 4 hem 22 + y? = 1 saglanir. Taraf
tarafa cikarirsak 22 = 3 buluruz; z > 0 oldugundan z = v/3’tiir. Yani C, z = v/3 diizleminde, merkezi
z ekseni tizerinde olan birim ¢emberdir. S yukar: yonlendirildiginden C’yi yukaridan bakinca saat
yonuniin tersine dolasiriz:

r(t) = costi+sintj+ v3k, 0<t<2m.
Buradan r’(t) = —sinti+ costjve
F(r(t)) = V3costi+ V3sintj+ costsintk

olur. Stokes Teoremi'ne gore

//ScurlF.dS=/CF.dr=/027rF(r(t)).r/(t)dt

2w

(— V3costsint + v3sintcost )dt

S—

27

0dt =0.

ikinci yol: yiizey degistirerek. S;, z = /3 diizlemindeki 22 + y? < 1 diski olsun ve yukar1 yonlen-
dirilsin. S, S;’in istiinde bir kubbe gibi durdugundan iki yiizey C’ye ayni pozitif yonii verir. Bu ylizden

(Sonuc 17.1)
//curlF-dS:// curl F - dS
S S,

olur. P = zz, @Q = yz, R = zy icin

Acik Matematik - acik-matematik.com 365 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

366 Boliim 17. Stokes Teoremi

OR _0Q _

oy 0z Y
o°P _OR _

9z Oz Y
oQ 0P

5o gy =00=0

oldugundan curl F = (z —y)i+ (z —y) j’dir. S; yatay oldugundan yukari birim normali k’dir ve
curl F - k = 0°dir. Dolayisiyla

// curlF~dS=// cur1F~de=// 0dS =0
S, S, S,

bulunur. iki yol da ayn1 sonucu verir. B

17.5 Rotasyonelin Anlami: Dolanim

Stokes Teoremi, rotasyonel vektoriiniin fiziksel anlamini da agiklar. Bunun i¢in 6nce bir akigkanin kapali
bir egri etrafindaki dolanimini tanimlayalim.

Tanim 17.2 (Dolanim). v, bir akigkanin hiz alanm1 ve C, yonlendirilmig kapali bir egri olsun. T, C’nin

birim teget vektorii olmak tizere
/v~dr:/V~Tds
c c

egrisel integraline v’nin C' etrafindaki dolanimu (circulation) denir.

Yani dolanim, hizin egri boyunca teget bilegeninin toplamudir. v - T, v’nin T dogrultusundaki bilesenidir:
v’nin yonii T’ninkine ne kadar yakinsa bu say1 o kadar buiytiktiir, iki vektor kabaca zit yonlerdeyse
negatiftir. Bu yizden dolanim, akigkanin C boyunca C’nin yéniinde akma egiliminin bir él¢iisiidiir. Pozitif
dolanim akisin egrinin yoéniinde, negatif dolanim ise ters yonde déondiugini soyler.

T~ — Y
v

<+

~l_
—
—

-
*»r«x*/{ S
f
\
\

Sekil 17.6: Bir akiskanin hiz alan1 v (oklar) ve iki kapali egri. C; boyunca v cogunlukla egrinin T tegetiyle
ayni yone akar, v - T > 0 olur ve dolanim pozitiftir. C, boyunca akis egrinin yoniine karsidir, dolanim
negatiftir.
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17.5 Rotasyonelin Anlami: Dolanim 367

Simdi kii¢iik bir disk etrafindaki dolanima bakalim. Disk kii¢iilditk¢e dolanim da sifira gider; ama dolanimi
diskin alanina bélersek bir limit kalir ve bu limit rotasyonelden baska bir sey degildir.

Onerme 17.1 (Rotasyonel ve Dolanim). F, bir nokta, n bir birim vektor olsun ve v’nin bilesenlerinin
kismi tiirevleri Ry’1 iceren agik bir bolgede siirekli olsun. Yeterince kiiciik her a > 0 i¢in S,, merkezi R,

yarigapt a olan, n’ye dik ve n ile yonlendirilmis disk; C, da onun pozitif yonlii sinir cemberi olsun. Bu
durumda

1
curl v(R) -n = lim —2/ v -dr (2)
c

a—0 TQ

a

olur.

Sekil 17.7: P, merkezli, a yarigapli ve birim normali n olan kiiciik S, diski ile siniri1 C,. C, etrafindaki dolanim
yaklasik olarak (curl v(P,) - n) ma®dir; carpandaki i¢ carpim, curl v'nin n dogrultusundaki bilesenidir (kesikli
izdiisiim).

ispat.
Stokes Teoremi. a, S, diski bu acik bolgenin icinde kalacak kadar kiigik olsun. S, diiz bir disk
oldugundan birim normali her noktada n’dir. Stokes Teoremi’ne gore

/v-drz// curl v-ndS.
c, s,

Sabit degerle karsilastirma. S, nin alani Ta® oldugundan sabit curl v(F)) - n sayisini da bir yiizey
integrali olarak yazabiliriz:
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1
curl v(R) -n = g //5 curl v(F)) -ndS.

M(a), | curl v(P) — curl v(R) | sayissmin P € S, iizerindeki en biiyiik degeri olsun. Kismi tiirevler
siirekli oldugundan curl v siireklidir; kapali ve sinirli S, tizerinde bu en biiyiik deger vardir. Son iki esitligi
taraf tarafa ¢ikarip her w vektorii icin gegerliolan | w-n | < | w || n | = | w | esitsizligini kullanirsak
1
@/ v-dr —curl v(R) -n ’
CG-
1
=— ‘ ) (curl v(P) —curl v(F) )-ndS |
1 1 v(P 1v(R) |dS
Sﬁ . | curl v(P) — curl v(R) |
<L M(a) ra? = M(a)
—_— < T =
~ ma?

buluruz.
Limit. ¢ > 0 verilsin. curl v, R, da stirekli oldugundan 6yle bir § > 0 vardir ki By’a uzaklig1 6 dan kiigiik
her P noktasinda

| curl v(P) —curl v(R) | <e

olur. a < § ise S, ’nin her noktasi Fy’a en ¢ok a uzaklikta oldugundan M (a) < €’dur. Demek ki a — 0
iken M (a) — 0 olur ve yukanidaki fark sifira gider. Bu, (2) esitligidir. m

Yani curl v - n, n ekseni etrafindaki birim alan basina dolanimdir. Kiiciik bir a i¢in

/ v-dr~ (curl v(R) -n)mad®
c

a

yaklasimi gecerlidir. Bu sayi, akiskanin F) cevresinde n ekseni etrafinda dénme etkisini olcer. o,
curl v(R)) ile n arasindaki ac1 ise

curl v(R) -n = | curl v(R) |cosa

olur. Bu deger en biiyiik, n tam curl v(F)) yéniindeyken olur. Akigkanin igine, ekseni n olan kiiiik bir
kirekli cark koydugumuzu diisiinelim. Cark en hizli, ekseni curl v’ye paralelken doner ve déonme yo6nii
sag el kuraliyla curl v’nin yéniinden okunur. curl v = 0 olan bir noktada ise ¢ark hangi eksenle konursa
konsun dénme egilimi gostermez.

Rotasyoneli Sifir Olan Alanlar

Son olarak Stokes Teoremi’nin, rotasyonel ile konservatiflik arasindaki bagi nasil agikladigini gérelim.
Teorem 14.2 sunu séyler: F, R*’iin tamaminda tanimli, bilesenlerinin kismi tiirevleri siirekli ve curl F =
0 ise F konservatiftir. Stokes Teoremi bu sonucun neden dogru olduguna dair bir sezgi verir:

1. Teorem 12.2 ve Teorem 12.3 geregince, her kapali C' egrisi i¢in fC F - dr = 0 oldugunu géstermek

yeter.

2. C pargali diizgiin, basit kapali bir egri olsun. Sinir1 C' olan, y6nlendirilebilir ve parcali diizgiin bir S
yuizeyi vardir; béyle bir yiizeyin her zaman bulundugunu géstermek ileri teknikler gerektirir. S’yi C
pozitif yonlii olacak bigimde yonlendirip Stokes Teoremi’'ni uygularsak

/F~dr://cur1F-dS=//0'dS:0
C S S

buluruz.
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3. Sonlu sayida noktada kendini kesen bir kapali egri, bu noktalardan ayrilarak sonlu sayida basit kapali
egriye boliinebilir. Her birinin {izerindeki integral 0 oldugundan toplamlar1 da 0’dir.

Kendini sonsuz kez kesen ya da bir yay: st iiste gecen kapali egriler bu basit parcalamaya uymaz ve ayr1
bir inceleme ister. Bu yiizden yukaridaki akis bir ispat degil, bir sezgidir; sonucun tam ispat1 Teorem 14.2
icinde potansiyel fonksiyonu agik¢a kurarak verilir.

Tersi zaten biliniyordu: konservatif bir alan bir gradyandir ve bir gradyanin rotasyoneli sifirdir (Teorem
14.1). Boylece R®’iin tamaminda tanimli ve kismi tiirevleri siirekli bir alan i¢in “konservatif olmak” ile
“rotasyoneli sifir olmak” ayni1 seydir.

Alistirmalar

Alistirmalar kolaydan zora siralanmistir. ilki teoremin anlamini, sonrakiler teoremin iki yéndeki kulla-
nimunt ¢aligtirir: bir egrisel integrali ylizey integraline, bir yiizey integralini de egrisel integrale ya da
bagka bir ylizey tizerindeki integrale ¢evirmek.

Alistirma 17.1 (Aym1 Sinirh Ug Yiizey). F, bilesenlerinin kismi tiirevleri R3’te siirekli olan bir vektor
alani olsun. $u ¢ ylizeyi alalim:

o D: xy-dizlemindeki z2 + y2 < 4 diski,
« H:22 + y2 + 22 = 4 kiiresinin z > 0 olan yarist,
« P: 2z =4— 2% — y? paraboloidinin z > 0 olan parcasi.

Ugii de yukar1 yonlendirilmis olsun; yiizeyler Sonuc 17.1 igindeki sekilde cizilidir. Neden

//cur1F~dS:// curlF~dS://curlF-dS
D H P

oldugunu aciklaymiz.

Cozim.

Ortak sinir. D’nin siuri, z = 0 diizlemindeki 22 + y? = 4 cemberidir. H’nin ve P’nin sinirinda z =
0’dir; bunu yiizeylerin denklemlerine yazinca ikisinde de 2% + y? = 4 buluruz. Yani ii¢ yiizeyin sinir1
ayni C' ¢cemberidir.

Ortak yon. H ile P, D’nin ustiinde birer kubbe gibi durur ve t¢ii de yukar: (kubbeler icin disa)
yo6nlendirilmistir. Bunu (2, 0,0) noktasinda kontrol edelim: C' tizerinde j yoniinde, yani yukaridan
bakinca saat yoniiniin tersine yiirityen biri i¢in

+ D’de bas k yo6niindedir ve disk solda (orijine dogru) kalir,
+ H’de bas i yoniindedir (normal kiireye dik ve disa dogrudur) ve yarim kiire solda (yukarida) kalir,
+ P’de bas disa ve yukar: egiktir ve paraboloit yine solda (yukarida ve iceride) kalir.

Demek ki ii¢ ylizey C’ye ayni pozitif yoni verir: yukaridan bakinca saat yoniinin tersi.

Sonug. Ug yiizey de diizgiindiir, sinirlar1 basit kapali ve diizgiindiir, F'nin kismi tiirevleri her yerde
siireklidir. Stokes Teoremi’ni ii¢ yiizeye ayr1 ayr1 uygularsak ii¢ integralin de | o F - dr’ye esit oldugunu,
dolayistyla birbirine esit oldugunu buluruz. Bu, Sonug 17.1 sonucunun bir 6rnegidir. B

Alistirma 17.2 (Bir Ucgen Boyunca Egrisel Integral).
F(z,y,2) = (z+¢°) i+ (y+2°)i+ (2 +29)k

ve C, koseleri (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) olan ve yukaridan bakinca saat yoniiniin tersine yonlendirilmis
ticgen olsun. [ o F - dr integralini Stokes Teoremi’yle hesaplayiniz.

Cozim.
Rotasyonel. P = 2 + y?, Q = y + 22, R = z + 22 icin
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OR 0Q

OP OR

R
0Q 0P

T —0-—2y=-2

or Oy Y y

oldugundan curl F = —2zi — 22 j — 2y k'dir.
Yiizey. Uc kése de © + y + 2z = 1 diizlemindedir. S, bu diizlemin iiggenin icinde kalan parcasi olsun:
z=g(z,y) =1—x —y grafigi, D ise zy-dizlemindeki z > 0, y > 0, z + y < 1 ti¢genidir. C' yuka-
ridan bakinca saat yoniniin tersine dolandigindan S’yi yukar: yonlendiririz.
Ak g, = g, = —1 oldugundan integrand

—G1 9, —Gy9, +G3 =G, + Gy + Gy = —2(z+y+2)

olur. § tizerinde = + y + z = 1 oldugundan integrand sabit —2’dir. D’nin alam % oldugundan

/F-dr://(—Q)dA:—Zé:—l
C D

bulunur. m

Aligtirma 17.3 (Bir Paraboloitle Bir Diizlemin Kesisimi).
F(z,y,2) = (23 —2)i+zyj+ (y+ 22k

ve C, z = 2% + y? paraboloidi ile z = x diizleminin kesisim egrisi olsun. C, yukaridan bakinca saat
yoniinin tersine yénlendirilmistir. [ o F - dr integralini Stokes Teoremi’yle hesaplayiniz.

Coziim.

Rotasyonel. P = 2% — 2, Q = zy, R = y + 22 icin
OR 0Q
———=1-0=1
Oy 0Oz ’
OP OR
———=-1-0=-1
0z Ox ’
0Q 0P

o oy YTV

oldugundan curl F =i — j+ y k’dir.
Yiizey. Kesisimde z = 22 + 2, yani

1Ny o 1
(e=a)+v' =73
saglanir. Demek ki C’nin zy-diizlemine izdiisimii, merkezi ( %, 0 ) ve yaricapl % olan ¢emberdir. Para-
boloidi kullanmak yerine diizlemin C i¢inde kalan parcasini alahm: S, g(z,y) = = fonksiyonunun bu
cemberin icindeki D dairesi iizerindeki grafigi olsun. C’nin yonii nedeniyle S’yi yukar1 yonlendiririz.
Ak g, =1,g9,=0ve G, =1, G, = —1, G3 = y oldugundan integrand

olur. D dairesi x eksenine gore simetrik, y ise bu simetride isaret degistiren bir fonksiyon oldugundan

[, ydA = 0dir. D’nin alam 7 - 3)? = § oldugundan

/CF~dr://D(y1)dA:0§: g
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bulunur. m

Aligtirma 17.4 (Orijinden Bakinca Saat Yoniinde Dolanan Cember).
F(z,y,2) = 2e%i+ (z— ) j+ (z — 2%) k

ve C, x = 3 diizlemindeki y? + 2% = 4 ¢emberi olsun. C, orijinden bakinca saat yoniinde yénlendiril-
mistir. [ o F - dr integralini Stokes Teoremi’yle hesaplayiniz.

Coziim.

Rotasyonel. P = ze*,Q = z — y3, R = = — 23 i¢in
OR 0Q
ZE 9% _g1=—1
Oy 0Oz ’
oP R
gL I _ e
8z oz ’
200 P
r oy 0 0=0

oldugundan curl F = —i + (e® — 1) j’dir.

Yiizey ve yon. S, x = 3 diizlemindeki y? + 2% < 4 diski olsun; normali i ya da —i’dir. Orijin, diizlemin
x < 3 tarafindadir. Bir taraftan saat yoniinde goriinen bir dolanim 6biir taraftan saat yoniiniin tersine
goruniir; demek ki C, z > 3 tarafindan bakinca saat yoniiniin tersine dolanir. Pozitif yonlii sinur,
normalin ucundan bakinca saat y6niiniin tersine dolanan sinir oldugundan diski n = i ile yénlendiririz.
AKku. Disk iizerinde curl F - i = —1°dir. Diskin alani 7 - 22 = 47 oldugundan

/F-dr://curlF~idS=//(—1)dS:—47r
C S S

bulunur. m

Alistirma 17.5 (Bir Yarim Kiirede Rotasyonelin Akisi).
F(z,y,2) = zeVi+ zcosyj+ zzsiny k

ve S, 2% + y? + 2% = 16 kiiresinin y > 0 olan yaris1 olsun; S, pozitif y ekseni yoniinde yonlendirilmistir.
I , curl F - dS integralini hesaplayimnz.

Coziim.

Sinir ve yeni yiizey. S’nin sinirinda y = 0°dir; buradan 22 + 22 = 16 bulunur. Yani smir, zz-
diizlemindeki 4 yarigapli C' ¢emberidir. S;, y = 0 diizlemindeki 2 + 22 < 16 diski olsun ve j ile
yonlendirilsin. S, S;’in pozitif y tarafinda bir kubbe gibi durur ve iki ylizeyin normali de y’nin pozitif
yoniine bakar. Tipki yukar1 yonlii bir kubbe ile altindaki yukar: yonlii disk gibi, ikisi C’ye ayni1 pozitif
yonii verir. Sonug 17.1 geregince

//curlF-dSz// curl F-jdS
s 5,
olur.

Rotasyonel. P = ze¥, ) = x cosy, R = xzsiny icin

OR 0Q

_(9y ~ 2, =zxzcosy —0 = xzcosy,
oP OR v .

2 on =e¥ —zsiny,

0Q 0P y
%—8—y—cosy—ze
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372 Boliim 17. Stokes Teoremi

bulunur. Bize yalniz j bileseni gerekir: S; tizerinde y = 0 oldugundan

curl F-j=¢%— zsin0 =1

olur.
Akt S;’in alani 7 - 42 = 167 oldugundan

//curlF-dS:// 1dS =167
s S,

bulunur. m

Aligtirma 17.6 (Taban1 Acik Bir Kiip).
F(z,y,2) = zyzi+ayj+ 22yzk

ve S, koseleri (+1,4+1, +1) olan kiipiin iist yiizii ile dért yan yiiziinden olusan (tabani olmayan), diga
yonlendirilmis yiizey olsun. [f s curl F - dS integralini hesaplayiniz.

C

Sekil 17.8: Koseleri (+1, 1, +1) olan kiipiin tabam ¢ikarilmis yiizeyi S: iist yiiz ve dort yan yiiz, normaller
disa dogru. Siniry, z = -1 diizlemindeki kare C'dir ve yukaridan bakinca saat yontiniin tersine dolanir.

Coziim.

Sinir ve yeni yiizey. S’nin sinir1, z = —1 diizlemindeki C' karesidir. S, taban karesinin istiinde kutu
biciminde bir kubbedir ve normalleri disa (iist yiizde yukarr) bakar; bu yiizden C’nin pozitif yéni
yukaridan bakinca saat yoniiniin tersidir. S;, taban yizii z = —1, -1 <z <1, —1 < y < 1 olsun ve
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yukar1 (k ile, yani kiipiin icine dogru) yonlendirilsin. Bu yénlendirme C’ye ayni pozitif yoni verir,

dolayisiyla (Sonug 17.1)
//curlF~dS=// curl F - kdS
s s,
olur.

Rotasyonel. P = zyz, Q = zy, R = z2yz icin k bileseni
0Q 0P

— = =Y — Tz

or Oy

olur. S iizerinde z = —1 oldugundan curl F - k = = + y’dir.
AK1. S, karesi iizerinde

1,1
// (m+y)dS:/ / (x+y)dydz
s, -1/
1 1,1
=/ Zxdx—l—/ / ydyder=0+0=0
—1 —1/-1

bulunur. Demek ki [f s curl F - dS = 0’dir. Bes yiiziin integrallerini tek tek hesaplamak da ayni sonucu
verir, ama ¢ok daha uzundur. m

Alistirma 17.7 (Bir Paraboloit Parcasinda Dogrulama).
F(z,y,z) = —2yzi+yj+3zk

ve S, z =5 — 2% — y? paraboloidinin z = 1 diizleminin iistiinde kalan, yukar1 yénlendirilmis parcasi
olsun. Iki tarafi ayr1 ayr1 hesaplayarak Stokes Teoremi’ni dogrulayiniz.

Coziim.

Sinir egrisi. S’nin smirinda z = 1’dir; buradan 22 + y? = 4 bulunur. S yukar1 yonlendirildiginden
sinir1 yukaridan bakinca saat yoniiniin tersine dolagiriz:

r(t) =2costi+ 2sintj+k, 0<t< 2.
Egrisel integral. v’ (t) = —2sinti+ 2costj ve
F(r(t)) = —4sinti+ 2sintj+ 6costk

oldugundan
27
/ F.dr = / ( 8sin®t + 4sintcost )dt
c 0

=87r+[25in2t]g”:87r+0:87r

bulunur; burada fOZW sin2tdt = esitligini kullandik.

Rotasyonel. P = —2yz, Q) = y, R = 3x i¢in

OR 0Q

9y 8. -0 0=0
0P OR

9 on . TS

0Q oP

Oz Oy 0-(-22) =2

oldugundan curl F = —(2y + 3) j + 2z k’dir.
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374 Boliim 17. Stokes Teoremi

Yiizey integrali. g(z,y) =5 — 2> —y? i¢in g, = —2x, g, = —2y ve D, 2 +y* < 4 dairesidir.
Integrand

Gy g, — Gy9,+G3=0—(2y +3)(2y) +2(5 —2* — ¢?)
=10 —2z* — 6y — 6y

olur. Kutupsal koordinatlarda terim terim integral alalm (0 <7 < 2,0 < 6 < 27):

//1OdA:10~471':4071'7
D
27 2
//2x2dA=2/ cos29d0/ r3dr=2-7-4=8m,
D 0 0
27 2
//6y2dA:6/ sin29d0/ r3dr =67 4= 24,
D 0 0
2m 2
//6ydA=6/ sinfdf | r2dr=0.
D 0 0

Buradan

//curlF~dS:407r—87r—247r—O=87r
s

bulunur. Iki taraf da 87 dir; Stokes Teoremi dogrulanmis olur. m

Alistirma 17.8 (Bir Kuvvet Alaninin Yaptig1 Is). Bir parcacik
F(z,y,2) = 22i+2zyj + 4%k

kuvvet alaninin etkisinde, orijinden baglayip dogru parcalar1 boyunca sirasiyla (1, 0,0), (1,2,1), (0,2, 1)
noktalarina ve oradan yine orijine gidiyor. Kuvvetin yaptig1 isi Stokes Teoremi’yle bulunuz.

Coziim.
Yol bir diizlemde. a =i ve b = 2j + k dersek dort nokta 0, a, a + b, b’dir. Yani yol, a ile b’nin
gerdigi bir paralelkenarin kenarlaridir. Diizlemin normali a x b = —j 4+ 2k oldugundan diizlemin

denklemi —y + 2z = 0, yani z = £’dir. S, bu paralelkenar bélge olsun: g(z,y) = % fonksiyonunun
D =[0,1] x [0, 2] dikdértgeni iizerindeki grafigi. Yolun zy-diizlemine izdiigiimii sirasiyla (0, 0), (1, 0),
(1,2), (0,2) noktalarindan gecip (0,0)’a doner. Bu, dikdértgenin kenarlarimi yukaridan bakinca saat
yoniniin tersine dolagmaktir; S’yi yukar: yonlendiririz.

Rotasyonel. P = 22, Q = 2zy, R = 4y? icin

OR 0Q

y 9s  WTUTW
OP OR
0Q OP
T —y-—0=2
oxr Oy Y y

oldugundan curl F = 8yi+ 2zj + 2y k’dir.
Is.g, =0, 9y = % oldugundan integrand

1
—8y-0—2z~§+2y:2y—z:2y——=—

olur (S iizerinde z = ¥). Buradan
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1 2 1 2 1
3 3
W:/F-drz/ / —ydyd:v:/ [i]gdxz/ 3dz =3
C 0 0 2 0 4 0

bulunur. Dért dogru parcasi tizerindeki integralleri tek tek hesaplamak da sirasiyla 0, 23—8, -1, —% ve
toplamda yine 3 verir. B

Alistirma 17.9 (Bir Eyer Yiizeyi Uzerindeki Egri). C,r(t) =sinti+costj+sin2tk, 0<t¢<2nm
egrisi olsun.

/(y—l—sina:) dx + (22 + cosy) dy + 23 dz
c

integralini hesaplayiniz. (C’nin z = 2zy yiizeyi tizerinde oldugunu gozlemleyiniz.)

Coziim.

Yiizey. C tizerinde 2xy = 2sintcost = sin 2t = z oldugundan C, z = 2zy eyer ylizeyinin tizerinde-
dir. C’nin zy-diizlemine izdisimii (sin¢,cost) birim ¢emberidir. S, g(z,y) = 2zy fonksiyonunun
birim daire D tizerindeki grafigi olsun; sinir1 C"dir.

Yon. t = 0’da izdiistim (0, 1), t = Z’de (1, 0) noktasindadir; yani C' yukaridan bakinca saat y6niinde
dolanir. Bu, yukar1 yonlendirilmig S’nin pozitif yoniiniin tersidir. Yén degisince egrisel integralin isareti
degistiginden (Onerme 11.4)

/ F.dr =— // curl F - dS (S yukar: yonlii)
C S

olur. Burada
F = (y+sinz)i+ (22 +cosy)j+ 23k

alanini kullaniyoruz.
Rotasyonel. P = y +sinz, Q = 22 + cosy, R = z2 icin

OR 0Q

oOP OR 9 9
R
0Q OP
83:781;_071_71

oldugundan curl F = —2zi — 322 j — k’dir.
Ak g, = 2y, g, = 2z oldufundan integrand

—(—22)(2y) — (—322)(2z) + (—1) = 4yz + 623 — 1 = 8xy? + 62° — 1

olur (S iizerinde z = 2zy). D birim dairesi y eksenine gore simetriktir; 82y ve 6x> ise = yerine —x
yazilinca isaret degistirir, bu yiizden integralleri sifirdir. Boylece

//ScurlF-dS://D(—l)dA:—ﬂ

ve
/ (y+sinz)dr + (22 +cosy)dy + 2 dz = —(—7) =7
c

bulunur. m
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376 Boliim 17. Stokes Teoremi

Alistirma 17.10 (Yalniz Alana Bagh Bir Integral). C, z +y + 2z = 1 diizleminde kalan basit kapali
diizgiin bir egri olsun.

/ zdx —2xdy + 3y dz
C

integralinin C’nin sinirladig1 bolgenin yalniz alanina bagh oldugunu, C’nin bi¢imine ya da diizlemdeki
yerine bagli olmadigini gosteriniz.

Cozim.
Alan ve rotasyonel. Integral, F = zi— 2z j + 3y k alaninin [ o F - dr integralidir. P = 2, Q = —2ux,
R = 3y icin
OR 0Q
I 9K _3 0=3
Oy 0Oz ’
OP OR
— — —=1-0=1
0z O ’
0Q oP
I 9T - 9 0=
or Oy

oldugundan curl F = 31i + j — 2k sabit bir vektordir.
Yiizey. S, dizlemin C ile siirlanan parcast olsun ve C pozitif yonli olacak bicimde y6nlendirilsin.
Diizlemin birim normali

1
n=+—({+j+k
valitith
ve S tizerinde sabittir; C' yukaridan bakinca saat yéniiniin tersine dolaniyorsa +, saat yéniinde dolani-
yorsa — isareti alinir. Buradan

3+1-2 2

VRV

curl F-n=+

bulunur.
Sonug. Stokes Teoremi’ne gore

2 2
F-dr://curlF-ndS:;l:— /dS:i—A(S)
/c s V3l V3

olur; A(S), C’nin siirladig bolgenin alanidir. Demek ki integral yalniz bu alana (ve C’nin dolanma

yoniine) baghdir. Ornegin C, koseleri (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) olan ve yukaridan bakinca saat
J3 s 1'dir. m

yoniiniin tersine dolanan iicgense A(S) = ¥ ve integral = - *3> =

Sl

Alistirma 17.11 (Kapali Bir Kiire Uzerinde Rotasyonelin Akis1). S bir kiire ve F, bilesenlerinin
kismi tiirevleri S’yi igeren acik bir bolgede siirekli olan bir vektér alani olsun. [f  curl F-dS =0

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

Kiireyi ikiye bolmek. Kiirenin merkezi (a, b, ¢) olsun ve .S disa yonlendirilmis olsun. z = ¢ diizlemi
kireyi iist yar1 S; ve alt yar1 S, olarak ikiye béler; ikisinin sinir1 ayni ekvator ¢emberi C’dir. Kiirenin
bir sinur egrisi olmadigindan teoremi dogrudan uygulayamayiz, ama iki yariya ayri ayri uygulayabiliriz.
Yonler. S;’in dis normali yukar: dogrudur; pozitif yonii C’yi yukaridan bakinca saat yoniiniin tersine
dolagan yondiir. Sy’nin dis normali asag1 dogrudur; normalin ucundan, yani asagidan bakinca saat
yoniniin tersine dolasan yon, yukaridan bakinca saat yonindedir. Demek ki S5 nin pozitif y6nlil sinir1
—C"dir.

Toplam. Stokes Teoremi ve yon degisince isaretin degismesi (Onerme 11.4)
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17.7 Alistirmalar 377

//curlF-dS:// curlF-dS—i—// curl F - dS
s S, S,
:/F-dr+/ F-dr:/F~dr—/F-dr:O
c -C c c

verir. Kiire ice yonlendirilmigse her iki yarinin da yénii ters déner ve sonug yine 0 olur. B

Aligstirma 17.12 (Gradyanlarin Vektorel Carpimi). S ile C, Stokes Teoremi’nin kosullarini saglasin;
f ve g’nin ikinci mertebeden kismi tirevleri siirekli olsun.

/C(fvfl)'er//S(VfXVg)dS

oldugunu gosteriniz.

Cozim.

Teoremi uygulamak. F = f Vg = fg, i+ fg,j+ fg,k alaninn bilesenlerinin kismi tirevleri sii-
reklidir, ¢tinki f’nin birinci ve g’nin ikinci mertebeden kismi tiirevleri siireklidir. Stokes Teoremi’ne
gore

/C(fV9)~dr=//Scur1 (fVyg)-dS

olur. Demek ki curl (f Vg) = Vf x Vg oldugunu gostermek yeter.
Rotasyoneli hesaplamak. P = fg,, Q = fg,, R = fg, diyelim. Carpimin tiirevinden i bileseni

OR 0
3_y_6_cj:fygz+fgzy_fzgy_fgyz =fy9.—f.9y

olur, ¢linkil g’nin karisik kismi tirevleri esittir: g,, = g, . (bkz. Analiz 4). Ayn1 bicimde

OP OR
0z Oz
9Q _opP

bulunur.
Vektorel carpimla karsilastirmak. Ote yandan

i j k
gm gy gz

olur. Bilesenler tek tek ayni oldugundan curl (f Vg) = V f x Vg'dir ve istenen esitlik elde edilir. Ozel
olarak g = f alinirsa Vf x Vf = 0 oldugundan fc(f Vf)-dr =0ckar. m

Stokes Teoremi bir yiizeyi sinir egrisine bagladi. Bir sonraki ve son bolimde ayni fikri bir boyut daha
yukar tasiyacagiz: bir cismin icindeki ti¢ kath integrali, cismi ¢evreleyen kapali yiizey tizerindeki akiya
baglayan Diverjans Teoremi.
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18.1

18. Diverjans Teoremi

Green Teoremi’nin vektor bicimini Rotasyonel ve Diverjans bolimitinde gormiistiikk. D diizlemde bir bolge,
C onun pozitif yonli sinir egrisi ve n, C' iizerinde D’nin digina bakan birim normal ise

%F-nds:// div F(z,y) dA
c D

olur. Soldaki integral F’nin C' egrisinden disar1 dogru net akisimi 6lcer, sagdaki ise diverjansi bolge
boyunca toplar.

Uzaya gecince egrinin yerini kapali bir yiizey, diizlem bolgenin yerini de bu yiizeyin ¢evreledigi cisim alir.
S, bir E cisminin siir ylizeyi olmak tizere ayni esitligin

//SF-ndS:///Ediv F(z,y,2)dV

bi¢imini alacagini tahmin edebiliriz. Uygun kosullar altinda bu tahmin dogrudur ve Diverjans Teoremi
(Divergence Theorem) adini tasir. Green ve Stokes teoremleri gibi bu teorem de bir tiirevin (burada
div F’nin) bir bolge tizerindeki integralini, asil alanin yalmz bolgenin sinirindaki degerlerine baglar.
Teorem, onu elektrostatik iizerine ¢alisirken bulan Carl Friedrich Gaussun (1777-1855) adiyla Gauss
Teoremi diye de anilir. Dogu Avrupa’da ise sonucu 1826’da ortaya koyan Mihail Ostrogradski’nin
(1801-1862) adiyla bilinir. Bu béliimde teoremi ispatlayacak, aki hesaplarini nasil kisalttigini gérecek ve
diverjansin fiziksel anlamini teoremden ¢ikaracagiz.

Basit Kat1 Bolgeler

Teoremi ispatlayacagimiz cisimler, ii¢ katli integralleri hesaplarken kullandigimiz tip 1, tip 2 ve tip 3
bélgelerin (Uc Katli Integraller) iicii birden olan cisimlerdir.

Tanim 18.1 (Basit Kat1 Bolge). Bir E cismi aym anda tip 1, tip 2 ve tip 3 bolge ise, yani hem
E={(z,y,2) | (z,9) € Dy, uy(2,9) < z <up(z,y)}

hem
E={(z,9,2) | (y,2) € Dy, v1(y,2) <@ <w(y,2)}

hem de
E={(z,y,2) | (x,2) € D3, wy(z,2) <y <wy(z,2)}

bi¢iminde yazilabiliyorsa E’ye bir basit kat1 bolge (simple solid region) denir. Burada sinir fonksiyonlar1
strekli olmali ve D,, D,, Ds’iin i¢ noktalarinda, en ¢ok sonlu sayida egri disinda, siirekli kismi tiirevlere
sahip olmalidir.

Yani basit kat1 bélgede koordinat eksenlerinden birine paralel her dogru, cismi ya hi¢ kesmez ya da tek bir
dogru parcasi (ya da tek nokta) boyunca keser. Tiirev kosulu, sinir yiizeyinin parca parca diizgiin olmasini
saglar. Tiirevlerin D, nin sinirinda sinirsiz olmasina ve igeride sonlu sayida egri boyunca kirilmasina izin
verilir. Ornegin a yaricaph topun iist yiizii us(z,y) = /a? — 2 — y? grafigidir; bu fonksiyonun kismi
tiirevleri dairenin iginde siireklidir, sinir cemberine yaklasirken ise sinirsiz bityiir. Bu sayede toplar, elip-
soitlerle sinirl cisimler, dikdortgenler prizmalar: (kutular), dortyizliiler ve silindirler basit kat1 bolgelerdir.
Buna karsilik iki es merkezli kiire arasindaki kabuk basit degildir: merkezden gegen bir eksen dogrusu
onu iki ayr1 parca boyunca keser. Bu tiir cisimlere béliimiin ilerisinde dénecegiz.
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Basit kat1 bolgenin sinir1 kapali bir yuzeydir. Kapali ylizeylerde pozitif yon, birim normal n’nin her
noktada E’nin disina baktig1 yondiir (bkz. Tanim 16.4). Aksi soylenmedikce kapali yiizeyleri bu digsa dogru
yonle alacagiz.

Diverjans Teoremi

Artik teoremi tam olarak ifade edip ispatlayabiliriz. Ispat, Green Teoremi’nin (Teorem 13.1) ispatina cok
benzer: alani bilesenlerine ayirir ve her bilesen icin analizin temel teoremini bir kez kullaniriz.

Teorem 18.1 (Diverjans Teoremi). E bir basit kati bolge ve S, E’nin disa dogru (pozitif) yonlendirilmis
sinir yiizeyi olsun. ¥, bilesen fonksiyonlari E’yi iceren bir agik bolgede siirekli kismi tiirevlere sahip bir vektor

alani olsun. Bu durumda
//F~dS=///dideV (1)
s E

olur.

Sekil 18.1: Basit kat1 bolge E ve onu cevreleyen kapali S yiizeyi. Pozitif yonde birim normal n her noktada
E'nin disina bakar (kesikli ok, goriinmeyen alt yiizdeki normaldir). Diverjans Teoremi, F'nin S'den disar
akisinit div F'nin E iizerindeki integraline esitler.

ispat.
F = Pi+ Qj+ Rk yazalim. Diverjansin tanimindan (Tanim 14.3) ve ii¢ katly integralin lineerliginden

///EdideV:///Eg—];dV~l—//Eaa—§dV
+//E%_fdv

olur. n, S’nin disa bakan birim normali olsun. Ak integralinin tanimindan (Tanim 16.5) ve yiizey integ-
ralinin lineerliginden de

//SF~dS://SF-ndS
://SPi~ndS+/[qu~ndS+//SRk~ndS
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380 Boliim 18. Diverjans Teoremi

elde edilir. Iki agilimi terim terim karsilastirirsak teoremi ispatlamak icin su iic esitligi gostermenin

yettigini goriiriiz:
//Pl ndS = /// —dV (2)
// Qj-nds = /// 99 4y 3)

// Rk -ndS = // —dV (4)
(4) esitligi. E bir tip 1 bolgedir:

E= {(x,y,z) | ('Tvy) € D’ U’l(xay) S z S U’2($ay)}'

Burada D, E’nin zy-diizlemine izdiisiimiudiir. Tip 1 bolgede ii¢ katly integral formiiliine gire

// Ty = // M oY 8R(ac Y, 2 )dz]dA

olur. I¢ integralde x ve y sabittir ve z — R(z,y, z) fonksiyonu z > 28 08 (x,y,z) fonksiyonunun bir
ilkelidir. Analizin temel teoremine (bkz. Analiz 2) gére i¢ integral R(x, y,ug(m y)) — R(z,y,u;(z,y)) ye
esittir. Boylece

// —dV = /D [ R(z,y,uqy(z,y)) — R(z,y, uy (x,y)) ]dA (5)

bulunur.

Simdi sol tarafa bakalim. S sinir yiizeyi ii¢ parcadan olusur: alttaki S, yiizeyi (z = uq (z,y)), tstteki S,
yiizeyi (z = uq(x,y)) ve D’nin simir egrisinin iistinde yiikselen diisey S5 yiizeyi. (S5 hi¢ olmayabilir;
ornegin bir kiirede alt ve iist yari kiireler dogrudan birlesir.)
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18.2 Diverjans Teoremi 381

Syt 2= ty(x,3)

Sekil 18.2: E'ye tip 1 bolge olarak bakmak. Sinir ii¢ parcadir: alttaki S, iistteki S; ve D'nin sinir1 iizerinde
yiikselen diisey S;. Dis normal S,'de yukari, S, 'de asagi bakar; S;'te yataydir, bu yiizden orada k - n = 0 olur.

Sy diisey oldugundan normali yataydir; k ise diiseydir. Bu yiizden Sy iizerindek - n = 0 ve

// Rk~ndS=// 0dS =0
S, S,

olur. Demek ki S olsa da olmasa da
//Rk-ndS:// Rk~nd5+// Rk -ndS (6)
s 5, S,
yazabiliriz.

Sy yiizeyinir(z,y) = i+ yj + uy(z,y) Kk, (z,y) € D ile parametrize edelim. Bu parametrizasyonda

olur. Bu vektériin k bileseni pozitiftir, yani yukari bakar; Sy cismin st yiizii oldugundan disa dogru yon
de yukanidwr. Oyleyse aki, parametrizasyon iizerinden dogrudan hesaplanir:

//5 Rk'ndS:/LR(ﬂ%y,%(w,y))k-(rzXry)dA

_ //D Rz, y, uy(x, y)) dA.

Bu hesap, u, 'nin kismi tiirevleri D’nin sinininda sinirsiz olsa ya da igeride sonlu sayida egri boyunca
kiwrilsa da gecerlidir. Boyle bir durumda aki, D’nin bu egrilerden uzak duran i¢ parcalar iizerinden
hesaplanir ve pargalar D’yi dolduracak bi¢imde bityiitiilerek limit alimir. k - (v, x r,)) = 1 oldugundan
her parcadaki integrand R(x,y, us(x,y)) dir. Bu fonksiyon D iizerinde siirekli ve sinirlidir; bu yiizden
limit yine ffD R(z,y,uq(z,y)) dA olur.
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382 Boliim 18. Diverjans Teoremi

S, yiizeyi i¢in ayni hesabi u, ile yapariz; ancak S, cismin alt yiizii oldugundan disa bakan normal asag,
yanir, X r,’nin tersi yondedir. Bu yiizden isaret degisir:

//s Rk'ndsz//DR(JU,y,Ul(:v,y))dA,

Bu iki sonucu (6)da yerine yazarsak
J[ rxends = [[ [ Bevw(0) - B ew) Jda
s D

bulunur. Sag taraf (5)‘in sag tarafiyla aynidir; bu da (4)’ii verir.
(2) esitligi. Bu kez E’ye tip 2 bélge olarak bakanz: (y,z) € Dy ve v1(y, 2) < x < vy(y, 2). Analizin
temel teoremi bu kez x degiskeninde uygulanir ve

// o8 av - //[Pvzy, 2) — P(0y(4,2),9,7) | dA

verir. Simirin x eksenine paralel yan yiizeylerinde i-n = 0dw. On yiiz © = vy(y,2), r(y,2) =
vy(y, 2) i+ yj + zk ile parametrize edilir ve

Ovy , Ov,
_ T2 TV
r,Xr, =i By j 5,
vektoriiniin i bileseni pozitif oldugundan bu vektor disa bakar. i-(r, x r,) =1 oldugundan (4)'teki
gerekge aynen gecerlidir ve én yiizdeki aki ffD P(vy(y, 2),y, 2) dA olur. Arka yiiz x = v, (y, z) 'de disa
2

bakan normal ters yénde oldugundan aki —ffD P(vy(y, 2),y, 2) dA dwr. Toplam, yukaridaki ii¢ katl
2

integrale esittir; bu (2) dir.
(3) esitligi. E’ye tip 3 bilge olarak bakaniz: (z,z) € Dy ve wy(z, 2) <y < wy(x, 2). Analizin temel
teoremi y degiskeninde uygulanir. Sag yiizr(x, z) = x i+ wy(x, 2) j + zk ile parametrize edilir ve

vektorii disa bakar; sol yiizde isaret degisir, y eksenine paralel yan yiizlerde j - n = 0°diwr. (2) deki adimlar
aynen tekrarlanarak

//SQj'ndS:// [ Q(z, wy(w, 2), 2) — Q(z, wy (2, 2), 2) | dA
// Dav

bulunur. Ug esitligi toplayinca (1) elde edilir.
|

Yani teoremin kosullar1 altinda, F’nin bir cismin sinir yiizeyinden disar1 dogru akisi, F’nin diverjansinin o
cisim tizerindeki ii¢ kath integraline esittir. Pratikteki degeri suradadir: kapali bir yiizeyin akis1 genellikle
birka¢ par¢anin ayri ayri parametrize edilmesini gerektirir; diverjans ise cogu zaman F’nin kendisinden
cok daha basit bir fonksiyondur ve tek bir ii¢ katli integral yeterli olur.
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18.2 Diverjans Teoremi 383

© Diverjans Teoremiyle akiy1 dort adimda hesaplamak

1. S’nin kapali bir yiizey oldugunu ve disa dogru yonlendirildigini, F’nin de S’nin ¢evreledigi E
cisminin her noktasinda stirekli kismi tiirevlere sahip oldugunu denetleyin.

2.div F = — 4+ — + —— diverjansini hesaplayn.

or 0Oy 0z
3. E’yi integrali en kolay kilan koordinatlarla (dik, silindirik ya da kiiresel) ve uygun tiple betimleyin.

4. ] fE div F dV integralini hesaplayin; sonu¢ F’nin S’den digar1 akisidur.

Ik 6rnekte teoremin iki tarafini ayr1 ayr1 hesaplayip gercekten esit ¢iktiklarini gorelim.
Ornek 18.1 (Teoremi Bir Topta Dogrulamak). F(z,y,2) = xi+yj+ 2k alan1 ve a > 0 yarigaph
z2 + 3% + 22 < a? topu icin Diverjans Teoremi’nin iki tarafini ayr1 ayr1 hesaplayiniz.

Coziim.
Sag taraf. div F = 1+ 1 4+ 1 = 3 sabittir. B topun hacmi %7m3 oldugundan

4
/f/ div FdV =3 =7ma® = 4ma?
B 3
olur.

Sol taraf. S kiresinin bir noktasinda r = i+ yj 4+ zk konum vektorii, kiirenin o noktadaki disa
dogru normalidir ve uzunlugu a’dir. Bu yiizden dis birim normal n = r/a olur. Buna gére

r x2—|—y2+z2 a?
F~n:r~—:—:—:a,
a a a

bulunur. F - n kiire iizerinde sabit oldugundan integral, bu sabit ile kiirenin alani 47a? nin carpimudir:

//F~ndS:a~47ra2:47ra3.
s

iki taraf da 47a tir.
| |

Bu 6rnekte iki taraf da kolaydi. Cogu zaman ise yiizey integrali zahmetlidir ve teoremi tam da onu ¢ kath
integrale ¢cevirmek icin kullaniriz.

Ornek 18.2 (Birim Kiireden Gecen Ak1). F(x,vy,2) = zi+ yj + = k vektor alaninin 22 + y2 + 22 =
1 birim kiiresinden (diga dogru) akisini bulunuz.

Coziim.
Once diverjansi hesaplayalim:

. 0 0 0 B B
dlvF—%(z)-l-a—y(y)—i-&(w)—o-l—l—i-O—l.

Birim kiire S, 22 + y2 + 22 < 1 birim topu B’nin siuridir ve F’nin bilegenleri her yerde stirekli kismi
tiirevlere sahiptir. Diverjans Teoremi’ne gore aki

/[qF-dSz///BldV:V(B):gﬂ(l)g’:%r

olur. Aymi akiy1 kiireyi parametrize ederek dogrudan da hesaplayabiliriz (Yiizey Integralleri); bu yol
trigonometrik integrallerle dolu uzun bir hesap gerektirir ve ayni sonucu verir.
|

Siradaki 6rnekte yiizey dort parcadan olusuyor ve alanin kendisi karmagik; diverjans ise basit.
Ornek 18.3 (Parabolik Silindirle Sinirl1 Cisim). Vektor alani
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384 Boliim 18. Diverjans Teoremi

F(z,y,2) = zyi+ (y2 + e“Q)j + sin(zy) k

olsun. S,z = 1 — 22 parabolik silindiriile z = 0, y = 0 ve y + 2z = 2 diizlemlerinin sinirladig1 E cisminin
disa yonlii yiizeyi olmak iizere [f o F - dS integralini hesaplaymniz.

y+z=2

Sekil 18.3: E cismi: iistten z = 1 — x” parabolik silindiri, alttan z = 0, arkadan y = 0 ve sagdan y + z = 2
diizlemiyle sinirhidir. Yiizeyi dort parcadan olugur.

Coziim.

Yiizey integralini dogrudan hesaplamak igin S’nin dort parcas: tizerinde dort ayri ylzey integrali
kurmamiz gerekirdi; iistelik e ve sin(zy) gibi terimler bu integralleri zorlastirir. Diverjans ise ¢ok
daha basittir:

) 0 0/ o5 . o .
dlsza(xy)—i—a—y(y +e )+£(sm(xy))=y+2y+0=3y.

Cismi betimlemek. Parabolik silindir z = 0 diizlemini = 41 dogrularinda keser. E’nin zz-diizle-
mine izdasimi, z = 1 — x? paraboliiniin altinda ve z = 0’1n iistiinde kalan bélgedir: —1 <z < 1,0 <
z < 1— 2. Béyle bir (z, 2) icin y, y = 0 diizleminden y = 2 — 2 diizlemine kadar degisir. Demek ki
E’ye tip 3 bolge olarak bakmak en kolayidr:

E={(x,y,z)\—1§m§1,O§z§1—x2,03y§2—z}.

Integral. Diverjans Teoremi'ne gore

1 pl—z? p2—2
//F~dS:///3de:3/ / / ydydzdx
S E -1Y0 0
1 1—z? )2
= 3/ / M dzdx
-170 2

olur. Ortadaki integralde (2 — z)?/2'nin z’ye gére bir ilkeli —(2 — 2)3/6’dir. z = 1 — 2% iken 2 — z =
1+22 2=0iken2—2 =2 oldugundan

I .
3/1 l—T]O dzx = 5/1[(3024—1)3 8]dx

1
= ——/ (28 + 3z + 322 — 7)dz
-1
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bulunur. Integrand cift fonksiyon oldugundan [—1,1] iizerindeki integral, [0, 1] tizerindekinin iki
katidar:

! 1 3 184
— 6 + 324 +322—17)d :_(— - 1—7)2—.
/O(x + 324 + 32 )Ydx 7+5—|— %
184
Buna gore ffs F.-dS= ;%’tir.

Teoremin iki kogulunu unutmayin

Teorem yalnmiz kapali bir yiizeyin akisini verir. Akisi istenen yiizey kapali degilse (6rnegin bir yarim
kiire ya da bir paraboloit parcasi) 6nce onu basit bir parcayla kapatiriz, teoremi kapali ytizeye uygular
ve ekledigimiz parcanin akisini ¢ikaririz (bkz. Alistirma 18.6). Ayrica F’nin cismin her noktasinda
stirekli kismi tiirevleri olmalidir. Alan cismin icindeki bir noktada tanimsizsa teorem o cisme dogru-
dan uygulanamaz; bu durumu asagidaki Gauss yasasi 6rneginde gorecegiz.

Delikli Bolgeler ve Gauss Yasasi

Teoremi yalniz basit kat1 bolgeler icin ispatladik. Green Teoremi’nde oldugu gibi sonug, bu tiir bélgelerin
sonlu birlesimlerine de taginir.

Onerme 18.1 (Sonlu Birlesimlerde Diverjans Teoremi). E cismi, i¢ noktalar: ortak olmayan
E,, E,, ..., E,, basit kat1 bolgelerinin birlesimi olsun. S, E’nin disa dogru yonlendirilmis sinir yiizeyi, F de
bilesenleri E’yi iceren bir acik bolgede siirekli kismi tiirevlere sahip bir vektor alani olsun. Bu durumda E
icin de (1) esitligi gecerlidir.

ispat.
Her E; pargasina Diverjans Teoremi’ni uygulayip esitlikleri taraf tarafa toplariz.
Sag taraflar. Parcalarin i¢ noktalar ortak olmadigindan ii¢ katli integral parcalara gore toplanir:

i///.div FdV:///dideV.

Sol taraflar. Her E, ’nin simir1 iki tiir par¢adan olusur: E’nin simirt S’ye ait parcalar ve E;’yi komsu
bir E;’den ayiran kesme yiizeyleri. Bir kesme yiizeyi hem E, 'nin hem E,’nin stmrindadwr. Orada E; 'nin
dis normali E;’ye, E;’nin dis normali E;’ye bakar; yani iki normal birbirinin tersidir. Bu yiizden F 'nin
bir kesme yiizeyinden akisi toplamda bir kez arti, bir kez eksi isaretle girer ve sadelesir. Geriye yalniz
S’nin pargalari kalir; bu parcalarda E; ’nin dis normali E nin dis normaliyle aynidir. Boylece sol taraflarin
toplami ffS F - dS olur ve (1) elde edilir.

Yani teorem, basit parcalara kesilebilen her cisimde gecerlidir. Ornegin iki es merkezli kiire arasindaki
kabuk, ti¢ koordinat diizlemiyle sekiz parcaya kesilir ve her parca basit kat1 bélgedir. Birinci oktanttaki
parcaya tip 1 bolge olarak bakinca alt sinury, i¢ kiirenin zy-diizlemine izdiisimiiniin i¢inde i¢ kiire, disinda
ise z = 0 diizlemidir. Alt sinir fonksiyonu bu iki parcanin birlestigi ceyrek cember boyunca kirilir; tanim
buna izin verir. Boyle “delikli” bir bolgede sinir iki yiizeyden olusur ve i¢ yiizeyin hesaba nasil girdigine
dikkat etmek gerekir.

Sonuc 18.1 (iki Kapali Yiizey Arasindaki Bolge). S; ve S, iki kapali yiizey olsun ve S, S, 'nin iginde
kalsin. E, bu iki yiizey arasinda kalan ve basit kati bolgelerin sonlu birlesimi olan bolge; F de bilesenleri
E’yi iceren bir acik bolgede siirekli kismi tiirevlere sahip bir alan olsun. S| ve S, ’yi kendi dislarina dogru
yonlendirirsek
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///EdideV://SQF-dS—//SIF-dS (7)

olur.

5,

Sekil 18.4: Kesit goriniisii: E, icteki S, ile distaki S, kapalr yiizeyleri arasinda kalir. E'nin dis normali S,
tizerinde n,'dir; S, iizerinde ise deligin icine, yani -n, yoniine bakar (kesikli ok, S,'in kendi dis normali n,'dir).

ispat.

n; ven,, S ile Sy’ nin kendi dislarina bakan birim normalleri olsun. E’nin sinir1 S, ile Sy ’nin birlesimidir.
E’nin dig normali S, iizerinden, dir. S| iizerinde ise E ’nin disi, S, ’in i¢indeki deliktir; bu yiizden oradaki
dis normal —n, dir. Onerme 18.1 geregi

///EdivFdV://Slp.(_nl)ds+//s2F_n2ds
Z—//SlF-dS—i-//SZ)F.dS

bulunur.
| ]

Yani delikli bolgede deligin ylizeyi ters yonde sayilir. Bu sonucun en 6nemli kullanimi div F = 0 oldugu
durumdur: o zaman sol taraf sifirdir ve F’nin iki yiizeyden akisi esit ¢ikar. Karmasik bir yiizeyin akisini,
icine yerlestirdigimiz basit bir yiizeyin, 6rnegin bir kiirenin akisiyla hesaplayabiliriz.

Ornek 18.4 (Gauss Yasas1). Orijindeki bir @ yiikiiniin olusturdugu elektrik alani, x = zi+yj+ zk
konum vektorii ve € bir fiziksel sabit olmak iizere

B(x) = =2

NEI

ile verilir. E’nin orijini i¢ine alan her kapali S yiizeyinden akisinin 47e@ oldugunu gosteriniz.
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18.3 Delikli Bolgeler ve Gauss Yasasi 387

Cozim.

Zorluk. S herhangi bir kapali yiizey oldugundan onun i¢in acik bir denklemimiz yok; yiizey integralini
dogrudan kuramayiz. Diverjans Teoremi’'ni de S’nin cevreledigi bélgeye dogrudan uygulayamayiz,
ciinkii E bu bélgenin i¢indeki orijinde tanimsizdur.

Diverjans sifirdir. 7 = | x | = v/22 + y2 + 22 # 0 olsun. E’nin birinci bilesenini tiiretelim:

0 (a:) zi(x(x2+y2+z2)*3/2)

dx\r3) ~ Oz
r? — 322
= (22 + 2 + 22732 =322 (22 + 2 + 222 = —5
2 2 2 2
-3 -3
Ayni hesap y ve z i¢in r = Y vel = “ Verir. Toplarsak
T T
3 2_3 2 2 2 3 2_3 2
T T

bulunur. Bu, orijin digindaki her noktada gecerlidir.

Deligi bir kiireyle agmak. Orijin merkezli, S’nin icinde kalacak kadar kiiciik @ yaricapli bir S; kiiresi
alalm. G, S ile S arasinda kalan bélge olsun (S nin, G basit kat1 bolgelerin sonlu birlesimi olacak kadar
diizgiin oldugunu varsayiyoruz). G orijini icermediginden E orada siirekli kismi tirevlere sahiptir ve
(7) uygulanabilir:

///GdivEdV://SE-dS—//SIE-dS.

Sekil 18.5: Kesit goriintisii: Q yiikii orijinde, S onu icine alan herhangi bir kapal yiizey, S, ise orijin
merkezli kiigiik a yarigapl kiiredir. E alani (oklar) orijinde tanimsizdir ama aradaki G bolgesinde div E
= 0 oldugundan iki ytizeyin akis: esittir.
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Sol taraf sifir oldugundan

//SE.dS://SlE.dS

olur. Boylece bilinmeyen yiizeyin akisini kiirenin akisina indirdik.

Kiirenin akisi. S; iizerinde dig birim normal n = x/ | x |’tir ve | x | = a’dir. Buna gore
eQ X € eQ eQ
E . e . — 2 = —_— = —
S Y B Y L FYC

sabittir. Kiirenin alani1 47a? oldugundan

// dS_EQ// dS_ 4ma? = 47meQ

bulunur. Demek ki orijini i¢ine alan her kapali S yiizeyinden aki 47e()’dur.

Bu, tek bir nokta yiik icin Gauss yasasidir. € ile boslugun elektriksel gecirgenligi ¢, arasinda € =
1/(4me,) bagmntisi oldugundan aki Q /e, a esittir.

|

Diverjansin Fiziksel Anlami

Rotasyonel ve Diverjans bolimiinde diverjansi, akigkanin bir noktadan digar1 yayilma egilimi olarak
sezgisel bicimde yorumlamistik. Diverjans Teoremi bu yorumu kesin bir esitlige dontistiiriir.

v(z,y, z), yogunlugu sabit p olan bir akigkanin hiz alani olsun. F = pv alani, birim alandan birim
zamanda gecgen akigkan miktarim verir; bu yiizden F’nin kapali bir yiizeyden digar1 akisi, birim zamanda
ylzeyin i¢inden disari ¢ikan net kiitledir.

By(zg, Yy, 7o) akigkann icinde bir nokta, B, da merkezi F) ve yaricap: ¢ok kiiciik bir a olan top olsun.
div F siirekli oldugundan B, nin her P noktasinda div F(P) ~ div F(R,)’dw. B, nin sinur kiiresi S, ise

//5 F.dS:///B dideVm///B div F(R)dV =div F(R) V(B,)

yaklasimini yapabiliriz. a kiciilditk¢e yaklasim iyilesir; bu, asagidaki limiti diigtindtrir.

Onerme 18.2 (Diverjans Birim Hacim Basina Akidir). F, bilesenleri By noktasini iceren bir acik
bolgede siirekli kismi tiirevlere sahip bir vektor alani olsun. B, merkezi F,, yaricapi a olan top ve S, onun
disa yonli sinir kiiresi ise

div F(R) = lim ﬁ//s F-dS (8)

a—0+

olur.

Ispat.

€ > 0 verilsin. div ¥, R, da siirekli oldugundan 6yle bir 6 > 0 vardir ki | P — By | < ¢ olan her P igin
| div F(P) —div F(R)) | < €olur.§’y1, bu P lerin hepsi F 'nin tirevli oldugu agik bolgede kalacak kadar
kiiciik segebiliriz.

0<a<d olsun. B, bir basit kati bolgedir; Diverjans Teoremi’ni uygular ve div F(B)) sabitini
m fffB div F(R)) dV bigiminde yazarsak

-dS—divF(R) = /// div F(P) — div F(R)) ]dV

bulunur. B, 'min her noktasi icin | P — F) | < a < § oldugundan késeli paranteze giren ifadenin mutlak
degeri € 'dan kiigiiktiir. Ug katly integralin karsilastirma 6zelligiyle
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18.4 Diverjansin Fiziksel Anlami 389

1

= V(B,)

-eV(B,) =¢

@/[S F.dS —div F(R)

elde edilir. Bu her 0 < a < § i¢in dogru oldugundan (8) deki limit vardir ve div F(R)) a esittir.
]

Yani div F(R)), F) noktasinda birim hacim bagina disar1 dogru net akis hizidir. “Diverjans” (irak-
sama) adi buradan gelir: pozitif diverjans, akigkanin noktanin cevresinden disar1 yayildigin séyler. (8),
diverjansi koordinat se¢meden tanimlamanin da bir yoludur.

Tanim 18.2 (Kaynak ve Kuyu). F bir vektor alani ve P bir nokta olsun. div F(P) > 0 ise P’ye F’nin
bir kaynag (source), div F(P) < 0 ise bir kuyusu (sink) denir.

Yani bir kaynagin yakininda net akig digari, bir kuyunun yakininda iceri dogrudur. Diizlemdeki alanlar i¢in
ayn1 yorum Green Teoremi’'nin vektdr bi¢ciminden gelir: topun yerini kii¢iik bir daire, hacmin yerini alan
alir. Bir resimden karar vermek i¢in noktaya yakin yerde noktaya dogru gelen oklar1 noktadan uzaklasan
oklarla karsilastiririz. Uzaklagan oklar daha uzunsa net akis disaridir ve nokta kaynaktir; gelen oklar daha
uzunsa nokta kuyudur.

Ornek 18.5 (Bir Resimden Kaynak ve Kuyu Bulmak). Asagida F(z,y) = 221+ y? j vektor alani
cizilmigtir. P(1,1) ve Py(—1,—1) noktalarinin kaynak mi kuyu mu oldugunu oénce resimden tahmin
ediniz, sonra diverjansi hesaplayarak dogrulayimiz.

divF >0

NV I B B N B
g g

N A I B S

AN
AN
AN
— ¥ Ny t t t g -~
N\
AN Pl
\
—_— - \,\ 4 - — —
N\
N\
\
’—P > - . \\ . - — ’—»
=3 N\ 2
\
> > - . \\ - — —
AN
AN
AN

_
=/
diVF<0 y:_x

Sekil 18.6: F(x, y) = x* i + 3 j alam1 (oklar aym1 oranda kisaltildi). Py(1, 1)'in ¢evresinden ¢ikan oklar
girenlerden uzun, P,(-1, —1)'in ¢evresinde ise kisadir. Kesikli y = -x dogrusunun tstiinde div F > 0, altinda
div F < 0'dir.
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Cozim.

Resimden. Alandaki biitiin oklar saga ve yukar1 dogru bakar ve orijinden uzaklastik¢a uzar. P’in
yakininda sol alttan gelen oklar kisa, sag iiste giden oklar uzundur: noktanin cevresinden ¢ikan akig
giren akigtan fazladir, yani P, bir kaynak gibi géruniir. P,’nin yakininda durum tersinedir: sol alttan
gelen oklar uzun, sag tiste giden oklar kisadir; giren akis fazladir ve P, bir kuyu gibi goriiniir.
Formiilden. Diizlemdeki alanin diverjansi

o0 0
leF_%(x)+8_y

(y*) =2z +2y

olur. div F(1,1) = 4 > 0 oldugundan P, bir kaynak, div F(—1,—1) = —4 < 0 oldugundan P, bir
kuyudur. Daha genel olarak 2z + 2y > 0 esitsizligi y > —z demektir: y = —z dogrusunun ustiindeki
her nokta bir kaynak, altindaki her nokta bir kuyudur.

]

Temel Teoremlerin Ortak Yapisi

Bu boélimle vektdr analizinin ana sonuglarinin hepsini gérmiis olduk. Hepsi analizin temel teoreminin
yitksek boyutlu bi¢imleridir: her birinde sol tarafta bir “tiirevin” bir bolge tizerindeki integrali, sag tarafta
ise asil fonksiyonun yalniz o bolgenin sinirindaki degerleri yer alir. Hipotezleri bir yana birakip yan
yana yazalim.
Egriler ve u¢ noktalari. Analizin temel teoremi (bkz. Analiz 2) ve egrisel integraller i¢in temel teorem
(Teorem 12.1):

/ F'(2)dz = F(b) — Fl(a)

/C Vf-dr = f(x(b)) — f(x(a))

Yiizeyler ve sinir egrileri. Green Teoremi (Teorem 13.1) ve Stokes Teoremi (Teorem 17.1):

%(%—%)dA:iPdm%—Qdy
//ScurlF-dS=/CF~dr

Cisimler ve sinir yiizeyleri. Diverjans Teoremi (Teorem 18.1):

///EdideV://SF-dS
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18.5 Temel Teoremlerin Ortak Yapisi 391

Egri ve uc¢ noktalar1 Yiizey ve siur egrisi Cisim ve sinir yiizeyi

Sekil 18.7: Temel teoremlerin ortak yapisi. Solda bir aralik ve bir egri ile u¢ noktalar: (analizin temel

teoremi, egrisel integraller icin temel teorem), ortada bir ytizey ve sinir egrisi (Green ve Stokes teoremleri),

sagda bir cisim ve siir yiizeyi (Diverjans Teoremi). Her teorem, bolge tizerindeki bir tiirevin integralini
yalniz sinirdaki degerlere baglar.

Bu benzerlik tesadiif degildir. Ileri derslerde diferansiyel formlar diliyle besinin de tek bir genel Stokes
teoreminin 6zel halleri oldugu goérilir. Aymi dil, “bir sinirin siur1 yoktur” gézleminin de div curl F = 0
(Teorem 14.3) ve curl V f = 0 (Teorem 14.1) 6zdesliklerinin arkasindaki ortak neden oldugunu gosterir.

18.6 Alistirmalar

Alistirma 18.1 (Bir Kutudan Gegen Ak1). S, koordinat diizlemleri ile x = 3, y = 2 ve z = 1 diizlem-
lerinin smirladigi kutunun diga yonlii yiizeyi olsun.

F(z,y,2) = zye* i+ zy?23j —ye*k
alaninin S’den akisini Diverjans Teoremi’yle bulunuz.

Coziim.
Diverjans

div F = ye® + 2zy2® — ye* = 2zy2>

olur; ye? terimleri birbirini gétiiriir. Kutu E = [0, 3] x [0, 2] x [0, 1] oldugundan Fubini Teoremi’yle
(Teorem 6.1) integral ii¢ tek katli integralin ¢arpimina ayrilir:

oo —{ o) () ([ 4) -+ 113

Ak g’dir.
|

Alistirma 18.2 (Teoremi Bir Silindirde Dogrulamak). F(z,y,2) = 22i—yj+ zk alan1 ve 3> +
22 < 9,0 < x < 2 katu silindiri F igin Diverjans Teoremi'nin iki tarafini ayr1 ayr1 hesaplayarak teoremi
dogrulayimiz.

Cozim.
Sag taraf. div F = 2z — 1 + 1 = 22’tir. Silindirin ekseni z eksenidir; her z € [0, 2] icin kesit, yz-
diizlemine paralel ve alan1 97 olan bir dairedir. E’ye tip 2 b6lge olarak bakarsak

2
/// 2z dV = / 2z - 9rdx = 971'[:52]5 =367
E 0
bulunur.
Sol taraf. S u¢ parcadan olugur.
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« Sag taban z = 2: dis normal n = i ve F - n = 22 = 4’tiir. Ak1 4 - 97 = 367 olur.
« Sol taban = 0: dis normaln = —ive F - n = —22 = 0’dir. Ak1 0 olur.
« Yan yiizey y? + 22 = 9: dis birim normal n = (yj + 2k)/3 oldugundan F - n = (—y? + 22)/3’tiir.

Yan yiizeyi y = 3cost, z = 3sint (0 <t < 2w, 0 <z < 2) ile parametrize edelim. r(z,t) =xi+
3costj+3sintkicin| r, xr, | =3, yani dS = 3 dt dz olur. Buna gére

2 pom 2 .2
// F-ndS:// 9 cos t+98mt-3dtdm
yan 0 0 3

2 2
= / / (—9cos2t)dtdx =0
0o Jo

bulunur; ¢iinkii cos 2¢'nin tam bir periyot tizerindeki integrali sifirdir. Sol taraf 367 + 0 4 0 = 367 olur
ve sag tarafa esittir.
|

Alistirma 18.3 (Yatay Bir Silindirden Ge¢en Aki). F(z,y,z) = 3zy?i+ ze®j+ 23k olsun. S, y? +
2% = 1 silindiri ile z = —1 ve z = 2 diizlemlerinin sinirladig1 cismin disa yonlii yiizeyi ise F'nin S’den
akismni bulunuz.

Coziim.
Diverjans

div F = 3y? 4+ 0+ 32% = 3(y? + 2?)

olur. Cismin ekseni z ekseni oldugundan yz-diizleminde kutupsal koordinatlar kullaniriz: y = r cos 6,
z = rsin 6. Bunlar, ekseni z ekseni olan silindirik koordinatlardir (Teorem 7.1) ve dV = rdr df dz,
y? + 22 = r? olur:

2 27 1 1 9
///3(y2+22)dV:/ / /3r2-rdrd0da::3-27r~—-3=—.
E -170 Yo 4 2

Burada fol 3r3 dr = 3/4, 0 integrali 27 ve x integrali 2 — (—1) = 3 carpanin1 verir. Ak 9%r’dir.
|

Alistirma 18.4 (Bir Kiireden Gegen Aki).
F(z,y,2) = (& +y°) i+ (4" + 2°)j + (z° + 2%) k
alaniin, merkezi orijin ve yarigap1 2 olan kiireden disa dogru akisini bulunuz.

Cozim.
Her bilesende yalniz bir terim tiirevde kalir:

div F = 322 + 3y? + 322 = 3p2.

Kiiresel koordinatlarda (Teorem 8.1) dV = p?sin¢pdpdfde ve top 0 < p <2,0< 0 <27, 0< ¢ <
7 oldugundan

™ 27 2
/// 3p2dV=/ / / 3p*singdpdfdo
B o Yo Yo
=</ 3p4dp)-27r-</ sin¢d¢):%~27r-2:38—ﬂ-
0 0 5 5

bulunur. Aki 3847 tir.
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Aligtirma 18.5 (Yarim Kiire ve Tabanindan Gecen Ak1). r=zi+yj+zkveF =|r |rolsun. S,
z = y/1 — 22 — y2 yarim kiiresi ile zy-diizlemindeki 22 + 3? < 1 dairesinden olusan disa yonlii kapali
ylzey ise F’'nin S’den akisini bulunuz.

Coziim.
Diverjans. p = | r | = y/2? + y? + 22 yazalim. 9p/0z = z/p oldugundan ¢arpim kuraliyla
2

8(pw)—p+w T=pt?
Ox P P

olur. y ve z bilesenleri i¢in de aynis1 gecerlidir. Toplarsak
2,2 ,2
diVF:3p+x+y—+z:3p_|_p:4p
p
bulunur. F’nin biitiin kismi tiirevleri (6rnegin 9(p z)/0y = xy/p) orijine yaklagirken 0’a gider ve

orijinde de 0’dir; yani kismi tiirevler her yerde siireklidir ve teorem uygulanabilir.
integral. S’nin cevreledigi cisim iist yar1 toptur: 0 < p < 1,0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 7/2. Kiiresel koor-

dinatlarda
/2 2 1
///4pdV:/ / / 4p-p®singpdpdfdp=1-27-1 =27
E 0 o Yo

olur; ¢iinkii fol 4p%dp =1ve foﬁm sin ¢ d¢ = 1’dir.

Kontrol. Yarim kiirede dig birim normaln =rve | r | = 1 oldugundan F - n = | r |r - r = 1I’dir; aki
yarim kiirenin alani 27°dir. Tabanda n = —k ve z = 0 oldugundan F - n = — | r | z = 0’dir. Toplam
yine 27 dir.

|

Alistirma 18.6 (Kapali Olmayan Bir Yiizeyden Gecen Aki). Vektor alani
F(z,y,2) = zarctan(y?)i+ 23In(2%? + 1)j + zk

olsun. S, 2 + y? + z = 2 paraboloidinin z = 1 diizleminin iistiinde kalan ve yukar1 dogru yénlendirilmis
parcasi ise F’nin S’den akisini bulunuz.

Coziim.

Yiizeyi kapatmak. S kapali degildir. Paraboloit z = 1 diizlemini 22 + y? = 1 ¢cemberinde keser. Bu
cemberin gevreledigi S; dairesini (z = 1, z2 4+ y? < 1) ekleyelim. S ile S birlikte, paraboloit ile z =
1 diizlemi arasindaki E cisminin siniridir. E’nin dis normali S tizerinde yukar: bakar (istenen yon), S;

iizerinde ise agag1 bakar: n = —k.
Diverjans. Birinci bilesen z’i, ikinci bilesen y’yi icermediginden ilk iki terim sifirdir:
div F 0 zarctan(y?) ) + 0 2n(z? +1) )+ 0 (2)=0+0+1=1
v = — —_— e = =1.
Ox ( y ) oy ( ) 0z

Hacim. Teoreme gore iki akinin toplami £’nin hacmidir. Silindirik koordinatlarda £: 0 <7 < 1,1 <
2<2—12 oldugundan

ol 1 1 T
_ 2 _ -y
V(E)—/O /0(2 r*—1)rdrdf 27r(2 4) 5
bulunur.

Tabanin akisi. S tzerinde z = 1 oldugundan F - (—k) = —z = —1’dir. S;’in alami 7 oldugundan
ffS F.dS = —m olur.
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Sonug. ffSF -dS + ffs F.dS= g oldugundan

//SF.dszg—(—w):%”

bulunur.
]

Alistirma 18.7 (Bir Skaler Yiizey Integralini Akiya Cevirmek). S, 22 + y? + 2% = 1 birim kiiresi

olmak tizere
//(295 +2y+2?)dS
S

integralini Diverjans Teoremi yardimiyla hesaplayiniz.

Cozim.
Fikir. integrand: bir alanin normal bileseni olarak yazmak istiyoruz. Birim kiirede dig birim normal
n=zi+yj+zk'dir F =2i+2j+ zk alirsak

Fn=2r4+2+2-2=2x+2y+2°

olur. Demek ki istenen integral F’nin kiireden akisidir.
Teorem. div F = 04 0 4 1 = 1 oldugundan, B birim top olmak {izere

4
//(2;c+2y+z2)ds=//F-mdsz///1dV=—7r
S S B 3
bulunur.

Kontrol. Simetriden || fS zdS = || fS ydS = 0’dir. Yine simetriden z2, 3? ve 2%’nin kiire izerindeki
integralleri esittir ve toplamlar || fs 1dS = 4n’dir; bu yiizden [ fs 22 dS = 4 /3 olur.
]

Alistirma 18.8 (Kaynak m, Kuyu mu). Asagida F(z,y) = zi+y?j vektor alam cizilmistir.
P,(—1,1) ve By(—1,—1) noktalarimin kaynak mu kuyu mu olduguna once yalniz resme bakarak karar
veriniz, sonra diverjansi hesaplayarak dogrulayimiz.
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Sekil 18.8: F(x, y) = x1i + y? j alanu (oklar ayn1 oranda kisaltildr) ve Py(-1, 1), P,(-1, —1) noktalari.

Coziim.

Resimden. Oklarin diisey bileseni y2°dir; bu yiizden hepsi yukar1 bakar ve 2 ekseninden uzaklastikca
hizla uzar. P’in altindan gelen oklar kisa, tstiinden ¢ikan oklar uzundur: diisey yonde cikan akig
girenden fazladir. Yatay bilesen x ise P, ile B, ’nin bulundugu solda sola bakar ve sola gidildik¢e uzar;
yatay yonde de ¢ikan akis biraz fazladir. P bir kaynaktir. P,’de ise alttan gelen oklar uzun, uste ¢ikan
oklar kisadir; diigey yonde giren akis belirgin bicimde fazladir ve bu fark yataydaki kii¢iik fazlalig:
bastirir. B, bir kuyudur.

Formiilden. Diverjans

diVin(x)—l—[%

2\

olur. div F(—1,1) = 3 > 0 oldugundan P, bir kaynak, div F(—1,—1) = —1 < 0 oldugundan P, bir
kuyudur. Genel olarak y > —1/2 olan noktalar kaynak, y < —1/2 olan noktalar kuyudur.
|

Alistirma 18.9 (Hacmi Bir Yiizey Integraliyle Bulmak). S ve E, Diverjans Teoremi’nin kosullarini
saglasin. F(z,y, 2) = zi+ yj + zk olmak lizere

V(E):%//SF-dS

oldugunu gosteriniz.

Coziim.
div F =1+ 14 1 = 3’tir. Diverjans Teoremi’'ne gore
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396 Boliim 18. Diverjans Teoremi

//SF-dS:///ESdV:3V(E)

olur; iki tarafi 3’e bolmek istenen esitligi verir. Ornegin birim kiirede F - n = 1 ve aki 47 oldugundan
formiil, birim topun hacmini 47 /3 olarak verir.
]

Alistirma 18.10 (Green’in Birinci Ozdesligi). S ve E, Diverjans Teoremi’nin kosullarimni saglasin; f
ve g, ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip skaler fonksiyonlar olsun. V3g = g, + 9yy T 922
Laplace operatorii olmak tizere

//S(ng)-ndS= ///E<fv2g+Vf-Vg)dV

oldugunu gosteriniz.

Coziim.

F=fVg=fg,i+ fg,j+ fg.k alanma Diverjans Teoremi'ni uygulayacagiz. f ve g'nin ikinci
mertebeden kismi tiirevleri siirekli oldugundan F’nin bilegenlerinin kismi tiirevleri de siireklidir. Her
bilesende ¢arpim kuralini kullanirsak

div F = (f,9, + f9..) + (f,9, + fa,,) + (f.9. + f9..)
= (fo9s + fu 9y + £.9.) + F(9ys + 9yy + 9..) = Vf-Vg+ [ Vg

bulunur. Diverjans Teoremi’nde yerine yazinca istenen esitlik elde edilir.
]

Alistirma 18.11 (Gradyanmin Hacim Integrali). S ve E, Diverjans Teoremi’nin kosullarimi saglasin ve
f, stirekli kismi tiirevlere sahip bir skaler fonksiyon olsun.

//andSz///EVde

oldugunu gosteriniz. Buradaki integraller vektordiir ve her bilesen ayr1 ayr integrallenerek tanimlanir.
Coziim.

¢ = (c;, ¢y, C5) rastgele bir sabit vektor olsun ve F = f ¢ alanina Diverjans Teoremi’ni uygulayalim.
c sabit oldugundan

div (fC) = lex +C2fy+c3fz :CVf

//Sfc-ndS:///Ec-Vde

verir. Integraller bilesen bilesen tanimlandigindan ve integral lineer oldugundan sabit ¢’yi disar1 alabi-

c. (//ands_//EW)

Bu her c i¢in dogrudur. Sirasiyla ¢ = 1, j, k alirsak parantezdeki vektoriin ii¢ bileseni de sifir ¢ikar; yani
parantezdeki vektor sifirdir ve istenen esitlik elde edilir.
|

olur. Teorem
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Alistirma 18.12 (Arsimet Ilkesi). Yiizeyi S olan bir E cismi, yogunlugu sabit p olan bir siviya tamamen
batirilmis olsun. Koordinatlari, xy-diizlemi sivinin yiizeyinde kalacak ve 2z sivinin icine dogru, yani asag1
dogru artacak bicimde segelim. g yer cekimi ivmesi olmak tizere z derinligindeki basing p = pgz’dir.
Basincin cisme uyguladig: toplam kaldirma kuvveti, n dis birim normal olmak iizere

F:—//pndS
s

ylizey integraliyle verilir. Alistirma 18.11 sonucunu kullanarak F' = —W k oldugunu gosteriniz; burada
W, cismin yerinden ettigi sivinin agirligidir.

Coziim.
Aligtirma 18.11 esitligini f = p = pgz fonksiyonuna uygulayalim. p ve g sabit oldugundan

0(pgz) . O(pgz). O(pgz
Vp = (gi)l+ ((/;;J)JJr (gg)k:ﬁ’gk

F:—//SpndS:—///Epgde:—ng(E)k

bulunur. Cismin yerinden ettigi sivinin hacmi V(E), kiitlesi p V(E) ve agithigt W = pg V(E)’dir.
Demek ki F = —W k’dir. z ekseni asag1 baktigindan —k yukar1 bakar: kaldirma kuvveti yukari
dogrudur ve biyiikliigii, yerinden edilen sivinin agirligina esittir. Bu, Arsimet ilkesidir.

]

olur. Buna gore

Bu bolumle kitap tamamlaniyor. Cok katli integralleri dikdortgenler tizerindeki Riemann toplamlariyla
tanimlayarak bagladik; Fubini Teoremi, kutupsal, silindirik ve kiiresel koordinatlar ve genel degisken
degistirme formiiliiyle onlar1 hesaplamay1 6grendik. Tkinci kisimda vektér alanlarini egriler ve yiizeyler
boyunca integralledik ve her biri bir bélgedeki tiirevi sinirdaki degerlere baglayan dort biiyiik teoreme
ulagtik: egrisel integraller icin temel teorem, Green, Stokes ve Diverjans teoremleri. Bu teoremler elektro-
manyetizmanin Maxwell denklemlerinden akigkanlar mekanigine ve 1s1 iletimine kadar fizigin siireklilik
ve korunum yasalarinin matematiksel dilidir. Konularin tamamina Miifredat ve Giris sayfasindan ulasa-
bilirsiniz.
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