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Giris

Niimerik Analiz, analitik olarak ¢6zillemeyen ya da ¢6zimu ¢ok zahmetli olan problemlere yalniz
dort iglemle, hatas1 kontrol altinda yaklasik ¢6ziimler iiretir. Makine sayilarinin simirlarindan ve hata
kavramindan baslar; denklemlerin koklerini bulan iteratif yontemleri, tablo halinde verilen fonksiyonlara
polinomla yaklagmayi, tiirev ve integrali sayisal olarak hesaplamay: ve veriye en uygun dogruyu uydur-
may1 her yontemin hata analiziyle birlikte inceler.

1 Not

Niimerik Analiz’in biitiin bagliklarinin notlar1 hazirdir ve agagidaki baglantilardan ulasilabilir. Dersin
dayandigi limit, suireklilik, tiirev ve integral bilgisi i¢in Analiz 1 ve Analiz 2 notlarina bakilabilir.
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1.1

1. On Bilgiler ve Taylor Teoremi

Numerik analiz, analitik ¢6ziimii olmayan ya da ¢6ziimii bulunsa bile zor ve karmasik olan problemlere
yalniz dort igslemle hesaplanabilen yaklasik ¢6ztimler tiretir. Denklemlerin koklerini bulmak, bir fonksi-
yonu polinomla temsil etmek, tiirev ve integrali sayisal olarak hesaplamak bu problemlerin baslicalaridir.
Gortinti isleme, bilgisayar grafikleri, hava durumu ve iklim modelleri, sanal carpigsma testleri, tibbi
goriintilleme ve finans matematigi bu yontemlerin kullanildig: alanlardan yalmz birkacidir. Bu kitapta
klasik niimerik yontemleri ele aliyoruz; amag kod yazmak degil, her yontemin nasil ve neden ¢aligtigini,
ne kadar hata yaptigini gérmektir.

Bir yontemin ise yaradigini gostermek icin birkag¢ analiz aracina siirekli basvuracagiz: siireklilik, tiirev,
ortalama deger ve ara deger teoremleri, en ¢cok da Taylor teoremi. Brook Taylor serisini 1715'te yayimlady;
kalan terimin tiirevli bi¢imi Lagrange’a (1797) aittir. Bu béliimde bu araglar1 sonraki boliimlerde numa-
rasiyla anabilecegimiz bicimde topluyoruz. Ispatlar1 Analiz 1 ve Analiz 2'de verilmis olanlar icin yalniz
baglant1 veriyoruz.

Temel Kavramlar

Once Analiz 1 ve Analiz 2'den gelen kavramlari kisaca hatirlayalim; ayrintili tanimlar baglantilardadur.

+ Fonksiyonlarda limit. f : X C R — R ve 2, € R olsun. Her ¢ > 0 i¢in 6yle bir . > 0 varsa ki 0 <
| x —xy | < d.olanherz € Xicin| f(z) — L | < € oluyorsalim f(z) = Lyazilir (bkz. Analiz 1).

12—):1)0

Siireklilik. z, € X icin lim,_,, f(z) = f(z,) ise f, z’da siireklidir; X in her noktasinda siirekliyse
X tzerinde siireklidir (bkz. Analiz 1).

Dizilerde limit. Her € > 0 icin dyle bir N, € N varsa ki n > N, olan her n i¢in | z, —z, | <¢

oluyorsa (z,,) dizisi z,’a yakmsar ve lim,,_,  z, = z, ya da z,, — x, yazilir (bkz. Analiz 1).

« Tiirev. 2y € int (X) olsun.

f'(zg) = lim f@) = f(zo) — lim f(xg+h) — f(zg)

Tz T — X h—0 h
limiti sonlu bir reel say1 olarak varsa f, z,’da diferansiyellenebilirdir (tiirevlenebilirdir). f'(z,), f’nin
grafigine (z,, f(z,)) noktasinda cizilen tegetin egimidir (bkz. Analiz 2).

« Riemann integrali. a = 2y < z; < ... <z, = b bir béliunti, Az, =z, —z, ; ve z; € [x,_1,;]
olsun.

b n
/ f(x)dz = lim Z f(z) Azx;
a =1

max Axz,;—0

limiti sonlu olarak varsa ve z; secimine bagl degilse bu sayiya f’nin [a, b] iizerindeki Riemann integrali
denir (bkz. Analiz 2).

Kapal1 aralikta siirekli her fonksiyon Riemann integrallenebilirdir (bkz. Analiz 2). Bu durumda béliintiyii
esit aralikh z; = a + b*T“z noktalariyla kurup z; = x, secebiliriz (bkz. Analiz 2):

a i=1
Bu kavramlarla tanimlanan fonksiyon kiimeleri i¢cin kitap boyunca kisa gosterimler kullanacagiz.

Tanim 1.1 (Fonksiyon Siniflar1). X C Rve a < b olsun.

« C(X): X tizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi.
+ Cla,b]: [a, b] kapali aralif1 tizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi.
« C™(X): X tzerinde n. mertebeye kadar siirekli tirevlere sahip fonksiyonlarin kiimesi.
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+ C*°(X): X tizerinde her mertebeden tiireve sahip fonksiyonlarin kiimesi.
+ R[a,b]: [a, b] kapali aralifinda Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi.

Yani f € C™[a, b] yazdigimuzda f, £/, ..., £ tiirevlerinin hepsinin var ve [a, b] iizerinde siirekli oldugunu
soylityoruz; u¢ noktalardaki tiirevler tek yonludiir (bkz. Analiz 2). Polinomlar, rasyonel, trigonometrik,
iistel ve logaritmik fonksiyonlar tanimli olduklar: kiime {izerinde her mertebeden tiireve sahiptir, yani
C* simufindadir. Az énceki gozlem de Cla, b] C R|a, b] demektir.

Sureklilik dizilerle de ifade edilebilir. Niimerik yontemler birer dizi tirettigi icin bu bicim bizim en ¢ok
kullanacagimiz bi¢cimdir.

Teorem 1.1 (Dizisel Siireklilik). f: X CR — Rvex, € X olsun. Asagidaki iki ifade denktir:
i) f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir.

ii) X icinde x, ’a yakinsayan her (z,,) dizisi icin lim,,_, _ f(z,) = f(z) olur.

Ispat icin bkz. Analiz 1.

Yani bir yontemin tirettigi p,, yaklasimlar1 p’ye yakinsiyorsa ve f siirekliyse f(p,,) degerleri de f(p)’ye
yakinsar.

Teorem 1.2 (Tiirevli Fonksiyon Siireklidir). f: X CR — R vezy € X olsun. f’nin x, noktasinda
tiirevi varsa f bu noktada stireklidir.
Ispat icin bkz. Analiz 2.

Rolle ve Ortalama Deger Teoremleri

Tirevli fonksiyonlar icin ilk iki arac¢, fonksiyonun iki noktadaki degerlerini aradaki bir noktada tiirevle
iligkilendirir.

Teorem 1.3 (Rolle Teoremi). f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) acgik araliginda diferansiyellenebilir
olsun. f(a) = f(b) ise 6yle bir c € (a,b) vardir ki f'(c) = 0 olur.

Ay

flo=0

y=flx)

=V

Sekil 1.1: Rolle teoremi: f(a) = f(b) oldugundan grafik iki ucta ayni yiiksekliktedir. Arada bir ¢ noktasinda
teget yataydir, yanif(c) = 0 olur.

Ispat i¢in bkz. Analiz 2.

Yani u¢ noktalarda aymi yiikseklikte olan tiirevli bir grafigin arada en az bir yatay tegeti vardir.
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Teorem 1.4 (Ortalama Deger Teoremi). f € Cla,b] ve f fonksiyonu (a,b) acgik araliginda diferansi-
yellenebilir olsun. Bu durumda en az bir ¢ € (a, b) i¢gin

olur.

fib) +
y=fx)

fla) 1

B 4

kiris teget, egimi f(c)

Sekil 1.2: Ortalama deger teoremi: (a, f(a)) ile (b, f(b)) noktalarini birlestiren kirisin egimi (f(b) - f(a))/(b -
a)'dir. Arada bir c noktasindaki teget bu kirige paraleldir.

Ispat igin bkz. Analiz 2.

Yani (a, f(a)) ile (b, f(b)) noktalarini birlestiren kirise paralel en az bir teget vardir. f(a) = f(b) iken
teorem Rolle teoremine doner.

Ekstrem Deger Teoremi
Hata sinir1 bulurken bir fonksiyonun bir araliktaki en bityiik degerine sik sik ihtiyac duyacagiz. Bu degerin
var oldugunu ve nerede aranacagini su teorem soyler.
Teorem 1.5 (Ekstrem Deger Teoremi). f € Cla,b] olsun. Oyle ¢, c, € [a,b] sayilar vardir ki her z €
[a, b] igin

fler) < f(z) < flep)

olur. Burada f(c,), f nin [a, b] iizerindeki minimum degeri, f(cy) ise maksimum degeridir. Ayrica f fonk-
siyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilirse ¢, ve c, noktalarinin her biri ya [a, b] aralifimin bir u¢ noktasidir
ya da f’ tiirevini sifir yapan bir noktadur.
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maksimum

fe) 1

minimum

.f(cl) T

=V

a c, b=c

Sekil 1.3: Ekstrem deger teoremi: [a, b] iizerinde siirekli f biitiin degerlerinif(c,) ile {(c;) arasinda (tarali bant)
alir. Maksimum bir i¢ noktada alinmistir ve orada teget yataydir (f'(c;) = 0); minimum ise b u¢ noktasinda
alinmgtur.

Ispat icin bkz. Analiz 1. Ikinci kisim, i¢ noktadaki ekstremumda tiirevin sifir olmasindan gelir (bkz. Analiz 2).

Yani max,,;, f(z) degerini bulmak icin f’(x) = 0 denkleminin (a,b) icindeki koklerinde ve iki ug
noktada f’yi hesaplayip en biyigiinii segmek yeter.

Genellestirilmis Rolle Teoremi

Rolle teoremi iki sifir arasinda f”’nin bir sifirim1 verir. Sifirlarin sayis1 arttikca teoremi tekrar tekrar
uygulayip daha yiiksek mertebeden tiirevlerin sifirlarini da yakalayabiliriz. Interpolasyonun hata formiilii
bu fikre dayanacak.

Teorem 1.6 (Genellestirilmis Rolle Teoremi). n > 1, f € C|[a,b] ve f fonksiyonu (a,b) agik araligin-
dan kez diferansiyellenebilir olsun. f fonksiyonu [a, b] icindeki birbirinden farklin + 1 tane xy, 4, ..., T,,
noktasinda sifir oluyorsa, yani

flzog) = f(z1) = ... = f(z,) =0
ise en az bir ¢ € (a,b) icin f™ (c) = 0 olur.

fspat.

Noktalarixy < z; < ... < x,, olacak bigimde siralayalim.

Birinci advm. Heri = 1, ...,n i¢in f, [x,_;, x;] iizerinde siireklidir ve (x;_1,x;) C (a,b) iizerinde tiirev-
lenebilirdir; ayrica f(x, 1) = f(x;) = 0’dw. Rolle teoremi (Teorem 1.3) her aralikta bir z; € (x;_q,x;)
verir:

f'(z) = (22) = . = f'(2,) = 0.

Araliklar ayrik oldugundan z; < zy < ... < z,, olur. Demek ki f’ fonksiyonunun (a, b) i¢inde birbirinden
farklin sifirt vardr.

Titmevarim. 1 < k < n icin f*) nin (a,b) icinde birbirinden farklin — k + 1 sifirt bulundugunu var-
sayalim. k < n oldugundan f® fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilir, dolayisiyla siireklidir (Teorem
1.2). Ardisik iki sifir arasindaki kapalr aralik (a,b) icinde kaldigindan Rolle teoremi bu araliklarin her
birine uygulanir ve f*+1) in birbirinden farklin — k sifirt elde edilir.

k =n — 1 adiminda f™ ’nin (a,b) icinden — (n — 1) = 1 sifirt bulunur. Bu sifir aranan c dir.

|
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Yani n + 1 farkli sifir1 olan yeterince tiirevli bir fonksiyonun n. tiirevi bir yerde sifir olmak zorundadir.
Ters yonden okursak: (™) hic sifir olmuyorsa f’nin en ¢ok n farkli sifir1 olabilir.

Ara Deger Teoremi

K&k bulma yontemlerinin hepsi bir kokiin var oldugu bir aralikla baglar. Boyle bir araligi bulmanin temel
araci ara deger teoremidir. {lk analitik ispat1 Bolzano’nun (1817) ¢alismasidir.

Teorem 1.7 (Ara Deger Teoremi). f € Cla,b] ve K, f(a) ile f(b) arasinda kesin olarak kalan (ikisine
de esit olmayan) herhangi bir say1 olsun. Bu durumda en az bir ¢ € (a,b) icin f(c) = K olur.

A y
f
y=fx
y=K
K
fia ¥
a c c, Cy b X

Sekil 1.4: Ara deger teoremi: K, f(a) ile f(b) arasinda (eksendeki kalin parca) oldugundany =K dogrusu grafigi
en az bir noktada keser. Bu grafikte ii¢c kesim noktasi var; c,, ¢, ¢;'tin her biri i¢in f(c) = K olur.

Ispat igin bkz. Analiz 1.

Yani siirekli bir fonksiyon f(a) ile f(b) arasindaki hi¢bir degeri atlayamaz. En ¢ok kullanacagimiz 6zel
durum K = 0’dur: f(a) ile f(b) z1t isaretliyse f’nin (a, b) i¢inde en az bir kékii vardar.

Ornek 1.1 (Bir Denklemin Koklerini iceren Araliklar). 42 — e* = 0 denkleminin ¢oziimlerini
iceren araliklar bulunuz.

Cozim.

f(x) = 42% — e® olsun. 422 ve e® siirekli oldugundan f her kapal aralikta siireklidir. Kokler, y = 42
paraboliiyle y = e” egrisinin kesistigi noktalardir; bu yiizden f’nin isaretine birka¢ tam sayida bakmak
yeterli ipucu verir.

(0,1) araligr. f(0) = —1 < O ve

f(1)=4—e~ 12817 >0

oldugundan f(0) < 0 < f(1)’dir. Ara deger teoremi (Teorem 1.7) K = 0 ile en az bir ¢ € (0, 1) i¢in
f(¢) = 0 oldugunu verir.
(—1,0) araligl f(0) = —1 < 0ve

1
F(-1) =4~ ~ 36321 > 0

oldugundan ayni gerekgeyle en az bir ¢ € (—1, 0) i¢in f(c) = 0 olur.
(4, 5) aralig1. Biyiik z i¢in tstel fonksiyon parabolii geger:
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F(4) =64—e*~ 94018 >0,  f(5)=100—€® ~ —48,4132 < 0.

Yine ara deger teoremi geregi en az bir ¢ € (4, 5) i¢in f(c) = 0 olur.

Ay

151

10 T

-10 +
fi5) = -48,41

Sekil 1.5: y = 4x® - e*grafigi. Isaretli noktalar f{~1), f0), (1) ve f{4) degerleridir. Egri x ekseninin altina
iner ve f{5) »~ —48,41 olur. Bog daireler x ~ —0,4078; 0,7148; 4,3066 koklerini, kalin parcalar bu kokleri
iceren (-1, 0), (0, 1) ve (4, 5) araliklarini gosterir.

Bagka kok yoktur. f”(xz) = —e® hicbir noktada sifir olmaz. f’nin dért farkl kokii olsaydi bu kékleri
iceren kapali aralikta genellegtirilmis Rolle teoremi (Teorem 1.6) n = 3 ile f”(¢) = 0 olan bir ¢ verirdi.
Demek ki f’nin en cok ti¢ kokii vardir.

Sonug olarak denklemin tam ti¢ ¢6ztimil vardir; bunlar sirasiyla (—1, 0), (0, 1) ve (4, 5) araliklarindadar.
|

Integraller Icin Agirlikli Ortalama Deger Teoremi

Numerik integrasyon formiillerinin hata terimlerini bulurken integralin icinden bir ¢arpani, ara bir
noktadaki degeriyle disar1 ¢ikarmamiz gerekecek. Bunu saglayan teorem sudur.

Teorem 1.8 (Integraller icin Agirlikli Ortalama Deger Teoremi). f € C[a,b], g € R[a,b] olsun ve
g fonksiyonu [a, b] aralifinda isaret degistirmesin. Bu durumda 6yle bir ¢ € (a,b) sayist vardir ki

/ 1@ awrda = 1) [ o) ds

a

olur.

ispat.

g < 0 ise teoremi —g icin ispatlayip iki yani —1 ile carpmak yeter; bu yiizden g > 0 alalim. f siirekli
oldugundan m = min f ve M = max f degerleri [a, ] i¢indeki x,,, ve x,,; noktalarinda alinir (Teorem
1.5).

w sayisinin bulunmasi. Analiz 2’deki birinci ortalama deger teoremi (bkz. Analiz 2) bir p € [m, M| igin

/a ' f(e) ) da = / (@) da

a

oldugunu verir. Geriye f(c) = p olan bir ¢ € (a,b) bulmak kalr.
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fab g = 0 durumu. Esitligin iki yani da sifirdir; her ¢ € (a,b) ise yarar.

m < p < M durumu. pu, f(z,,) ile f(z,,) arasindadir. Ara deger teoremi (Teorem 1.7) x,, ile ),
arasinda kesin olarak kalan, dolayisiyla (a, b) iginde olan bir ¢ igin f(c) = u verir.

f:g > 0 ve p = m durumu. O zaman

b
| (1@ =m)g(w)dz =0

olur. (a,b) iginde f(c) = m olan bir nokta bulunmadigini varsayalim. | g | < B olsun (g integrallene-
bilir oldugundan sinirlhidir). 2B§ < f g olacak kadar kiiciik bir 6 > 0 secersek, integralin araliga gore
toplamsalligindan

b—0o b
/ g(z)dx > / g(z)dz —2B§ >0

+6

olur. f —m fonksiyonu [a + 0,b — 0] iizerinde siirekli ve pozitiftir; dolayisiyla bu aralikta pozitif bir n
minimumu vardwr. (f —m) g > 0 oldugundan

b b—6
0:/(f—m)gda:27;/ gdx >0

a a+d

celiskisi ¢ikar. Demek ki f(c) = m = p olan bir ¢ € (a,b) vardir. y = M durumu f yerine —f alinarak
ayni bigimde ¢ikar.
|

Yani g bir agirhk fonk51yonudur f¢’nin integrali, f’nin uygun b1r ara noktadaki degeriyle ¢g’'nin integra-
linin ¢arpimidir. g’nin isaret degistirmemesi sarttir; aksi halde f g sifir ya da cok kugciik olabilir ve egitlik
bozulur.

Sonug 1.1 (Integraller Icin Ortalama Deger Teoremi). f € Cla, b] ise 6yle bir ¢ € (a,b) vardir ki

b
:bia/ f(z)dzx

olur.

ispat.

Teorem 1.8 teoreminde g(x) = 1 alalim. g isaret degistirmez ve f; g(z) dz = b — a oldugundan bir c €
(a,b) igin fj f(z)dx = f(c) (b — a) olur. Iki yani b — a sayisina bélmek yeter.

|

Yani f(c), f'nin [a, b] izerindeki ortalama degeridir ve siirekli bir fonksiyon ortalama degerini araligin
icinde bir noktada alir.

Taylor Teoremi

Nimerik analizin en ¢ok kullanilan araci Taylor teoremidir: bir fonksiyonu bir nokta civarinda bir
polinomla temsil eder ve yapilan hatayi ara bir noktadaki tiirevle acikca yazar.

Teorem 1.9 (Taylor Teoremi). n > 0 bir tam sayi, f € C"[a,b], £V tiirevi (a,b) araliginda var ve
z, € [a,b] olsun.

By(a) = fla) + £ (a0) (e — z) + L 20) (0 — )2
™) (g e (g
+...~|——f (' 0)(x—x0)" :Zf (' 0)(:1c—:c0)’c
n! pard k!
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olsun. Bu durumda x + x olan her x € [a,b] i¢in z ile x arasinda dyle bir £(x) sayist vardir ki

F (€())

(n+ 1)' )n+1

Rn(x) =

(z —x

olmak tizere
f(x) =F,(z) + R, (z) (1)

olur.

Ay

(3, flxg))

£(x) bu aralikta

\ 4

y=flx) —== y=P(

Sekil 1.6: Taylor teoremi: P, f'nin grafigine (%o, f(Xo)) noktasinda yapisir. Bir x noktasinda iki grafik
arasindaki diisey fark kesme hatasi R,(x) = f(x) — Pu(x)'tir; formiildeki &(x), X, ile x arasindaki (eksende kalin
cizilen) araliktadur.

Ispat icin bkz. Analiz 2.

z =z, iken B, (zy) = f(z,) oldugundan (1) esitligi R, (z,) = 0 ile kendiliginden saglanir. Teoremdeki
iki parcanin adlar1 sonraki bolimlerde siirekli gececek.

Tanim 1.2 (Taylor Polinomu ve Kesme Hatasi). Teorem 1.9 teoremindeki P,(z) polinomuna f
fonksiyonunun z, civarindaki nn. mertebeden Taylor polinomu denir. R, (z) = f(z) — F,(z) farkina
kesme hatasi (kalan terim ya da hata terimi) denir.

Yani P,, f’nin x,’daki ilk n tiirevini tagtyan polinomdur; R,, ise sonsuz bir toplami (Taylor serisini) sonlu
sayida terimde kestigimiz i¢in yaptiimiz hatadir. P, (z) ifadesinde n — oo i¢in limit alindiginda f’nin
x civarindaki Taylor serisi elde edilir; x, = 0 alinirsa bu polinoma Maclaurin polinomu, seriye de
Maclaurin serisi denir (bkz. Analiz 2).

Kesme hatasindaki £ () sayisinin yalniz varligi bilinir; degeri bilinmez. Bu yiizden niimerik analizde en sik
karsilasilan problemlerden biri sudur: verilen araliktaki her z icin hata terimindeki £+ (& (x)) ifadesine
bir iist sinir bulmak. Bulunan sinir ne kadar kiigiikse yaklasgimin ne kadar iyi oldugunu o kadar kesin
sOyleyebiliriz.
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© Dort adimda Taylor ile yaklasik deger ve hata smuri

1. Fonksiyonu, degerini kolayca bildigimiz ve hesaplanacak noktaya yakin bir z,’1 ve n mertebesini
seg.

2. £, f”, ..., f*) tirevlerini hesapla; P, (x)’i ve R,,(z)’i yaz.

3. Yaklagik deger olarak P, (z)’1 hesapla.

n+1) ‘

4. £(x), x, ile z arasindadir; bu aralikta | f icin bir M st sir1 bul. O zaman

| f(z) = By(z) | < %| z—z "

olur ve f(z), P,(z) etrafindaki bu genislikte bir araliktadur.

Ornek 1.2 (ikinci Mertebeden Taylor Polinomu ile c0s(0,01)). f(x) = cos z fonksiyonunun z, = 0
civarindaki 2. mertebeden Taylor polinomunu bulunuz. Bu polinomla cos(0,01) degerini yaklagik olarak
hesaplayip yapilan hata icin bir st sinir belirleyiniz.

Cozim.

Taylor polinomu ve kalan terim. f € C*°(R) oldugundan Taylor teoremi (Teorem 1.9) uygulana-
bilir. Tiirevler

f'(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f”(x) =sinz

oldugundan n = 2 i¢in

B(e) = £(0) + £ 02 + L% a2
=cos0— (sinO):v—@ac2 = 1—%2

bulunur. Kalan terim, () sayis1 0 ile z arasinda olmak tizere

Ry(@) = 7 (§'(x)) = sin({G‘(x)) 3

olur. Boylece

2 3 o3
Cosle_%ﬁ_%@(m.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

— 05 X —— = D) eeeeeess P,

Sekil 1.7: y = cos xile x, = 0 civarindaki Taylor polinomlar: P,(x) = 1 - x*/2 ve Py(x) = 1 - x*/2 + x*/24.
Uc egri (0, 1) noktast civarinda ist iiste biner. Uzaklastikca énce P,, daha gec P, kosiniisten ayrilir: x =
2'de cos 2 = —0,4161, P,(2) = -1, Py(2) ~ —0,3333 olur.

Yaklasik deger. z = 0,01 i¢in 0 < £(0,01) < 0,01 olmak iizere

(Oﬁl)Q_F(OJHJ3shﬂ§(O£1))

0,01)=1—
cos(0,01) 5 5

oldugundan
cos(0,01) ~ B,(0,01) =1 —0,00005 = 0,99995.

Hata icin iist sinir. | sinz | < 1 oldugundan

| cos(0,01) —0,99995 | =

3
OO | sine(0,01)) |

106
<

~0,17-107
= 6 )

bulunur. Buna gére

0,99995 — 0,17 - 107¢ < cos(0,01) < 0,99995 + 0,17 - 10~¢,
0,99994983 < cos(0,01) < 0,99995017

olur.
Daha iyi bir sinir. |sin(§) | i¢in 1 yerine |sinz | < | z | esitsizligini kullanalim. 0 < £(0,01) < 0,01
oldugundan |sin(£(0,01)) | < | £(0,01) | < 0,01 ve

0,01)3 - 0,01
| cos(0,01) — 0,99995 | < (0,01)°-0,01

~0,17-1078

olur. Ayni yaklagim igin yiiz kat daha kii¢iik bir sinir bulduk. Gergekte cos(0,01) = 0,9999500004...
oldugundan gergek hata yaklasik 0,42 - 10~2’dur; iki smir da gecerlidir, ama f” (£(z)) ifadesini ne
kadar iyi sinirlarsak yaklasimin kalitesini o kadar kesin biliriz.

]

Ornek 1.3 (Ugiincii Mertebeden Taylor Polinomu ile cos(0,01)). f(z) = cos x fonksiyonunun z, =
0 civarindaki 3. mertebeden Taylor polinomunu bulunuz. Bu polinomla cos(0,01) degerini yaklagik olarak
hesaplayip yapilan hata icin bir st sinir belirleyiniz.
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1.7 Taylor Teoremi 17

Cozim.
Taylor polinomu ve kalan terim. Tirevler f'(z) = —sinz, f”(z) = —cosz, f”(z) =sinz ve
f®(z) = cosz’tir. f(0) = sin0 = 0 oldugundan
V 2
R =R+ L0 212

bulunur; kosiniisiin 2. ve 3. mertebeden Taylor polinomlar1 aynidir. Kalan terim ise degisir: £(z) sayist
0 ile  arasinda olmak tizere

Yaklasik deger. cos(0,01) ~ P;(0,01) = 0,99995, 6nceki érnekle aymidir.
Hata icin iist sinir. |cosz | < 1 oldugundan

| cos(0,01) —0,99995 | =

0,01)*
O cos(e0.01) |
< 1078

~0,42-107°

olur. Ustelik 0 < £(0,01) < 0,01 icin cos(£(0,01)) > 0, yani R4(0,01) > 0’dir. Buna gére
0,99995 < cos(0,01) < 0,9999500004167.

Ayni polinomu 3. mertebeden polinom olarak gérmek, 2. mertebeden kalan terimle bulunan 0,17 - 106
sinirini yaklagik 0,42 - 107%°a indirdi. Gergek hata 0,4166653 - 1072 oldugundan bu sinir neredeyse
tam isabetlidir.

Sekil 1.8: z = log, |cos x — Py(x)| ylizeyi (0,1 = x<3,n=0,1, .., 8 z > -16 kirpilmigtir). Her n icin x

yontunde bir serit vardir. Cift n ile ondan sonraki tek n seridi ayn1 yiiksekliktedir, ¢iinkit Py = Pyy,4 olur;

basamaklar yalniz cift n'lerde iner (yalniz x > 2,78 icin n = 2 seridi n = 0 seridinin biraz istiine ¢ikar).
Kalin egri x = 0,1'deki profildir: x kiiciilditk¢e ve n bitytidiikce hata hizla diser.
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Baz1 Temel Fonksiyonlarin Taylor Serileri

Sonraki boliumlerde sik kullanacagimiz birkag Taylor serisini, gecerli olduklari araliklarla birlikte agsagida
topluyoruz. Cikarilislari icin bkz. Analiz 2.

Fonksiyon Zg Taylor serisi [k terimler Gegerli oldugu
aralik
[ n 2 3
e’ 0 z 2z (—o0, +00)
P 1 - ’
; — + T+ gyt
sin 0 i(fl)"ﬂ mfx_g_{_x_sf... (—OO,+OO)
= (2n+1) 3! 8l
cos T 0 S 1 " 1 | (—o00, +00)
2 ("G BT
n=0
1 = 2 3
0 n l1+z+2°+2° + - (—1,1)
11—z Zo m
r—1 n+1 r—1 2
Inz 1 Z( 1" n+)1 (mfl)f%_k... (0,2]
n=0
In(1 + x) 0 fi g™t T LT (—1,1]
~= n+1 2 3
Ornegin kosiniis serisinin ilk terimleri 1 — % + Z—? — ... olup P, ve P, polinomlar1 bu serinin kismi

toplamlaridir. Son iki satir ayn serinin iki yazilisidir: In « serisinde x yerine 1 + z yazilirsa In(1 + z)
serisi ¢ikar.

Alistirmalar

Asagidaki sorular boliimdeki teoremlerin dogrudan uygulamalaridir. Trigonometrik fonksiyonlarla hesap
yaparken agilarin radyan cinsinden alindigina dikkat ediniz.

Alistirma 1.1 (Bir Denklemin Céziimiiniin Varligil). z — (Inz)* = 0 denkleminin [4, 5] araliginda
en az bir ¢dziimi oldugunu gosteriniz.

Coziim.
Bu denklemi cebirsel olarak ¢6zemeyiz; zaten istenen ¢6ztimii bulmak degil, var oldugunu gostermektir.
Siireklilik. f(z) = z — (Inz)® olsun. [4, 5] tizerinde In x > 0 oldugundan

f(iL’) =r— emln(lnx)

yazabiliriz. z, In x ve e® fonksiyonlar1 bu aralikta stireklidir ve f bunlarin ¢arpimi, bileskesi ve farkiyla
kuruldugundan f € C[4, 5]’tir.
Ug¢ noktalardaki isaretler.

F(4) =4— (In4)* ~0,3066 >0,  f£(5)=5— (In5)> ~ —5,7987 < 0.

Demek ki f(5) < 0 < f(4)’tir.

Sonug. Ara deger teoremi (Teorem 1.7) K = O ile en az bir ¢ € (4,5) i¢in f(c) = 0, yani ¢ — (Inc¢)® =
0 oldugunu verir.

|

Alistirma 1.2 (Tirevin Sifir Oldugu Bir Nokta). f(z) = zsin(nz) — (z — 2) Inz fonksiyonu i¢in
[1, 2] araliginda en az bir kez f'(z) = 0 oldugunu gésteriniz.

Cozim.

Hipotezler. z, sin x ve In x fonksiyonlar [1, 2] tizerinde siirekli ve tiirevlenebilirdir; f bunlarin carpim
ve farklarindan olustugundan f € C[1, 2]’dir ve f, (1, 2) iizerinde tiirevlenebilirdir:
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1.9 Alistirmalar 19

f/(z) = sin(wz) + 7z cos(nz) — lnx — - 2.
x

Ug degerler. sinm = sin27 = 0 ve In1 = 0 oldugundan

f(1)=1-sinmt—(1—-2)In1 =0,
£(2) = 2sin(27) — (2 — 2)In2 = 0.

Sonug. Ortalama deger teoremi (Teorem 1.4) geregi en az bir ¢ € (1, 2) igin

f2)— f(1) _0-0 _

2—-1 1 0

f'(e) =
olur. (f(1) = f(2) oldugundan bu, Rolle teoreminin (Teorem 1.3) dogrudan sonucudur.) Sayisal olarak

bu nokta ¢ ~ 1,5751 dir.
|

Alistirma 1.3 (Bir Mutlak Degerin Maksimumu).

2—e" 42z
max |[———
z€0,1] 3
degerini bulunuz.
Cozim.
. . 2—e*+2z . o .
Maksimumun varligl. f(z) = — olsun. f € C[0,1] oldugundan ekstrem deger teoremi

(Teorem 1.5) geregi f bu aralikta maksimum ve minimum degerini alir. f, (0,1) {izerinde tiirevli
oldugundan bu degerler ug noktalarda ya da f’(z) = 0 olan noktalarda alinir.
Kritik nokta.

—e” +2

f’(x):—3 =0 e’ =2<r=1n2
In2 ~ 0,6931 € (0, 1)dir.
Degerler.
2—1+0 1
0))=— =-~0,3333
f(0) 3 3 ~ 0,3333,
2—2+4+2In2 2In2
f(In2) = teme 2 04621,
3 3
2— 2 4-—
F(1) = §+ - ~owm

Mutlak deger. f'nin minimumu 1 > 0 oldugundan [0, 1] iizerinde f > 0 ve | f | = f’dir. Dolaystyla

1 2In2 4—e 2In2
01;13§1| f(:c)|—max{§, 3 3 }— 3 ~ 0,4621.

Alistirma 1.4 (Karekok 105 icin Yaklasik Deger). /105 sayist icin bir yaklagik deger bulunuz ve
yapilan hata i¢in bir iist sinir belirleyiniz.

Cozim.

Secim. f(z) = \/z, z; = 100 ve n =1 i¢in Taylor teoremini (Teorem 1.9) kullanalim; +/100 = 10
bilinen bir degerdir. £(z), 100 ile z arasinda olmak iizere
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, f"(€(z))
f(z) = f(zo) + f'(zo)(z — 7o) + T(m —x0)%.
Pl('w) Rl(I)
Tiirevler ve polinom. f’(z) ! f(x) ! ldugund
trevler v . =——ve = ———— oldugundan
P 2\/x 4V 3 &
1 z — 100
P (z) =v100 + x—100) =10+
ve
5
V105 ~ P, (105) = 10 + 20 = 10,25.
Hata icin tist sinir. Kalan terim
—100)2 25
Rya) = -E 0 R0 = -0
8v/(&(x))? 8/(£(105))?
olup 100 < £(105) < 105’tir. V3 artan oldugundan
25 25 25
| Ry(105) | = = 0,003125

< =
84/(£(105))3  8v1003 8000
yapilan hata i¢in bir tist sinirdir. Buna gore
10,25 — 0,003125 < v/105 < 10,25 4 0,003125,

yani 10,246875 < /105 < 10,253125. (R;(105) < 0 oldugundan ashnda /105 < 10,25'tir.) Gercek
deger /105 = 10,2469508... oldugundan gergek hata yaklasik 0,0030492’dir ve bulunan smirm altinda
kalir.

]

Aligtirma 1.5 (Besinci Kokiin Bulundugu Aralik). +/1,1 sayis: virgiilden sonra 4 ondalik basamak,
yani 10~* hassasiyetle hangi araliktadir?

Cozim.
Secim. f(z) = (1 +x)'/%, , = 0 ve n = 2 icin Taylor teoremini (Teorem 1.9) uygulayalim. &(z), 0
ile z arasinda olmak tizere

£(2) = £(a0) + £/ (a0)(w —20) + T @ gy 4 TED gy
Py(z) Ry(x)
Tiirevler.
4 — 1 ” _ 4
F'@ =sazam '@ = a7
f”/(.'E) _ 36

©125(1 4 2)14/5”

Polinom ve yaklasik deger. f(0) =1, f/(0) = L, f”(0) = — 5 oldugundan

T 22 x  2z?
Bz =1+5—grp =1+5 -5

I

z = 0,1 alinirsa
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1.9 Alistirmalar 21

0,1 4(0,1)
o/TT = f(01) ~ B(01) =1+ 2L _2OD" 4 160
5 50
Hata icin iist sinar. 0 < £(0,1) < 0,1 olmak iizere
36 (0,1)%

R,(0,1) =

31.125 &/(1 + £(0,1)) 4

olur. (1 + £(0,1))** > 1 oldugundan

0 < Ry(0,1) < % = 0,000048 = 0,48 - 1074 < 1074
Aralik.
| £(0,1) — B,(0,1) | = | Ry(0,1) | < 0,48 -107*
oldugundan

1,0192 — 0,000048 < /1,1 < 1,0192 + 0,000048,

yani 1,019152 < /1,1 < 1,019248 bulunur. (R, > 0 oldugundan aslinda /1,1 > 1,0192°dir.)
Gercek hata ile karsilagtirma. /1,1 sayisinin gercek degeri 1,019244876... oldugundan bu yakla-
simdaki gercek hata

| 1,019244876 — 1,0192 | = 0,44876 - 104

olur. Her zaman gercek hata, hata i¢in bulunan iist sinirdan kiigiik ya da ona esittir; burada 0,44876 -
1074 < 0,48 - 10~* tiir.
|

0,1
Alistirma 1.6 (Taylor Polinomu ile integral Hesab). / cos x dx integralini 3. mertebeden Taylor
0

polinomu yardimiyla yaklagik olarak hesaplayiniz. Olusan hata i¢in bir {ist sinir belirleyip bu sinir1 gercek
hata ile karsilastiriniz.

Coziim.
Taylor acilimi. f(z) = cosz, 5 = 0 ve n = 3 alalim. f'(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, " (z) =
sinz, f*(x) = cos z oldugundan Taylor teoremi (Teorem 1.9) geregi

2 4

cost =1— % + 21 cos(&(x))

bulunur; burada £(z) sayis1 0 ile z arasindadir. Son terimcosz — 1 + ”2—2 farkina esit oldugundan siirekli
bir fonksiyondur ve integrali alinabilir.

Integral.
/0,1 0,1 ( 2) 1 (01 .
cosxdx = / 1—— |dz+ — x* cos(é(x)) dx
; ; 2 24
3 0,1
X 0.1 1 ] 4
=lz—— || + —/ x* cos(é(x)) dzx
( 5 ) e .
0,1 1 [
=0,1— ( 76) +ﬂ/ x* cos(é(z)) dx
0
Buna gore
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22 Béliim 1. On Bilgiler ve Taylor Teoremi

0,1
’ 1
cosrxdr ~ 0,1 — % = 0,099833333333.

o~

Hata icin iist sinur. | cos(¢(z)) | < 1 kullanilirsa

1 /071 A 1 0,1 A
— z* cos(é(z))dz| < —/ z* | cos(é(z)) |dx
24 J, 24 J,
I 1 2P
< — 4 - - .z 0,1
= 24/0 T =90 S
1075 -
= D55 = 0.83-107

bulunur.
Gergek hata. Gercek deger

0,1
/ coszdz =sinz | = sin(0,1) ~ 0,099833416647
0

oldugundan
Gergek hata = | 0,099833416647 — 0,099833333333 | ~ 0,83 - 107

olur. 0,83 - 1077 < 0,83 - 1077 esitsizligi, gercek hatanm bulunan iist smir1 asmadigin gosterir.
|

Bu bolimdeki érneklerde hep bir yaklasik deger ile gergcek deger arasindaki farka baktik. Bu fark: 6l¢-
menin yollarini ve bilgisayarin sayilari sonlu basamakla saklamasindan dogan hatalar: sonraki bolimde
inceliyoruz: Hatalar ve Makine Sayilar1.
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2.1

2.2

2. Hatalar ve Makine Sayilar1

Bilgisayar sonsuz basamakli bir reel sayiy1 saklayamaz, sonsuz bir seriyi sonuna kadar toplayamaz. Bu
ylzden her niimerik sonug bir yaklasimdir ve yaklasimin ne kadar iyi oldugunu bilmek i¢in hatanin
nereden geldigini ve ne kadar biiyiiyebilecegini bilmek gerekir. Kiicitk gériinen hatalar pahaliya patlaya-
bilir: 25 Subat 1991'de Dhahran’da bir Patriot fiizesi, zamanin 0,1 saniyelik adimlarla 24 bitte kesilerek
tutulmasindan dogan birikmig hata (yaklasik 100 saatte 0,34 saniye) yliziinden bir Scud fiizesini kacirdi
ve 28 asker 6ldu. 4 Haziran 1996'da ise Ariane 5 roketi, 64 bitlik bir kayan noktali sayinin 16 bitlik isaretli
tam say1ya cevrilmesinde olusan tagma yiiziinden firlatistan yaklagik 37 saniye sonra yok edildi.

Bu bolimde 6nce hata tiirlerini ayirip hatayr mutlak ve bagil hata ile 6lcecegiz. Ardindan bilgisayarin
sayilar1 nasil sakladigini, 64 bitlik makine sayilarini ve k-basamak kesme ile yuvarlamanin yaptig1 hatanin
sinirini gorecegiz.

Hata Tirleri

Niimerik bir yontemle bulunan sonug ile analitik ¢6ziim arasindaki farka hata denir. Niimerik hatalar
kaynaklarina gore iic tiire ayrilir.

Tanim 2.1 (Veri Hatas1). Problemi kuran ya da ¢6zen kisiden kaynaklanan hatalara veri hatasi denir.
Fiziksel ya da matematiksel modeli kurarken, iglem yaparken ya da program yazarken yapilan yanliglar
ve denklemlerin katsayilarini belirlemek i¢in yapilan deneylerde dl¢iim aletlerinin sinirli hassashigindan
dogan hatalar bu tiirdendir.

Yani veri hatasi, yontem calismaya baslamadan 6nce girdiye karigmis hatadir. Yontemin kendisiyle ilgisi
olmadigindan bu notlarda bu tiir hatalarla ilgilenmeyecegiz.

Tanim 2.2 (Kesme Hatasi). Matematiksel bir islemin gercek sonucunu ifade etmek i¢in onun yerine
bir yaklasim kullanilmasindan dogan farka kesme hatasi denir.

Yani kesme hatas1 yéntemin kendisinden gelir: sonsuz bir siire¢ sonlu bir adimda kesilir. Ornegin bir
fonksiyonun degerini Taylor polinomuyla hesapladigimizda serinin atilan terimleri kesme hatasini olus-
turur; bu hata Taylor Teoremi'ndeki kalan terimle 6l¢iiliir (Teorem 1.9).

Tanim 2.3 (Yuvarlama Hatasi). Bilgisayarin sayilar1 yalmz belirli sayida basamakla gosterebilmesin-
den dogan hataya yuvarlama hatasi denir.

Yani yontem kusursuz olsa bile sayilarin kendisi sonlu basamakla saklandig: i¢in bir fark olusur. Ornegin
dort ondalik basamakla

7 = 3,141592653... ~ 3,1416,
e = 2,71828182... ~ 2,7183,

1
3= 0,33333333... = 0,3333

yazilir. Patriot fiizesindeki hata da bu tiirdendir: 0,1 sayisi ikili sistemde sonlu basamakla yazilamaz
(0,000110011001100...5), 24 bitte kesilince her adimda kii¢iik bir fark kalir ve bu fark adim adim birikir.

Mutlak ve Bagil Hata

Bir yaklasimin ne kadar iyi oldugunu bir say1iyla 6l¢mek icin iki nicelik kullanilir.

Tanim 2.4 (Mutlak ve Bagil Hata). Bir p sayisina yapilan bir yaklagim p* ile gésterilsin. | p — p* |
degerine bu yaklasimin mutlak hatasi denir. p # 0 olmak tizere
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24 Boliim 2. Hatalar ve Makine Sayilari

degerine de bu yaklasimin bagil hatasi denir.

Yani mutlak hata yaklagimin gercek degerden ne kadar uzakta oldugunu, bagil hata ise bu uzakligin gercek
degerin buytkligine oranin séyler. Bagil hata birimsizdir; 0,01 bagil hata “yiizde 1 hata” demektir.

p=2,p =25 mutlak hata [p - p|=0,5
, ,
0 P P

bagil hata 0,5/2 = 0,25 (yiizde 25)

p=100,p =100,5 mutlak hata |p - p| = 0,5 ¢

0 PP
bagil hata 0,5/100 = 0,005 (yiizde 0,5)

Sekil 2.1: Ayni mutlak hata, iki farkli buytkliikte. Mavi ¢ubuk p, turuncu parga |p — p*| = 0,5 mutlak
hatasidir; her satir kendi 6lceginde ¢izilmistir. p = 2 iken hata ¢ubugun dértte biri kadardir (bagil hata
0,25). p = 100 iken ayni1 hata ancak ince bir ¢izgidir (bagil hata 0,005).

Ornek 2.1 (Mutlak ve Bagil Hatanin Hesab1). p = 0,3 sayisina p* = 0,31 yaklasimi yapilmistir.
Mutlak ve bagil hatay1 bulunuz.

Cozim.
Mutlak hata
|p—p*|=103-0,31]|=0,01
ve bagil hata
—p* 0,01 1
‘p pp =03 =30 ~ 0033
olur. m

Bir yaklasimin gercek degere ne oranda yaklastigini 6l¢mek i¢in bagil hata mutlak hatadan daha anlam-
Lidir. Ayni mutlak hata, kiigtik bir nicelikte biiyiik, bitytik bir nicelikte kiigiik bir kusurdur.

Ornek 2.2 (Ayn1 Mutlak Hata, Farkli Bagil Hata). 100 km’lik bir yol 101 km, 1 km’lik bir yol 2 km
olarak ol¢tilmustir. Hangi 6l¢gme daha kabul edilebilirdir?

Cozim.
Mutlak hatalar. iki lcmede de mutlak hata aynidir:

1100—101 |=1 km, [1—2|=1 km.

Bu ytizden mutlak hata iki 6l¢cmeyi ayirt etmez.
Bag1l hatalar. Birinci 6l¢menin bagil hatasi
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2.2 Mutlak ve Bagil Hata 25

100—101| 1
_— = — = 1
‘ 100 ‘ 100~ 0

ikinci 6lgmeninki
1-2
1

olur. 0,01 < 1 oldugundan birinci 6l¢me daha kabul edilebilirdir: ilki ytizde 1, ikincisi ytzde 100
hatalidir. m

Makine Sayilari

Bilgisayarda sayilar iki bicimde saklanir: tam say1 degerleri ve kayan noktali say1 degerleri. Yalniz tam
sayilarla calisilacaksa tam say1 degeri yeterlidir; herhangi bir reel sayiyla igslem yapilacaksa kayan noktali
say1 degerine ihtiyac¢ vardir.

Tam sayilar ikili say1 sisteminde yazilir ve ayrilan bit sayis1 gosterilebilecek en biiytik tam sayiy1 sinirlar.
Ornegin 16 bitle yazilabilecek en bilyiik tam say1

216 — 1 = 65535

olur. Bu 16 bitin biri sayinin isaretine ayrilirsa geriye 15 bit kalir ve isaretli olarak yazilabilecek en biiyitk
tam say1

216-1 _ 1 — 32767

olur.

Tanim 2.5 (Tasma). Bir sayinin, onu saklamak icin ayrilan bitlerle gosterilebilecek en biiyiik (ya da en
kiigtik) degeri asmasina tasma problemi denir.

Yani sonug ayrilan yere sigmaz ve saklanan deger artik gercek degerle ilgisizdir. Ariane 5'i yok eden hata
buydu: 16 bitlik isaretli bir tam say1ya 32767 yi asan bir deger yazilmak istendi.

Kayan nokta gosterimi hem kesirleri hem de ¢ok biiyiik reel sayilar1 saklamay: miimkiin kilar. Bugiin
kullanilan bi¢im, IEEE’nin (The Institute of Electrical and Electronics Engineers) 1985'te yayimladif1 ve
2008 ile 2019'da giincelledigi IEEE 754 kayan nokta standardidir. Bu standart 64 bitlik bir reel say1y1 soyle
saklar:

5 €10Cg---C1 Co M1 M. 1M1 Mg

Bitlerin gorevleri asagidaki tablodadir.

Sembol Bit Tamm

s 1 Isaret Biti: 0 = pozitif, 1 = negatif
c 11  Karakteristik

m 52  Mantis

Tanim 2.6 (64 Bitlik Makine Sayis1). s isaret biti, ¢, ..., ¢y karakteristik bitleri ve my;, ..., m, mantis
bitleri olmak tizere

10 51 1 52—k
e=dat m=Ym(})
k=0 k=0

denirse 64 bitlik makine sayisinin gosterdigi reel say1

r= (71)5 2071023 (1 + m)
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26 Boliim 2. Hatalar ve Makine Sayilari

olur. Karakteristigin ¢ = 0 (00000000000) degeri 0 sayisini, ¢ = 2047 (11111111111) degeri sonsuzu
gostermek icin ayrilmistir; bu formiille yazilan sayilarda 1 < ¢ < 2046’dur.

Yani karakteristik sayinin bityiiklitk mertebesini (2’nin kuvvetini), mantis ise anlamli basamaklarini tagir.
c’den 1023 ¢ikarilmast iissiin negatif de olabilmesini saglar. Mantisteki ilk bit 2, ikincisi % agirhigindadir
ve 0 < m < 1 olur. Mantis yalniz 52 ikili basamak tutabildiginden bu gdsterimde bir yuvarlama hatasi

olusur.

Ornek 2.3 (Bir Bit Dizisinin Céziilmesi). Asagidaki 64 bitlik makine sayisiun gésterdigi r reel
sayisint bulunuz.

0100000000111011100160010000000000000000000000000000000000000000

Coziim.
Bitleri ayiralim. Ilk bit s, sonraki 11 bit ¢, kalan 52 bit m’dir:

0 10000000011

N — e’
S c

1011100100010000000000000000000000000000000000000000

m

S G G Ms; my
o] [[o[ofofofofofofofafe] [afofafafafolo[alo]o[ofelo[o[o[o[o]ofofofofofefofofofofofo]o]o]o]ofo[o]o]o]o]o]o]o]o]o]ofofofofofofofofo]

210 2t 2% 2 18 116 132 1/256 1/4096
\Y‘ \. ~ J U ~ J
s (1 bit) ¢ (11 bit) m (52 bit)

$=0, c=1027, r=2* (1 + m) = 27,56640625

Sekil 2.2: Ornekteki 64 bitlik makine sayis1. ilk bit isaret biti s, sonraki 11 bit karakteristik c, kalan 52
bit mantis m'dir. 1 olan bitlerin altinda basamak agirliklar: yazilidir: ¢ =2 +2 +1=1027 ve m = 1/2 +
1/8 + 1/16 + 1/32 + 1/256 + 1/4096.

Isaret. s = 0 oldugundan say1 pozitiftir.
Karakteristik. ¢’nin yalniz ¢, ¢; ve ¢ bitleri 1’dir:

c=1-2041-2140-224+...40-224+1-210=142+41024 = 1027.
Mantis. Soldan 1., 3., 4., 5., 8. ve 12. bitler 1, geri kalanlar 0°dur:
1\t 1\2 1\3 1\* 1\®
m=1-(5) +0-(5) +1(5) 1 (5) 1 (5)

1 8 1 12

1-(= 1.2

* (2> * (2)

1 1 1 1 1 1

=373 1632 " 256 " 1096

Say1. Formiilde yerine yazarsak

11 1 1 1 1
— (—1)0 . 910271023 <1 i T T T T _>
r=(1 T3 16132 256 T 2006

=16+8+2+1+0,5+0,0625 + 0,00390625
= 27,56640625 = 0,2756640625 - 10

bulunur. m
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2.3 Makine Sayilar1 27

c’nin aldig1 degerler smirli oldugundan 64 bitlik goésterimin yazabildigi pozitif sayilar da iki yandan
sinirhdir.

Onerme 2.1 (64 Bitlik Gésterimde En Kiiciik ve En Biiyiik Pozitif Say1). 64 bitlik makine sayisi
gosteriminde yazilabilecek en kiiciik pozitif reel say:

271022 o, 22251 - 10307,
en biiyiik reel say: ise
21023 (2 — 2752)  0,17977 - 103
olur.

Ispat.

r = (—1)%2°71923(1 + m) sayisin pozitif olmast igin s = 0 olmalidir. v hem c’ye hem m’ye gore
artandr.

En kiigitk sayi. ¢ = 0 degeri 0 sayisina ayrildigindan c’nin alabilecegi en kiiciik deger 00000000001,
yani ¢ = 1°dir. Mantisin en kiigiik degeri biitiin bitleri O olan m = 0’°dir. Buradan

r = (_1)0 ) 2171023(1 + 0) — 271022
olur. Ondaliga cevirirsek

2—1022 — 10—102210g102 ~ 10—307,65266 ~ 0722251 . 10—307

bulunur.
En biiyiik sayi. ¢ = 2047 degeri sonsuza ayridigindan c’nin en biiyiik degeri 11111111110, yani c =
2046 °dir. Mantisin en biiyiik degeri biitiin bitleri 1 olan degerdir:

oL N2k 1 1 -
m = (5) R TN SRS B S}
k=0

Buradan

r= (_1)0 . 2204671023(1 +1— 2752)
= 21023(2 _ 2752) » 21024 ~ 0,17977 - 10309

olur: son adimda 21024 = 101024108102 », 1030825472 i llaniid,. m

Yani 64 bitlik gosterim yaklagik 1073% ile 103%% arasindaki biiyiikliikleri kapsar. Islemler belirli bir
hassasiyetle yapilmazsa bu sinirlar agilabilir ve tagma problemleri ortaya ¢ikar.

Ondalik Kayan Nokta Sayilar1

Makinenin ikili gosteriminde olanlari elle izleyebilmek icin ayni fikri 10 tabaninda, az sayida basamakla
inceleyecegiz.

Tanim 2.7 (k-Basamak Normalize Edilmis Ondalik Kayan Nokta Sayis1). 1<d; <9 ve i=
2,3,...,kicin 0 < d; <9 olmak iizere

+0,d,d,...d;, - 10"
bi¢iminde yazilabilen sayilara k-basamak normalize edilmis ondalik kayan nokta sayilar1 denir.
Yani virgiilden hemen sonra sifir olmayan bir basamak gelir ve yalniz k basamak tutulur; sayimin biyiik-

liigii 10" carpanina aktarilir. d; # 0 kosulu gésterimi tek kilar: 0,27 - 1075 yazilir, 0,027 - 10~ yazilmaz.
Birka¢ sayinin normalize edilmis ondalik formu g6yledir:
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28 Boliim 2. Hatalar ve Makine Sayilari

Say1  Normalize edilmis ondalik form

1222000 0,1222 - 107
—0,0000345 —0,345 - 1074
0,0027 - 103 0,27 -1075
0,1001 - 105 0,1001 - 105

Ornek 2.4 (iki Basamakli Normalize Sayilarin Dagilimi). k = 2 icin iissii n = 0 ve n = 1 olan
pozitif normalize edilmis ondalik kayan nokta sayilarini saymniz ve ardisik iki say1 arasindaki uzaklig:
bulunuz.

Cozim.

n = 0. Sayilar 0,d;d, bi¢imindedir: 0,10; 0,11; ...; 0,99. d; i¢in 9, d, icin 10 secenek oldugundan 9 -
10 = 90 say1 vardir ve ardisik ikisi arasindaki uzaklik 0,01 = 10°~2’dir.

n = 1. Sayilar 0,d; d, - 10 = d;,d, bicimindedir: 1,0; 1,1; ...; 9,9. Yine 90 say1 vardir, ama ardigik ikisi
arasmdaki uzaklik 0,1 = 10~ 2"dir.

Sonug. Her iis icin say1 adedi aynidir, aralik ise iis bir arttik¢a 10 katina ¢ikar. Bu yiizden normalize
sayilar 0’a yakin yerde sik, b%}giilk sayilar a(r)aosllnda seyrektir. Araligin saymin kendisine oram ise

yaklasik sabit kalir: n = 0°’da 575 = 0,1 ile 555 ~ 0,0101 arasindadir, n = 1’de de ayni araliktadur.

Genel olarak k basamakta her iis icin 9 - 10! say1 vardir ve aralik 10" *’dir. m

n = 0:aralik 0,01 n = 1:aralik 0,1

— N
O 11111 SR [ L L L L LI
2 4 6 8

3 9 10

normalize say1 yok

|1l [ L [ [LLLLHLH .

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2

Sekil 2.3: 1ki basamakli (k = 2) pozitif normalize sayilar. Ustte [0, 10] aralig1: n = 0 icin 0,10; 0,11; ...; 0,99
sayilari [0,1; 1) i¢ine sikigir, n = 1i¢in 1,0; 1,1; ...; 9,9 sayilar1 0,1 aralikla dizilir. Altta [0; 1,2] parcasinin
biiytitmesi: 0 ile 0,10 arasinda normalize say1 yoktur.

y = 0,d,dyds...dpd}, 1 dy 5... - 10" tasmaya neden olmayan normalize edilmis bir say1 olsun. Bu saymnin
basamaklar1 genellikle k’dan ¢oktur, hatta sonsuzdur; makinede onun yerine k basamakli bir say1 saklanir.

Tanmim 2.8 (Kayan Nokta Formu: k-Basamak Kesme ve Yuvarlama). y = 0,d,d,...d,d; d; 5... -
10™ sayisinin ondalik kisminin yalniz £ basamag alinarak elde edilen sayiya y’nin kayan nokta formu
denir ve K N(y) ile gosterilir. k basamak iki yolla belirlenir:

+ k-basamak kesme: d;_ ,d, ... basamaklar1 atilir,

KN(y) = 0,dydy...d, - 10™.

(k+1)

+ k-basamak yuvarlama: y’ye 5 - 10"~ eklenir ve sonuca k-basamak kesme uygulanir,

KN(y) = 0,6,5,...6,, - 10"

Negatif sayilarda ayni iglem | y |'ye uygulanir ve isaret korunur.

Yani kesmede fazla basamaklar diipediiz atilir. Yuvarlamada d_ ; > 5 ise d},’ya 1 eklenir (yukar1 yuvar-
lama), d;,; < 5 ise k basamaktan sonra kesilir (asag1 yuvarlama). Asag1 yuvarlamada ¢ = 1,2, ..., k i¢cin
0; = d; olur; yukar1 yuvarlamada ise elde yiiziinden 6nceki basamaklar, hatta tis de degisebilir; 6rnegin
0,99996 - 10! sayis1 4-basamak yuvarlamayla 0,1000 - 102 olur. Buradaki “kesme” sayinin basamaklarini
atmaktir; kesme hatasi ise (Tanim 2.2) bir sonsuz siirecin yarida birakilmasindan dogar.
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2.4 Ondalik Kayan Nokta Sayilar1 29

Ornek 2.5 (7 Sayisinin 5-Basamak Kesmesi). 7 sayisini 5-basamak kesme yaparak normalize edilmis
ondalik kayan nokta formunda yaziniz.

Cozim.
Normalize form. 7 = 3,141592654... oldugundan normalize edilmis ondalik formu

7 = 0,3141592654... - 10*

olur; burada n = 1°dir.
Kesme. Ik bes basamak 3, 1,4, 1, 5’tir; altinc1 ve sonraki basamaklar atilir:

KN(r) =0,31415 - 10".

Mutlak hata | 7 — 3,1415 | &~ 0,0000927, bagil hata yaklasik 0,29 - 10~*’tiir. m

Ornek 2.6 (x Sayisinin 5-Basamak Yuvarlamasi). 7 sayisini 5-basamak yuvarlama yaparak norma-
lize edilmis ondalik kayan nokta formunda yaziniz.

Coziim.
Normalize form. 7 = 0,3141592654... - 10!, yani n = 1’dir.
Yuvarlama. k = 5 ve n = 1 icin eklenecek say1 5 - 101=6 = 0,00005 tir:
4+ 0,00005 = 3,14164265... = 0,314164265... - 10'.
Bunu 5 basamaktan sonra kesersek

KN(r) = 0,31416 - 10!

bulunur. Kisa yoldan: altinc1 basamak dg = 9 > 5 oldugundan besinci basamak 5°ten 6’ya ¢ikar. Mutlak
hata | 7 — 3,1416 | &~ 0,0000073, bagil hata yaklasik 0,23 - 10~ tir; yuvarlama kesmeden yaklasik on
ti¢ kat daha iyi sonug verdi.

Acgik Matematik - acik-matematik.com 29 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

30 Boliim 2. Hatalar ve Makine Sayilari

KN() yen

= 5-basamak kesme

= 5-basamak yuvarlama

'
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

3,1417 - C c = O
yuvarlama: 3,1416
3,1416 *—@——e—0
|
|
|
|
|
i
3,1415 - .—.—e—p
| kesme: 3,1415
|
|
|
}
|
3,1414 - ® ® © O |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Y ——( S —()
b T T L T y
3,1414 3,1415 3,1416 3,1417

Sekil 2.4: m yakimindaki sayilarin 5-basamak kesme (mavi) ve 5-basamak yuvarlama (turuncu) ile

bulunan KN(y) degerleri. Basamaklarin sol ucu dahil, sag ucu harigtir; kesikli késegen KN(y) = y

dogrusudur. Kesme basamaklar1 kosegenin hep altinda kalir, yuvarlama basamaklar1 kdsegeni ortalar.
y = t dogrusu kesmede 3,1415, yuvarlamada 3,1416 degerini verir.

Gergek hesaplarda yalniz sayilar degil, her islemin sonucu da k basamaga indirilir.

Tanim 2.9 (k-Basamak Kesme ve Yuvarlama Aritmetigi). Bir ifadenin hesabinda her saymn ve
her ara igslem sonucunun yerine onun k-basamak kesmeyle bulunan KN formu kullanilirsa hesap k-
basamak kesme aritmetigiyle, k-basamak yuvarlamayla bulunan KN formu kullanilirsa k-basamak
yuvarlama aritmetigiyle yapilmis olur.

Yani makine yalniz sonucu degil, yolda buldugu her ara degeri de k basamaga indirir; bu yiizden ara
adimlarin hatalar1 sonuca taginir ve birikebilir.

@ U¢ adimda k-basamak aritmetigiyle hesap

1. Girdileri indir. Ifadedeki her say1y1 normalize forma getirip KN formunu al (% — 0,333 gibi).

2. Islemleri sirayla yap. Islem énceligine gore her islemi yap ve sonucu hemen K N formuna indir;
bir sonraki isleme bu indirilmis degerle geg.

3. Hatay1 6l¢. Gergek deger biliniyorsa son sonucun mutlak ve bagil hatasini hesapla.

Ornek 2.7 (U¢-Basamak Kesme Aritmetigiyle Bir Kesir Hesab). (% + 13—1) — % isleminin gergek
degerini bulunuz. Islemi 3-basamak kesme aritmetigiyle yapip yaklasik degeri ve bu degerin bagil hatasini
hesaplayiniz.

Coziim.
Gergek deger.
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2.4 Ondalik Kayan Nokta Sayilar1 31

1 3 3 11+9 3 400—99 301
42 e =2 =27 =0,4
(3 + 11) 20 33 20 660 660 = 0,4560606...

Glrdller =0,3333... — 0,333, 3 =0,2727... —» 0,272 ve = 20 = 0,15 — 0,150.
Islemler. 0 333+ 0,272 = 0,605 ve 0,605 — 0,150 = 0,455; ikisi de zaten ti¢ basamaklidir. Yaklasik
deger 0,455’tir.

Bagil hata.
301
—0,455| 301 —300,3 0,7 1
660 ) )
= = — =~ 0,002325581.
301 301 301 430 ’
660
|
Ornek 2.8 (U¢-Basamak Yuvarlama Aritmetigiyle Bir Kesir Hesabi). (% + 131) 55 3 jslemini 3-

basamak yuvarlama aritmetigiyle yapip yaklasik degeri ve bu degerin bagil hatasini hesaplaylmz (Gergek
deger 601 dur.)

Coziim.

Glrdller 5 = O 3333... — 0,333;
l_ — 0,273; 55 — 0,150.
Islemler. O, 333 + 0,273 = 0,606 ve 0,606 — 0,150 = 0,456. Yaklasik deger 0,456 dur.
Bagil hata.

; 11 = 0,2727... sayisinin dordiincii basamagi 7 > 5 oldugundan

301
— 0,456 301 — 300,96 0,04 1
660 ’ ) )
= = = ~ 0,00013289.
% 301 301 7525 ’

Yuvarlama aritmetiginin bagil hatas1 kesmeninkinin yaklasik on yedide biridir. m

Bir say1y1 saklarken yapilan bagil hata yalmiz k’ya bagh bir sayiyla sinirlidir; iglemler art arda yapildiginda
ise bu hatalar birikebilir.

Onerme 2.2 (Kesme ve Yuvarlamada Bagil Hata Sinir1). y # 0 bir reel sayr ve KN(y) onun k
basamakli kayan nokta formu olsun.

y— KN(y)

* KN(y) k-basamak kesmeyle bulunmussa < 10751 olur.

K N(y) k-basamak yuvarlamayla bulunmussa <0,5- 10751 olur.

y—K (y)’
y

ispat.

Isaret iki yanda da ayni kaldigindan y > 0 almak yeterlidir. y = 0,dd,...d}d_ ... - 10™ olsun.
Payda. d, > 1 oldugundany = 0,d,d,... - 10™ > 0,1 - 10" olur.

Atilan kisim. y’yi ilk k basamak ve geri kalan olarak aywralim:

y - <O,d1d2...dk + 070"'0dk+1dk+2"') . ].On
k

Ikinci terim 0,dy,, 1 dyyo... - 10" F ya esittir.
Kesme. KN(y) = 0,d;...d;, - 10™ oldugundan

— 107k+1

y—KN(y)|  0d, dg ...  10"F L 10k
y ~ 0,dydy...- 10" T 0,1-10"
olur, ¢iinkii 0,dy 1 dy,_o... < 17dir.

Yuvarlama, dy, ; < 5 durumu. Asagi yuvarlama yapilir ve KN (y) kesmedeki ile aynidir. Bu kez
dy 1 < 4oldugundan 0,d; 1 d;_ ... < 0,5°ir:
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=0,5-107k+1,

y—KN(y)|  0,d, dy,o... 107" 205 1ok
Y ~ 0,dydy...- 10" — 0,1-107

Yuvarlama, d;; > 5 durumu. Yukar: yuvarlama yapilir: k-inct basamaga 1 eklenir, yani
KN(y) = (0,dydy...d;, + 107%) - 10"
olur (elde olugsa da bu esitlik say: degeri olarak dogrudur). Bu durumda KN (y) > y ve

| KN(y) —y | = (1-107% — 0,d} 1 djy5... - 107%) - 107
= (1—0,dgy1dpss.-.) - 10m7F

olur.dy , > 5 oldugundan 0,d,1d; 5... > 0,5, dolayisiylal —0,d, 1d; 5... < 0,5’tir. Buradan

=0,5-10"%*+!

y—KN(y)|  (1—0,d,1dy,o-.) - 10" 205 1on*
Y B 0,d,ds... - 10" = 0,1-10"

bulunur. m

Yani k basamakla calisan bir makinede tek bir say1y1 saklamanin bagil hatasi, saymin biiyiikligiinden

bagimsiz olarak, kesmede 10~%*+1’i, yuvarlamada bunun yarisini asmaz. Ornegin 7’nin 5-basamak kesme-

sinde bagl hata 0,29 - 10~* < 1074, 5-basamak yuvarlamasinda 0,23 - 1075 < 0,5 - 10~*’tiir. Stnur tek bir
say1 icindir; art arda yapilan islemlerde hatalar birikir ve bu sinir agilabilir.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar mutlak ve bagil hatayi, k-basamak aritmetigini ve seri yaklagimlarinin hatasim
birlikte kullanir.

Alistirma 2.1 (Bagil Hatas1 Siirh Yaklasimlar). p* sayismin v/2’ye en fazla 10~* bagil hata ile
yaklagtig1 en genis araligi bulunuz.

Coziim.
Kosulu yazalim. Tanim 2.4 geregi istenen kosul

| p*— V2|
| V2 |

<10°*

esitsizligidir.
Mutlak degeri acalim. v/2 > 0 oldugundan iki yam /2 ile ¢arpariz:

Ipr—V2[<V2-10* e vV2-V2-10* <p* <V2+ V2104
& v/2(1—0,0001) < p* < V2 (14 0,0001).
Aralik. Aranan en genis aralik

[0,9999v/2; 1,0001v/2] ~ [1,4140721; 1,4143550]

olur. m

Alistirma 2.2 (U¢-Basamak Yuvarlama Aritmetigiyle Bir Oran).

1B3_6
14 7
2¢ — 5.4

kesrinin degerini tic-basamak yuvarlama aritmetigi kullanarak hesaplayimiz. Kesrin gercek degeri yaklasik
olarak 1,954 olduguna gore hesaptaki mutlak ve bagil hatalar1 bulunuz.
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2.5 Aligtirmalar 33

Cozim.

Pay. % = 0,92857... — 0,929 ve g =0,85714... — 0,857 oldugundan
13 6
—_—  — 29 — = 2 = 20-1 _1.
a7 0,929 — 0,857 = 0,07 0,720 - 10

Payda. e = 2,71828... say1s1 0,272 - 10! = 2,72 olarak alinir ve
% — 5472272 — 540 = 544 — 5,40 = 0,0400 = 0,400 - 10—,
Kesir.

8:47158—:18_i =1,80 = 0,180 - 10%.
Hatalar. Mutlak hata

| 1,80 — 1,954 | = 0,154,
bagil hata

1,80 — 1,954 | 0,154

- ~0,0788 = 0,788 - 107!
1,954 | 1,954 ’

bulunur. Bagil hata yaklagik ytizde 8'dir; paydada birbirine ¢ok yakin 5,44 ve 5,40 sayilarinin fark:
alindig i¢in ti¢ basamaklik hassasiyetin ¢cogu kaybolmustur. B

Aligstirma 2.3 (Arktanjant Serisiyle = Yaklagimi). = = 4(arctan% + arctan %) esitligi ile verilen 7

sayisina, arctan z fonksiyonunun Maclaurin serisinin ilk {i¢ terimini kullanarak yaklasimda bulununuz;
olusan mutlak ve bagil hatalar1 hesaplaymiz. Islemlerde virgiilden sonra 7. basamaga yuvarlayniz.

Coziim.
Esitlik. a = arctan 2

sveb= arctan% olsun. Tanjantin toplam formiiliyle

1.1 1
tan(a +b) = 22 =2 =1
375 O

1
l—35-3
olur. a,b € (0, %) oldugundan a + b € (3, %)’glir vea+b = 7 bulunur.
Yaklagim polinomu. arctanz = z — %- + % — - serisinin (bkz. Analiz 2) ilk ti¢ terimi
3 5
plx) =2 — 3 + 3

polinomudur ve 7 ~ 4(p(%) + p(%)) alinir.
Polinom degerleri.

1y 1 1 1 223
p(3) =5 51+ 169 = 450 ~ V4045558

1y 1 1 1 301

— = - — — —_— = ) 2]. ]. .
p<3> 3781 1215 1215 03218107

Yaklasik deger.
m ~ 4(0,4645833 + 0,3218107) = 4 - 0,7863940 = 3,1455760.

Hatalar. Mutlak hata
| #— 3,1455760 | ~ 0,0039833,

bagil hata
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| = — 3,1455760 |

|7

~ 0,0012679

bulunur. Buradaki hatanin biiyiik kismi kesme hatasidir: serinin dérdiincii ve sonraki terimleri atilmis-
tir. B

Sonraki ti¢ alistirma ayni fonksiyonu kullanir:

T _ ,—x
Aligtirma 2.4 (Bir Boliimiin Sifirdaki Limiti). f(z) = € 7% olsun lir% f(z) limitini bulunuz.
X xT—

Cozim.
Belirsizlik. z — 0 iken pay e — e® = 0’a, payda 0’a gider; limit % belirsizligidir.
L’Hépital Kurali. Pay ve paydanin tiirevlerini aliriz (bkz. Analiz 2):

et —e @ . e® + e T

lim ——=lim——=14+1=2.
z—0 T z—0 1

e — %

Alistirma 2.5 (Dogrudan Hesapta U¢-Basamak Yuvarlama). f(z) = olsun. U¢-basamak

yuvarlama aritmetigi kullanarak f(0,1) degerini hesaplayiniz.

Cozim.

Usteller. %10 = 1,10517... sayisinin dérdiincii basamag1 5 oldugundan %19 — 0,111 - 10! = 1,11;
e 0100 = 0,904837... — 0,905.

Fark ve bolim.

1,110,905 0,205

= = 2,05 = 0,205 - 10
0,100 0,100 /05 =10,205- 10

f(01) ~

Yani f(0,1) ~ 2,05 bulunur. Ger¢ek deger f(0,1) = 2,003335... oldugundan bagil hata yaklasik
0,023’tir. m

z _ -
Alistirma 2.6 (Maclaurin Polinomuyla U¢-Basamak Yuvarlama). f(z) = £ -° olsun. e” icin

3. mertebeden Maclaurin polinomunu kullanarak ii¢-basamak yuvarlama aritmetigi yardimiyla f(0,1)
degerini hesaplayiniz.

Coziim.
Polinomlar. 3. mertebeden Maclaurin polinomuyla
2 3 2 3
x x x x
T~ — 4+ — Tl — —_———
e +x+ 2 + 6 e T+ 5 6

olur.
Sadelestirme. Farkta ¢ift dereceli terimler birbirini gotiiriir:

(1+x+w2—2+%)—(1—x+%2—%3) 290—}—’”—33 z2
= 24+
T T 3

flz) ~

Hesap. (0,100)2 = 0,0100 ve 2%% = 0,00333... — 0,00333 oldugundan
£(0,1) ~ 2 +0,00333 = 2,00333 — 0,200 - 10' = 2,00

bulunur. Ger¢ek deger 2,003335... oldugundan bagil hata yaklasik 0,0017°dir. m
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2.5 Aligtirmalar 35

Yani dogrudan hesaptaki (Alistirma 2.5) biiyiik hata yontemden degil, birbirine ¢ok yakin 1,11 ve 0,905
sayilarinin farkindan gelir: bastaki basamaklar birbirini gotiiriir ve %eriye yuvarlama hatalariyla dolu
birka¢ basamak kalir (anlamli basamak kayb). Ifadeyi 6nce 2 + - bicimine getirmek bu ¢ikarmay1
ortadan kaldirir ve ti¢ basamakla bile on dort kat daha dogru sonug verir.

Hatalarin bir algoritma boyunca nasil bityiidiigiinii ve bir dizinin limitine ne hizla yaklastigini 6l¢mek bir
sonraki bélimiin konusudur: Algoritmalar ve Yakinsama Hizi.
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3.1

3. Algoritmalar ve Yakinsama Hiz1

Nimerik bir yontem, bir problemin ¢6ziimiine adim adim yaklasan bir algoritmadir. Her adimda yapilan
islemler makinede yuvarlanir; bu yiizden iki soru 6ne ¢ikar. Birincisi, kii¢iik bir yuvarlama hatasi sonraki
adimlarda biiyiiyiip sonucu bozuyor mu? Ikincisi, algoritmanin iirettigi yaklagimlar gercek degere ne
kadar hizli yaklagiyor?

Bu béliimde ilk soru icin hata biiyiimesini lineer ve iistel diye ikiye ayiriyoruz. ikinci soru icin de O
gosterimini kuruyoruz: y,, = y, + O(=5) ve f(h) = L + O(hP). Sonraki béliimlerdeki her yontemi bu
dille karsilagtiracagiz.

Algoritmalar ve Kararlilik

Once algoritmanin ne oldugunu ve iyi bir algoritmadan ne bekledigimizi belirleyelim.

Tanim 3.1 (Algoritma). Belirli bir sirayla uygulanacak adimlarin sonlu bir dizisini kesin bi¢imde tarif
eden yonteme algoritma denir.

Yani algoritma, ne yapilacag: her adimda acikga belli olan ve sonlu sayida adimda biten bir tariftir. Bu
kitaptaki algoritmalarin amaci bir problemin ¢6ziimiine (bir koke, bir integralin degerine, bir fonksiyonun
degerine) yaklagimda bulunmaktir.

Tanim 3.2 (Kararli Algoritma). Girdideki kiiciik degisiklikler ¢iktida da yalmiz kiiciik degisikliklere
yol agiyorsa algoritmaya kararli algoritma denir.

Yani kararli bir algoritmada girdilerin makinede yuvarlanmasindan dogan ki¢iik hatalar (Tanim 2.8)
sonucu bozmaz. Bir algoritmanin kararli olup olmadigini, hatanin adim sayisiyla nasil biyidiigiine

bakarak anlariz.

Tanim 3.3 (Lineer ve Ustel Hata Biiyiimesi). Bir hesabin herhangi bir adiminda ilk ortaya ¢ikan hata
E, > 0, bu adimu izleyen n adimdan sonraki hatanin buyikliigi E,, olsun. C, n’den bagimsiz bir sabit
olmak tizere

1. E, ~ C - n- E, ise hatanin biiylimesi lineerdir,
2. C > 1lve E, ~ C"E, ise hatanin biiytimesi iisteldir

denir. Hata biiyiimesi lineer olan yaklasima kararli hata biiyiimesine sahip, iistel olan yaklasima
kararsiz hata bityiimesine sahip yaklagim denir.

Yani lineer bityiimede 100 adim sonra hata ilk hatanin yaklastk 100 C katidir; iistel bityiimede ise C19°
katidir. C' = 3 igin bu 3'%° ~ 5 - 107 eder. Bu yiizden hata biiyiimesi lineer olan bir algoritmayla yakla-
simda bulunmak genellikle kabul edilebilirdir; hata biiytimesi tistel olan algoritmalardan kaginilir.
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3.1 Algoritmalar ve Kararlilik 37

Ell
[
Kararsiz iistel hata biiyiimesi
E,=C'E,
[ J
(
[ ]
o °
(]
(4 [ ]
® . PR
° [ ] Kararl lineer hata bityiimesi
e s E, = CnE,
0 L L L L
n
1 2 3 1 5 6 7 8

Sekil 3.1: 1lk hata E, olmak iizere n = 1, 2, ..., 8 adim sonraki hatalar. Mavi noktalar lineer bityiime E, =
CnE, (C = 1), kirmiz1 noktalar iistel bityiime E, = CE, (C = 1,5) i¢indir. Ik adimlarda iki hata birbirine
yakindir; n = 8'de lineer hata 8 E,, iistel hata yaklasik 25,6 E, olur.

C = 3 (istel)

log,,(E,/E,)

o lineer: E, = n-E,

Sekil 3.2: z = logio(Es/Eo) = nlogy, C yiizeyi (0 < n < 10, 0,5 < C < 3). Mavi bélgede (C < 1) hata soner,

kirmizi bolgede (C > 1) Gistel olarak biiyiir; C = 1 kesitinde yiizey diizdir. Kirmizi kalin egri C = 3 kesitidir,

kesikli mavi egri ise lineer bityiime E, = nE, i¢in log,, n degeridir. Yiizeyin arkasinda kalan cizgiler soluk
cizilmistir.

3.2 Ustel ve Lineer Hata Biiyiimesine Ornekler

Asagidaki iki 6rnekte baslangic degerindeki 10~° mertebesinde tek bir yuvarlama hatasmin izini siirii-
yoruz. Birinci 6rnekte hata her adimda ii¢ katina ¢ikar, ikincisinde ise yalniz adim sayisiyla orantili bitytir.
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38 Boliim 3. Algoritmalar ve Yakinsama Hizi

Ornek 3.1 (Indirgeme bagintisinin ¢6ziimii). c; ve c, reel sabitler olmak iizere (p,, )%, dizisi n =
0,1,2,...icin

1 n
Pn =0 (—) + ¢y 3"
3
ile tanimlansin. Bu dizinin n = 2, 3, ... i¢in

10

5 Pn—1 " Pn-2 (1)

pn=3

indirgeme bagintisinin bir ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

Cozim.
Dp—1 Ve D,,_o yi (1)‘in sag tarafinda yerine yazip ortak carpanlari ayiralim:

10 10 1\t -
3Pl P2 = 3 01(5) +c3
1 n—2
‘Hg) “23"‘2]
~a(3)" (351
~ a3 33

10
+cy 3"—2(? -3 — 1)

1\"2 1

1 n
= cl<§> +c, 3" =p,.

Demek ki ¢; ve ¢y ne olursa olsun (p,,) dizisi (1) bagintisini saglar. m

Ornek 3.2 (Baslangic degerlerinden sabitler). p, = cl(%)n + ¢4 3" dizisinde py =1 ve p; = %
verilirse ¢; ve c, sabitleri ne olur?
Cozim.
n = 0ven = 1 yazalim:
p0:12>01+02:1,
1

1 1
p1:§=>§cl+302:§=>cl+962=1.

Ikinci denklemden birinciyi ¢ikarirsak 8¢y, = 0, yani ¢y = 0 ve ¢; = 1 bulunur. Bu sabitlerle dizi

)

olur ve n — oo iken sifira yakinsar. m

Ornek 3.3 (Bes-basamak yuvarlamada hatanin biiyiimesi). p, = c; (%)n + ¢4 3" dizisinde p, =
1vep, = % baslangi¢ degerleri beg-basamak yuvarlama aritmetigiyle (Tanim 2.8) gosterilsin ve ¢4, ¢,
sabitleri bu degerlerden bulunsun. Dizi (1) bagintisiyla hesaplandiginda olusan hatanin karakteristigini
arastiriniz.

Cozim.
Baslangi¢ degerleri. Bes-basamak yuvarlamayla
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3.2 Ustel ve Lineer Hata Biiyiimesine Ornekler 39

p = 0,10000 - 10>,  p} = 0,33333

olur. Yalniz p; yuvarlanmistir; [p; — pj| = & - 107.
Sabitler. n = 0 i¢in ¢] + ¢5 = 0,10000 - 10, yani ¢ = 1 — 3. Bunu n = 1 denkleminde kullanalim:

1 1
3 ¢t +3ch =0,33333 = g(1 —¢c5) + 3¢5 =0,33333

8 1
= 3¢5 =033333— 5 = —0,33333- 1077
— ¢} = —0,12500 - 1075.

Buradan ¢} =1+ 0,12500 - 1075, yani ¢} = 1,00000125 bulunur; bes basamaga yuvarlaninca c} =
0,10000 - 10* olur. Béylece

1 n
Pt = (5) —0,12500 - 1075 - 3™,

Bu bicimdeki her dizi (1)1 saglar (bkz. Ornek 3.1). Bu dizi n = 0’da 1 —0,125- 107> verir; bes
basamakta bu yine 0,10000 - 10! = p% demektir. Dolayisiyla (1) bagmtisini pjy ve p}’dan baslatirsak
(ara islemlerdeki yeni yuvarlamalari bir yana birakirsak) bes basamak duyarliginda bu diziyi tretiriz.
Gergek ¢oziimde sifir olan 3™ katsayisi, yuvarlama yiiziinden sifir olmayan kiigiik bir ¢ degeri almistir.
Hatanin bityiimesi. Mutlak hata

n\" 1\"
E,=p, —pnl = ‘(g) - <§> +0,12500 - 1072 - 3™

=0,12500 - 1075 - 3"

olur. Bu, E,, ~ C™E, bi¢imidir (Tanim 3.3): C = 3 > 1 ve E, = 0,12500 - 10~5. Burada E,;, 3" carpa-
ninin 6niindeki sabittir; baglangigtaki % -107° yuvarlama hatasiyla ayn1 mertebededir. Demek ki (p},)
dizisiyle (p,,) dizisine yaklagim iistel hata bityiimesine sahiptir; bu yaklasim kararsizdir.

Tablo. Asagidaki tabloda p}, degerleri (1) bagintisindan, % yerine 0,33333 - 10! alinarak ve her carpma
ile her ¢ikarmanin sonucu beg basamaga yuvarlanarak hesaplanmistir. Gergek p,, = (%)n degerleri de
bes basamakla verilmis, mutlak ve bagil hatalar (Tanim 2.4) bu bes basamakli degerlerden hesaplan-
mustir; bu yiizden n = 0 ve n = 1 satirlarinda hata 0 gorinir.

n Hesaplanan p, Gergek p,, Bagil Hata Mutlak Hata
0 0,10000 - 10* 0,10000 - 10t 0 0
1 0,33333 0,33333 0 0
2 0,11110 0,11111 0,90001 - 10~* 0,10000 - 1074
3 0,37000 - 1071 0,37037 - 10! 0,99900 - 103 0,37000 - 104
4 0,12230 - 107! 0,12346 - 10! 0,93958 - 1072 0,11600 - 1073
5 0,37660 - 10~2 0,41152 - 1072 0,84856 - 107! 0,34920 - 1073
6 0,32300 - 1073 0,13717 - 102 0,76453 0,10487 - 1072
7 —0,26893 - 102 0,45725 - 1073 0,68815 - 10! 0,31466 - 1072
8 —0,92872 - 102 0,15242 - 1073 0,61932 - 102 0,94396 - 102

Mutlak hata her adimda yaklasik ii¢c katina cikiyor (0,10487 - 1072, 0,31466 - 102, 0,94396 - 10~2);
bu, 3" carpaninin tahmin ettigi davranistir. Gercek degerler sifira giderken hesaplanan degerler n =
T’den itibaren negatife diiser ve n = 8’de bagil hata 60’1 agar. m

Aymni baglangic degerleriyle bu kez ¢oztimleri n’ye gére dogrusal olan bir bagintiya bakalim.

Ornek 3.4 (Lineer hata bityiimesi). c; + cyn bigimindeki diziler n > 2 icin

Acik Matematik - acik-matematik.com 39 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

3.3

40 Boliim 3. Algoritmalar ve Yakinsama Hizi

Pp = 2pn—1 —DPn—2 (2)

bagintisimi saglar. p, =1 ve p; = % baslangi¢ degerleri bes-basamak yuvarlamayla gosterilip ¢;, ¢y bu
degerlerden bulunursa hata nasil biytir?

Coziim.
Coziim oldugu. p,, = ¢; + cyn icin

2[e; +ea(n—1)] —[e; +co(n—2)] =¢; +cyn =p,.

Gergek sabitler. p, = lilec; = 1,p; = 3 ilec, = 3§ — 1 = —2 bulunur; p, =1 — 2n.
Bes-basamak sabitler. pj, = 0,10000 - 10! ve p} = 0,33333 ile

¢ =0,10000 - 10%, c5 =0,33333 — 1 = —0,66667

olur; p¥ =1 —0,66667 n.
Hatanin bityiimesi.

2
E,, = |p, —p;,| = [0,66667 — 3|~ 0,33333 - 1075 - m.

Bu, E, ~ C-n- E, bicimidir (Tanim 3.3; C' =1, E, = 0,33333 - 107°). Hata bliytimesi lineerdir,
yaklasim kararhdir.

Kargilastiralim: n = 8’de buradaki hata yaklasik 0,26667 - 10~*’tiir; iistel 6rnekteki (Ornek 3.3) mutlak
hata ise 0,94396 - 1072, yani yaklasik 350 kat biiyiiktiir. Baslangigtaki yuvarlama hatasi iki 6rnekte de
ayn1 mertebededir; farki yaratan, bagintinin hatay1 nasil tasidigidir.

mutlak hata E,
107!

log olgekte iistel biiyiime = dogru

O tablodaki gercek mutlak hata

—2

10

~ 350 kat
iistel: 0,125-107°-3"

Sekil 3.3: Logaritmik eksende iki hata biiytimesi. Kirmizi dogru iistel biiytime E, = 0,125-107>-3" ici bog
daireler tablodaki bes-basamak hesabin gercek mutlak hatalaridir; kesikli mavi egri lineer biiytime E,
= 0,33333-107>-n'dir. n = 8'de tablodaki hata lineer hatanin yaklagik 350 katidur.

Dizilerde Yakinsama Hizi
Bir algoritma ¢ogu zaman bir yaklasimlar dizisi iiretir. Dizinin yakinsamasi yetmez; iki algoritmay1 karsi-

lagtirmak i¢in dizinin limitine ne kadar hizli yaklastigini da 6l¢mek isteriz. Bunu, hiz1 bilinen bir sifir
dizisiyle karsilastirarak yapariz.
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3.3 Dizilerde Yakinsama Hiz1 41

Tamim 3.4 (Dizilerde Yakinsama Hizi). (z,,)5°, dizisi sifira (z,, — 0), (y,,) dizisi de bir y, sayisina
(y,, = vyp) yakinsasin. Yeterince biiyiik n degerleri igin

nl

1Yy, — Yol < K|z

esitsizligini saglayan bir K’ > 0 sayisivarsa y,, — ¥y, yakmsamasi O (x,,) hizindadir denir ve y,, = y, +
O(z,,) yazilir.

Yani y,, ile limiti arasindaki fark, sabit bir carpan disinda, en az x,, kadar hizli kiigilir. Bu kitapta
karsilastirma dizisi olarak p > 0 i¢in z,, = # bi¢imindeki dizileri aliyoruz ve esitsizligin saglandigi en
biiyiik p’yi artyoruz:

1

npbP

p ne kadar biyiikse yakinsama o kadar hizlidir.

_n+1 n

.. . 3
Ornek 3.5 (Iki dizinin hizim1 karsilastirma). a, = —— ve b, = —E dizilerinin yakinsama
n n

hizlarini karsilastiriniz.

Cozim.
Iki dizi de sifira yakinsar. Paydaki sabitleri n ile iistten siirlayalim. n > 1 i¢in 1 < n oldugundan
n+l n4+n 2n

1
0, =0l == — =2 =2

yania,, = 0+ O(%) Benzer bicimde 3 < 3n oldugundan

n+3 n+3n_4n

4 1
n3 nd3  nd n2’

yanib, =0+ O(%).
Bu iisler en buyiiktir: a,, > % oldugundan p > 1 icin nPa,, > nP~1 = oo ve hicbir K yetmez; ayni
nedenle b, > # oldugundan b,, i¢cin p = 2’den biiyiik iis alinamaz.
Demek ki (a,,) dizisi sifira 2 hizinda, (b,,) dizisi ise 25 hizinda yakinsar; (b,,) sifira (a,,)’den daha hizl
yakinsar. Ilk degerler (bes anlamli basamakla):

n a

. b
12,0000  4,0000
0,75000  0,62500

n

2
3 0,44444  0,22222
4 031250  0,10938
5 0,24000 0,064000
6 0,19444 0,041667
7 0,16327 0,029155

n = 1’de b,, daha biiyitkken n = 2’den itibaren a,, 'nin gerisinde kalir ve fark hizla agilir.
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a, h”

4 N b,
|
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\
\
\
|
3 \
\
\
\
\
\
\
2 a, @ \
v
v\
\ \\
\ 2
\\ 4/n
N
1 \§
~
~
= \\ \\\ 2/n
N \\\
. o "I ---
B TS-__e ® o "o —u-—--
_______ [ ]
. I i e N N Yo |
1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 3.4: a, = (n + 1)/n* (mavi daireler) ve b, = (n + 3)/n* (kirmuzi kareler) dizilerinin ilk on terimi ile
st sinirlar1 2/n ve 4/n? (kesikli). n = 1'de iki dizi de siirina esittir; n = 3 i¢in b, sifira a,'den ¢cok daha
hizli iner.

3.4 Fonksiyonlarda Yakinsama Hiz1
Numerik tirev ve integral formiillerinde yaklasim bir adim uzunlugu h’ye baghdir ve h — 0 iken gercek
degere yaklagir. Bu durumda hizi, h’nin bir kuvvetiyle 6l¢geriz.
Tamim 3.5 (Fonksiyonlarda Yakinsama Hizi). lim,_,, g(h) = 0velim,_,, f(h) = L olsun. Yeterince
kiguk h degerleri icin

|f(h) = L] < K|g(h)]

esitsizlifini saglayan bir K > 0 sayis1 varsa f(h) fonksiyonu L sayisina O (g(h)) hizinda yakinsar
denir ve f(h) = L 4+ O(g(h)) yazilwr.

Yani h kiigiilditkce f(h) ile L arasindaki fark, sabit bir ¢arpan diginda, en az g(h) kadar hizl kiigiiliir
Bu kitapta p > 0 icin g(h) = hP bi¢imindeki fonksiyonlar1 aliyor ve en biyik p’yi artyoruz: f(h) = L +
O(hP). Ornegin p = 4 ise h yariya indiginde hata kabaca 16’da birine diiger.

Ornek 3.6 (Kosiniisiin Taylor polinomuyla hiz). Kosiniis fonksiyonunun h =0 civarindaki 3.
mertebeden Taylor polinomunu kullanarak
1
cos(h) + Ehz =14 O(h%)
Cozim.

oldugunu, yani h — 0 iken cos(h) + %hQ fonksiyonunun 1 sayisina h* hizinda yakinsadigini gosteriniz.

cos fonksiyonunun 0’daki tiirevleri sirasiyla 1,0, —1,0 oldugundan 3. mertebeden Taylor polinomu
P(h)=1-— %hz’dir. Dérdiincii tirev yine cos oldugundan Taylor teoremi (Teorem 1.9) geregi
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1 cos(&(h))
= 1 — = 2 _2 77 4
cos(h) 2h + o4 h
olur; burada £(h), 0 ile h arasindadir. |cos(£(h))| < 1 oldugundan
4

1 h 1
< - 2 —_— 1 = -_— < —_— 4.
0 < |cos(h) + 2h 24\cos(§(h))\ <51 h

h — 0 iken sag taraf sifira gittiginden sikigtirma teoremiyle cos(h) + %hg — 1 olur. Bu esitsizlik, K =
= ve g(h) = h* ile Tanim 3.5 kosuludur:

cos(h) + %h2 =14 O(h*).

4 en biiyiik istiir: £(h) — 0 oldugundan fark bélii h* oram %ﬁh)) — 5 # 0 olur; bu yiizden p > 4
icin fark boli AP smirsiz biyiir. B

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda hata kestirimleri ve O gosterimiyle yakinsama hizlar1 tizerinde ¢alisiyoruz.
T=1- % + % — .- serisini Leibniz 1674’te buldu. flk alistirma bu serinin 7’yi ne kadar yavas verdigini
gosterir.

Aligtirma 3.1 (Leibniz serisiyle 7). —1 < z < 1igin
2k—1

n
x
arctan(z) = lim B, (z), E L i 3)

olduguna gore, tan(%) =1 esitligini kullanarak |4 - P, (1) —m| < 10~ esitsizliginin saglanmas: i¢in
n’nin en az ka¢ olmasi gerektigini belirleyiniz.

Coziim.
Seriyi kuralim. tan(§) = 1 oldugundan § = arctan(1), yani

i k+1 1 1
m = 4arctan(l) = 4 (1——-}-—*...),
i 2k 35

Hatay1 simirlayalim. a;, = Tlfl terimleri pozitif, azalan ve sifira yakinsaktir. Alterne seriler i¢in hata
kestirimine gére kismi toplamin hatasi atilan ilk terimi agsmaz (bkz. Analiz 2):

1 1
2n+1)—1 2n+1°

B, (1) — arctan(L)| < a,y =

Dolayisiyla

4
2n+1

[4-P,(1) — w| = 4|P,(1) — arctan(1)| <

n’yi bulalim. Sag tarafin 10~3’ten kiigiik olmas1 yeterlidir:

< 10_3©4000<2n+1©@ <n < 1999,5 < n.
2n+1 2
Hata kestirimi 7 > 2000 terim alindiginda istenen hassasiyeti garanti eder.
Kestirim yalniz yeterli bir kosuldur. Dogrudan hesap, ger¢ek hatanin yaklagik % oldugunu gésterir: n =
999’da 1,0010 - 1073, n = 1000’de 0,99999975 - 10~3. Yani hata 10~3"iin altina ilk kez n = 1000’de
iner. Iki durumda da sonug aynidir: ii¢ basamak icin bile binlerce terim gerekir, bu seri 7’yi hesaplamak
icin cok yavagtir. m
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44 Boliim 3. Algoritmalar ve Yakinsama Hizi

John Machin 1706'da § = 4 arctan( é) — arctan( 335 )
argiimanlarda arctan serisi ¢cok daha hizli yakinsar.

formiiliiyle 7’nin 100 basamagini hesapladi. Kiicitk

Alistirma 3.2 (Machin formiilityle #n). 7 = 4arctan<é) arctan(zgg) esitligini ve arctan(z)’in

(3)'teki Maclaurin serisi agilimini kullanarak 7 sayisina 10~ hassasiyetle yaklasimda bulunmak icin en
az kag terim kullanilmalidir?

Cozim.
Seriyi kuralim. Esitligi 4 ile carpip iki arctan’: da serisine agalim:

-1 k+1 o) (_1)k+1

) _
= 162 5% 12k — 1) 4; 230%F1(2k 1)

Ikinci serinin ilk terimi 55 239 ~ 0,016736°dir; 10~ ten biiyiik oldugu icin atilamaz. Bu terimden sonra
kalan kisim ise hata kestirimi geregi

1

4. ——  ~0,98-1077
2393 . 3 ’

ile sinirhidir, yani ihmal edilebilir. Bu yiizden ikinci seriden yalniz ilk terimi aliriz ve yaklasimimiz

k+1 4
”%1625% T2h—1) 239

olur. Belirleyici olan, birinci seriden kag terim gerektigidir.
Hatayi sinirlayalim. Birinci serinin terimleri m
aligtirmadaki kestirimle (Alistirma 3.1), n terimden sonra kalan kismin 16 kat:

pozitif, azalan ve sifira yakinsaktur. Onceki

1

16 —— —
O a1

ile stnirlidir. Bunun 1073 ten kiiciik olmas1 gerekir:

16

0 1073 < 16000 < (2n 4+ 1) - 520+
B 2n + 1) <(@n+1)

n’yi bulalim.
n=1: 3-5%=375< 16000,
n=2: 5.5 =15625 < 16000,
n=3: 75 =>546875 > 16000.

Esitsizligin saglandigi ilk deger n = 3’tiir. n = 3 icin iki kalanin toplami da 2,93 - 107° + 0,98 - 107
1073 olur. Demek ki birinci seriden 3 terim, ikinci seriden 1 terim yeterlidir:

16 ( 1 1 n 1 ) 4
TR -t — | - —
5 3-5% 5-55 239
= 3,1583573 — 0,0167364 = 3,1416209.
Gercek hata |7 — 3,1416209| ~ 2,8 - 10~%’tir. n = 2’de kestirim 1,024 - 1073 verdigi icin hassasiyeti
garanti etmez (gercek hata 0,996 - 1073 ile siirin hemen altinda kalir). Leibniz serisinin gerektirdigi

binlerce terimle (Alistirma 3.1) karsilastirinca, kiigiik argiimanin yakinsamay1 ne kadar hizlandirdig:
gorilir. m

Siradaki dort alistirmada dizilerde yakinsama hizini (Tanim 3.4) kullaniyoruz.

Alistirma 3.3 (sin(1/n) dizisinin hiz1). a, = s1n( ) dizisinin yakinsama hizini belirleyiniz.

Coziim.
% — 0 ve sin siirekli oldugundan lim,,_, sin(%) =sin0 = 0’dir.
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3.5 Aligtirmalar 45

ortalama deger teoremine (Teorem 1.4) gore sinz — sin 0 = cos(§) xz ve

()
sin( —
n

sin(l) :O—i—O(l).
n n
l) =np1 onsin(l) —oco. |

p = 1 en buytk tstir: n sin(%) — 1 oldugundan p > 1 icin n? sin(n -

Her z i¢in |sinz| < |z|dir:
|cos | < 1. Buna gore

1
Z_1.—
n nt

IN

|a’n _O| =

yani

Alistirma 3.4 (sin(1/n?) dizisinin hiz1). b, = sin(#) dizisinin yakinsama hizini belirleyiniz.

Coziim.
25 — 0 oldugundan lim,,_,  sin(5) = 0’dur. [sin z| < || esitsizligini z = 25 ile kullanirsak

. 1 1
|b,, — 0] = sm(ﬁ)’ < I.F’

yani
1 1

n? sin(#) — 1 oldugundan p = 2’den biiyik iis alinamaz. B

Alistirma 3.5 (sin?(1/n) dizisinin hiz1). ¢, = (sin %)2 dizisinin yakinsama hizini belirleyiniz.

Cozim.
sin(1) — 0 oldugundan karesi de sifira gider. [sin z| < || esitsizliginin iki tarafinin karesini alirsak

AR |
le,, — 0| = (sm—) < (—) = —,
n n n

yani

1\? 1

(sin—) =0+ O<—2>

n n

nc, = (n sin %)2 — 1 oldugundan p = 2 en buyiik tstiir. B
Alistirma 3.6 (In(n+1) - In(n) dizisinin hiz1). d, = In(n + 1) —In(n) dizisinin yakinsama hizini

belirleyiniz.

Coziim.
Logaritmanin 6zelligi ve stirekliligiyle

lim (In(n 4+ 1) —In(n)) = lim ln(n + 1) =Inl=0.

n— o0 n— o0 n

x > 0i¢in In(1 + z) < z’tir: ortalama deger teoremiyle In(1 + z) —In1 = e 0 <& <wve ﬁ <

1. Bunuz = % ile kullanalim:

1 1\ 1
|dn—0|:1n(n+ )=1n<1+—) < -
n n n
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Buradan
1
In(n+1)—In(n) =0+ O(ﬁ)
bulunur. n — oo iken
1 1\"
nln(l—l——) zln(l—l——) —lne=1
n n

oldugundan p = 1 en biiyiik tstiir. m

Sonraki dort aligtirmada fonksiyonlarda yakinsama hizini (Tanim 3.5) Maclaurin agilimlariyla belirliyoruz.
Acilimda sifira en yavas giden terim, yani «’in en kiiciik kuvvetli terimi, hiz1 belirler. K sabitini ise kalan
terimin Taylor teoremindeki (Teorem 1.9) biciminden okuruz; £ her seferinde 0 ile = arasindadur.

sin

Alistirma 3.7 (sin x / x fonksiyonunun hizi). lim,_, = 1 yakinsamasinin hizinm belirleyiniz.

Coziim.

Acilim. sinx = x — ::”,)—? + ‘”g—? — --- oldugundan
sinz 1 z2 + z?
r 6 = 120

Sifira en yavas giden terim 22’1i terimdir; hiz 22 dir.

Sabit. Taylor teoremiyle sinz = = — % + Cisg(g) x°. Buna gére 0 < |z| < 1 i¢in

sin 2 cos(€) z? oz 7
- ]. = |/ 4 < — _— = — 2.
z ’ ‘ 0 5% "0 w07
burada |cos £| < 1 ve z* < z? kullamild.
Demek ki K = % ile
sinw _ 0(z?).
z

(Siﬂ — 1)/37:2 — —% # 0 oldugundan p = 2 en biyiik tistiir. m

x

1—cosz

Alistirma 3.8 ((1 - cos x) / x fonksiyonunun hizi). lim, ,, ———— = 0 yakmsamasinin hizim
x

belirleyiniz.

Cozim. , .

Agilim. cosx = 1 — Z; + 77 — -+~ oldugundan

2 4
1—cosx 1—(1—%+§—4—"') oz 2P .
r T T2 24

En yavas giden terim z’li terimdir. s
Sabit. Taylor teoremiyle cosz = 1 — %- + %f) %0 < |z| < licin

1—cosz x  cos(§) || |z| 13
T = |2 - Y 3 M =7 .
‘ z ‘ 2" 21 U3 Tl
burada |z|? < |z| kullanildi.
Demek ki
1—
ST 0+ 0(2).
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3.5 Aligtirmalar 47

Oran =52 % # 0 oldugundan p = 1 en bilyiik tstiir. m

T

sinx —x cosx
Alistirma 3.9 ((sin x - x cos x) / x fonksiyonunun hizi). lim, ,, ——— = 0 yakinsamasinin
x
hizini belirleyiniz.

Cozim.
Acilim. ki agilimi yerine yazip ayni kuvvetleri toplayalim:

Il?3 $5 .T2 .T4
sinx—:rcosx_$—?+m—"'—$(1—7+ﬂ—'")
X o X
.'172 .'132 .'154 1134
T 76 "2 t10
.’L‘2 1,'4
“3 3

En yavas giden terim z2’li terimdir.
Sabit. Taylor teoremiyle

3 2
cos cos
sin:r:x—x——i— (51):65 cosa:zl—x— ﬁx‘l.

6 120 ’ 2 24

Bunlar yerine yazarsak

sinz —xzcosz Ci n (Cos(fl) _ COS(§2))I4
x

3 120 24

olur. 0 < |z| < 1i¢in

sinx—xcosm‘ < x2 n ( 1 + 1 )m2 - 23w2'
x =3 120 24)7 607
burada z? < 2 kullanildi.

Demek ki

sinx — xrcosz
—— =0+ O(x2).
T

Fonksiyon bélii 22 orani % # 0’a gittiginden p = 2 en buyuk ustir. m

1 __ pT
Alistirma 3.10 ((1 - €*) / x fonksiyonunun hizi). lim__,, c - yakinsamasinin hizini belir-
x

leyiniz.

Cozim. , ,

Agilim. e” = 1+ + 3 + 5 + - oldugundan

1—e* 17(1+$+w—22+%+) 1 xT ;1;2
r x T 26

—1’den sonra en yavas giden terim ’li terimdir.
Sabit. Taylor teoremiyle e* = 1+ x + % 22.0 < |z| < 1icin ¢ < e oldugundan

’1—6“C

3

€ e
—(=D|=Zz| < 2|zl

- <ﬂ lo] < Slal

Demek ki
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48 Boliim 3. Algoritmalar ve Yakinsama Hizi

1—e*

=—1+4+0(z).

Fark bola « oram —% # 0’a gittiginden p = 1 en buyuk ustiir. m

Fibonacci dizisi Leonardo Fibonacci’nin 1202 tarihli Liber Abaci’sinde gecer. Son alistirmada bu dizinin
ardisik terimlerinin oraninin limitini buluyoruz.

Alistirma 3.11 (Fibonacci oranlar1 ve altin oran). Fy =1, F, =1ven>0i¢cin F, , =F, , + F,

ile tanimlanan Fibonacci dizisini ele alalim ve z,, = =+ olsun. lim,, , , z,, = = yakinsamasinda limitin
n
altin oran olarak bilinen z = #5 say1s1 oldugunu gosteriniz.
Coziim.

Oranin bagintisi. z,, ,’i T, cinsinden yazalim:

E E E F 1
il?n+1 — n+2 — n+1 + n o_ 1 + n__ 1 4+,
Fn+1 Fn+1 Fn+1 Zn

Limit denklemi. z,, — x ise z,, ; — 2’tir. Bagintida limit alirsak (z # 0 oldugu asagida gérilityor)
1 2
z=1+-=2z“—2—-1=0.
x

Diskriminant A =1+ 4 = 5 > 0 oldugundan iki kok vardur:
_1-V5 1+V5

T, = 2 <0, Ty = )

> 0.
Dogru kokii secelim. Dizinin ilk terimleri
(E,) =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...),
358 13 21 34 55 89 144
(z,) = (L 2, S E R TR 97 74 ER )

olur. Fibonacci sayilari pozitif ven > licin F, | = F, + F,,_; > F, oldugundan her n i¢in z,, > 1’dir.
Limit de > 1 olmalidir; negatif kok elenir ve

145
2

T =Ty ~ 1,618034

bulunur.
Yakinsama hizi. ¢ = 1+2\/g diyelim; p =1 + %’dir. Bagintidan

1 1 -
Tppr — 0= (H—) - (H—) =2 "
Tn ¥ Tn @
ve z,, > 1 oldugundan ‘xnﬂ — <p’ < %|xn — | elde edilir. Bunu tekrar tekrar uygularsak (|zq — ¢| =
1
p—1= ;)

1

1
|z, — | < J\xo—ﬂ = o

é ~ 0,618 < 1 oldugundan bu, limitin gercekten var oldugunu da gosterir: hata her adimda en az 0,618

carpaniyla kiigiiliir. Ornegin z,, = % ~ 1,617978 ve |z, — | ~ 0,56 - 10~*’tiir. m

Yakinsama hizini 6l¢ecek dili kurduk. Bir sonraki boliimde ilk kok bulma algoritmasini ve hata sinirimi bu
dille inceliyoruz: fkiye Bélme Metodu.
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4.1

4. Ikiye B6lme Metodu

Niimerik analizin en temel ugraglarindan biri f(x) = 0 denklemini ¢6zmektir. Carpanlarina ayrilabilen bir
polinomun kéklerini tam olarak buluruz; ama 3 + 422 — 10 = 0 ya da v/ — cosx = 0 gibi denklem-
lerde kokii kapali bir formiille yazmak ya imkansizdir ya da pratik degildir. Bu durumda koke istedigimiz
kadar yaklasan bir say1 dizisi iiretmeye razi oluruz. Bu kisimda boyle dort yontem gérecegiz; ilki ve en
saglamu ikiye b6lme metodudur.

Yontemin dayandig: ara deger teoreminin ilk analitik ispat1 Bolzano'nun 1817 tarihli ¢calismasidir. Fikir
basittir: u¢ noktalarinda isaret degistiren siirekli bir fonksiyonun kokiinii iceren araligi her adimda ikiye
boliip kokiin bulundugu yariyi tutariz.

Once neyi aradigimizi kesinlestirelim.

Tanmim 4.1 (Kék). Bir f fonksiyonu verilsin. f(p) = 0 esitligini saglayan p reel sayisma f(z) =0
denkleminin kokii ya da ¢oziimii denir.

Yani kok, f’nin grafiginin z-eksenini kestigi noktanin apsisidir.

Tanim 4.2 (Yaklagik Kok). f(z) = 0 denkleminin kokii tam olarak bulunamiyorsa, | f(p*) | degerini
yeterince kiigiik yapan bir p* sayisina denklemin bir yaklasik kokii denir.

Yani yaklagik kok, denklemi tam degil ama istenen olciide saglayan bir sayidir. Bu bolimden itibaren
gorecegimiz yontemler p kokiine yaklagan bir (p,,) dizisi iiretir ve sonlu sayida adimdan sonra durup son
terimi yaklagik kok olarak verir.

Ikiye Bolme Metodu

Ikiye bélme (yarilama) metodu, kapali aralikta siirekli fonksiyonlar icin ara deger teoremine (Teorem 1.7)
dayanir. f € Cla,b] ve f(a) - f(b) < 0ise f ug noktalarda zit isaretlidir ve teorem (a, b) icinde en az bir
p kokii bulundugunu soyler.

Tanim 4.3 (ikiye Bolme Metodu). f € Cla,b] ve f(a) - f(b) < O olsun. a; = a, b; = b alinir ve n =
1,2, ... i¢cin
an

b
* [a,,,b,] araliginin orta noktasi p,, = T" bulunur;

» f(p,,) = 0ise p = p,, denklemin kokiidiir ve stire¢ durur;
* f(py) ile f(a,) ayni isaretliyse a,, 1 = Py, by = by
+ f(p,) ile f(b,) aym isaretliyse a,,,; = a,, b,,1 = p,

alinur. Bu siirecle elde edilen (p,,) dizisi kok i¢in ikiye bélme metodu yaklasimlaridir.

Yani her adimda araligin ortasina bakip, fonksiyonun isaret degistirdigi yariy1 saklariz. f(p,,) # 0 ise
f(pn), f(a,) ile f(b,) den tam birisiyle ayni isaretlidir, ¢iinkii bu ikisi zit isaretlidir.

Se¢im kuralinin neden dogru oldugunu ara deger teoremi soyler. f(p,,) ile f(a,,) aym isaretliyse f(p,,)
ile f(b,) zt isaretlidir; teorem [p,,, b,,] lizerinde uygulaninca p € (p,,,b,,) olan bir kék bulunur. Obiir
durumda aym akil yiriitme p € (a,,, p,,) verir. Béylece her [a,,, b,,] aralig1 bir kék igerir ve bir 6ncekinin
yarist uzunlugundadir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 49 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.2

50 Béliim 4. Ikiye Blme Metodu

AY
Ab) T
f(P1) [
x
fpy) T
fla) +
4 P, b,
I (0] |
a, P b,
I () i
a ps b
o s—

Sekil 4.1: Tkiye bélme metodunun ilk iic adimi. f{p,) > 0 oldugundan kék [a;, p] yarisinda, f(p,) < 0
oldugundan [p., b,] yarisindadir. Alttaki i¢ ice araliklarin her biri bir 6ncekinin yarisidir ve p kokiini
icerir.

Durma Kriterleri

Siire¢ sonsuza kadar stirmez; sonlu sayida adimdan sonra bulunan deger koke bir yaklasim olarak kabul
edilir. Bunun i¢in yaklagimin istenen ¢ hassasligina ulastigini sinayan bir 6l¢iit gerekir.

Tanim 4.4 (Durma Kriterleri). ¢ > 0 verilsin ve py, p,, ..., py koke yapilan ardigik yaklagimlar olsun.
Asagidaki esitsizliklerden biri saglandiginda yaklagimin istenen hassaslikta oldugu kabul edilir ve stire¢
durdurulur:

| pv — N1 | <, (1)
Pl o gy £0, )
| flow) | <e. (3)

Bu esitsizliklere sirasiyla (1), (2) ve (3) numarali durma kriteri denir.

Yani (1) numarali kriter ardigik iki yaklagimin farkina, (2) numarali kriter bu farkin son yaklagima oranina,
(3) numarali kriter ise denklemin ne dl¢iide saglandigina bakar. (2) numarali kriter, koke dair bilgi olmadan
bagil hatay1 (Tanim 2.4) test etmenin bir yoludur.

Ug kriter esit derecede giivenilir degildir. (1) numaral kriter aldatici olabilir, ¢iinkii ardisik farklari sifira
giden ama 1raksak olan diziler vardir. Ornegin p, =1+ 1 + ... + 1 dizisinde | p, —p,_; [=1 =0
iken p,, — oo’dur; ¢ = 1072 alinirsa (1) numarali kriter N = 1001°de saglanir, oysa dizinin yaklastig1 bir
say1 yoktur. (3) numarali kriter de aldatici olabilir: f(pp) sifira cok yakin oldugu halde p gercek kokten
uzak olabilir.

Ornek 4.1 (Kiiciik Fonksiyon Degeri, Uzak Kok). f(z) = (z —1)° fonksiyonunun tek kékii p =
I’dir. p* = 1,4 icin (3) numarali durma kriterini e = 1073 ile smayniz ve p*’in koke uzakligini bulunuz.

Coziim.
f(1,4) = 0,4° = 0,000262144 oldugundan

| f(p*) | =0,262144 - 1073 < 1073
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4.3

4.2 Durma Kriterleri 51

ve (3) numarali kriter p*’1 yaklagik kok olarak kabul eder. Oysa | p* — p | = 0,4’tiir; bagil hata da
0,4/1 = 0,4, yani yiizde kirktir.

Sorun fonksiyonun kok cevresinde ¢ok yatik olmasidir. | f(z) | < 1073 esitsizligi | x — 1 | < 1073
yani |z — 1| < 107'/3 & 0,4642 demektir. Dolayisiyla (0,5358; 1,4642) araligindaki her say1 (3)
numarali kriteri gecer.

5

0,02 %y

0,01 T

)] <107 p

INE 2

0,5358 L 1,642

0,01 T

-0,02 +

Sekil 4.2: flx) = (x - 1)° grafigi. Taral gerit [f{x)| < 10~ bolgesidir. Grafik bu seridin i¢inde (0,5358; 1,4642)
aralig1 boyunca kalir, kalin par¢a bu araliktir. p* = 1,4 noktasinda f{1,4) » 0,000262 oldugundan nokta
eksenin hemen istiindedir, ama kokten uzakligy 0,4'tir.

Kokiin ¢evresinde bu kadar yatik bir fonksiyonda | f(py) |'nin kigikligii py 'nin kéke yakinlig:
hakkinda hicbir sey s6ylemez. B

Bu nedenlerle f ve p hakkinda ek bir bilgi yoksa bagil hataya yakin sonug veren (2) numarali durma
kriterini kullanmak daha uygundur.

Baslangic Araliginin Secimi

Yontemi baglatmak i¢in énce f(a) - f(b) < 0 saglayan bir [a, b] araligr bulunmalidir. Her adim aralif:
yariya indirdiginden, baslangi¢ aralig1 ne kadar kisa olursa istenen hassasliga o kadar az iglemle ulagilir.
Ornegin f(z) =223 — 2% + x — 1 igin f(—4) = —149, f(4) = 115, f(0) = —1 ve f(1) = 1’dir. Hem
f(—4) - f(4) < 0hemde f(0) - f(1) < 0 saglanir, ama baglangic aralif1 olarak [—4, 4] yerine [0, 1] almak
daha uygundur. Uzunlugu 8 olan aralik, uzunlugu 1 olan araliga ancak 8 — 4 — 2 — 1 diye ti¢ adimda
iner; yani [—4, 4] ile baslamak her hassaslik i¢in ti¢ fazla iterasyon demektir.

© ikiye bolme dort adimda

1. Aralig: denetle. f’nin [a,b] iizerinde siirekli ve f(a) - f(b) < 0 oldufunu géster; a; = a, by =
b al.

2. Orta noktay1bul. p,, = ve f(p,,) degerini hesapla.

3. Kokii iceren yariyi sec. f(p,,), f(a,,) ile ayni isaretliyse a,,,; = p,,, b, .1 = b,; degilse a,,,; =
A bn+1 = Pn-

4. Durma Kriterini sma. Kriter saglaniyorsa p ~ p,,; saglanmiyorsa n’yi bir artirp 2. adima don.
Degerleri bir tabloda topla.

a,+b,

Ornek 4.2 (Bir Kiibik Denklemin Kékii). f(z) = 22 + 422 — 10 = 0 denkleminin [1, 2] araliginda
bir kékii oldugunu gésteriniz. Ikiye bolme metodunu ve (2) numarali durma kriterini kullanarak bu koke
en az 10~* hassaslikta bir yaklasimda bulununuz.
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52 Béliim 4. Ikiye Blme Metodu

Cozim.

f polinom oldugundan [1, 2] tizerinde siireklidir. f(1) = —5 < 0 ve f(2) = 14 > 0 oldugundan ara
deger teoremi geregi (1, 2) araliginda f(p) = 0 saglayan en az bir p vardir.

[k ii¢ adim séyledir:

« py =12 =15ve f(1,5) = 2,375 > 0. Bu deger f(b,) ile ayni isaretli oldugundan p € (1;1,5) ve
yeni aralik [1; 1,5]’tir.

* Py = % = 1,25 ve f(1,25) = —1,796875 < 0. Bu kez f(a,) ile aym isaretli oldugundan p €
(1,25, 1,5).

- py = 220 = 1 375 ve £(1,375) = 0,162109375 > 0, dolayistyla p € (1,25; 1,375).

n [a,. b,]
N

1 [1; 2] [ I O ]
2 [1;1,5] [ (o) . ]

+
3 [1,25; 1,5] o
4 [1,25; 1,375] o i |
5 [1,3125; 1,375] [ex|

Sekil 4.3: Ustte flx) = x* + 4x* - 10 grafigi; kesikli dikey pargalar p, = 1,5, p, = 1,25, ps = 1,375, p, =

1,3125, ps = 1,34375 orta noktalarindaki fonksiyon degerleridir. Altta aym olcekte ilk bes [a,, b,] araligy,

orta noktalar1 ve f{(p,) degerinin isareti. Her aralik bir 6ncekinin yarisidir ve hepsi p » 1,3652 kokiinii
(kesikli ¢izgi) icerir.

Aymi iglemler siirdiriilerek agagidaki tablo elde edilir. Hesaplar yuvarlama yapilmadan yiratilmis,
tablodaki degerler dokuz basamaga yuvarlanmisgtir.

n a, b, Pn fp,)  eaPed
1 1 2 1,5 2,375

2 1 1,5 1,25  —1,796875 0,2
3 1,25 1,5 1,375  0,162109375  0,090909091
4 1,25 1,375 1,3125 —0,848388672  0,047619048
5 1,3125 1,375 1,34375 —0,350982666  0,023255814
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n a, by P fp,) e
6 1,34375 1,375 1,359375 —0,096408844  0,011494253
7 1,359375 1,375 1,3671875  0,032355785  0,005714286
8 1,359375 1,3671875 1,36328125 —0,032149971  0,002865330
9 1,36328125 1,3671875  1,365234375  0,000072025  0,001430615
10 1,36328125  1,365234375  1,364257813 —0,016046691  0,000715820
11 1,364257813  1,365234375  1,364746094 —0,007989263  0,000357782
12 1,364746094  1,365234375  1,364990234 —0,003959102  0,000178859
13 1,364990234  1,365234375  1,365112305 —0,001943659  0,000089421

n = 12’de bagil fark 0,000178859 > 10~ iken n = 13’te

‘ P13 — P12 |

o] = 0,000089421 = 0,89421 - 107+ < 104
13

olur. (2) numarali kriter 13 iterasyon sonunda saglandigindan kék i¢in p ~ p;; = 1,365112305 yakla-
simuin1 buluruz.

Tabloda | f(pg) | < | f(p13) | olduguna dikkat edin. Bu, py’un kéke p;5’ten daha yakin oldugunu
diistindiiriir; ama kokiin gercek degeri bilinmedikce bundan emin olamayiz.

Yakinsama ve Hata Sinir1

Ikiye bélme metodu kolay anlagilir; ama | p — p,, |'yi istenen kiigiikliige indirecek n bazen ¢ok biiyiiktiir,
yani koke yakinsama yavastir. Buna karsilik yontem hi¢bir ek kosul istemeden koke er ya da ge¢ istenen
hassaslikta yaklagir. Bunu ve hizini su teorem verir.

Teorem 4.1 (Ikiye Bélme Metodunun Yakinsamasi). f € Cla,b] ve f(a) - f(b) < 0 olsun. Ikiye bolme
metoduyla elde edilen (p,,)52 , dizisi f’nin (a,b) aralifindaki bir p kékiine yakinsar ve hern > 1 igin

n=1
b—a
on

esitsizligi saglanir.

Ispat.

Bir N adiminda f(py) = 0 olursa siire¢ durur ve p = py kesin koktir. py bitiin [a,,,b,] (n < N)
araliklarinda yattigindan asagidaki 4. adimin hesabin < N i¢in aynen gecer. Bu yiizden hi¢bir adimda
f(p,) = 0 olmadigini varsayabiliriz. Ayrica f(a) < 0 < f(b) alabiliriz; aksi halde — f ile calisiriz, ¢iinkii
— f’nin kokleri ve isaret karsilastirmalari, dolayisiyla iiretilen dizi, f’ninkilerle aynidir.

1. Isaretler korunur. Her n i¢in f(a,) < 0 < f(b,) dir. Ger¢ekten n =1 i¢in bu varsayimdir; a,, ., ya
a,, 'dir yada f(p,,) nin f(a,,) ile ayni isaretli, yani negatif oldugu p,, 'dir. Benzer bicimde f(b,, 1) > 0’dwr.
2. Aralik her adimda yariya iner. p,, orta nokta oldugundan b, | — a,, = 225"
oldugundan tiimevarimla

>

dirb; —a; =b—a

3. Araliklar bir kéke buzilir. Kural geregi a,, < a, ., < b, < b, dir. (a,) azalmayan ve b ile distten
surly, (b,,) artmayan ve a ile alttan sinirl oldugundan ikisi de yakinsaktir (bkz. Analiz 1). 2. adim geregi
b, — a,, = 0 oldugundan limitleri aynidir; bu ortak limitep diyelim. Hern i¢ina,, < p < b, dir. f siirekli
oldugundan 1. adimdan

f(p) = lim f(a,) <0,  f(p)= lim f(b,) >0

n—oo n—oo
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54 Béliim 4. Ikiye Blme Metodu

bulunur; yani f(p) = 0°dir. f(a) # 0 ve f(b) # 0 oldugundan p € (a,b) dir.
4.Hata sinur1. p vep,, ayni|a,,, b, | arahigindadir ve p,, bu araligin orta noktasidwr. Orta noktanin araliktaki

n' 'n

herhangi bir noktaya uzakligi aralik uzunlugunun yarisini asmaz, dolayisiyla

b,—a, b—a
2 2n

|p, —p|<

olur. Sag tarafn — oo iken sifira gittiginden p,, — p’dir. &

Teoremdeki esitsizlik | p, —p | < (b — a) - 5= biciminde yazilirsa, yakinsama hiz1 tanimina (Tanim 3.4)
gore K = b — a sabitiyle

1

elde edilir. Yani ikiye bolme dizisi koke zin hiziyla yakisar: her iterasyon hata sinirimi yariya indirir.
Teoremdeki esitsizlik (Teorem 4.1) n. adimdaki mutlak hata i¢in bir iist simir verir; bu smir gercek
hatadan cok biiyiik olabilir. Kitbik denklem érneginde (Ornek 4.2) gercek kok dokuz basamakla p =
1,365230013’tiir. pg icin gercek hata

| pg—p | = | 1,365234375 — 1,365230013 | = 0,4362 - 10>

iken teoremden elde edilen sinir

[pg—p | < =0,1953125 - 102

olup gercek hatanin yaklagik 450 katidir.

Buna kargilik sinirin degeri, istenen hassaslik igin ka¢ adim gerektigini 6nceden soyler; bunun igin ne
kokii ne de iterasyonlar: bilmemiz gerekir.

Ornek 4.3 (Gerekli Adim Sayisi). Tkiye bolme metoduyla [1,2] araliginda z3 + 422 — 10 = 0 denk-
leminin kékiine 10~%’ten kiigitk bir mutlak hatayla yaklasmak igin gereken adim (iterasyon) sayisin
belirleyiniz.

Coziim.
a =1, b = 2 alip yakinsama teoremindeki (Teorem 4.1) iist sinir1 kullaniriz:
b—a 1

=_— <103
on on

esitsizligini saglayan en kiiciik n araniyor. Her iki tarafin logaritmasini alirsak
27" <1073 < —nlog?2 < —31log 10

& n > 3 = 9,965784285
log2

bulunur; yani n = 10 adim yeterlidir.
Bunu kiibik denklem 6rnegindeki (Ornek 4.2) tabloyla denetleyelim: p;, = 1,364257813 ve p =
1,365230013 oldugundan

| pro—p|=09722-1073 < 1073

gercekten saglanir. B

Ayni hesap genel olarak yapilabilir.

Ornek 4.4 (Adim Sayisinin Genel Formiilii). Uzunlugu b — a olan bir baslangi¢ araliginda, ikiye
bolme metodunun mutlak hatasinin €’dan kiigiik olmasini teoremdeki sinirla garanti eden en kiigiik adim
sayisin1 b — a ve € cinsinden bulunuz.
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Cozim.
Yakinsama teoremi (Teorem 4.1) geregi b;—na < € olmasi yeter. Bu esitsizlik 2" > b*Ta, yani
b—a log(b—a)—loge

log 2

n > log,
demektir. Dolayisiyla aranan say1 bu logaritmadan bityiik en kiigiik tam sayidir:
bh—
n= \‘log2 aJ + 1.
€

Ornegin b—a =1, e = 1073 i¢in n = [9,97] + 1 = 10 bulunur; bu bir énceki 6rnegin (Ornek 4.3)
sonucudur.

Sekil 4.4: n = |log,((b - a)/e)| + 1 adim sayist: b - a € [0,25; 8] ve € € [1075, 107] (logaritmik eksen)

iizerinde tam say1 degerli teraslardan olusan bir merdiven. Renk n buyiidiikge degisir. Etiketlerde (b

- a; ¢) ¢ifti ve adim sayis1 yazilidir. (1; 107%) ile (5; 0,005) ayni terastadir, ¢linkii ikisinde de (b - a)/e
= 1000'dir.

Formil iki gozlem verir. Hassaslig1 on kat artirmak (¢’u 10’a bolmek) yalniz log, 10 ~ 3,32 adim ekler.
Baslangi¢ araligini yariya indirmek ise tam bir adim kazandirir. m

Alistirmalar

Asagidaki sorularda istenen yuvarlama her adimda uygulanir ve sonraki adim yuvarlanmig degerlerle

sirdirtliir. Tablolarda son siitun, yakinsama teoremindeki (Teorem 4.1) b;—n“ hata siniridur.

Alistirma 4.1 (Karekok ve Kosiniis). /z —cosz = 0 denkleminin kokiine [0, 1] araliginda ikiye
bblme metoduyla p, yaklasiminda bulununuz. Islemlerde virgiilden sonra 5. basamaga yuvarlama yapiniz
ve sonugclar1 bir tabloda gosteriniz.

Coziim.
f(xz) = v/x — cos z fonksiyonu [0, 1] iizerinde siireklidir. a; = 0, b; = 1 i¢in

fla)) =—-1<0, f(by) =1—cosl=10,45970 > 0

oldugundan f(a;) - f(by) < 0’dur.
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. pp = 0%1 = 0,5ve f(0,5) = —0,17048 < 0. f(p,), f(a,) ile ayni isaretli oldugundan a, = 0,5, b, =

1.
.« py =122 ot = 0,75 ve f(0,75) = 0,13434 > 0. Bu kez f(b,) ile ayni isaretli oldugundan ag = 0,5,

. py = 0 5+2 75 — 0,625 ve £(0,625) = —0,02039.

n a, b, Pr, f(p,)
1 0 1 05 —0,17048

2 05 1 075  0,13434
3 05 0,75 0,625 —0,02039

Istenen yaklagim p; = 0,625tir. m

Alistirma 4.2 (Dérdiincii Dereceden Bir Polinom). z* — 223 —42% + 42 +4 = 0 denkleminin
[—1, 4] araligindaki bir kékiinii en fazla 0,005 mutlak hatayla ikiye bolme metoduyla bulunuz. islemlerde
virgiilden sonra 4. basamaga yuvarlama yapiniz ve sonuglari bir tabloda gosteriniz.

Coziim.
f(z) = z* — 22% — 422 + 42 + 4 polinom oldugundan f € C[—1,4]tiir. f(—1) = —1 < Ove f(4) =
84 > 0 oldugundan yontem uygulanablhr

Kag adim gerektigini 6nceden bulalim. & o= 2% < 0,005 esitsizligi 2" > 1000 demektir. 2° = 512 ve

210 = 1024 oldugundan n = 10 adim yeterlidir.
n a, b, Pn f(pn) b
1 -1 4 1,5 —0,6875 2,5
2 1,5 4 2,75 0,3477 1,25
3 1,5 2,75 2,125 —4,3630 0,625
4 2,125 2,75 2,4375 —3,6797 0,3125
5 2,4375 2,75 2,5938 —2,1738 0,1563
6 2,5938 2,75 2,6719 —1,0522 0,0781
7 2,6719 2,75 2,7110 —0,3877 0,0391
8 2,7110 2,75 2,7305 —0,0293 0,0195
9 2,7305 2,75 2,7403 0,1578 0,0098
10 2,7305 2,7403 2,7354 0,0637 0,0049

n = 10’da hata smir1 0,0049 < 0,005 oldugundan p ~ p;, = 2,7354tiir.

Sonucu denetleyebiliriz: f(z) = (22 — 2)(2? — 2z — 2) carpanlarina ayrilir, dolayistyla [—1, 4] arali-
ginda 1— V3, V2 ve 1+ +/3 olmak iizere ¢ kok vardir. Yontem bunlardan p =1+ V3=
2,7320508... kokiine yaklagmustir ve gercek hata | p;; — p | &~ 0,0033 < 0,005’tir. m

Alistirma 4.3 (Altinc1 Dereceden Bir Polinom). 2% — 2z — 1 = 0 denkleminin [1, %] araligindaki

kokiine mutlak hata 0,01°den kiiciik olacak bicimde ikiye bolme metoduyla bir yaklasimda bulununuz.
Islemlerde virgiilden sonra 4. basamaga yuvarlama yapimiz ve sonuglar1 bir tabloda gosteriniz.

Cozim.
f(z) = 25 —z — 1 polinom oldugundan f € C[1;1,25]'tir. f(1) = —1 <0 ve f(1,25) = 1,5647 >
0’dur.

b;—“ = 0 25 < 0,01 esitsizligi 2" > 25 demektir; 2¢ = 16, 25 = 32 oldugundan n = 5 adim yeterlidir.
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nooa, b, P f(pn) b
1 1 125 1,125 —00977 0,125
2 1,125 1,25 11875  0,6167 0,0625
3 1,125 11875 1,1563  0,2338 0,0313
4 1,125 11563 1,1407  0,0624 0,0156
5 1,125 1,407 1,1329 —0,0187 0,0078

| ps —p | <0,0078 < 0,01 oldugundan p ~ p; = 1,1329’dur. m

Alistirma 4.4 (Iterasyon Sayisi ve Yaklagim). 3 + x — 4 = 0 denkleminin [1, 4] araligindaki kokiine
102 hassasiyetle (yani mutlak hata 0,001°’den kiiciik olacak bicimde) yaklasmak icin ikiye bolme
metodunda en az kag iterasyon gerekir? Bu sayida iterasyonla kokii yaklasik olarak bulunuz. Islemlerde
virgiilden sonra 4. basamaga yuvarlama yapiniz.

Cozim.
f(z) = 2% + z — 4 polinomu icin f(1) = —2 < 0 ve f(4) = 64 > 0’dir. Teorem 4.1 geregi
p gereg

b—a 4-1
— < = 103
[p—pn | <=5 o <
olmasi yeter. Bu, 2™ > 3000 demektir:
1
. 1083000 _ ) 507
log2

yani n > 12. Istenen kritere uygun ilk yaklasim p,,’dir.

n a, b, Pn fp,) b
1 1 4 2,5 14,1250 1,5
2 1 2,5 1,75 3,1004 0,75
3 1 1,75 1,375 0,0254 0,375
4 1,375 1,75 1,5625 1,3772 0,1875
5 1,375 1,5625 1,4688 0,6376 0,0938
6 1,375 1,4688 1,4219 0,2067 0,0469
7 1,375 1,4219 1,3985 0,1337 0,0234
8 1,375 1,3985 1,3868 0,0539 0,0117
9 1,375 1,3868 1,3809 0,0141 0,0059
10 1,375 1,3809 1,3780 ~0,0053 0,0029
11 1,3780 1,3809 1,3795 0,0047 0,0015
12 1,3780 1,3795 1,3788 0,0000 0,0007

n = 11°de hata smir1 0,0015 hentiz 0,001’in tstiindedir; n = 12°de 0,0007 < 0,001 olur. Boylece p ~
P12 = 1,3788 bulunur. Son satirdaki f(p;,) degeri sifir degildir (f(1,3788) ~ 0,00002); yalniz dért
basamaga yuvarlaninca 0,0000 goriintir. m
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Alistirma 4.5 (Yaklasim ve Bagil Hatas1). 3z2 — e® = 0 denkleminin [0, 1] araligindaki kokiine ikiye
bolme metoduyla 10~2 hassasiyetle (yani mutlak hata 0,01’den kiiciik olacak bi¢imde) bir yaklasimda
bulununuz. islemlerde virgiilden sonra 4. basamaga yuvarlama yapimz ve sonuglari bir tabloda gosteriniz.
Denklemin bu araliktaki gercek kokii p = 0,910007572 olduguna gore yaklasimin bagil hatasini belirle-
yiniz.

Coziim.

f(z) = 3z% — e® fonksiyonu [0, 1] {izerinde siireklidir; f(0) = —1 < 0 ve f(1) =3 —e = 0,2817 >
0’dur.

b;—na = 2% < 0,01 esitsizligi 2" > 100 demektir; 26 = 64, 27 = 128 oldugundan n = 7 adim yeterlidir.

n a, b, pn f(p,) b
1 0 1 05 —08987 0,5
2 0,5 1 0,75 —04295 0,25
3 075 1 0875 —01020 0,125
4 0875 1 09375 00831 0,0625
5 0875 09375 09063 —0,0110 0,0313
6 0,9063 09375 09219 00356 0,0156
70,9063 09219 09141 00122 0,0078

0,0078 < 0,01 oldugundan p ~ p, = 0,9141°dir.
Gercek kok p = 0,910007572 olduguna gore bu yaklagimin bagil hatasi

1 0,910007572 — 0,9141 |
N 0,910007572

‘p —p7 ~ 0,0045

p

olur. Mutlak hata da | p — p, | &~ 0,0041 < 0,01 olup istenen hassaslik saglanmigtir. m

Ikiye bolme metodu her zaman yakinsar ama yavastir ve yalniz isaret bilgisini kullanir. Sonraki boliimde
denklemi z = g(z) bi¢imine sokup p,, = g(p,,_;) iterasyonuyla koke yaklasan, uygun kosullarda ¢ok
daha hizli yakinsayan bir yénteme geciyoruz: Sabit Nokta [terasyonu.
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5.1

5. Sabit Nokta Iterasyonu

Ikiye Bslme Metodu her adimda kékii igeren araligi yariya indirir ve | p,, —p | < (b — a)/2" giivencesini
verir (Teorem 4.1). Bu giivence saglamdir ama yavastir: yontem fonksiyonun yalniz isaretine bakar,
degerlerinin ne kadar biyiik ya da ki¢iik oldugunu hi¢ kullanmaz. Bu boliimde kok bulma problemine
bagka bir acidan bakiyoruz. f(z) = 0 denklemini = g(x) bicimine getirir, bir p, baslangi¢ degerinden
p1 = 9(py)s P2 = g(p1), ... dizisini kurariz. Dizi yakinsarsa limiti g’nin bir sabit noktasi, dolayisiyla f’nin
bir kokiidiir.

Boyle bir dizinin hangi kosulda yakinsadigim genel bicimde Stefan Banach 1922’de biiziilme dontisiimleri
icin ispatladi. Biz ayni sonucu bir aralik {izerinde, tiirev ve Ortalama Deger Teoremi yardimiyla kuracagiz.
Bu y6ntemin bir sonraki bélimdeki Newton-Raphson Metodu’nun da temeli oldugunu gérecegiz.

Sabit Nokta ve Kok Bulma Problemi

Once sabit noktay1 tanimlayip kok bulma problemine nasil baglandigini gérelim.

Tanim 5.1 (Sabit Nokta). Bir g fonksiyonu verilsin. g(p) = p esitligini saglayan bir p noktasma g
fonksiyonunun sabit noktasi denir.

Yani g, sabit noktasini yerinden oynatmaz. Geometrik olarak sabit noktalar, y = g(z) grafiginin y = z
dogrusunu kestigi noktalarin apsisleridir.
Sabit nokta problemi ile kok bulma problemi birbirine doniistiiriilebilir:

+ f(p) = 0 kok bulma problemi verilsin. g(xz) = x — f(z) ya da g(z) = = + 3f(x) gibi pek ¢ok farkli
bigimde, p’yi sabit nokta kabul eden g fonksiyonlar1 kurulabilir. Ornegin ilki icin g(p) = p — f(p) =
p—0=polur.

« Tersine, g(p) = p ise f(z) = x — g(x) tanumlanirsa f(p) = p — g(p) = p — p = 0 olur, yani p, f’nin
bir kokidiir.

Bu yiizden bir sabit noktay: bulmak icin gelistirilen her yéntem bir kok bulma yéntemi olarak da kulla-
nilabilir.

Ornek 5.1 (Bir Polinomun Sabit Noktalar1). g(z) = 22 — 2 fonksiyonunun sabit noktalarmi bulunuz.

Coziim.
Sabit nokta tanimindan

glp)=pep’—2=pep’—p-2=0(p-2)(p+1)=0
olur. Buradan p = —1 ve p = 2 bulunur. Gergekten
g1 = (-1 -2=-1, g(2)=22-2=2

saglanir. Bu iki nokta, y = 2 — 2 paraboliiniin y = = dogrusunu kestigi (—1, —1) ve (2, 2) noktala-
rinin apsisleridir.
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Sekil 5.1: y = x> — 2 parabolii y = x dogrusunu (-1, -1) ve (2, 2) noktalarinda keser. Bu noktalarin
apsisleri g(x) = x* - 2 fonksiyonunun sabit noktalaridur.

Sabit Noktanin Varlig: ve Tekligi

Bir fonksiyonun sabit noktas: olup olmadigini, varsa tek olup olmadigim denklemi ¢6zmeden nasil
anlariz? Asagidaki teorem bunun i¢in iki yeter kosul verir.

Teorem 5.1 (Sabit Noktanin Varligi ve Tekligi). (i)g € Cla,b] ve herz € [a,b] i¢ing(x) € [a, b], yani
a < g(z) < b ise g fonksiyonunun [a, b] aralifinda en az bir sabit noktasi vardur.

(ii) g € Cla,b] ve her x € [a,b] icin g(z) € [a,b] olsun. Ayrica g’ tirevi (a,b) aralifinda mevcut olsun ve
her z € (a,b) igin

| g'(z) [ <k

esitsizlifini saglayan bir k < 1 sabiti bulunsun. Bu durumda g fonksiyonunun [a,b] araliginda tek tirlii
belirli bir sabit noktast vardur.
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\ 4

Sekil 5.2: g, [a, b] aralgini kendi icine gonderdiginden grafigi kesikli karenin icinde kalir. Grafik karenin
sol kenarinda'y = x dogrusunun tistiinde, sag kenarinda altindadir; bu yiizden dogruyu bir (p, p) noktasinda
keser ve p bir sabit noktadr.

Ispat.

(i)g(a) = a yada g(b) = b ise u¢ noktalardan biri sabit noktadir ve séylenecek bir sey kalmaz. Aksi halde
g(a) # a veg(b) # b’'dir. g(a) € [a,b] oldugundan g(a) > a’dr ve esitlik olmadigina gore a < g(a) olur.
Ayni bigimde g(b) < b ve g(b) # b oldugundan g(b) < b olur.

h(z) = g(x) — = fonksiyonunu tanimlayalim. h, [a, b] araliginda siireklidir ve

h(a) = g(a) —a >0, h(b) =g(b)—b<0

oldugundan h(a) - h(b) < 0’dw. Ara Deger Teoremi’ne (Teorem 1.7) gore h(p) = 0 olan bir p € (a,b)
vardir. Bu, g(p) — p = 0, yani g(p) = p demektir.

(ii) Varlik (i) ‘den gelir. Teklik i¢in g nin [a, b] aralifinda p # q olan iki sabit noktas: oldugunu varsayalim.
g, p ile q arasindaki kapali aralikta siirekli, acik aralikta tiirevlidir. Ortalama Deger Teoremi’ne (Teorem
1.4) gore p ile q arasinda bir £ icin

olur. Buradan
lp—ql=19)—9(@) =19EIlp—qgl<klp—gql<|[p—q]|

elde edilir. | p— q | < | p — q | bir geliskidir. Dolayisiyla p = q dur ve sabit nokta tek tiirlii belirlidir. m
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2

Ornek 5.2 (Bir Paraboliin Tek Sabit Noktas1). g(z) = z

turli belirli bir sabit noktasi oldugunu gosteriniz.

fonksiyonunun [—1, 1] araliginda tek

Coziim. 5

g bir polinom oldugundan g € C[—1, 1]’dir ve ¢’(z) = ?a: tiirevi (—1, 1) tizerinde vardir.
Degerlerin aralikta kalmasi. Ekstremum Deger Teoremi’ne (Teorem 1.5) gore g, [—1, 1] araliginda
mutlak en kiigiik ve en biiyiik degerlerini ya ug¢ noktalarda ya da g’ (x) = 0 olan noktalarda alir.

2 1

g1 =g(1)=0, () .

oldugundan
1
91,1 — {—g,o} C [-1,1]

olur. Teorem 5.1 (i)‘ye gore ¢’nin [—1, 1] araliginda, hatta [—%, 0] araliginda en az bir sabit noktas:
vardir.
Teklik. Her z € (—1,1) i¢in

2 2
i< ok<1
glelsg=k<

oldugundan Teorem 5.1 (ii) ‘ye gore bu sabit n%kta tek tiirli belirlidir.
—1
=p < p? — 3p — 1 = 0 denkleminin [—1, 1]’deki

3
3+v13
2

Bu 6rnekte sabit nokta agikca da bulunabilir:

3—v13
3 =~

koki p = —0,30278dir. Diger kok ~ 3,30278 araligin disindadir. m

Teorem 5.1 sabit noktanin varlig1 ve tekligi icin yeter kosullar verir, ama sabit noktanin nasil bulunacagini
soylemez. Simdi sabit noktaya istenen hassasiyette nasil yaklasilacagini ele aliyoruz.

iterasyon ve iterasyon Fonksiyonu

Sabit noktaya yaklasmanin en dogal yolu g’yi art arda uygulamaktr.

Tanim 5.2 (Sabit Nokta Iterasyonu ve Iterasyon Fonksiyonu). Bir g fonksiyonu ve bir p, ilk
yaklasim degeri verilsin. Her n > 1 icin

Pn = 9(Pr_1) (1)

kuraliyla (p,,)22, dizisini Giretme teknigine sabit nokta iterasyonu, g fonksiyonuna da iterasyon
fonksiyonu denir.

Yani p,’dan basglayip her terimi bir 6ncekinin g altindaki gériintiisi olarak hesaplariz: p; = g(py), P =
9(p1), ... Bu dizi bir p’ye yakinsar ve g siirekli ise

p= lim p, = lim g(p, ;)= g(JLH;opn_1> =g(p)

olur, yani limit z = g(z) denkleminin bir ¢éziimiidiir.
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Py = g(Pl) T

ps=8(ps)
(o P1)
1= 8(po) \
y=g(x)
D1 Ps P, Py x

Sekil 5.3: Sabit nokta iterasyonunun geometrik yorumu. p,'dan dikey olarak y = g(x) grafigine ¢ikilir ve p,
= g(po) okunur. Yatay olarak y = x dogrusuna gidilince p, yatay eksene taginir ve adim tekrarlanir. Azalan
g icin terimler sabit noktanin (i¢ci bos nokta) iki yaninda dolanarak ona yaklasir.

f(z) = 0 denkleminin bir kokiinii sabit nokta iterasyonuyla bulmak i¢in énce bir iterasyon fonksiyonu
secilir; se¢ilen g’nin sabit noktas: f(z) = 0 denkleminin gercek kokudiir. Bu se¢im tek tiirlii degildir.

Ornek 5.3 (Aym1 Denklem Icin Farkli iterasyon Fonksiyonlari). f(z) = 22

i¢in g(x) iterasyon fonksiyonlarini belirleyiniz.

— z — 2 fonksiyonu

Cozim.
f(z) = 0 denklemini z = g(z) bicimine getirmek istiyoruz. Bunun bir¢ok yolu vardir.
Birinci secenek. z terimini yalniz birakalim:

??—r—-2=0=>z=22-2=g(x)=2>—-2.
Tkinci secenek. 2 terimini yalmiz birakip = > 0 icin kareksk alalim:

?=r+2=>z=Vr+2=g(x)=Vzr+2.

Karekok negatif olmadigindan bu g yalniz pozitif kokii (p = 2) sabit nokta olarak tagir: g(—1) =1 #
-1
Uciincii secenek. 2 = x + 2 esitligini = # 0 icin z’e bolelim:

2 2
z=1+—-=g(x)=1+—.
x x
Dordiincii secenek. m # 0 bir sabit olmak tizere
r=z+m@@®>—2—-2)=g()=2+m@®>—z—2).
Bu ailedeki her g’nin sabit noktalar: tam olarak f’nin kokleridir. m serbest bir parametre oldugundan,

m uygun segilerek kék civarinda | ¢’ (z) | kiigiiltiilebilir.
Dort fonksiyonun da 2’de sabit noktas: vardir: g(2) = 2. m

Hangi secimin iyi oldugunu, yani iterasyonun yakinsayip yakinsamadigin ve ne hizla yakinsadigini bir
sonraki teorem belirler.
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Sabit Nokta Teoremi

Teorem 5.1'in (ii) kosullar1 yalniz sabit noktanin tekligini degil, iterasyonun her baglangi¢ noktasindan
ona yakinsadigini da giivenceye alir.

Teorem 5.2 (Sabit Nokta Teoremi). g € Cla,b] ve herz € [a,b] icing(z) € [a, b] olsun. Ayrica g’ tiirevi
(a,b) aralhiginda mevcut olsun ve her x € (a,b) icin

| g'(z) [ <k

esitsizligini saglayan bir0 < k < 1 sayist bulunsun. Bu durumda [a, b] araligindaki her p, icin,n > 1 olmak
iizere p,, = g(p,,_1) ile tamimlanan (p,,)> dizisi, [a,b] araligindaki tek tirli belirli p sabit noktasina
yakinsar.

Ispat.

Teorem 5.1°e gére g nin [a, b] aralifinda tek bir p sabit noktasi vardir. py € [a,b] ve g, [a, b] yi kendi icine
gonderdiginden tiimevarimla hern > 0 i¢in p,, € [a,b] olur.

n > 1 olsun.p,,_, = p isep,, = g(p) = p olur. Aksi halde Ortalama Deger Teoremi’ne (Teorem 1.4) gore
D,,—1 ile p arasinda, dolayisiyla (a,b) iginde bir €, icin

| pn =2 | =1 9n1) =9@0) | =19(&) [| Py =P [ <[ Ppy =D |
olur. Iki durumda da | p,, —p | < k| p,_, — p | 'dir. Bu esitsizligi art arda uygularsak
| Pp =P | <Kklppa—p <K |pps—pl<.. <k [p—p| (2)
elde ederiz. 0 < k < 1 oldugundann — oo iken k™ — 0°dir. Boylece
0< lim|p, —p[< lim k"[p, —p |=0

olur, yanip,, — p’dir. &

Teorem yakinsamayi giivenceye alir. Pratikte ise ka¢ adim atilacagini bilmek isteriz; bunun icin hatayi
simirlamamiz gerekir.

Sonuc 5.1 (Sabit Nokta Iterasyonunda Hata Sinirlari1). g fonksiyonu Sabit Nokta Teoremi’nin (Teorem
5.2) kosullarini saglasin. p sabit noktasina yapiulan p,, yaklasiminin mutlak hatasi, n > 1 olmak iizere
()| p, —p | < k" max{py —a,b—py},
(@) pn—p|< 1 IP1—no|
esitsizlikleriyle sinirlanir.
ispat.
(i) p,py € [a,b] oldugundan p, ile p arasindaki uzaklik, pyin u¢ noktalara uzakliklarimin bilyigini
asamaz: | py —p | < max{p, — a, b — p, }. Bunu (2) esitsizliginde yerine koyarsak
| Pn—p | <K po—p | < k" max{py —a,b—py}

elde ederiz.
(ii) Teoremin ispatindaki gibi Ortalama Deger Teoremi’ni ardisik terimlere uygularsak hern > 1 icin

| Pry1 —Pn | =1 9®n) —9@n1) | <kl Py —DPpy |
<K pp g —Ppo | <o <K' pp—pp |

olur. m > n > 1 icin p,, — p,, farkini ardisik farklarin toplami olarak yazip idicgen esitsizligini kulla-
nalim:
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| P =P | = (P, = Pin—1) + Pim—1 = Pim—2) + -+ (Pny1 — D) |
< Pm =P |+ Pt = Ppa |+ oo+ [ Py — Py |
<E™ | py—po [+K"2 | py—po |4 K | py—pp |
=k"|p—po | (1 +k+EK>+ ...+ k™1

Teoreme gore m — oo iken p,, — p’dir. Parantezdeki toplam ZZO k' geometrik serisinin bir kismi
toplami oldugundan seriyi asamaz. Béylece

(o]

Ip—pnIZW}ijnoolpm—pnISknlpl—polzoki
<
1
=k _ s
[P —po | 7%
k,n
olur, yani| p, —p | < 7|1 —po ['dir- W

Iki sinirda da hata k™ ile orantili azalir. Dolayisiyla k degeri ne kadar kiigitkse yakinsama o kadar hizlidur.
Bu gozlem Ornek 5.3'deki secenekleri karsilagtirmayu saglar. g’ siirekli ve | ¢’ (p) | < 1 ise p’nin yeterince
kiiciik bir [p — §,p + ] komgulugunda | ¢’(x) | < k < 1 olur. Bu komguluktaki her z igin Ortalama
Deger Teoremi'nden

lgx)—pl=|9g(x)—gp) | <klz—p|<I

oldugundan g komsulugu kendi igine gonderir ve Sabit Nokta Teoremi uygulanir. K6k civarindaki hiz1

belirleyen | ¢’(p) | degeridir. p = 2 kékiinde:

« g(z) = 2% — 2igin g’ (z) = 2z ve| ¢’(2) | = 4 > 1’dir. 2’ye yeterince yakin ama ondan farkli bir p,, i¢in
| g'(€) | >1olurve| p,1 —2 | =19 || pp, —2 | farkt | p,, — 2 |"den bityiiktiir; iterasyon kokten

uzaklagir. ) )
*g(z) =vr+2iging (z) = ——=ve | ¢'(2) | = —’tir.
9 2/ +2 1 4
*g(@) =1+ —icing' (z) = —— ve| g'(2) | = ;'dir.
v v 2 1 —x? + 4z + 2
glx)=x+m(z? —x—2) i¢cin ¢/(2) =1+ 3m’dir. m = —3 secilirse g(x) = —g Ve

g’ (2) = 0 olur.

Yani ilk se¢im p = 2 kokiinti bulmakta ise yaramaz, ikincisi tigiinciistinden hizlidir, dérdiinciisiinde ise
m = —% secilerek kokteki tiirev sifirlanir. g’(p) = 0 yapacak bicimde iterasyon fonksiyonu se¢mek, bir
sonraki bolimde Newton-Raphson Metodu’na gotiirecek fikirdir.

Ornek 5.4 (Gereken Iterasyon Sayisinin Belirlenmesi). sinz — 13:_4 = 0 denkleminin [1, §] arali-

gimdaki ¢oziimiinii sabit nokta iterasyonuyla bulmak i¢in bir g(x) iterasy70n fonksiyonu belirleyiniz. Bu g
ile p, = 1,4 alindiginda denklemin ¢6ziimiinii 10~¢ hassasiyetle bulmak igin gereken iterasyon sayisini
Sonuc 5.1 (ii) ile belirleyiniz. Islemlerde bes-basamak yuvarlama aritmetigi kullaniniz.

Cozim.
Iterasyon fonksiyonu. Denklemi z’e gore diizenlersek

sinz — % =0=2z=14sinz = g(zr) =14sinz

)

olur. Bu g’nin Sabit Nokta Teoremi’nin kosullarini sagladigin gosterelim.

Siireklilik ve aralikta kalma. g € C[1, Z]dir. ¢'(z) = 1,4cosx ve « € [1, %] i¢in cosz > 0 oldu-
gundan ¢’ (x) > 0’dir; g bu aralikta monoton artandir. Dolayisiyla her z € [1, 5] icin g(1) < g(z) <
g(%) olur. Burada

g(1) = 1,4sin1 = 1,1781 > 1,
g(g) - 1,4sing —14< g —1,5708
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oldugundan her = € [1, 5] icin g(z) € [1, 5] saglanr.

y
y=x
/2 |- T T T T T T T T s s s ——
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
LA Q- -J-mmmmmmmmmmmmmm e g
I I
| ] . |
I ! y=1,4sin xi
| I
I |
1 |
g(|_1|1, 1/2]) ' I
I i I
I ! I
I i I
I i I
1,1781 %~ [ ;
I i I
I i I
| 1 |
I i I
I i I
I I I
I i !
[ i '
[} I
1 fmmmmm e e e e e === Hmmmmm -
|
I
T { T X
1 p~ 137259 /2

Sekil 5.4: g(x) = 1,4 sin x fonksiyonu [1, /2] araliginda artandir ve degerleri [1,1781; 1,4] aralifinda
kalir; bu aralik kesikli karenin i¢indedir. Egri y = x dogrusunu karenin iginde tek bir p ~ 1,37259
noktasinda keser.

Tiirev sinir1. cos z fonksiyonu [1, %] arahginda negatif olmayan ve azalan bir fonksiyondur; en biiyiik
degerini z = 1’de alir. Bu yiizden

| ¢'(z) | =1,4|cosz | <14 max |cosz |
1<z<m/2

=14cosl=0,75642 = k < 1

olur. Sabit Nokta Teoremi nin kogullar1 saglanir.
Iterasyon sayis. po = 1,4 i¢in

Py =g(p,) = 1,4sin(1,4) = 1,4-0,98545 = 1,3796

bulunur. Sonug 5.1 (ii)‘ye gore

k _
PPy [ <107°

| p, —p| <

olmasini istiyoruz. Degerleri yerine koyalim:

0,75642"
0% 379614 | < 106
T 07560z | D796 141 <10
0,75642"
it A, 204 < 10~ °
= 024358 20204 <10

= 0,75642"™ < 11,940 - 1079,

Iki tarafin onluk logaritmasini alalim:
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nlog0,75642 < log 11,940 — 61og 10
= n-(—0,12124) < 1,0770 — 6 = —4,9230.
Negatif sayiya bolerken esitsizlik yon degistirir:

4,9230
0,12124

= 40,605 = n > 41.

Yani 41 iterasyon 1076 hassasiyeti giivenceye alir. m

Ayni soruyu Sonug 5.1'nin 6teki sinirtyla da yanitlayabiliriz.

Ornek 5.5 (Oteki Hata Smiriyla Iterasyon Sayis1). g(z) = 1,4sina, [1,%] ve py = 1,4 icin (Ornek
5.4) 107° hassasiyet icin gereken iterasyon sayisini Sonuc 5.1 (i) ile belirleyiniz ve (ii) ile bulunan sonucla
karsilagtiriz. Islemlerde bes-basamak yuvarlama aritmetigi kullaniniz.

Cozim.
Ornek 5.4'nde kosullarin saglandigini ve k = 0,75642 oldugunu goérdiik. a =1, b =% = 1,5708 ve
po = 1,4 igin
po—a=14—-1=04,
b—py,=1,5708 —1,4 =0,1708
oldugundan max{p, — a, b — p,} = 0,4’tiir. Sonug 5.1 (i)‘ye gore
| p, —p | <0,75642"™ - 0,4 < 106

olmasini istiyoruz:

0,75642" < 107"
’ 0,4

)

=2,5-10"6

= nlog0,75642 < log 2,5 — 6log 10
=n-(—0,12124) < 0,39794 — 6 = —5,6021
5,6021

it it > 47.
= 0> iy = 46:207 5 n > 47

Karsilagtirma. (i) sinir1 47, (ii) smur1 41 iterasyon verir; burada (ii) daha keskindir. (i) yalniz p’nin
1, g] icinde oldugunu bilir ve | p, — p | i¢in en kétii durumu, 0,4 uzakligs kullanur. (ii) ise ilk adimin
biyikligini kullanir. p, = 1,4 kéke yakin oldugundan | p; — p, | = 0,0204 kiigiiktiir ve sinir daha
iyi ¢ikar.

Iki sinir da gercek durumdan cok daha karamsardir. Sabit nokta p ~ 1,37259’dur ve tam duyarlikla
hesaplandiginda | p,, —p | < 107% esitsizligi n = 8'de saglanir. Bunun nedeni, k= 0,75642"nin
| ¢’ |'niin biitiin araliktaki en bityiik degeri olmasidir; kékte ise | ¢'(p) | = 1,4 cosp ~ 0,27568’dir. m

5.5 Sabit Nokta Iterasyonu ile Kok Bulma

Yontemi bir denklemin kékiint bulmak icin bagtan sona uygulayalim. Durma kriteri olarak ya ardigik iki
terimin farki ya da | p,, — g(p,,) | kullanilir; g(p,,) = p,,,1 oldugundan ikisi ayn bitytiklagi Slcer.

© Dért adimda sabit nokta iterasyonu

1. f(z) = 0 denklemini z = g(z) bi¢imine getir.

. g € CJa, b] oldugunu ve monotonluk ya da ekstremumlar yardimiyla g([a, b]) C [a, b] oldugunu
goster.

. k = max| ¢’(x) | degerini hesapla ve k < 1 oldugunu dogrula.

. po’dan baglayip p,, = g(p,,_;) degerlerini durma kriteri saglanana kadar bir tabloda hesapla.

[\

AW
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Ornek 5.6 (Bir Ustel Denklemin Kékii). ze” = 0,3 denkleminin [0,1; 0,9] araligindaki kékiini, uygun
bir g iterasyon fonksiyonuyla, p, = 0,2 alarak ve

| P — 9(p,) | <1077 (3)

durma kriterini kullanarak sabit nokta iterasyonuyla belirleyiniz. islemlerde virgiilden sonra 5. basamaga
yuvarlama yapiniz ve sonuglari bir tabloda gosteriniz.

Cozim.

Iterasyon fonksiyonu. f(z) = ze® — 0,3 = 0 denkleminin iki tarafini e®’e bolersek = = 0,32 olur.
g(z) = 0,3e™* alalim.

Aralikta kalma. g € C[0,1;0,9]’dur. ¢’(z) = —0,3e”® < 0 oldugundan g bu aralikta monoton aza-
landir. Dolayisiyla her 0,1 < 2 < 0,9 i¢in ¢(0,9) < g(z) < g(0,1) olur. Burada

9(0,9) = 0,12197 > 0,1, 9(0,1) =0,27145 < 0,9
oldugundan
g(x) €[0,12197; 0,27145] C [0,1;0,9]

saglanir. Teorem 5.1 (i)‘ye gore g'nin bu aralikta en az bir sabit noktas vardr.
Tiirev sinir1. e~* azalan oldugundan en biiyiik degerini = 0,1°de alir:

/ — —x < —x
| g'(z) [=0,3e7 < 0,3 o 08X e

=0,3e %! =0,27145 = k < 1.

Sabit Nokta Teoremi’ne (Teorem 5.2) gore sabit nokta tek tiirlii belirlidir ve iterasyon ona yakinsar.
Iterasyon. p, = 0,2 ve n > 1 icin p,, = g(p,,_;) ile hesaplarsak su tabloyu elde ederiz:

n Pn 9Pn) | Pn—9(pn) |

0,20000  0,24562 0,04562
1 0,24562 0,23467 0,01095
2 0,23467 0,23725 0,00258
3023725 0,23664 0,00061
4 0,23664 0,23678 0,00014
5 0,23678 0,23675 0,00003

n=>5te | p; — g(ps) | = 0,00003 < 10~* oldugundan (3) numarali durma kriteri saglanir ve p =
D5 = 0,23678 bulunur.

Terimler kékiin bir saginda bir solunda kalarak ona yaklagir. Bunun nedeni g"’niin negatif olmasidur:
g’ (z) = —g(x) oldugundan ¢'(p) = —p ~ —0,24’tiir. Asagidaki oriimcek ag1 diyagraminda bu sali-
nimli yakinsama, | g’ | > 1 olan bir iterasyonun iraksamasiyla karsilastiriliyor. Sagdaki panel Ornek
5.3'deki g(x) = 2% — 2 fonksiyonunu p, = 2,1 ile gésterir: p; = 2,41, py = 3,8081, p; ~ 12,5 ve
terimler p = 2 kokiinden hizla uzaklagir.
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Yakinsak: |g'(p)| 0,24 < 1 Iraksak: |g'(2)| =4 > 1
026 y y p;~12,5 A
= 03¢ y=x 4 y=x*-2
. y 4
; |
0,24 - 1
y |
| \ 3
1 ;- e
0,22 1 .
- p=0.23676 b2 !
0,20 - ‘ 1
: 2 | 3
i T X T : X
Po J2 P Py P 2

Sekil 5.5: Oriimcek ag1 diyagramlar1. Solda g(x) = 0,3¢ *ve p, = 0,2: egriye dikey, y = x dogrusuna yatay
adimlar koékiin iki yaninda dolanarak p ~ 0,23676 noktasina daralir. Sagda g(x) = x* — 2 ve p, = 2,1:
adimlar 2,41 ve 3,8081 iizerinden p = 2 kokiinden uzaklasir, p, ~ 12,5 gergevenin digindadir.

Alistirmalar

Alistirma 5.1 (Kok Uce Sabit Nokta iterasyonuyla Yaklasim). +/3 sayisma [1,5; 2] araliginda
(@) = 0,5 (x + §)
g =Y, -
iterasyon fonksiyonu ve

| pp —Dpa | <1074 (4)

durma kriteriyle sabit nokta iterasyonu kullanarak yaklasiniz. p, = 1,5 alip islemlerde virgiilden sonra 5.
basamaga yuvarlama yaparak bir tablo olusturunuz.

Coziim.

Denklem. v/3, 22 — 3 = 0 denkleminin bir kékidiir. f(2) = 22 — 3 olmak tizere bu denklemi [1,5; 2]
araliginda ele alahm. z # 0 i¢in

3
g(m)z:c@;zm@xzzi’)

oldugundan g’nin bu araliktaki sabit noktasi V3 tiir.
Aralikta kalma. g € C[1,5; 2]’dir ve

3
g/(x):0,5<1——2> =0=>z=V3
T
kritik noktadir. g(1,5) = 1,75, g(v/3) = v/3 ve g(2) = 1,75’tir. ¢’’niin isaretine gore:

z 15 V3 2
g - 0 +
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z 15 V3 2
g 175 N\, V3 O~ L75

Buna gore
z € [1,52] = g(z) € [V3;1,75] C [1,5; 2]

olur.

3
Tiirev sinirw. h(z) = ‘1 — — | diyelim. Pargali olarak
x

%—1,1,5§x§\/§,
X

h(x)z 3
1-5,V3<z<2
xr
ve
6
——, 1,5 <z < V3,
B (z) = 655
xr

olur. h, [1,5; /3] iizerinde azalan, [v/3;2] iizerinde artandir (h’(v/3) yoktur). h(1,5) = 0,33333,
h(v/3) = 0 ve h(2) = 0,25 oldugundan her z € [1,5; 2] i¢in 0 < h(x) < 0,33333’tiir. En bityiik deger
r = 1,5te alinr:

3
1,52
=0,5-0,33333 = 0,16667 = k < 1.

| g/(@) | =05 hiz) <05- \1

Sabit Nokta Teoremi’nin (Teorem 5.2) kosullar1 saglanir.
Iterasyon. p, = 1,5 ve n > 1 icin p,, = g(p,,_;) olmak iizere:

n Pr 9Pn) [ Pp—Pp |

0 1,50000 1,75000

1 1,75000 1,73214 0,25000

2 1,73214 1,73205 0,01786

3 1,73205 1,73205 0,00009
Ornegin

g(py) = 0,5(1,75 + 1,714286) = 1,732143

degeri 1,73214’e yuvarlanir. n = 3’te | p; — p, | = 0,00009 < 10~ oldugundan (4) numarali durma
kriteri saglanir ve

V3~ py = 1,73205

bulunur. m

Alistirma 5.2 (Gereken Iterasyon Sayis1 Icin Bir Alistirma). Ornek 5.3'deki g(x) = /= + 2 iteras-
yon fonksiyonunun [1, 3] araliginda Sabit Nokta Teoremi’'nin kosullarim sagladigini gosteriniz. p, = 1
icin p = 2 kokiine 10~ hassasiyetle yaklasmak iizere gereken iterasyon sayisini Sonug 5.1 (ii) ile belirle-
yiniz. Islemlerde virgiilden sonra 5. basamaga yuvarlama yapiniz.
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Cozim.

Aralikta kalma. x + 2 > 0 oldugundan g € C[1, 3|'tir. ¢’ (z) = > 0 oldugundan g artandir

1
2v/x 4+ 2

ve
g(1) =v3=173205,  ¢(3) =5 = 2,23607

olur. Boylece g(x) € [1,73205; 2,23607] C [1, 3] tiir.
Tiirev sinir1. ¢’ pozitif ve azalandir; en bityiik degerini z = 1°de alir:

1
"z) | < —= =0,28868 = k < 1.
A )I_N§

Kosullar saglanir ve [1, 3]’teki tek sabit nokta p = 2°dir.
terasyon sayisi. p; = g(1) = 1,73205, | p; — p, | = 0,73205 ve 1 — k = 0,71132°dir. Sonug 5.1
(i) ‘ye gore
0,28868"
0,71132

= 0,28868™ < 0,97168 - 104

-0,73205 < 10~

olmalidir. Onluk logaritma alirsak

nlog0,28868 < log0,97168 — 4 1log 10

= n-(—0,53958) < —0,01248 — 4 = —4,01248
4,01248
0,53958

=7,4363=n>8

bulunur. Yani 8 iterasyon 10~% hassasiyeti giivenceye alir. Gergekte hata n = 7°de (p, ~ 1,99993)
10~%tin altina iner; hata sinir1 her zaman giivenli tarafta kalir. m

Sabit nokta iterasyonunda hiz | ¢’(p) | ile belirlenir ve iyi bir iterasyon fonksiyonu bulmak ¢ogu zaman
deneme yanilma ister. Bir sonraki boliimde ¢g’(p) = 0 olacak bicimde g’yi tiirevle kuran ve ¢ok daha hizli
yakinsayan y6ntemi inceliyoruz: Newton-Raphson Metodu.
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6.1

6. Newton-Raphson Metodu

Ikiye Bélme Metodu her durumda yakinsar ama yavastir; Sabit Nokta Iterasyonu ise iyi bir g secimine
baglidir. Newton-Raphson Metodu (kisaca Newton metodu), fonksiyonun tiirevini de kullanarak kok
bulma problemleri i¢in bilinen en etkili yontemlerden biri olur: koke yeterince yakin bir baslangictan
sonra her adimda dogru basamak sayisi hizla artar.

Newton yontemini 1669'da yazdi, ama calisma ancak 1711’de basildi; Joseph Raphson 1690’da daha sade
bir bi¢imini yayimladi. Bugiin kullandigimiz tirevli yazim Thomas Simpson’a (1740) dayanir.

Taylor polinomundan tiiretme

Yontem, f fonksiyonunu baslangi¢ yaklagimi civarinda birinci dereceden Taylor polinomuyla degistir-
mekten dogar.

f € C?[a,b] olsun ve p kokii i¢in p, € [a, b] &yle bir baglangic yaklasimi olsun ki f'(py) # O ve | p — p, |
yeterince kiigiik olsun. Taylor Teoremine (Teorem 1.9) gére her z € [a, b] icin z ile p, arasinda bir &(z)
sayis1 vardir ve

/ <$ _ p0)2 ”
f(@) = fpo) + (z —po) f' (po) + ————f"(£(x))
yazilabilir. Burada z = p alalim. f(p) = 0 oldugundan, p ile p, arasindaki £(p) i¢in

0= f(po) + (p— po) f (po) + %f”(f(p))

elde edilir. | p — p, | kiiciik oldugundan (p — p,)? cok daha kiiciiktiir; son terimi ihmal edersek

f(po)
f"(po)

bulunur (son adimda f’(p,) # 0 ile béliindi). Sagdaki sayiy1 p; diye adlandirip aym islemi p, ’den basla-
yarak tekrarlarsak p,, sonra ps, ... elde edilir.

Tanim 6.1 (Newton-Raphson Metodu). f € C?[a,b] ve p, € [a, b] verilsin.

f (pn—l)
Ppn=Pn-1— 2 1 n=1 (1)
! f (pn—l)
indirgeme bagintisiyla (p,,)o, dizisini ireten yénteme Newton-Raphson Metodu, p, sayisina da
baslangic yaklasimi denir. Her adimda f’(p,,_;) # 0 olmas gerekir.

0~ f(po) +(»—po)f' (Py) = pP~py—

Yani her adimda f yerine onun p,,_;’deki dogrusal yaklasimi konur ve bu dogrunun kokii bir sonraki
yaklagim olarak alinir.
Bu dogrusal yaklagim, f’nin grafigine (p,,_;, f(p,,_1)) noktasinda cizilen tegettir:

Y= f(pn—l) + f/(pn—l) (m 7pn—1)'

y = 0 konursa z = p,, ¢cikar. Demek ki p,,, grafige (p,,_1, f(p,,_1)) noktasinda ¢izilen tegetin = eksenini
kestigi noktadir. Asagidaki sekil ilk iki adimi gosteriyor; somut bir denklemdeki tegetler Ornek 6.1
¢coztimiindedir.
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6.2

6.1 Taylor polinomundan tiiretme 73

y=fx)

f(ps) egimli teget

(ps. fip1)

f’(pu) Eglmll teget

(Pos (o))

Sekil 6.1: Newton-Raphson Metodunun geometrik anlami. (p,, fp,)) noktasindaki teget x eksenini p,'de,
(p1, fipy)) noktasindaki teget p,'de keser; p,, p kokiine p,'dan ¢ok daha yakindir.

Iterasyon, Ikiye Bslme Metodu boliimiindeki durma kriterlerinden biriyle durdurulur; bu béliimde gogun-
lukla verilen bir € > 0 i¢in

| P —Ppor | <€ (2)

kriteri kullanilir.

Yakinsama

Newton-Raphson Metodu, g(z) = z — f(x)/f’(z) fonksiyonuyla yapilan bir sabit nokta iterasyonudur.
Bu gozlem, yakinsamay: Sabit Nokta Teoreminden elde etmemizi saglar.

Teorem 6.1 (Newton-Raphson Metodunun yakisamasi). f € C?[a,b] olsun. Bir p € (a,b) icin
f(p) =0 ve f'(p) # 0 ise éyle bir 6 > 0 vardir ki her p, € [p — ,p + 0] baslangi¢ yaklasimi igin (1) ile
iiretilen (p,,)o2 , dizisi p kokiine yakinsar.

Ispat.
(@)
f(p) = 0 oldugundan g(p) = p saglanir. 0 < k < 1 sabitlensin. Amacimiz

e here € (p—0,p+9d)icin| ¢ (z) | <k

diyelim. O zaman (1) bagintisi p,, = g(p,,_1), n > 1 fonksiyonel iterasyonudur ve

olacak bigimde bir § > 0 bulmak; bu durumda Sabit Nokta Teoreminin (Teorem 5.2) kosullari [p — &,p +
0] araliginda saglanmis olur.

g’nin taniml ve tiirevlenebilir oldugu bir aralik. ' siirekli ve f'(p) # 0 oldugundan, ayrica p i¢
nokta oldugundan, éyle bir §; > 0 vardir ki [p — 0;,p + &;] C [a, b] ve bu araliktaki her x icin f'(x) #
0 olur. Boylece g, [p — 61, p + 0,] iizerinde taniml ve siireklidir. Boliim kuraliyla bu aralikta

f'(x) f'(z) = f(=z) f"(2)
[ (2)]?

g(z)=1—

_ (@) ()
PP

bulunur. f, f', f” siirekli ve payda sifirdan farkl oldugundan g € C[p — 6,,p + 6,] olur.
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74 Boliim 6. Newton-Raphson Metodu

| 9’ | £ k olan daha kiigiik bir aralik. f(p) = 0 oldugundan

o (p) = fo) f"() _

[’ (p)]?
dir. ¢’ fonksiyonu p noktasinda siirekli oldugundan oyle bir 0 < § < &, vardwr ki her z € [p — §,p + ¢]
icin| ¢'(z) | <k olur.
g araligi kendi igine gonderir. z € [p — §,p + 6] alahm. x = p ise g(x) = p araliktadwr. x # p ise Or-
talama Deger Teoremine (Teorem 1.4) gore x ile p arasinda bir vardirve| g(x) — g(p) | =1 ¢’ (§) || x —
p | olur. £ de [p — &, p + 0] icinde oldugundan | ¢’ (§) | < k dir; dolayisiyla

lg(x)—pl=]9(x)—9gp) =9 ||z—p|<klz—p|<ki<d

veg(x) € [p— 0, p + 9] elde edilir.
Sonug. g, [p — &, p + 0] iizerinde Sabit Nokta Teoreminin biitiin kosullarini saglar. Bu araliktaki tek sabit

nokta p oldugundan, herp, € [p — &, p + 9] icin

pn:g(pnl):pnl_%a n21

dizisi p’ye yakinsar. B

Yani f’(p) # 0 olan basit bir kokte, p, kéke yeterince yakin secilirse Newton-Raphson Metodu yakinsar.
Teorem yalniz boyle bir §’nin var oldugunu séyler, biytikligiini vermez; bu yiizden uygulamada 6nce
kokii iceren dar bir aralik belirlenir ve p, bu araliktan secilir.

Turev sifira yakinsa teget uzaga gider
f’(p,,_1) kiigiikse teget neredeyse yataydir ve z eksenini ¢cok uzakta keser. f(z) = 23 + 3z% — 1 igin
f'(z) = 3z(z + 2) tireviz = —2 ve = 0’da sifirdir. [—3; —2] araligindaki kokii ararken p, = —1,8
secilirse f(py) = 2,888, f'(py) = —1,08 ve p; = 0,87407 olur; dizi bundan sonra aranan kok yerine

0,53209 kokiine yakinsar. p, = —2,5 secilince de p; = —3,06667 araligin disina diiser, ama dizi geri
doniip aranan koke yakinsar (Alistirma 6.2).

Po=-25 . Po=-18

(-2,3)

N

P

0 /| }

P2 Po 0

[-3;-2]
)
- 4
D2 P -
0,53209 kokiine
ider

1 X 8 L X
-3,5 -3 -2,5 -2 -1,5 -3 -2 -1 0 1

Sekil 6.2: flx) = x* + 3x* — 1 i¢in iki baslangic. Solda (yakinlastirilmis pencere) p, = —2,5'teki teget x

eksenini [-3; —2] bandinin solunda, p, = -3,06667'de keser; p,'deki teget p, = —2,90088'i verir ve dizi

banttaki koke doner. Sagda p, = —1,8 yerel maksimuma yakindir, f(p,) = —1,08 kiigiiktiir; neredeyse

yatay teget p, = 0,87407'ye uzanir ve p, = 0,61403, p, = 0,53873 ile dizi 0,53209 kokiine gider. Ici bos
daireler koklerdir.
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6.2 Yakinsama 75

Yontemin uygulanmasi

Yontemi bir tabloyla yiriitmek, hem hesabi diizenli tutar hem de durma kriterini her satirda okumay
saglar.

© Newton-Raphson metodu dért adimda

1. f ve f’ fonksiyonlarini yaz; kokii iceren bir [a, b] araligi belirle (u¢ noktalarda isaret degisimi) ve
f € C?[a,b] oldugunu gor.
2. Bu araliktan bir p; se¢; f'(py) # 0 oldugunu, miimkiinse aralik boyunca f’ # 0 oldugunu kontrol
et.
3. (1) bagntisim uygula; her satira n, p,,, f(p,,), ' (0,,), f(0,,)/f () ve | p, — p,,_1 | degerlerini
yaz. Bir sonraki yaklasim p,, ., = p,, — f(p,)/f(p,,) dir.
4. (2) numarali durma kriteri saglaninca (ya da istenen p,,’ye ulaginca) dur ve p ~ p,, al.

Ornek 6.1 (cos x - x = 0 denkleminin kékii). cosz —x = 0 denkleminin p kékiine, p, = 7/4
baslangic yaklasimi ve | p,, — p,,_; | < 1078 durma kriteriyle Newton-Raphson Metodu kullanarak bir
yaklasimda bulunun. Islemleri yuvarlama yapmadan bir tabloda gosterin.

Cozim.
Aralik ve kosullar. f(z) = cosz — z olsun. f(0) =1 > 0 ve f(r/2) = —7r/2 < 0 oldugundan Ara
Deger Teoremine (Teorem 1.7) gore p € [0, 7/2] dir. Tirev

f(x) =—sinz—1

[0, /2] iizerinde —1 ile —2 arasindadir, yani sifirdan farkldir; 6zellikle f’(p) # 0. f € C?[0,7/2]
oldugundan Teorem 6.1 kosullar1 saglanir; dolayisiyla koke yeterince yakin baslangiclar icin yontem
yakmsar. p, = m/4’iin bu komsulukta oldugunu tablo gosterir.

Iterasyon. p, = 7/4 ~ 0,785398163 ve n > 1 igin

COS(pn71> —Pn1
—sin(p, ) — 1

Pp =Pn-1—

dir. ilk adimda f(p,) = —0,078291382, f’(p,) = —1,707106781 ve
p; = 0,785398163 — 0,045862030 = 0,739536134

bulunur (gosterilen degerler 9 basamaga yuvarlanmistir). Hesap tam duyarlikla sirdiiriiliir; tabloda
yalniz gosterim 9 ondalik basamaga yuvarlandig: icin son basamakta 1 birimlik farklar gorinebilir.
10~%dan kiiciik degerler bilimsel yazimla verilmistir.

n Pn, f(p,) f'pn)  fu)/F(pn) | Pn—Ppa |

0 0,785398163 —0,078291382 —1,707106781  0,045862030

1 0,739536134 —0,000754875 —1,673945288  0,000450955  0,045862030

2 0,739085178 —0,000000075 —1,673612062  0,000000045  0,000450955

3 0,739085133 —0,745- —1,673612029  0,445- 10715  0,000000045
1071°

4 0,739085133 0,445 - 10-1°

n = 3 satirinda | p; — py | = 0,000000045 > 10~8 oldugundan bir adim daha atilir; n = 4 satirinda
| p4 — p3 | < 1078 olur ve iterasyon durur:

p ~ p, = 0,739085133.

Tegetlerin yaklasimlar: nasil iirettigi asagida gorilityor. p,’daki teget « eksenini p,’de keser; p,’deki
teget ise p,’de keser ve p, kékten ancak 4,5 - 108 kadar uzaktadur.
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76 Boliim 6. Newton-Raphson Metodu

y y yakinlagtirma

0,0005

Po=m/4 0,0005

0,2

0,4 0,001

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0,7385 0,739 0,7395 0,74

Sekil 6.3: f{x) = cos x — xi¢in Newton-Raphson adimlar1. Solda p, = 7t/4 noktasindaki teget x eksenini p,

=0,739536'da keser; teget grafige o kadar yakindir ki ancak uglarda ayrilir. Kiiciik kare, sagda bityiitiilen

[0,7385; 0,7400] = [-0,0012; 0,0008] penceresinin yerini gosterir (gercek boyutu bu dlcekte bir pikselden

kiiciiktiir). Sagda grafik ile p,'deki teget ayirt edilemez; teget x eksenini p, = 0,739085178'de keser ve i¢i
bos daireyle gosterilen p = 0,739085133 koki bu 6lgekte p, ile tist Gstedir.

| P, — Py | siitunu 1072,1074, 1078, 10716 mertebelerinden geger: her adimda dogru basamak sayst
kabaca iki katina ¢ikar. m

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda her adimda virgiilden sonra 5. basamaga yuvarlanir ve hesaba yuvarlanmig
degerle devam edilir.

Alistirma 6.1 (x> - 6 = 0 denkleminin pozitif kokii). 22 —6 = 0 denkleminin pozitif kokiine,
Newton-Raphson Metodu ile p, = 2 alarak p; yaklasiminda bulunun. Islemlerde virgiilden sonra 5.
basamaga yuvarlama yaparak bir tablo olusturun.

Coziim.
Aralik ve kosullar. f(z) = 22 — 6 olsun. Pozitif kék Vedirve2=v4<v6<v/9=3 oldugundan

[2, 3] araliginda ¢alisiriz. f € C?[2,3] ve f’(z) = 2x > 4 oldugundan tiirev bu aralikta sifirdan fark-
lidur.

Iterasyon. po = 2,00000 ve n > 1 icin

2
_ o Prn—1— 6
pn - pnfl 2pn71

dir. 1k satirda f(2) = —2, f/(2) =4, f(py)/f (py) = —0,5 ve p; =2 —(—0,5) = 2,5 olur. Ikinci
satirda f(2,5) = 0,25, f'(2,5) = 5, oran 0,05 ve p, = 2,45 bulunur. Ugiincii satirda 0,0025/4,9 =
0,000510... degeri 0,00051’e yuvarlanir ve p; = 2,45 — 0,00051 = 2,44949 elde edilir.

n Pn fn)  fpn)  fa)/f (1)

0 2,00000 —2,00000 4,00000 —0,50000
1 2,50000 0,25000  5,00000 0,05000
2 2,45000 0,00250  4,90000 0,00051
3 2,44949
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6.4 Alistirmalar 77

Sonuc p; = 2,44949 dur. /6 = 2,4494897... oldugundan p; bes basamaga kadar dogrudur.
Bagint: sadelestirilirse p,, = 1 (pnq + 1%) olur: Sabit Nokta Iterasyonu béliimiinde v/3 i¢in kullani-

lan g(z) = 0,5(z + 2) fonksiyonu, f(z) = z* — 3’e uygulanan Newton-Raphson Metodundan baska
bir sey degildir. m

Alistirma 6.2 (Kiibik denklemin -3 ile -2 arasindaki kokil). 23+ 322 —1 =0 denkleminin
[—3; —2] araligindaki kokiine Newton-Raphson Metodu ile p, = —2,5 alarak | p, —p, ; | < 107*
durma kriteriyle bir p,, yaklasiminda bulunun. Hesaplar1 her adimda virgiilden sonra 5. basamaga yuvar-
layarak bir tabloda gosterin.

Cozim.
Aralik ve kosullar. f(z) = 23 + 322 — 1 olsun. f(—3) = —1 < Ove f(—2) = 3 > 0 oldugundan Ara
Deger Teoremine gore (—3, —2) araliginda bir kok vardir. f € C?[—3; —2] ve

f(x) = 322 + 62 = 3z(z + 2)

tiirevi [—3; —2) iizerinde sifirdan farklidir (yalniz ug nokta x = —2’de sifirdir). Kék —2’den uzakta
oldugundan f’(p) # 0 dur.
Iterasyon. p, = —2,5 ve n > 1 igin

pE_ +3p2 -1
3p2 1 + 6p,

Pp =Pn-1—

dir. Ilk satirin hesab1 séyledir:

F(=2,5) = —15,625 + 18,75 — 1 = 2,125,

#/(—2,5) = 18,75 — 15 = 3,75,
f(po) _ 2,125
f'(po) 3,75
Py = —2,5—0,56667 = —3,06667.

— 0,566666... ~ 0,56667,

p, araligin biraz digina diiger, ama sonraki adimlar kéke geri doner.

n Pn f(p,) f'pn)  fa)/F(Pn) | Pn—Ppa |
—2,50000 2,12500 3,75000 0,56667

1 —3,06667 —1,62700 9,81337 —0,16579 0,56667

2 —2,90088 —0,16589 7,84003 —0,02116 0,16579

3 —2,87972 —0,00254 7,60004 —0,00033 0,02116

4 —2,87939 —0,00004 7,59632 —0,00001 0,00033

5 —2,87938 0,00001

| p, — p3 | = 0,00033 heniiz 10~*’ten bityiiktiir; | p; — p, | = 0,00001 < 10~* oldugundan iterasyon
durur:

P~ ps = —2,87938.

Gergek kok p = —2,8793852... oldugundan | p; — p | ~ 0,52 - 1075 tir. Bes basamakli yuvarlamayla
yaklagimlar artik —2,87939 ile —2,87938 arasinda gidip gelir; bu duyarlikla daha iyisi elde edilemez. m

Newton-Raphson Metodu her adimda f’ tiirevini hesaplamay gerektirir. Tiirev yerine iki yaklasimdan
gecen kesenin egimini kullanan yéntemler bir sonraki boliimiin konusu: Secant ve Regula Falsi Metodlart.
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7.1

7. Secant ve Regula Falsi Metodlar:

Newton-Raphson metodu hizlidir ama her adimda f’(p,,_;) degerini ister. Tiirevin fonksiyonun kendi-
sinden daha karmasik oldugu ya da hi¢ kapali bicimde yazilamadigi durumlarda bu, yontemin zayif
yamdir. Bu bolimde tirevi, son iki yaklasimdan hesaplanan bir fark boliimiiyle degistiriyoruz. Ortaya
cikan Secant metodu iki baslangi¢ degeriyle calisir, her adimda yalniz bir fonksiyon degeri hesaplar ve
Newton-Raphson’dan biraz yavag yakinsar.

Secant metodu da Newton-Raphson gibi koékiin bulundugu araligi korumaz. Kirislerle ilerlerken her
adimda kokd iceren araligy ikiye bolme metodundaki gibi denetlersek Regula Falsi metodunu elde ederiz.
“Yanlig konum” anlamina gelen bu adin arkasindaki fikir, Antik Misir’daki Rhind papiriisiine (MO yaklagik
1650) kadar uzanur.

Secant Metodu

f(pn—l)
f/ (pnfl)

Newton-Raphson metodunun p,, =p,_; — bagintisindan yola ¢ikalim. p,_; noktasindaki

tiirev bir limittir:

f (pn—l) - x_l)llgi1 .']]——pn_l L .

D,,_o degeri p,,_;’e yakinsa limitin yerine z = p,,_, icin fark boliimiinii yazabiliriz:

f/ (Pn_1) ~ f(pn—Q) : f(pn—l) — f(pn—l) : f(pn—Q) )
P2 Pn— Pn— Pp—2

Bu yaklasimi Newton-Raphson bagintisinda tiirevin yerine koyarsak

_ f(pn—l)
Pn = Pn-1— fop_1)—f(Pr_)
Prn-17Pn-2
=p, 1 — f(pnfl) i (pnfl _pn72>
" f(pn—l) - f(pn—Q)

bulunur.

Tanim 7.1 (Secant Metodu). p, ve p; baslangic degerleri olmak tizere

f(pn—l) ) (pn—l _pn_g)
fon) —fons) "7 (1)

bagintisiyla koke yaklasma islemine Secant metodu denir.

Pn =Ppn —

Yani Secant metodu, Newton-Raphson metodunda f’(p,, ;) yerine son iki yaklagimdan gegen dogrunun
egimini kullanir. f(p,,_5) bir onceki adimda hesaplandig: i¢in her adimda yeni olarak yalmz f(p,,_;)
hesaplanir; tiirev hi¢ gerekmez.

(1) bagmtisinin geometrik anlami agiktir. (p,,_o, f(p,,_2)) ve (p,,_1, f(p,_1)) noktalarindan gecen dogru

f(pnfl) — f(pn72)
Pn—1 = Pp-2

Yy= f(pn—l) + (‘T 7pn—1)

dogrusudur. y = 0 koyup z’i ¢ozersek tam olarak (1) bagmntisindaki p,, c¢ikar. Boylece (pg, f(py)) ve
(pq, f(py)) noktalarim birlestiren dogrunun z eksenini kestigi nokta p, olur. Ardindan (p,, f(p;)) ve
(pg, f(py)) noktalarini birlestiren dogrunun x eksenini kestigi nokta ps olur. Siire¢ boyle stirdiirtilerek
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7.1 Secant Metodu 79

D4, D5, ... yaklagimlar: bulunur. Yéntemin adi da egriyi iki noktada kesen bu dogrudan (kesen, sekant)
gelir.

(- flpo)

Sekil 7.1: Secant metodu. (po, fp,)) ile (p;, fp1)) noktalarindan gecen kiris x eksenini p,'de keser. Sonraki

her kiris son iki noktadan gecer: (p,, f(p1)) ile (ps, fips)) kirisi p;'d, (ps, fips)) ile (ps, fps)) kirisi p,'t verir. p,,
p kokiiniin 6biir yanina diger.

@ Secant metodu dért adimda

1. py, p; baslangic degerlerini seg; f(py) ve f(p;)’i hesapla.

2. Pay = f(p,—1) - (Pp—1 — Pn—2) ve Payda = f(p, 1) — f(pno) degerlerini bul; p, = p,,_; —
Pay / Payda olur.

3. Durma kriterini (6rnegin | p,, — p,,_; | < €) dene; saglaniyorsa p = p,, al.

4. Saglanmiyorsa f(p,,)’yi hesapla, en eski noktay1 birak, n’yi bir artirip 2. adima dén.

Ornek 7.1 (cos x - x = 0 Denklemine Secant Metodu ile Yaklagim). cosz —z = 0 denkleminin
coziimiine Secant metodu ile yaklasimda bulununuz. p, = 0,5 ve p; = 1 alip islemlerinizi yuvarlama

yapmadan bir tabloda gosteriniz.

Cozim. x
f(z) =cosz —xz,py =0,5,p, = 1 olsun. (1) bagintis1 n > 2 igin

Pay
Payda’

Pa'y = (Cospn—l - pn—l)(pn—l 7pn—2)7
Payda = cosp,,_; —P,_1 —COSD,_o + Dp_s

Dp = Pp—1 —

bigimini alir. Baglangi¢ degerlerinde

F(py) = c0s0,5 — 0,5 = 0,377582562,  f(p,) = cos% - % = —0,078291382

olur. Hesaplar yuvarlanmamg degerlerle siirdiirtliir; sayilar dokuz ondalik basamaga yuvarlanarak
gosterilir, bu yiizden elle yapilan ¢ikarmalarda son basamakta bir birimlik fark gériilebilir. Ik adimda
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Pay = (—0,078291382)(0,285398163) = —0,022344217,
Payda = —0,078291382 — 0,377582562 = —0,455873944,
Py = 0,785398163 — 0,049014025 = 0,736384139

bulunur. p,, (pg, f(Py)) ve (p1, f(p1)) noktalarindan gegen kirisin = eksenini kestigi noktadir ve koke
P, ’den ¢ok daha yakindir.

0,4

0,3

0,2

0,1

-0,1

y

i
y=cas X - X

p()

0,5

0,6

Sekil 7.2: y = cos x — x egrisi ve Secant metodunun ilk iki kirisi. (po, fpo)) ile (ps, f(p:)) noktalarindan
gecen kiris x eksenini p, = 0,736384139'da keser. Buyutilmis pencerede kesikli ¢izilen ikinci kirig
egriyle neredeyse ¢akisir ve ekseni p; = 0,739058139'da, p = 0,739085133 kokiiniin hemen yaninda keser.

Ornekte durma kriteri verilmediginden yaklasimlari, ardisik iki yaklasim dokuz ondalik basamakta
cakisana, yani | p,, —p,,_; | < 1079 olana kadar siirdiirelim:

n Dy Pay Payda Pay/Payda | p,, —p,_1 |
0,500000000

1 0,785398163 0,285398163

2 0,736384139 —0,022344217 —0,455873944  0,049014025  0,049014025

3 0,739058139 —0,000221432  0,082809101 —0,002674000  0,002674000

4 0,739085149  0,000000121 —0,004472541 —0,000027010  0,000027010

5 0,739085133 —0,7287%2- —0,000045204  0,000000016  0,000000016
10~

6 0,739085133 —0,25929 - 0,000000027 —0,96096 - 0,96096 -
10720 10-13 10-13

Son iki satirda Pay dokuz basamakta sifir gériindiigi icin bilimsel gosterimle yazildi. | pg — ps | <
10~? oldugundan

p ~ pg = 0,739085133

bulunur. m
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7.1 Secant Metodu 81

Ayni denklemi Newton-Raphson metodu p, = %’ten baslayarak ps;’te dokuz basamak dogrulukla ¢oz-

miistit (Ornek 6.1). Secant metodu buna p;’te ulasti. Buna karsilik Secant metodunun her adimi tek bir
fonksiyon degeri ister, Newton-Raphson’mki ise hem f’yi hem f”’yi. Newton-Raphson’in yakinsama
garantisi (Teorem 6.1) tiirevin varligma ve f’(p) # 0 kosuluna dayanur. Iki yéntem de kokii bir aralikta
tutmaz; yaklagimlar kokiin iki yanina gelisigiizel diigebilir.

Regula Falsi Metodu

Ikiye bolme metodunda kék her adimda bir araligin icinde kalir ve aralik her adimda yariya iner (Teorem
4.1). Newton-Raphson ve Secant metodlarinda ise kokiin bulundugu aralik garanti edilmez. Secant meto-
dunun kirigleriyle ilerleyip her adimda kokii iceren araligy ikiye bélme metodundaki gibi denetlersek bu
iki iyi 6zelligi birlestiririz.

Once f(py) - f(p;) < 0 kosulunu saglayan p, ve p; segilir; ara deger teoremi (Teorem 1.7) geregi bu iki
nokta arasinda bir kék vardir. (py, f(pg)) ve (p1, f(p1)) noktalarini birlestiren kirisin « eksenini kestigi
nokta p, olur. Eger f(p,) - f(py) < 0 ise kok p, ile p, arasindadir ve ps, (pq, f(p1)) ile (ps, f(p3))
noktalarindan gecen kirisle bulunur. Degilse kok p;, ile py arasindadir ve ps icin (py, f(pg)) ile (po, f(p3))
noktalar1 kullanilir. Stire¢ boyle stirdiiriliir.

Tamim 7.2 (Regula Falsi Metodu). f(py) - f(p;) <0 olsun. n > 2 i¢in p,, k<n—1 ve f(py)-
f(p,,—1) < 0kosullarini saglayan en bityiik & indisli yaklagim olmak tizere

_ ~ fPa1) - (Pay — 1)
P = P = o) — Fn) 2

bagintisiyla koke yaklasma islemine Regula Falsi metodu denir.
Yani formiil Secant metodunun formiliidiir; degisen yalniz kirisin ikinci ucudur. Secant metodunda bu

u¢ her zaman p,,_,’dir. Regula Falsi metodunda ise f’nin igaretinin f(p,,_;)’inkine zit oldugu en son
yaklasimdir. f(p,,_;) - f(p,,_3) < Oise p;, = p,,_5 olur ve adim bir Secant adimiyla aynidir.

(po: flpo)

Sekil 7.3: Secant metodunun seklindeki egri ve baslangi¢ noktalariyla Regula Falsi metodu. Yeni yakla-

simlarda fhep negatif kaldigindan her kiris, fnin pozitif oldugu (ps, f(p,)) ucuna bagl kalir ve x eksenini p,,

s, pa'te keser. 1k iki kiris Secant metodundakilerle aynidir; ama p, kokiin 6biir yanina gegmez. Yaklasimlar
p'ye hep soldan yaklagir ve kok her adimda kirigin iki ucu arasinda kalir.
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82 Boliim 7. Secant ve Regula Falsi Metodlar1

Onerme 7.1 (Regula Falsi Metodunda Kok Aralikta Kalir). f, p, ile p; uclu kapah aralikta siirekli
ve f(pg) - f(p1) < O olsun. Regula Falsi metodunun her adiminda p,,_; ile p;, uclu aralik f nin bir kékinii
icerir ve p,, bu araligin icinde kalr.

ispat.

Py, nin secimi geregi f(p,,_,) ile f(py,) zit isaretlidir. Ara deger teoremi (Teorem 1.7) geregi p,,_; ile py,
arasinda f’nin bir kokii vardr.

D,, 'nin bu iki noktanin arasinda oldugunu gormek icin

f(pn—l)
f(Pn_1) — f(pr)

diyelim. f(p,,_,) ile — f(py,) ayni isaretli oldugundan
| fPp1) = F@r) | =1 f(Rpa) [+ f(pg) |

olur. Bu toplam | f(p,,_;) | den biiyiiktiir ve paydanin isareti payinkiyle aynidir; dolayisiyla 0 < t < 1
bulunur. (2) bagintisi

t =

Pp=Pp 1 —t(Op1—1r) =1 —1)p, 1 +tpy

bi¢iminde yazilabilir. Bu, p,,_, ile p;’nin 0 <t < 1 agwrlikli bir ortalamasidir; yani p,, iki noktanin
arasindadir.

Timevarimla biitiin yaklasimlar p, ile p; uglu aralikta kalir, béylece f’nin siirekliligi her adimda kulla-
nilabilir. f(p,,) = 0 ise kok bulunmustur. Degilse f(p,,), f(p,,_1) ile f(py,) den birine zit isaretlidir; bir
sonraki adimin ikinci ucu bu noktadwr. Gergekten, f(p,,) f(p,—1) < 0isen — 1, f(p;) f(p,,) < 0 kosulunu
saglayan en biiyiik j < n’dir. Aksi halde k’nin se¢imi geregi k < j <n—1 olan her p; icin f(p;),
f(p,_1) ile, dolayisiyla f(p,,) ile ayni isaretlidir; bu yiizden en biiyiik uygun indis yine k’dir. Boylece
iddia bir sonraki adim icin de gecerlidir. B

Kok hep kirisin iki ucu arasinda kalir, ama ikiye bolmeden farkli olarak bu araligin uzunlugu sifira gitmek
zorunda degildir: asagidaki 6rneklerde uglardan biri hi¢ degismez. Bu ytizden durma kriteri olarak aralik
uzunlugu degil, | f(p,,) | yada| p,, — p,,_; | kullanilir.

Q Regula Falsi metodu dort adimda

. f(po) - f(p1) < 0 olacak bicimde py, p; seg; ilk adimda p;, = p, olur.

- Pay = f(p,_1) - (Pn_1 — py) ve Payda = f(p, ;) — f(py) ile p, = p,_; — Pay / Payda bul.

. f(p,,)’yi hesapla ve durma kriterini dene; saglaniyorsa p ~ p,, al.

. f(p,) - f(p,,_1) < 01ise yeni ikinci ug p,,_; olur; degilse p;, korunur. n’yi bir artirip 2. adima dén.

B W N =

Ornek 7.2 (cos x - x = 0 Denklemine Regula Falsi Metodu ile Yaklasim). cosz —x =0
denkleminin ¢6ziimiine Regula Falsi metodunu kullanarak yaklasimda bulununuz. p; = 0,5, p; = 1 alip

| f(p,) | < 1078 durma kriteri ile islemlerinizi yuvarlama yapmadan bir tabloda gosteriniz.
Coziim.
f(z) = cosz — z igin

f(p,) = 0,377582562 > 0,  f(p,) = —0,078291382 < 0

oldugundan f(p,) - f(p;) < 0 olur ve kék [0,5; w/4] araligindadir. n > 2 i¢in (2) bagmtis
Pay
Payda’
Pay = (COSpn71 _pn71)<pnfl _pk)7
Payda = cosp,_y —p, 1 —cosp, +py

Pn =Pp—1—

bicimini alir. Adimlari izleyelim:
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7.2 Regula Falsi Metodu 83

« n = 2: kiris p, ile p, arasindadir; bu adim Secant adimiyla aynidir ve p, = 0,736384139, f(p,) =
0,004517719 > 0 bulunur. f(p,) - f(p;) < 0 oldugundan yeni ikinci ug p, 'dir.

« n = 3: kiris p, ile p; arasindadir; yine Secant adimiyla aymdir. p; = 0,739058139, f(p3) =
0,000045177 > 0 olur. f(p3) - f(py) > 0 oldugundan ikinci ug p; olarak kalir.

+ n = 4: Kkiris p4 ile p; arasindadir. p, = 0,739084864, f(p,) = 0,000000451 > 0 olur; ikinci ug yine
p dir.

« n = b: kiris p, ile p; arasindadir. p; = 0,739085131 ve | f(p5) | ~ 0,45- 1078 < 1078 olur.

Tabloda her satirda kirigin iki ucu (p,,_; ve p;,), yeni yaklasim p,, ve hesabin ara degerleri yer alir:

n D1 D Pn f(p,) Pay Payda  Pay/Pay-
da

0,5000000000,377582562
1 0,7853981630,078291382
0,7853981630,5000000000,7363841390,0045177190,0223442170,4558739440,049014025
0,7363841390,7853981630,7390581390,0000451770,0002214320,0828091610,0026 74000
0,7390581390,7853981630,7390848640,0000004510,0000020940,0783365590,000026725

[ B L2 \V]

0,7390848640,7853981630,7390851310,0000000040,0000000210,0782918330,000000267

| f(ps) | < 1078 oldugundan
p ~ ps = 0,739085131

bulunur. m

Ik iki adim Secant metoduy%_a aynidir. p,’den itibaren yaklasimlarin hepsi kokiin sol yanina diiser
(f(p,,) > 0),buyiizden p, = 7 eu hi¢ degismez. Uzak bir uca bagh kalan kirig kéke daha yavas yaklasur:
p,’te Secant metodunun hatasi yaklagik 1,6 - 10~8 iken Regula Falsi’ninki yaklasik 2,7 - 10~7’dir. Ayni
durum asagidaki 6rnekte daha belirgindir.

Ornek 7.3 (Uciin Kiip Kokiine Regula Falsi ile Yaklasim). 23 — 3 = 0 denkleminin kékiine Regula
Falsi metodu ile [1, 2] araliginda yaklasimda bulununuz. {slemlerinizde yuvarlama yapmadan | f(p,,) | <
0,001 durma kriterini kullaniniz.

Coziim.

f(z) =23 —3,py =1, p; = 2alalm. f(p,) = —2 < 0ve f(p;) =5 > 0 oldugundan kék [1, 2] arali-
gindadir.

Kiip farki carpanlarina ayrilirsa

Fon—1) = f(or) = Pry = PR = (Pn1 — Pi) (Ph—1 + Pr1Pi + PR)
olur ve (2) bagintisinda p,,_; — p,, carpan: sadelesir:

Pi—l —3

5 5 n > 2.
Pn—1 t Pn_1Pr + Di

Pp =Pn-1—

Burada Pay = p3 |, — 3 ve Payda = p2_; + p,,_1py + pi olur. [lk adimda Pay = 5, Payda = 4 +
24+1="Tve

5
Py =2 = 1285714286, f(p,) = —0,874635569 < 0

bulunur. f(ps) - f(p;) < 0 oldugundan yeni ikinci u¢ p; = 2’dir. Sonraki her adimda da f(p,,) <0
c¢ikar; yani f(p,,) - f(p,_1) > 0 olur ve ikinci ug hep 2 olarak kalir.
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84 Boliim 7. Secant ve Regula Falsi Metodlar1

P2

po=1

(1,2]

[P 2]

[ps 2]
[P 2]

Sekil 7.4: y= x* - 3 i¢in Regula Falsi metodunun ilk ti¢ kirigi. Biitiin kirigler sag uctaki (2, 5) noktasindan
cikar ve x eksenini sirasiyla p, = 1,285714286, p, = 1,392059553, p, = 1,426733629'da keser; kok p =
1,442249570'tir. Alttaki cubuklar kokii iceren araliklardir: sol ug¢ koke yaklasirken sag ug hep 2'de kalir.

Hesaplarin tamamui tabloda:

n Pn-1 Pk Pn f(p,) Pay Payda  Pay/Pay-
da
0 1 —2
1 2 5
2 2 11,2857142860,874635569 5 70,714285714
3 1,285714286 21,3920595530,3024255140,8746355698,2244897960,106345268
4 1,392059553 21,4267336290,0957854720,3024255148,7219489070,0346 74075
5 1,426733629 21,4375093160,0294832640,0957854728,8890361050,010775687
6  1,437509316 21,4408066850,0089949640,0294832648,9414516650,003297369
7 1,440806685 21,4418108630,0027368120,0089949648,9575372720,001004178
8  1,441810863 21,4421162280,0008320160,0027368128,9624402960,000305365

| f(p;) | = 0,002736812 > 0,001 iken | f(pg) | = 0,000832016 < 0,001 oldugundan
P~ pg = 1,442116228

bulunur. Gercek kok /3 = 1,442249570’tir. Sag uc 2°de takili kaldig: icin hata her adimda yalmz
yaklasik 0,3 katina iner. m
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7.2 Regula Falsi Metodu 85

Dort Yontemin Karsilastirilmasi

cosz — z = 0 denklemini simdiye kadar dort yontemle ¢6zdiik; sonuglar: yan yana koyalim.

Ornek 7.4 (cos x - x = 0 I¢in Yontemlerin Karsilagtirilmasi). cosz — x = 0 denkleminin ¢6ziimiine
Sabit Nokta Iterasyonu (g(z) = cosz, p, = Z)’ Newton-Raphson, Secant ve Regula Falsi metodlariyla

yapilan yaklasimlari bir tabloda kargilagtiriniz.
Cozim.
Sabit Nokta Iterasyonu i¢in g(x) = cosz alalim; cosz = z olmast f(z) = cosz —z = 0 olmastyla

aymdir. g, [0,1] tizerinde azalandir ve degerleri [cos 1, 1] = [0,540302306; 1] araligindadir; yani g,
[0, 1)1 kendi i¢ine gotiiriir. Ayrica her € [0, 1] i¢in

| ¢'(x) | =|sinz | <sinl=0,841470985 < 1

olur. Sabit Nokta Teoremi (Teorem 5.2) geregi p, = % € [0,1]’den baslayan p,, = cosp,,_; dizisi koke
yakinsar. ilk terimler p; = cos% = 0,707106781, p, = cosp; = 0,760244597, ... bigiminde hesapla-

nir.
Newton-Raphson siitunu Ornek 6.1, Secant siitunu Ornek 7.1 ve Regula Falsi siitunu Ornek 7.2
orneklerinden almustir. Her siitun o yontemin p,, yaklasimlaridir. Her yéntemin son satirinda p =
0,739085133... kokiiniin basamaklariyla cakisan basamaklar kalin yazilmigtir:

n Sabit Nokta Newton-Raph- Secant Regula Falsi
son
0 0,785398163 0,785398163 0,500000000 0,500000000

1

0,707106781
0,760244597
0,724667481

0,739536134
0,739085178
0,739085133

0,748719886  0,739085133

0,785398163
0,736384139
0,739058139
0,739085149

0,785398163
0,736384139
0,739058139
0,739084864

0,739085133
0,739085133

0,739085131

2
3
4
5 0,732560845
6 0,743464211
7

0,736128257

Hatalarin n’ye gore diisiisii yontemler arasindaki farki agikca gosterir. Sabit Nokta Iterasyonunda hata
her adimda yaklagik 0,67 katina iner; yedi adim sonra bile yalniz iki basamak dogrudur. Newton-
Raphson’da dogru basamak sayisi her adimda kabaca ikiye katlanir. Secant’ta da hizla artar ama
Newton-Raphson’daki kadar hizli degil. Regula Falsi ilk adimlarda Secant ile ayni gider, sonra sabit
kalan u¢ yiiziinden yavaslar.
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0 1 2 3 4 5 6 7
—@— Sabit Nokta —— Newton-Raphson
—A— Secant —O— Regula Falsi

Sekil 7.5: cos x — x = 0 denkleminde dort yontemin |p, — p| hatalari, logaritmik dikey eksende (p =

0,7390851332). Sabit Nokta Iterasyonunun hatasi her adimda ayni oranda azalir ve noktalar bir dogru

boyunca iner. Newton-Raphson ve Secant'in egrileri giderek diklesir; asag1 oklar, eksenin altinda kalan
sonraki hatalar1 gosterir. Secant ile Regula Falsi n = 3'e kadar cakisir, sonra Regula Falsi yavaslar.

K&k bulma yontemlerini secerken iki sey tartilir: hiz ve giivence. Ikiye bolme ve Regula Falsi kokii
bir aralikta tutar, Newton-Raphson ve Secant tutmaz. Newton-Raphson en hizlisidir ama tiirev ister.
Secant tiirevsiz olarak ona yakin bir hiz saglar. m

Alistirmalar

Asagidaki sorularda boliimdeki iki yontemi, paydadaki fonksiyon degerleri farkini ¢arpanlarina ayirarak
sadelestirilmig bagintilarla uyguluyoruz.
Alistirma 7.1 (Ikinin Karekokiine Secant ile Yaklasim). 22 — 2 = 0 denkleminin ¢éziimiine Secant

metodu ile yaklasimda bulununuz. p, = 1 ve p; = 1,5 aliniz. Islemlerinizde yuvarlama yapmadan | p,, —
Pp_1 | < 1075 durma kriterini kullaniniz.

Coziim.
f(z) = 2% —2,p, =1, p; = 1,5 olsun. ki kare farkindan

f(pn—l) - f(pn—2) = (pn—l 7pn—2)(pn—1 +pn—2)
oldugundan (1) bagmtisinda p,,_; — p,,_o sadelesir:

Pi—l —2

, n > 2.
Pn +pn72

Pp =Pn-1—

Pay = p2_; — 2 ve Payda=p,_; +p,_, alahm. {lk adimda Pay = 2,25 — 2 = 0,25, Payda = 2,5
ve py = 1,5 — 0,1 = 1,4 olur. Ikinci adimda Pay = 1,96 — 2 = —0,04, Payda = 2,9 ve
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0,04
Py =14+ 5o = 1413793103

)

bulunur. Sonraki adimlar tabloda:

n Dy Pay Payda Pay/Payda | p, —p,_1 |
1

1 1,5 0,5

2 1,4 0,25 2,5 0,1 0,1

3 1,413793103 —0,04 2,9 —0,013793103  0,013793103

4 1,414215686 —0,001189061  2,813793103 —0,000422583  0,000422583

) 1,414213562  0,000006007  2,828008790  0,000002124  0,000002124

| py — p3 | = 0,000422583 > 1075 iken | p5 — p, | = 0,000002124 < 10~° oldugundan
p~ ps = 1,414213562

bulunur; bu, v/2’nin dokuz ondalik basamagiyla aynidir. m

Alistirma 7.2 (Besin Dordiincii Dereceden Kokiine Secant ile Yaklagim). z* — 5 = 0 denkleminin
¢dzliimiine Secant metodu ile yaklasimda bulununuz. p, = 1 ve p; = 2 baslangic degerlerini aliniz. Islem-
lerinizde yuvarlama yapmadan | p,, — p,,_; | < 10~% durma kriterini kullaniniz.

Cozim.
f(z) = 2* —5,p, = 1, p; = 2 olsun. Iki kare farkin iki kez kullanirsak

Ph—DPno=Pp1—Pn2)Pp1+Pn2)PE 1 +P5 )

olur ve (1) bagintis1 sadelegir:

Pi—l —5
Pr1+Pn o) P2y +D2_,)

pn:pnfl_( n 2.

Pay kesrin pay1, Payda kesrin paydasidir. Ilk adimda Pay = 16 — 5 = 11, Payda = 3 -5 = 15 ve

11
Py =2— = 1,266666667

olur. Ikinci adimda

Pay = pj — 5 = —2,425758025,
Payda = (p, + p,)(p3 + p}) = 18,307851852

bulunur. Biitiin adimlar:

n Dr Pay Payda Pay/Payda | p,, —p,_1 |
1

1 2 1

2 1,266666667 11 15 0,733333333  0,733333333

3 1,399164900 —2,425758025 18,307851852 —0,132498233  0,132498233

4 1,622117796 —1,167557861  9,495976915 —0,122952896  0,122952896
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n Dr, Pay Payda Pay/Payda | p,, —p,_1 |
5 1,492666490  0,367759560 12,487037493  0,029451306  0,029451306
6 1,495277716 —0,035778714 13,701880542 —0,002611227  0,002611227
7 1,495348973 —0,000950409 13,337910137 —0,000071256  0,000071256

Dy Ve pg kokiin solunda kalirken p, kokiin sagina, [p,, p5| araligimimn digina diiser; Secant metodu
kokil bir aralikta tutmaz. | ps — ps | = 0,002611227 > 104 iken | p, — pg | = 0,000071256 < 104
oldugundan

p =~ p; = 1,495348973

bulunur. Gercek deger v/5 = 1,495348781’dir. m

Alistirma 7.3 (Onun Karekokiine Regula Falsi ile Yaklasim). 22 — 10 = 0 denkleminin ¢6ziimiine
Regula Falsi metodu ile [3,4] araliginda yaklasimda bulununuz. Islemlerinizde yuvarlama yapmadan
| Dy — Pp_1 | < 1073 durma kriterini kullaniniz.

Cozim.
f(z) =2%—10,p, = 3, p, = 4 alalm. f(3) = —1 < 0 ve f(4) = 6 > 0 oldugundan kék [3, 4] arali-
gindadir. Tki kare farkindan

f®n-1) = F(Pr) = (Pt — P) Pr—1 + 1)
oldugundan (2) bagntis

pifl —10
Pn—1 +pk7

S
\%
)

Ppn =Pp_1—

bicimine sadelesir; Pay = p2_; — 10, Payda = p,,_; + pj, olur.
[lk adimda p,,_; =4, p, = 3 ve
6 22
py=4— F= = 3,142857143, f(py) = —0,122448980 < 0

bulunur. f(py) - f(p;) < 0 oldugundan yeni ikinci ug p; = 4’tiir. Ikinci adimda

22 —6/49 22 3 553
Ps= o 7t Y

olur ve f(p3) = —0,0144 < 0 cikar; ikinci ug yine 4’tiir. Sonraki adimlarda da f(p,,) < 0 kalir:

n Pn1 D pn fpy) Pay  Payda Pay/ | p,—
Payda Dp1 |
0 3 ~1
1 4 6 1
2 4 R142857143122448980 6 (T,857142857,857142857
3 3,142857143 4 3,16  —0,0143,12244898014285714R017142857,017142857
4 3,16 3162011+18001685341 —0,0144 7:16,002011178002011173
5 3,162011173 2,162246490,000197 +3T,001685347,162011 780002353 1(7,000235317

| py — ps | = 0,002011173 > 103 iken | p; — p, | = 0,000235317 < 10~3 oldugundan
p~ ps = 3,162246490
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bulunur. Gergek deger v/10 = 3,162277660’twr; | p,, — p,,_1 | kii¢iik olsa da sag u¢ 4’te sabit kaldig:
icin hata hala yaklasik 3 - 10~ tir. m

Kok bulma yontemlerini burada tamamliyoruz. Siradaki kisimda bir fonksiyonu, verilen noktalardan
gecen bir polinomla temsil etmeyi 6grenecegiz: Lagrange Interpolasyonu.
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8.1

8. Lagrange Interpolasyonu

Simdiye kadar elimizdeki fonksiyonun formiiliinii biliyorduk. Uygulamada ise ¢ogu zaman yalmz bir tablo
vardir: birkag¢ z;, noktasi ve fonksiyonun bu noktalardaki degerleri. Tabloda olmayan bir noktadaki degeri
tahmin etmek ya da karmasik bir fonksiyonu tiirevi ve integrali kolay hesaplanan daha basit bir fonksi-
yonla degistirmek icin verilen noktalardan gegen bir polinom kurariz. Bu béliimde boyle bir polinomun
her zaman var ve tek oldugunu gorecek, onu Lagrange’in formiliiyle yazacak ve yaptig1 hatay: 6lcecegiz.
Lagrange interpolasyon formiilii Lagrange’in 1795 tarihli derslerinde geger; Edward Waring ayni formiilii
1779'da yayimlamisti. Polinomlarin her stirekli fonksiyona istenildigi kadar yaklasabildigini soyleyen
Weierstrass teoremi 1885 tarihlidir; agsagida verecegimiz Bernstein polinomlariyla ispat 1912'dendir.

Interpolasyon ve polinomsal yaklasimlar

Once “yaklagim polinomu” ile neyi kastettigimizi ve neden 6zellikle polinomlar: sectigimizi netlegtirelim.

Tanim 8.1 (Interpolasyon polinomu). Verilen bir f(z) fonksiyonunun, 6zellikleri bilinen daha basit
bir P(z) polinomuyla gdsterilmesine ya da onun yerine kullanilmasina interpolasyon denir. Verilen
farkli z, 2, ..., x,, noktalarinda P(z;,) = f(z) (k = 0,1, ..., n) kosulunu saglayan P polinomuna f’nin
bu noktalardaki interpolasyon polinomu denir. Bir aralikta f(x) — P(z) fark: kii¢iik olan bir P poli-
nomuna ise f’nin bir yaklagim polinomu denir.

Yani interpolasyon polinomu f ile verilen noktalarda tam olarak ¢akisir; iyi bir interpolasyon polino-
mundan ayrica aralik boyunca f’den az sapmasini, yani iyi bir yaklagim polinomu olmasini da bekleriz.

Tanim 8.2 (Cebirsel polinom). 7 negatif olmayan bir tam say1 ve ag, aq, ..., a,, reel sabitler olmak
uzere

P, (z)=a,z" +a, 12" 1 + ...+ a.z +q,

bicimindeki reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlara cebirsel polinom denir.

Yani cebirsel polinom, z’in kuvvetlerinin sabit katsayili sonlu bir toplamidir.

Cebirsel polinomlar fonksiyonlarin en kullanigli ve en iyi bilinen sinifidir. Birinci nedeni, tiirevlerinin
ve belirsiz integrallerinin hem kolay hesaplanmasi hem de yine polinom olmasidir. fkinci ve daha derin
nedeni, siirekli fonksiyonlara diizgiin olarak yaklasabilmeleridir. Bunu sdyleyen Weierstrass Yaklagim
Teoremini ispatlamak i¢in 6nce bir 6zdeglige ihtiyacimiz var.

Lemma 8.1 (Bernstein agirliklarinin 6zdeslikleri). n > 1 bir tam sayi olsun ve k = 0,1, ..., n icin
by i) = () )a* (1 — o)

diyelim. Bu durumda her x icin

(i) bogp(@) =1, () D kb,(e) = nz,
k=0 k=0

O k\? z(1—x)

iii x——| b,i(x)=

i) 32 (1) buate) = 7

esitlikleri gecerlidir.

ispat.
(i) Binom teoreminden
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8.1 Interpolasyon ve polinomsal yaklasimlar 91

i( ) (1—2)" k=($+(17$))"=1.

k=0

(i) k > Licink(}) =n(}"]) oldugundan (k = O terimi sifirdir)

kb, (z) = n:czn:(: : i)xkﬂ(l — gk

k=0 k=1

bulunur; son adimda j = k — 1 dedik ve (i)yin — 1 i¢in kullandik.
(iii) Once Y k(k — 1) b, ,(z) = n(n — 1)a? oldugunu gorelim. n = 1 ise iki taraf da sifirdir. n > 2 ise
k> 2icink(k—1)(}) =n(n—1)(}73) oldugundan, (ii)‘deki gibi

> k(k—1)b, 4(z) =n(n— )z angj ) =n(n—1)z2

k=0

Buradan ve (ii) den ) k®b,, ;.(x) = n(n — 1)z* + nzx ¢ikar. Kareyi acip (i), (i) ve bu esitligi kullanirsak

n k 2 n 2 n
> (%) buse) =273 buse) = 23 kb )
k=0 k=0 k=0

1
+ﬁ k2bn,k<$)

-
2
9 (n—1)z% + nx
=z —2z° + 2
2
1—
——x2+x2——+£=m( 2)
n n

elde edilir m

Yani b,, () sayilary, [0, 1]'deki her z i¢in toplami 1 olan negatif olmayan agirliklardir ve bu agirliklar
k/n noktalarini x’in ¢evresinde toplar: x’ten uzak k/n’lerin toplam agirligi n bitytidiikge kiigiiliir.

Teorem 8.1 (Weierstrass Yaklagim Teoremi). f fonksiyonu [a,b] kapal aralifinda tanimli ve siirekli
olsun. Bu durumda her € > 0 sayis icin, her x € [a, b] noktasinda

| f(2) = P(z) | <e

esitsizligini saglayan bir P(x) polinomu vardur.
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92 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

—— s e

———— e ——— —

Sekil 8.1: f grafiginin cevresinde, y = f(x) - ¢ ile y = f(x) + ¢ kesikli egrileri arasindaki serit. Teorem, [a, b]
araliginin tamaminda bu seridin icinde kalan bir P polinomu bulundugunu séyler.

ispat.
Adim 1: (0, 1] araligina indirgeme. g(t) = f ( a +t(b— a) ) fonksiyonu [0, 1] 'de sireklidir. Hert €
[0,1] icin | g(t) — Q(¢) | < € saglayan bir Q polinomu bulursak

P =Q(5=,)

de bir polinomdur ve x € [a,b] igint = =2 € [0, 1] oldugundan | f(x) — P(x) | =] g(t) — Q(t) | <e
olur. Demek ki teoremi [0, 1] de siirekli g icin ispatlamak yeter.
Adim 2: Bernstein polinomu. Her n > 1 icin Bernstein agirliklariyla (Lemma 8.1)

polinomunu tanimlayalim. Bu, derecesi en fazla n olan bir polinomdur. Yeterince biiyiik n igin | g(z) —
B, g(z) | < € oldugunu gosterecegiz.

Adum 3: Iki sabit. | g | fonksiyonu [0, 1] kapali araliginda siirekli oldugundan en biiyiik degerini alir
(Teorem 1.5); M = maxyc( 1| g(t) | diyelim. Ayrica kapali ve sinirly bir aralikta sirekli olan g orada
diizgiin siireklidir (bkz. Analiz 1): 6yle bir § > 0 vardir ki t,s € [0,1] ve | t —s | < § iken | g(t) —
g(s) | < § olur.

Adum 4: Hatay ikiye ayirma. z € [0, 1] olsun. Lemma 8.1 (i) geregi g(z) = 3, 9(x) by, ,(x) yazabi-
liriz; b,, 1 (z) > 0 oldugundan

| 9(z) — B,g(z) | =

n

> lot0) a3 ) pusto

aor-of2)

T — §| < 6 olan K’lar (A toplami) ve ’117 — %‘ > § olan k’lar (B toplami) diye

)_
g(x) —g

IN

bn k(x)

)

k=0

olur. Sagdaki toplami,
ikiye ayiralim.
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8.1 Interpolasyon ve polinomsal yaklagimlar 93

A toplamindaki her terimde ‘g(m) — g(%)‘ < § oldugundan, agirliklarin toplami en fazla 1 oldugu icin
A< % bulunur. ,

B toplamindaki her terimde ‘g(:c) — g(%)‘ < 2M ve (m_g") > 17dir. Bu simirlari koyup toplami negatif
olmayan terimler ekleyerek biitiin k’lara genisletirsek

k:/n) 2M z(1—=x)
B<Z2M b i(@) = 5 - =—
2M 1 M
<= . - -
~ 02 4n 2nd?

olur. Burada lemmanin (lll) esitligini (Lemma 8. 1) ve[0,1]dex(l —z) < e§1tszzllgmz kullandik.
Adim 5: Sonug. n > 62 segilirse B < 5 62 < § olur. Bun yalmz M, § ves ‘a baghdir, x’e bagh degildir.
Béylece her z € [0, 1] icin

| 9(@) = Bygla) | SA+B< - +-=¢

bulunur. Q = B,,g alip Adim 1'i uygulamak ispat1 bitirir. B

Yani kapali bir aralikta stirekli her fonksiyon, araligin tamaminda ayni anda istenildigi kadar yakin bir
polinomla degistirilebilir. Teorem bdyle bir polinomun varligini garanti eder; pratikte hangi polinomun
secilecegi ise bu bolimiin ve sonrakinin konusudur.

Polinomla yaklagim deyince akla ilk gelen, On Bilgiler ve Taylor Teoremi béliimiinde kullandigimiz
Taylor polinomlaridir (Teorem 1.9). Ancak Taylor polinomu, civarinda calistigimiz z, noktasinda tam, bu
noktanin civarinda iyi, z,’dan uzaklastikca ise kotii bir yaklagim verir. Asagidaki 6rnek bunu sayilarla
gosterir.

y= Pz(x)

Sekil 8.2: e*(kalin) ve x, = 0 civarindaki P,, P, ..., Ps Taylor polinomlari, [-1, 3] aralifinda. 0 civarinda
biitiin egriler e*ile neredeyse ¢akisir; x = 3'te ise P5(3) = 18,4 bile €* ~ 20,086 degerinden belirgin bicimde
uzaktir.

Ornek 8.1 (e iizeri x’in Taylor polinomlar1). f(z)=e® fonksiyonunun z, =0 civarindaki
Ry, P, ..., B, Taylor polinomlarini yaziniz ve z = 0,1; 0,5; 1; 2 noktalarinda yaptiklar1 hatay: karsilasti-
rniz.
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Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

Cozim.
Her k icin f*)(z) = e ve f*)(0) = 1 oldugundan Taylor polinomlar1 sunlardur:

2
R()=1, P =1+z, Bl =1+z+=,

2
.'172 .'173
P(z) =1 el
3($) +z+ 9 6,
.'Ez .'E3 .'L'4
P, =1 — 4 — 4+ —.
>, () —|—:v~|—2—|-6—|-24

e? — P, (x) hatalarini yedi basamaga yuvarlayarak hesaplarsak su tablo ¢ikar:

x e’ e*—PF(z) e —RBx) -k e’ — Fy(z)
0,1 1,1051709 0,0051709 0,0001709 0,0000043 0,0000001
0,5 1,6487213 0,1487213 0,0237213 0,0028879 0,0002838

1 2,7182818 0,7182818 0,2182818 0,0516152 0,0099485

2 7,3890561 4,3890561 2,3890561 1,0557228 0,3890561

Her satirda mertebe arttik¢a hata azalir, ama her siitunda z, z, = 0’dan uzaklastik¢a hata hizla biiytir.
z = 0,1’de P, bile dort anlamli basamaga kadar dogruyken x = 2’de P, tin hatas1 0,39’dur.

Pl

hata ~ 1,056

Sekil 8.3: e* (kalin) ve x, = 0 civarindaki P,, P;, P,, P; Taylor polinomlar1. Egriler (0, 1) noktasinda
birbirine deger ve 0 civarinda iist iiste biner, uclara dogru acilarak ayrilir. x = 2'de € ~ 7,389 ile P3(2) »
6,333 arasindaki fark yaklagik 1,056'dir.

Yani iyi bir interpolasyon polinomu tek bir noktanin civarinda degil, biitiin aralik boyunca dengeli bir
yaklagim saglamalidir; Taylor polinomlar: bu konuda bekleneni veremez. Niimerik analizde Taylor poli-
nomlar1 daha ¢ok niimerik teknikleri gelistirmek ve hata tahmini yapmak i¢in kullanilir. Aralik boyunca
yaklasim icin fonksiyonla birden ¢ok noktada ¢akisan polinomlara yoneliriz.
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8.1 Interpolasyon ve polinomsal yaklagimlar 95

Lagrange interpolasyon polinomlari

Bir f fonksiyonuna polinomla yaklagsmanin iki faydasi vardir: karmasik bir fonksiyon yerine tiirevi ve
integrali kolay hesaplanan bir fonksiyonla ¢alismak ve degerleri bir tablo halinde verilmis bir fonksiyonun
tabloda olmayan degerlerini hesaplamak. Iki noktadan gecen dogruyla baslayip bunu n -+ 1 noktaya
genellestirecegiz.

Lineer interpolasyon

x, ve zq farkl iki nokta, f(zy) = y, ve f(x;) = y; de f’nin bu noktalardaki degerleri olsun. Amacimiz
bu iki noktada f ile ayni degeri alan bir polinom bulmaktir. Su lineer polinomu géz 6niine alalim:
T —x; T —

P(z) = 1
(z) $0—$1y0+$1—$0y1 (1)

x = x, konursa birinci kesir 1, ikinci kesir 0 olur ve P(z,) = y, bulunur; benzer sekilde P(z;) = y, dir.
Su hélde P, x, ve x; noktalarinda f ile ayn: degerleri alir.

Tamim 8.3 (Lineer Lagrange interpolasyon polinomu). (1)‘deki P(z) polinomuna (z,y,) ve
(z1,y,) noktalarndan gegen, derecesi en fazla bir olan lineer Lagrange interpolasyon polinomu
denir.

T —x

Lo@) = =5 L@ =S

T — T,

denirse bu polinom
P(z) = f(zo)Lo(z) + f(z1) Ly (2)
biciminde yazilir ve Ly(z,) = 1, Ly(z,) =0, Ly (xg) = 0, Ly (z,) = D'dir.
Yani lineer Lagrange polinomu, iki noktadan gecen dogrunun 6zel bir yazilisidir: Ly ve L; diigiimlerin

birinde 1, 6tekinde 0 olan “anahtar” fonksiyonlardir ve P, f degerlerinin bu anahtarlarla agirlikli topla-
mudir. Béyle bir dogrunun tek oldugu, asagidaki teoremin (Teorem 8.2) n = 1 halidir.

y=P(x)

(e, flxy)

y=fl)

Sekil 8.4: y = flx) egrisi ve (xo, (%)), (%1, flx1)) noktalarindan gecen y = P(x) dogrusu. P, iki dugimde file
ayni degeri alir; digiimlerin arasinda ve disinda fden ayrilir.
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96 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

Ornek 8.2 (Iki noktadan gecen dogru). Diizlemde (2,4) ve (5, 1) noktalarindan gecen lineer Lagrange
interpolasyon polinomunu belirleyiniz.

Cozim.
Ty =2,yYy =4, z; =5, y; =1 alalim. Katsay1 polinomlar1
T 5 _ 1 xr—2 1

Lylw) =7 =—3(c=5), L()=3—=5(—2)

olur. Buradan

P(z) = Lo(x) yo + Ly (z) y; :—%(Z—5)-4+%(w—2)-1

B —4x+20—|—x—2_ —3x+ 18
N 3 N 3

=—x+6

bulunur. Gergekten de P(2) = —24+6=4ve P(5) = -5+ 6 =1'dir. m

8.2.2 Genel durum

Simdi (xg, f(2q)), (1, f(21)), ey (2, f(z,,)) gibin + 1 farkli noktadan gecen ve derecesi en fazla n olan
bir polinom kuralim. Lineer durumdaki fikri izleyerek her k = 0,1, ...,n i¢in L, (z;) = 1 ve i # k i¢in
L, (z;) = 0 olan bir L;, fonksiyonu ariyoruz.

i # k olan her z,’de sifir olmasi i¢in L; nin pay1

(@ =) (2 — 21)(2 = 2p) (& — Tpyr) (2 — )

carpimuini igermelidir; bu ¢arpimda yalniz (z — ;) carpani eksiktir. L, (z;,) = 1 olmast i¢in de pay1, x =
x;, deki degerine, yani

(T — @) (T — 1) (T, — Tp1) (T — Tpg1) (T — T,)

sayisina bolmeliyiz. Noktalar farkli oldugundan bu say1 sifir degildir.

Tanim 8.4 (Lagrange katsayi polinomlar1). z,,z,...,z,, birbirinden farkli n + 1 nokta olsun. k =

0,1,...,nicin
_ (x —xp)(x—2p_y) (7 — $k+1)"'($ —z,)
Ly(z) =
(xk - ffo)"'(xk - xk—1)(37k - xk+1)"'(5% - xn)
o, (2)
B i—0 Tk — Ty
itk

polinomlarina Lagrange katsay1 polinomlar1 denir.

Yani L, n tane lineer ¢arpanin bir sabite bélimidiir; tam olarak n. dereceden bir polinomdur, z;’de 1

ve oteki biitiin diigiimlerde 0 degerini alir. n = 1 igin (2), lineer durumdaki Ly(z) = ;(;le ve Ly(z) =
;11200 polinomlarini verir.

Teorem 8.2 (Lagrange interpolasyon polinomu). z,,z,...,z,, birbirinden farklin + 1 nokta ve f bu
noktalardaki degerleri bilinen bir fonksiyon olsun. Bu durumda derecesi en fazla n olan ve

P(z) = f(xy), k=0,1,...,n
esitliklerinin hepsini saglayan tek bir P polinomu vardwr. Bu polinom, (2)‘deki L, larla
Pz) = f(zo)Lo(x) + f(21) Ly (2) + . + f(2,) Ly (2)

=3 Fod) Lule) )
k=0
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8.2 Lagrange interpolasyon polinomlar: 97

bicimindedir ve n. dereceden Lagrange interpolasyon polinomu olarak adlandirilir.

ispat.

Varlik. Her L;. n. dereceden bir polinom oldugundan (3) ‘teki P, derecesi en fazla n olan bir polinomdur.
Bir z; dugiimiinde L;(x;) = 1 vek # j icin Ly(x;) = 0 oldugundan toplamdaki terimlerden yalniz k =
J terimi kalwr:

Plz;) = Zf(mk)Lk(x]) = f(z;) - 1= f(z), j=0,1,..,n.

k=0

Teklik. Q, derecesi en fazlan olan ve her k icin Q(z,,) = f(x},) saglayan bir baska polinom olsun. D =
P — Q farkimin derecesi en fazla n’dir ve xy,x, ...,x,, gibi n+ 1 farkhi kokii vardir. Sifirdan farkl,
derecesi en fazla n olan bir polinomun en fazla n kokii olabileceginden D sifir polinomudur, yani Q) =
Pdir m

Yani n + 1 farkli noktadan gecen ve derecesi en fazla n olan polinom bir tanedir ve Lagrange formiili
onu dogrudan yazar. Adinda “n. dereceden” gecse de polinomun derecesi n’den kiigiik ¢ikabilir; agagidaki
ornekte (Ornek 8.5) n = 2 i¢in P(x) = x bulunacak.

© Lagrange interpolasyon polinomu ii¢c adimda

1. Herk =0,1,...,nicin L, (x)’i (2) ile yazin: payinda (z — z;,) disindaki biitiin (z — z;) ¢arpanlari,
paydasinda ayni ¢arpanlarin z = z,,’deki degerleri durur.

2. P(z) = ZZ:O f(z1) L (z) toplamini kurun ve gerekiyorsa agip sadelestirin.

3. Denetleyin: her digiimde P(z;,) = f(z;) olmalidir. Bir noktada yaklagik deger isteniyorsa P’yi o
noktada hesaplayn.

Ornek 8.3 (Ters fonksiyon i¢in ikinci dereceden polinom). =, = 2,2, = 2,75 ve T, = 4 noktalarini
kullanarak f(x) = % fonksiyonu ic¢in ikinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomunu yaziniz.

Cozim.
Adim 1. Paydalar

15
(2,75 —2)(2,75 — 4) = —0,9375 = —,

(4—2)(4—275) =25

oldugundan
Lo(o) = Gy rel 1) = 3@~ 2T =)
_ (@—2)(z—4) _ 16
L) = (2,75—2)(2,75—4) e 24,
Ly(z) = ((Z — ;;Ei_;;;) = ;(x —2)(z —2,75)
bulunur.
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98 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

0,5

-0,5

Xy =2 x; =275 x, =4

Sekil 8.5: x, = 2, x, = 2,75, x, = 4 dugumleri i¢in L,, L,, L, Lagrange katsay1 polinomlar1. Her L; kendi
diigiimiinde 1, 6teki iki digiimde 0 degerini alir.

Adim 2. Fonksiyon degerleri f(2) = 3, f(2,75) = 4= = £ ve f(4) = L ’tiir. Buna gére

Carpimlar: agalim:

(x —2,75)(x — 4) = 2% — 6,75z + 11,
(x —2)(z —4) = 2% — 62 + 8,
(x —2)(x —2,75) = 2 — 4,752 + 5,5.

Boylece t¢ terim

1 1. 9 11
5(562 — 6,751‘ + 11) = §LE2 — Z.’L‘ + E,
64, 64 128 512
D (2 —br 4 8) = — g2 oy 22
TR A T T A T
1, 1 19 11
_ —4 = g2 _ = _
10l — 475z +55) = 57" — 5T+ o5

olur. Katsayilar1 toplarsak

, 1 64 1 110-128+33 1

Y3716 10 330 22
9 128 19 —2970+3072—627 35
1T w0 1320 TR
11 512 11 2420 — 2048 + 363 _ 49

'3 16 20 660 T 44
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8.2 Lagrange interpolasyon polinomlar: 99

ve

35 49

=% Tt u

bulunur.
Adim 3. Denetleyelim:

P(2) = 16—-70+98 44 1
B 88 88 2
30,25 —96,25+98 32 4
P(2,75) = % =% =11
P(4)_64—140+98_22_ 1
- 88 T 88 4

Ug diigiimde de P(z}) = f(z},) saglanir. m

Ornek 8.4 (Ters fonksiyonun 3 noktasindaki yaklasik degeri). z, = 2, r; = 2,75, T, = 4 nokta-

lartyla f(z) = L icin bulunan P(z) = 552% — 332 + 23 polinomunu (Ornek 8.3) kullanarak f(3) = 3
degerine bir yaklasimda bulununuz.

Coziim.
Polinomu x = 3’te hesaplayalim:

_37@+§_36—105+98_29
T 22 88 44 88 N

f(3) =~ P(3) ~ 0,32955.

o Q0

Ayni sonug, polinomu a¢madan dogrudan (3)‘ten de cikar: Ly(3) =
—1(1)(—1) = 12, Ly(3) = 2(1)(0,25) = 75 ve

1 1 4 16 1 1 —110+512+33 29
P(3)——(——>+ﬁ'ﬁ 1 = =

(0,25)(=1) = =5, Ly(3) =

2\ 6 10 1320 88’
Gergek degerle fark ’% — % = ﬁ ~ 0,00379’dur. m
Ornek 8.5 (Siniis icin ikinci dereceden polinom). z, = —1, z; = 0, 7, = 1 noktalarinda f(z) =

sin(%E) fonksiyonunun grafigini kesen ikinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomunu yaziniz.

Cozim.
f(=1) =sin(—=%) = —1, f(0) =sin0 = 0 ve f(1) = sin 5 = 1 oldugundan (—1,—1), (0,0) ve (1,1)

noktalarindan gecen polinomu arryoruz. Katsay: polinomlar:

(r—0)(z—1)  z(x—1)

@+ D(=—-1) 221
L@ =Go-ny - = ! -
(z+1)(z—0) (z+1z
L@ =amazey - =2 - (2% +2)

olur. Buradan

1 1
P(:c):(—l)-§(x2—x)—|—0-(1—x2)—|—1~§(x2—|—:1:)
_ ! 2+1 +1 2+1 =

bulunur. U¢ nokta ayni dogru iizerinde oldugundan, derecesi en fazla 2 olan tek interpolasyon polinomu
bu dogrudur. m
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Hata terimi

Lagrange polinomu digiimlerde f ile cakisir; digiimler arasinda ise bir hata yapar. Asagidaki teorem bu
hatay1, Taylor teoremindeki kalan terime ¢ok benzeyen bir bicimde verir.

Teorem 8.3 (Lagrange interpolasyonunun hata terimi). z,,z,...,z, noktalar [a,b] aralifinda
birbirinden farkli n + 1 nokta ve f € C™"'[a,b] olsun. P(z), bu noktalardaki interpolasyon polinomu
(Teorem 8.2) olmak iizere her x € [a, b] igin

Fr(E(x)

(@) = Pla) +

(z —zo)(z — 21)(2 — ) (4)

esitligini saglayan bir £(z) € (a,b) sayisi vardr.

Ispat.

x bir diigiimse. Bir k icin x = x,;, ise f(x),) = P(z;,) ve (x — z,) = 0 oldugundan (4)%in iki tarafi
esittir; £(x,,) olarak (a, b) deki herhangi bir say: alinabilir.

x bir dugiim degilse. ©’i sabitleyelim ve t € [a, b] i¢in

t—x;

g(t) = f(t) = P(t) = [f(z) = P(@)] ][] —
ST

fonksiyonunu tanimlayalim. Her i icin x # x, oldugundan paydalar sifirdan farkhdwr. f € C"*1[a,b], P

bir polinom ve ¢arpim t’nin bir polinomu oldugundan g € C™*[a, b] dir.

t = x;, konursa f(z;) — P(x;,) = 0 ve ¢carpymdaki (x,, — x},) ¢arpani sifir oldugundan g(z;) = 0 olur.

t = x konursa ¢arpimin her ¢carpani 1 olur ve
9(z) = f(x) — P(z) — [f(z) = P(z)] - 1 =0

bulunur. Boylece g, ©,xy, Ty, ..., %, gibi [a,b]’deki n + 2 farkli noktada sifirdwr. Genellestirilmis Rolle
Teoremine (Teorem 1.6) gore "1 (¢(x)) = 0 olacak sekilde bir £(x) € (a,b) vardwr.

g’nin (n + 1). tirevini hesaplayalim. P’nin derecesi en fazlan oldugundan P"*Y) = 0°dwr. Carpim, (n +
1). dereceden bir polinomdur:

H Ti - t"*1 4+ (daha kiiciik dereceli terimler).
i=0 Tr—T; Hi:O(w - xl)

t"*Lin (n 4 1). tiirevi (n + 1)\, daha kiigiik dereceli terimlerinki sifir oldugundan

artt Lt (n+1)!

dtrtt sz —z; [ (¢ —x;)

olur. Bunlar1 g""*V) (£(z)) = 0 esitliginde yerine koyarsak
0= fr*(€(2)) — 0~ [f(z) — P(z)]

bulunur. Buradan f(z) cekilirse

elde edilir; bu (4) ‘tiir. m

Yani Lagrange interpolasyon polinomunun hata terimi

fr (E(x))

(n+1)! (@ —2o)(z —a1)(z —2,),  £(2) € (a,b)
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8.3 Hata terimi 101

bicimindedir. Taylor kalaninda (x — z,)"! kuvveti, burada ise biitiin diigiimlere olan uzakliklarin
carpimi vardir; hata diigiimlerde sifirdir ve diigiimlerden uzaklastik¢a biiyiiyebilir. £(z) bilinmediginden
formiil hatay1 tam olarak vermez, ama hata igin bir {ist simir bulmay saglar.

Sonug 8.1 (Lagrange interpolasyonunda hata sinir1). Hata teoremindeki (Teorem 8.3) kosullar altinda
hert € [a,b] icin | f**V(t) | < M ise her z € [a, b] icin

M
(n+1)!

| f(z) = P(z) [ <

| (z—zo)(z —31) (2 —2,) |
olur.

ispat.
@‘te| f*V(&(x)) | < M kullamb, cinkii £(z) € (a,b) dir. m

© Hata smir1 ¢ adimda

1. f("+10f hesaplaym ve [a,b]’de | £V (t) | < M olacak bir M bulun.

2. | (x—zp)(x—2q) (T — :L'n) | carpiminin [a, b]’deki en biiyiik degerini bulun: tiirevle ya da
digumler esit aralikliysa % smurtyla (Alistirma 8.5).
3. Sonug 8.1 geregi hata en fazla (nTMl)' ile bu en biiyiik degerin ¢arpimdir.

Ornek 8.6 (Siniis yaklagiminin hata simir1). 2, = —1, z; = 0, 2, = 1 noktalarinda f(z) = sin(%%)
fonksiyonunun grafigini kesen, derecesi en fazla 2 olan Lagrange interpolasyon polinomuyla (Ornek 8.5)
yapilan yaklagimin [—1, 1]’deki mutlak hatasi i¢in bir sinir belirleyiniz.

Cozim.
Bu polinom P, (z) = z olarak bulunmustu (Ornek 8.5). n = 2 icin (4)‘ten, her x € [—1, 1] igin bir £(x) €
(—1,1) vardir ve

f/// g T
1) - 1) | =[5 @ 2oy
olur. Tirevler
2
) = Teos(TE), ey = - (™2
f(m>_2008(2)’ (@) 48”“(2)’
” w3 T
f (m)——gcos(7>
oldugundan ve (z + 1)z(z — 1) = 23 — z oldugundan
3 w&(x)
_P = A 3 _
| £~ Bla) | = g oos( 52 )| 120~
3 w3
<—lz2-z|<— 3
Sl oels g max et o

bulunur; burada | cos| < 1 kullanildi.
Son maksimumu hesaplayalim. g(z) = 23 — z fonksiyonu [—1, 1]’de siireklidir; ¢’ (z) = 322 — 1 =0
denkleminden z = i\/%a, bulunur. Ug noktalarda | g(—1) | = | g(1) | = 0, kritik noktalarda

(5 lsa -2
2v3

oldugundan max,c(_; ;| 2° — z | = £5=’dur. Sonug olarak
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102 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

3 2\/§ 7r3\/§
— P < — — = ~ 0,24863
[ f@) - B | < 2t =T 0,

gerceklenir. Gercek hatanin en buiyik degeri, z ~ +0,56066 noktalarinda yaklasik 0,21051’dir; sinir
bunun biraz tstiindedir.

73J3/216 ~ 0,24863
0,25 o P IS

/ \ = cercek hata / i \

= = = hata smir1

x = —0,56066 x=1/J3 ~ 057735

Sekil 8.6: Kalin egri gercek hata |sin(nx/2) - x|, kesikli egri teoremden gelen (11>/48)|x* — x| siuridir.
Sinirin tepeleri x = +1/V3 noktalarinda °v3/216 ~ 0,24863, gercek hatanin tepeleri x ~ +0,56066 nokta-
larinda 0,21051'dir. U diigiimde ikisi de sifirdir ve smir her yerde gercek hatanin iistiinde kalir.

8.4 Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar Lagrange polinomunu kurmayi, Taylor polinomuyla karsilagtirmay1 ve hata sinur-

larini hesaplamay1 pekistirir.

Alistirma 8.1 (Ters fonksiyon i¢in Taylor ile karsilagtirma). Lagrange interpolasyon polinomu

yerine f(z) = glc fonksiyonunun z, = 1 civarindaki 1., 2. ve 3. mertebeden Taylor polinomlarim kulla-

narak f8)== degerme yaklagimlarda bulununuz ve sonuglari Lagrange polinomuyla bulunan P(3) =
degerlyle (Ornek 8.4) karsilastiriniz.

Cozim.

Tirevler. f(z) = 2! icin f'(z) = —2~2, f”(x) = 2273, f”(z) = —62~*; genel olarak f*)(z) =
(=1)*Kl = F+D) ye fR)(1) = (— )kk' dir. Taylor teoremine (Teorem 1.9) gére z, =1 civarindaki
Taylor polinomlarinda (z — 1)¥’mn katsayis: £ b (—1)¥ olur:

k!
Rz)=1-(z-1),
B(@)=1-(o—1)+ @—n
Py(a) =1—(a—1)+
x = 3’teki degerler. x — 1 = 2 oldugundan
PB3)=1—-2=-1, P3)=—-1+4=3, P(3)=3-8=-5

bulunur. Hatalar |% — (—1)| = %,
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8.4 Aligstirmalar 103

Karsilastirma. Taylor yaklasimlar1 gercek degerden cok uzaktir, iistelik mertebe arttikca hata her
adimda iki katina cikar. Genel olarak

k=0

oldugundan hata ‘ P,(3)| = 2"+ tiir. Nedeni, = 3 noktasinin 2, = 1’den uzak olmasi ve (z —

1)* = 2% terimlerinin buyume51d1r Buna karsilik 2, 2,75 ve 4 diigiimleri 3’in cevresine yayilmis
oldugundan Lagrange polinomu 22 55 ~ 0,32955 degerini, yalniz 5 562 ~ 0,00379 hatayla verir. B

Aligtirma 8.2 (Tablodan iiciincii dereceden polinom). f(z) fonksiyonu ile ilgili asagidaki tablo
verilsin.

k 0 1 2 3
z, —1 2 3 4
fz) 3 1 2 4

f(z) fonksiyonu i¢in ti¢iincii dereceden Lagrange interpolasyon polinomunu bulunuz.

Coziim.
Adim 1: Katsay1 polinomlari.

Lofo) = g g = (e~ (e = 3)(e )
L(z) = gi;g:ggj = S@+ (-3 - 4)
L) = S — @t D -2 1),
Lg(x)z((jiiiz:ggf;) 110(x+1)(x—2)(x—3).
Adim 2: Toplam
P(z) =3 (—%)(m—2)(m—3)(m—4)+1-é(a:+1)(a:—3)(w—4)

2. (—%)(m—i— (@ — 2)(z —4) +4- %(m—i— (@ —2)(z—3).

Carpimlar

oldugundan dort terim
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1 4 9 1, 9, 13 6
(g3 — 4262 —24) = ——g3 + g2 x4 =
20( o bz ) 20" T20" " 10" 5

—_

1 )
6(x3—6x2+5:r+12):6x3—:r2+6x~|—2,

1 1 5
—§(m3 — 522+ 22+ 8) = —§x3 + 53:2 —x—4,
2 12

2 2 8
g(x3—4x2+x+6):5x3—5x2+3x+ 3

olur. Katsayilar1 toplayalim:

xg._i+1_1+g_f3+10f30+24_i
20 6 2 5 60 60’
5 9 5 8 9-204+50—32 7
i ——1l+-—-= =55
20 2 5 20 20
_§+§_1 2 —39+25-30+12 16
10 6 5 30 15
6 12 8
1:=4+2—4+—=-
51 575
Boylece
1 7 16
_ .3 2 T —
Pla) =% t 3% ~13° 5
bulunur.

Adim 3: Denetim.

—1+21+64+ 96
1t 6*(; 0 _3 P

_27+189—192~|—96_2
o 60 o

_ 8484128496
60 ’

_ 644336256 +96 _

60 ’

P(-1)

P(3) P(4)

tablo degerleri saglanir. m

Alistirma 8.3 (Ustel fonksiyon icin birinci dereceden polinom). f(x) = 3e® — €2* fonksiyonu
ve £y = 1, ; = 1,05 noktalan verilsin. f icin birinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomunu
bulunuz ve P, (1,03) degerini f(1,03) ile karsilastiriniz.

Cozim.
Fonksiyon degerleri (dokuz basamak):

f(1) = 3e — e? = 0,765789386,
f(1,05) = 3105 — 2! = 0,406783442.
Polinom. (1) ile

xz—1,05 z—1
A(@) = fM) =05 T fA08) e =1

= —20£(1)(z — 1,05) + 20£(1,05)(z — 1)
~ 7,945908283 — 7,180118896 =

bulunur.
1,03’teki deger. L(1,03) = =2 = 0,4 ve L;(1,03) = 3:02 = 0,6 oldugundan

P,(1,03) = 0,4 - 0,765789386 + 0,6 - 0,406783442 = 0,550385820.

Gercek deger
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8.4 Aligstirmalar 105

£(1,03) = 3103 — 296 = (,557227694
oldugundan mutlak hata
| £(1,03) — P,(1,03) | = 0,006841874

olur.

Hata smuriyla karsilastirma. f”(z) = 3e® — 4e%*, yani f”(z) = €*(3 —4e®) ve z > 1 icin
| f”(z) | = e®(4€® — 3) artandur; [1; 1,05]’te en bityiik degeri M = | f”(1,05) | = 24,091726296 dur.
Sonug 8.1 ile

M
| £(1,08) = R(1,08) | < 57| (0,08)(—0,02) |
= 12,045863148 - 0,0006 = 0,007227518

bulunur; gercek hata bu sinirin altindadir. m

Alistirma 8.4 (Ustel fonksiyon icin ikinci dereceden polinom). f(z) = 3e® — 2 fonksiyonu
ve £y =1, ; = 1,05, x5 = 1,07 noktalar1 verilsin. f icin ikinci dereceden Lagrange interpolasyon
polinomunu bulunuz ve P,(1,03) degerini f(1,03) ile ve birinci dereceden yaklagimla (Alistirma 8.3)
karsilastiriniz.

Coziim.

Fonksiyon degerleri (dokuz basamak): f(1) = 0,765789386, f(1,05) = 0,406783442 ve
F(1,07) = 3e107 — €214 = 0,246700871.
Katsay1 polinomlari. Paydalar

(1—1,05)(1 —1,07) = 0,0035,
(1,05 — 1)(1,05 — 1,07) = —0,001,
(1,07 — 1)(1,07 — 1,05) = 0,0014

oldugundan
(z — 1,05)(z — 1,07) (x —1)(z —1,07)
L = L - _
(@) 0,0035 ’ 1) 0,001 ’
(x —1)(z —1,05)
L -
2(2) 0,0014
ve

By(z) = f(1)Lo(z) + f(1,05) L, (z) + f(1,07) Ly(x)
olur. Agilmis hali
Py(z) ~ —11,771566177 2% + 16,951591765 = — 4,414236202

dir. Katsayilar biiyiik ve isaretleri farkli oldugundan bu bicimde yuvarlama hatalar: birbirini gétiirmez,
biiytir; degeri Lagrange biciminden hesaplamak daha giivenlidir.

1,03’teki deger.
_ (—0,02)(—0,04) 8 _ (0,03)(—0,04) 6
Lo(1,03) = 0,0035 ~ 35’ L1(1,08) = 0,001 5
(0,03)(—0,02) 3
1 = —_— = ——
L,(1,03) 0,0014 7
oldugundan
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106 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

8 6 3
P,(1,03) = 35 0,765789386 + 5 0,406783442 — 7 0,246700871

= 0,175037574 + 0,488140130 — 0,105728945 = 0,557448759
bulunur. £(1,03) = 0,557227694 ile mutlak hata
| f(1,03) — B,(1,03) | = 0,000221065

olur.
Hata sinir1. f”(z) = 3e® — 8¢%2, yani f”(z) = e®(3 — 8e®) ve x > licin | f”(z) | = €*(8e® — 3)
artandir; [1; 1,07)de M = | f”(1,07) | = 59,249362531°dir. Sonug 8.1 ile

M
| £(1,03) = By(1,03) | < 5 | (0,08)(~0,02)(~0,04) |
= 9,874893755 - 0,000024 = 0,000236997

bulunur; gercek hata yine smirin altindadir.
Karsilagtirma. Birinci dereceden polinomun hatasi 0,006841874, ikinci dereceden polinomunki
0,000221065’tir. Ugiincii bir diigiim eklemek hatay1 yaklasik 31 kat kiictiltmiistiir. m

Alistirma 8.5 (Esit aralikli diigiimlerde ¢arpim sinir1). [a, b] araliginda esit aralikli n + 1 tane (n >
1)

b—a b—a
Tg=a, T;=2Ty+ n T, =%, 1+

=b
n

noktasi icin h = IFT“ olmak iizere her x € [a, b] i¢in

[

=0

n+1n'
=1 (@~ z0)@— o)z —,) | < T

gerceklendigini gosteriniz.

Coziim.

Digimler z; = a + ih (i = 0,1, ..., n) bicimindedir. z € [a, b] verilsin; z, bir j € {0,1,...,n — 1} i¢in
[z;,7,,] alt araligindadir. Carpimu {i¢ gruba ayirip her grubu ayr1 ayri siirlayacagiz.

x’e en yakin iki carpan. z = z; + s (0 < s < h) yazarsak

h2
(@)@ —2) | =s(h—35) <

olur, ¢iinkii s(h — s) = hTZ —(s— %)Q’dir.
Soldaki diigiimler. i < jicinz > z; > z; ve z < x4 oldugundan

|z —a; |=v—a; <z, —2;,=({+1-10)h

dir.4 = 0,1, ..., — 1 i¢cin bu siurlar (j + 1)h, jh, ..., 2h oldugundan

Jj—1

[MIz—=z<G+1)H
=0

bulunur (j = 0 ise ¢arpim bogtur ve 1’e esittir).
Sagdaki diigiimler.7 > j+ li¢inz < z,,4 <, ve x > x; oldufundan
|z —x; | =z, —z<T—T;= (i—j)h

dir. i = j+ 2, ..., n i¢in bu siurlar 2k, 3h, ..., (n — j)h oldugundan
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8.4 Aligstirmalar 107

I[1z—a < -

i=j+2

bulunur (j = n — 1 ise ¢arpim bostur ve 1’e esittir).
Birlestirme. Ug sinir1 carparsak A’nin kuvveti 2 + j + (n — j — 1) = n + 1 olur ve

[ =

=0

n+1
<

G+ 1) =)

elde edilir. Son olarak 0 < j < n — 1 igin (j + 1)! (n — j)! < n! oldugunu gésterelim. (4 1) + (n —
j) = n + 1 oldugundan

1! 1
G+ D! (n—j) j+1
dir. Gergekten, ardisik iki katsaymmn orani (17) / ("h1) = 2H=™ oldugundan (™!') katsayilar

ortaya kadar artar, sonra simetrik olarak azalir; m = 1, ..., n arasindaki en kiiciik dqgerleri uclardaki
(") = (™) =n+1dirvel < j+1 < n'dir. Buradan (j 4+ 1)! (n — j)! < % = n! cikar ve
h™+lp!
| (@ —2o)(@ —ay) (@ —2,) [ < —

ispatlanmig olur.

Sinirin en kaba oldugu yer araligin ortasidir: (j + 1)! (n — j)! ¢arpani ug alt araliklarda (j = 0 ya da
j=mn—1) tam nl’e esittir, ortadaki alt araliklarda ise n!’den ¢ok kii¢iiktiir. Yani ¢arpim, dolayisiyla
hata sinuri, araligin uclarina yakin yerlerde buyuktiir.

Sekil 8.7: [0, 1] araliginda h = 1/n adimli n + 1 esit aralikli diigim igin |(x - xp)...(x — x,)| carpiminin

h™'n!/4 smirina orany, n = 1, 2, ..., 10. Her serit bir n degerine aittir; dolgu, oran bityiidiik¢e koyulasir.

Biitiin seritler oran = 1 diizleminin altinda kalir. Ug alt araliklardaki tepeler (n = 1, 2, 5, 10 i¢in 1; 0,770;
0,563; 0,459) yiiksektir; orta alt araliktaki tepe n = 4'te 0,236, n = 10'da 0,005'tir.
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108 Boliim 8. Lagrange Interpolasyonu

Aligtirma 8.6 (Logaritma icin dokuzuncu dereceden polinomun hatasi). f(z) = Inz fonksiyonu
[1,2] araligindaki 10 egit aralikli noktayla dokuzuncu dereceden Lagrange interpolasyon polinomu ile
yaklasik olarak temsil edildiginde yapilan yaklasim hatasi igin bir iist sinir belirleyiniz.

Cozim.
Kurulum 10 diigiim n + 1 = 10, yani n = 9 demektir. Diigtimler z; = 1 + 5 L (i=0,1,...,9) ve h =
21 = L’dur. Teorem 8.3 geregi f(z) = By(z) + Ry(z) ve
f(lO) §$
Row) = T a e —ag), e € (1,2)
olur.
Turev (f (l:v =—2, f"@)=23, fW(x)=-3 ., genel olarak f*(z)=

dur. [1,2]°de | f1O(2) | = 35 < 9! olur; en bityiik deger ¢ = 1'dedir.
Simir. Hata siirmi (Sonug 8. 1) ve esit aralikli diigiimler igin ‘Hi:O (x —x;)
(Alistirma 8.5) kullanirsak

10 . e Jews .
< h 49! esitsizligini

9 9
| f(z) — By(2) | =] Ry(z _10, Hrc—x Hm—x
=0
PR Yo 90 112
=10 4 10-4-910 " 43046721

~ 0,0000026

bulunur. Yani dokuzuncu dereceden Lagrange polinomu Inz’e [1,2]'nin her noktasinda en fazla
yaklasik 2,6 - 1076 hatayla yaklasir. m

Lagrange formiili interpolasyon polinomunu dogrudan yazar, ama bir diigiim eklendiginde biitiin
L, ’larin bastan hesaplanmasi gerekir. Onceki hesaplar1 koruyarak diigiim eklemeyi saglayan yazilis bir
sonraki bolimiin konusudur: Bolinmis Farklar ve Newton Formiilleri.
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9.1

9. Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

Lagrange biciminde yazilmig bir interpolasyon polinomuna yeni bir nokta eklemek istedigimizde biitiin
L, (z) katsay1 polinomlar1 degisir ve hesap bastan yapilir. Oysa interpolasyon polinomu tektir (Teorem
8.2); degisen yalniz onu yazma bigimimizdir. Bu bélimde ayni polinomu, yeni bir nokta eklendiginde
yalniz bir terim ekleyerek giincellenen bir bicimde yazacagiz. Katsayilar, boliinmiis farklar denen ve basit
bir tabloyla hesaplanan sayilardir.

Newton boliinmis farklari Principia’da (1687) ve Methodus Differentialis’te (1711) kullandz. James Stirling,
bolimiin sonunda gorecegimiz merkezi fark formiiliinii 1730 tarihli Methodus Differentialis’inde verdi.

Newton Bicimi ve Boliinmiis Farklar

Once polinomu yazacagimiz bicimi segiyor, sonra katsayilarini ilk birka¢ adimda dogrudan hesaplayarak
genel kurali buluyoruz.

Zg, %1, ..., &, farkli noktalarinda f ile ayn1 degerleri alan, derecesi en ¢cok n olan Lagrange interpolasyon
polinomu P, (z) olsun. ay, a4, ..., a,, uygun sabitler olmak iizere bu polinomu

B, (z) = ag + ay(z — z¢) + as(z — 7¢) (T — 1) +
+a,(z —zo)(T — 1) (T —T,_4)

(1)

biciminde yazmak istiyoruz. Buna polinomun Newton bi¢imi denir. (1)'de z = x, yazilirsa 1 iceren
biitiin carpimlar sifir olur ve a, = P, (z,) = f(zy) bulunur. z = x,; yazilirsa yalmz ilk iki terim kalir:

@) = Buley) = flag) + xfay —a) = oy = LI,

z = z, yazlirsa
F() = ag + a1 (zy — x) + ag(zy — 1) (9 — ;)
olur. ay = f(z,) yazp f(z,) ekleyip cikararak diizenlersek
f(@a) = fxo) — ay(@y — xg) = ( flxa) — f21) ) + a1 (w1 — ) — ag (2, — )
— (2, — 1) (f(frz) — flzy) al)

Ty — Ty

elde edilir; buradan

Qg =

1 flzg) — f(z1)  flzy) — fl=o)
Ty — o Ty — T L1 — 2o

bulunur. @, bir fark bélimudir; a, ise iki ardigik fark boliimiiniin farkinin yine bir uzunluga bélimidiir.
Bu yapiya bir ad verelim.

Tanim 9.1 (Bolitnmiis Farklar). z,,z, ..., z,, farkli noktalar ve f bu noktalarda taniml bir fonksiyon
olsun.

f’nin z, noktasia gére sifirinc1 bolinmiis fark: flz,;] = f(z;)’dir.

x; ve T, noktalarina gore birinci boliinmiis fark:

. flzia] — flz;]
flzis 4] = ﬁ,

Z;, %41, T;4 Noktalarina goére ikinci bolinmiis fark
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110 Boliim 9. Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

flZig1, ol — flz;, T44]
Lito — Ty

flzis Lit1s $i+2] =

olarak tanimlanir. Bu bicimde devam edilir: k£ — 1. béliinmiis farklar bulunduktan sonra x;, z;_ 4, ..
noktalarina gore k. bolitnmiis fark

5Ltk

f[xi+17 sy mi-ﬁ-k] - f[xw '-'71"i+k—1]

Tivk — T4

flzi Lit1y o $i+k] =

olur. Ozel olarak f’nin n. bélinmiis farki

f[xla ,l’n] — f[%a "'7xn—1]

Tp — Lo

flzg, @1y ooy =

sayisidir.

Yani k. bolinmiis fark, ayni uzunlukta iki komsu (k — 1). farkin (biri ilk noktayi, 6biirii son noktay1
icermez) farkinin, uctaki iki noktanin farkina boliimiidiir. Kural yalniz noktalarin listesine bakar, indislerin
artan olmasini istemez: farkli noktalarin herhangi bir Z(Jl ][ zk listesi igin f[zg, ..., 2] ayn1 formiille,
payda z;, — z, alinarak hesaplanir. Ornegin f[z,, z] IO zl *dur. Yukaridaki hesap ag = flzy], a1 =
flxg, z1] ve ag = flzg, 1, 5] olduBunu gdsteriyor.

Bu gozlemin her k i¢in dogru oldugunu gdstermek i¢in 6nce boliinmiis farki interpolasyon polinomunun
bas katsayisiyla iliskilendirelim.

Lemma 9.1 (Boliinmiis Fark ve Bas Katsay1). z, 1, ..., farkli noktalar ve ), bu noktalarda f ile
ayni degerleri alan, derecesi en ¢ok k olan polinom olsun. Q daki z* 'nin katsayist f[xy, Ty, ..., 2} dr.

Ispat.

Q tek tiirlii belirlidir (Teorem 8.2). Iddiay: k iizerinden tiimevarimla, her farkli nokta listesi icin gosteri-
yoruz.

k=0 ise Q(z) = f(z) sabit polinomdur ve z°’n katsayisi f(z,) = fz,] dir

Iddia k farkli noktadan olusan her liste i¢in dogru olsun. Qq, f’yi Ty, ..., T;_1 ‘de; Q; ise Ty, ..., x; de
interpole eden ve derecesi en cok k — 1 olan polinomlar olsun. Tiimevarim hipotezine gore Q, ’daki z*~1’in
katsayst f[zg, ..., Tj_1), Qq ‘deki z¥~’in katsayist flxq, ..., zy) dir.

R(e) = =0 Q) — (2 1) Qo(a)

T — T

polinomunun derecesi en ¢ok k’dir. R’nin f’yi biitiin xy, ..., x;, noktalarinda interpole ettigini gérelim:

* x = x da ilk terim sifirdir ve (Zko—wo") = 1 oldugundan R(z,) = Qu(zy) = f(zg)-

e & = x,;, ’da ikinci terim sifirdir: R(z),) = Q1 () = f(xy)-
c0<i<kiseQy(z;) =Q(x;) = f(x;) oldugundan

R(z;) = flay) T2 =BT _ gy

Ty, — T

Teklige gore R = Q ’dur. R’deki x* nin katsayis, (x — z)Q; () ve (x — z,)Qy () carpimlarindaki z*
katsayilarindan, yani Q; ile Q,'in %~ katsayilarindan gelir:

flxy, ozl = flzg, o Tp_q]
T — Zo

= flzgs - zy].

Boylece iddia k icin de dogrudur. m

Teorem 9.1 (Newton Bolitnmiis Fark Formiili). z(,z, ..., z,, farkl noktalarinda f’yi interpole eden
polinom
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9.1 Newton Bi¢imi ve Bolinmiis Farklar 111

Po@) = flag] + 3 Flegn ] (2 — 20)(z — 2, 1)
k=1

= flzo] + flzg, 71](z — 2o) + flzg, 21, To] (T — 7o) (2 — 74)
+flTg, 21, T9, 23] (T — 20) (T — 1) (T — 25) + -

+f[w07z17 7$n](x - 1‘0)(.’1) - 1‘1)(.'17 - xnfl)
bigiminde yazilir. Yani (1)'deki katsayilar k = 0,1, ...,n icin a, = f[xy, T1, ..., Ty] dir.

Ispat.

k=0,1,...,ni¢in B, f’yix,, ..., z; de interpole eden ve derecesi en ¢cok k olan polinom olsun. By(x) =
f(zo) = flzo] dur.

k > 1icin B, — P,_, farkinin derecesi en ¢ok k’dir ve bu fark x, ..., €;,_; noktalarinin her birinde sifirdr,
ctinkii iki polinom da bu noktalarda f’ye esittir. Derecesi en ¢ok k olan ve k farkli kokii bulunan bir
polinom, bu kéklere ait carpanlarin ¢arpimina boliiniir ve boliim sabittir. Dolayisiyla bir c;, sabiti igin

B(z) = B_1(z) = ¢ (z — zp) (T — 1) (T — T)_1)

olur. Sag tarafta x* nin katsayisi c;,’dwr; solda ise P,_,’de z* terimi olmadigindan bu katsay: P, daki
xF’nin katsayisidir. Lemma 9.1 geregi ¢;, = f[xy, ..., 1] 'dir. Bu esitlikler k = 1, ...,n icin taraf tarafa
toplanirsa sol taraf P, (x) — Fy(x) olur ve formiil elde edilir.

(1)deki katsayilar tek tirlidir: x = zy, x4, ...,x,, sirayla yazildiginda her adimda yalniz bir yeni
katsay1 ortaya ¢ikar ve o katsay: bir énceki adimlardakiler cinsinden tek tiirlii bulunur. Bu yiizden a;, =

flzgy ooy Tp) dir- m

Yani bir z,, ; noktas: eklendiginde eski terimler aynen kalir, yalniz
B (@) = B(2) + flag, ooy 2 [(& = @) (2 — )

terimi eklenir. Newton bi¢cimi Lagrange polinomunun yalmz baska bir yaziligi oldugundan hata terimi de
aynidir (Teorem 8.3).

Sonug 9.1 (Bélitnmiis Fark Noktalarin Sirasina Bagli Degildir). f[zg, 21, ..., ;] deferizg, 1, ..., T}
noktalarinin sirasina bagh degildir. Ornegin f[xy, T, 5] = f[zy, Ty, 4] dir.

Ispat.

Lemma 9.1 her farkli nokta listesi igin gegerlidir. Dolayisiyla f[z, ..., z], fyi {zg, ..., } kiimesinin
noktalarinda interpole eden ve derecesi en ¢cok k olan polinomdaki x* 'nin katsayisidir. Bu polinom tektir
(Teorem 8.2) ve yalniz noktalarin kiimesine bagldir; noktalar: hangi sirayla yazdigimiz onu degistirmez. m

Yani Teorem 9.1 noktalarin artan sirada dizilmesini istemez; noktalar hangi sirayla numaralanirsa numa-
ralansin formiil ayni polinomu verir. Bu serbestligi geri fark ve Stirling formiillerinde kullanacagz.

Boliinmiis Farklar Tablosu

Newton formiiliiniin katsayilari, her stitunun bir 6ncekinden hesaplandigi basamakli bir tablodan okunur.
Alt1 nokta (n = 5) i¢in tablo asagidadir. Her fark, hesaplandig: iki girdinin arasindaki satirda durur;
Newton formiiliinde kullanilan katsayilar tablonun ist kenarindaki f[z,], flzg, 1], flzg, Z1, 2], -
girdileridir.

x f(x) 1. Bol Fark 2. Bol Fark 3. Bol Fark 4. Bol Fark 5. Bol Fark
Zo flzo

flzg, 2]
Ty fla] flzo, 1, 7]

flzy, 25 flzg, 1, @4, 3]
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112 Boliim 9. Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

x f(z) 1. Bol. Fark 2. Bol. Fark 3. Bol. Fark 4. Bol. Fark 5. Bol Fark
Zo flz] flzy, 24, 5] flzo, s 4]
flzg, 4] flzy, g, 25, 4] flzgy s 5]
Z3 flzs] flzg, 23,24 flzy, s 5]
f[$3,1‘4] f[$2,1‘3,$4,.7}5]
Ty flzd] flzs, 24, 5]
flay, 5]
T [lzs]
Sutunlarin girdileri su formillerle hesaplanir:
f[wl] :f(xi)’ i:O""757
flog ] = —f[xiﬂ] — f[xi], 1=0,..,4,
Tit1 — T4
FlZs @i, Tiya] = UGS EL T f[x“z”l], 1=0,...,3,
Tit2 — T4
flzi i3] = Fl@in, o Tia] = fl2s, ""xi+2]7z’ =0,1,2,
Titz — T4

f[xi, '"axi+4] _ f[mi+1» "'7xi+4] — f[l‘l, '"va—S]’i _ 0’ 1,

Litg — T4
f[an-“vxS] = L : ;571:0 o 174 .

Yani her girdi, sol tarafinda hemen tstiinde ve hemen altinda duran iki girdiden hesaplanir: alttaki eksi
uistteki, boli bu girdinin kapsadig ilk ve son noktanin farki. Yeni bir x4 noktasi eklenirse tablonun altina
bir satir ve her siituna bir girdi eklenir; eski girdilerin hicbiri degismez.
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9.2 Bolinmiis Farklar Tablosu 113

© Newton boliinmiis fark formiilii dért adimda

1. Noktalar1 2y, 4, ..., Z,, diye numaralayin; z,, ve f[z,] siitunlarini yazin.

2. Her sutunu bir 6ncekinden hesaplayin: bir girdi, soldaki iist ve alt komgusunun farkinin (alttaki
eksi istteki), kapsadig1 u¢ noktalarin farkina bolimidir.

3. Ust kenardaki f[z,], f[zq,%1], -, f]Zgs ---, T,,) girdilerinin altin1 ¢izin; bunlar Newton katsayila-
ridir.

4. Newton bi¢imini, B, (x) = f[z,] + -+ polinomunu yazin; istenen noktada degerini hesaplayn ya
da polinomu agn.

\ Newton katsayilari
K \m\
/
/ AN S
_ JEETE
/ ’(ﬂ"z"%] Sy %0) 1 (65 = x7)

Sekil 9.1: Dort noktali boliinmiis fark tablosunun hesap semasi. Her kutu, solundaki iist ve alt
komsusundan hesaplanir: alttaki eksi iistteki, bolii kapsanan ilk ve son noktanin farki. Ornegin f{x;,
Xz, %3] = (f[%2s %] = flx1, %2]) / (265 — x1). Ust kenardaki alt1 gizili kutular Newton katsayilaridir.

[ fxg, x4, %5, X5] ]

Ornek 9.1 (Dort Noktadan Gegen Kiibik Polinom). Diizlemde (0;2), (1;3), (2;12) ve (5;147) nok-
talar1 verilsin. Newton bolinmiis fark formiiliinii kullanarak bu noktalardan gecen P;(z) interpolasyon
polinomunu Newton bi¢iminde yaziniz ve P;(3) degerini hesaplayiniz.

Cozim.
29 = 0,2, =1, 2y = 2, x5 = 5 alalim. Birinci béliinmiis farklar

3—2 12-3 147 —12

flwg,21] = 1-0 =1, flzy, 2] = 51 =9, flzy, 3] Zﬁz%,

ikinci bélinmis farklar

f[a:o,ml,xQ]:g%(l):él, f[x17w27x3]_%:9a
tclinci boliinmiis fark
flzo, x1, 9, 3] 2:3:1
olur. Tablo:
k Tk flzy] flewa,z]  flop o 1, m] flog s, my]
0 0 2
1
1 1 3 4
9 1
2 2 12 9
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k L flzg] flop_n ] flop_o Tpo1, o] flzg_s, - 2]

45

3 5 147

Alt1 cizili katsayilarla Newton bigimi

By(z) = flzo] + flzo, 21)(z — 3) + flzo, 21, To) (€ — o) (x — 1)
+flzo, 21, T, 73] (7 — 7)) (2 — 71) (2 — 3,)
=2+4+1-z+4z(z—1)+1 -z(x—1)(z—2)
olur. Acarsak 4z(z — 1) = 422 — 4z ve x(x — 1)(z — 2) = 2® — 322 + 27 oldugundan
B(z)=23+2%—2+2
bulunur. Buradan P;(3) = 27+ 9 — 3 + 2 = 35’tir.
Newton biciminin terim terim biiytidiigiini kismi toplamlarda goriirtiz: B (z) = 2 yalniz ilk noktadan,

P, (z) = = + 2 ilk iki noktadan, P, (z) = 4% — 3z + 2 ilk {i¢ noktadan gecer; P (5) = 87 oldugundan
doérdiincii nokta ancak son terimle yakalanir.

160

Py
P3(x):x3+x2—x+2
— P =4 -3x+2
son terim:
120 Pix)=x+2 x(x - 1)(x - 2)
— P(»=2
P,
80
" P,(3) = 35
Py
0 F ®
by
0 1 2 3 | 5 X

Sekil 9.2: Newton bi¢iminin kismi toplamlar1. P, yalniz (0; 2) noktasindan, P, ilk iki noktadan, P, ilk
ic noktadan gecer. P,(5) = 87 oldugundan (5; 147) noktasina ancak son terim x(x — 1)(x - 2) eklenince
ulasilir. I¢i bos daire Py(3) = 35 degeridir.

Esit Aralikli Noktalar: Newton Ileri Fark Formiilii

Noktalar esit aralikli oldugunda Newton formiiliindeki ¢arpimlar tek bir degiskenle yazilir ve boliinmiis
farklar siradan farklara dontsir.

i=0,1,..,n—1i¢in h =z, —z; olsun. Bu durumda =, = zy + h, z, =2y + 2h, .., z;, =25 + 0"
hdir. ¢ = zy + s - h yazarsak

r—x,=x9+s-h—xy—i-h=(s—1i)-h (2)

olur. Boylece Newton formiliindeki carpim
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(2 — )@ — @) (@ — @y) = 55— 1) (5= (h—1) ) - b
bi¢imini alir. Bu ¢arpimi binom katsayisiyla kisaltacagiz.
Tanim 9.2 (Binom Katsayis1). s bir reel say1 ve k > 1 bir tam say1 olmak tizere

(Z) :s(s—l)(s—2)-l;!(s—(k—1))

sayisina binom katsayisi denir.

Yani s dogal sayiyken bilinen kombinasyon sayisi, ayni formiille her reel s igin tanimlanir. Ornegin
(1/3) — 38 _ _Lgur

2 2 g Gul
Teorem 9.2 (Newton Ileri Bolilnmiis Fark Formiilii). z,,z1, ..., z,, noktalari h aralikli ve x = x, +
s hise

Po(@) = By +5-h) = flag]+ () - K- - flrg, 21,

olur.
ispat.
(2) geregi Teorem 9.1 formiiliindeki terimler
B, (zo + s h) = fleg] + flzg, 21] - s - h + flwg, 1, 25] - s(s — 1) - h®
 fl0, B2, 9, 23] - 5(5 — 1)(5 — 2) - b3 + -
+f[-730,$1, 7$n] : 8(8 - 1) ( $— (n - 1) ) -h"

bicimini alir. Tanim 9.2 geregi s(s — 1) (s — (k—1) ) = kl(}}) oldugundan formiil elde edilir. m

Bolunmis farklar esit aralikli noktalarda bélme yapmadan, ardigik farklarla da hesaplanabilir.

Tanim 9.3 (ileri Fark). z,,z,, ..., z,, noktalar h aralikli olsun. f’nin x;’deki ileri fark:
Af(z;) = f(ipa) — flz)
sayisidir. Daha yiiksek mertebeden ileri farklar indirgemeli olarak
AFf(z;) = A (A f(x;) ) = A f () — AR f(xy)

ile tanimlanir. Ornegin A2 f(z) = Af(z;) — Af(zy) dir.

Yani ileri fark tablosu, boliinmiis fark tablosunun bélme yapilmadan kurulmus halidir: her girdi, soldaki
alt komsusundan {ist komsusunun cikarilmasiyla bulunur. A¥ f(z;), tabloda z,’den baslayip saga asag1
inen kogegen tizerindeki k. girdidir.
Onerme 9.1 (Bolitnmiis Fark ve Ileri Fark). xz(,x,,...,x, noktalar: h aralikli ise i + k < n olan her
1>0,k>1icin
1 k
flz;, Tip1s e $i+k] = kU RE AYf(z;)

olur. Ozel olarak f|xy, Ty, ..., z}) = FlhkAkf(xO)’dlr.

I spat.

k iizerinden tiimevarim yapalim. k = 1 igin

flzi, @] = M = %Af(fﬂi)

Tit1 — Ly
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olur. Esitlik k — 1 icin her baslangi¢ indisinde dogru olsun. x;;, — x; = kh oldugundan

Flis oo Tian] = flZis1, ""mi+k]k;Lf[$iv s Tyl

1 (Aklf(fﬂiﬂ) _ AR f(x) )

T kR \ (k—1IRE T (k— 1)l Rk
AR f(@ipg) — A (=) 1
B R = s A @)
bulunur. Ornegin k = 2,1 = 0 i¢in bu hesap
1 /1 1 1
sy, 0] = o (AF @) = 3 Af(20) ) = 582 (z0)

bigimini alir. m

Sonuc 9.2 (Newton Ileri Fark Formiilii). z(,z1, ..., z, noktalari h aralikli vex =z + s - h ise
"\ /s
P,(@) = By(zg+5-h) = flay) + () A*f(ao)
k=1

olur.

ispat.
Teorem 9.2 formiiliinde Onerme 9.1 geregik! - h* - f[xg, ..., x] = AF f(xy) dir; ayrica f[zo] = f(z,) dir
|

Yani esit aralikli noktalarda katsayilar, ileri fark tablosunun iist kenarindaki AF f(z,) sayilaridir ve z’in
yeri yalmz s = 522 sayisiyla girer. Tablonun bagimna yakin bir z icin s kiigiiktiir ve terimler hizla kiigiiliir.

Newton Geri Fark Formiulu

Yaklagim yapilacak nokta tablonun sonuna yakinsa, Newton formiliinii noktalar: sondan basa dogru
dizerek yazmak daha uygundur.
Noktalar z,,, z,,_1, ---, £1, &y sirastyla alirsak Teorem 9.1 ve Sonug 9.1 geregi
Pn(x) = f[xn] + f[xnﬂ $n71]($ - xn) + f[xna Ln—1> Zn72](m - .’En)(l' - $n71)
+ee f[xru L1 l‘o](Z - xn)(m - wnfl)'"(l‘ - xl)

olur. Katsayilar bu kez tablonun alt kenarindaki girdilerdir.

Tanim 9.4 (Geri Fark). z,,z,...,z,, noktalar: h aralikli olsun. f’nin z,’deki ( > 1) geri fark:
V() = f@;) — flz;1)
sayisidir. Daha yiiksek mertebeden geri farklar indirgemeli olarak (i > k)
VEf(z;) =V ( VE f(a;) )= VE R fa;) = VR ()

ile tanimlanir.

Yani geri farklar ileri farklarla aymi sayilardir, yalmz bagka bir uca gére adlandirihir: V f(x; ;) = Af(x;)
ve tiimevarimla V¥ f(z, ) = AF f(z,)’dir. V¥ f(z,,), tabloda z,,"den baslayip saga yukari ¢cikan késegen
iizerindeki k. girdidir. Bu yiizden ileri ve geri farklar tek bir tabloda gosterilir.
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9.4 Newton Geri Fark Formili 117

Xo Sxo) ileri fark formiilii
tablonun iist kenar1
Aflx,)

1 fixy) A*fx,)

Afix)

2 AAﬂxo)
A2
ﬂXI)

fx)
Aftx,)

X3 fixy) V2fix,)

VAlx,)

geri fark formiili
Xy C) tablonun alt kenari

&

Sekil 9.3: Bes esit aralikli nokta icin tek bir fark tablosu. fleri fark formiilii iist kenardaki f{x,), Af(Xo), ...,
A*f(x,) sayilarini; geri fark formiilii alt kenardaki flx,), Vf(x.), ..., V*f(x,) sayilarim kullanir. Alt kenardaki
her girdi bir ileri farktir, 6rnegin V*f{x,) = A*f(x,); son stitundaki tek girdi iki kenarda ortaktir.

Onerme 9.2 (Boliinmiis Fark ve Geri Fark). z,,z1, ..., x, noktalari h aralikli ise k < i < n olan her
1 vek > 1 igin

1
flzi g, k] = 3 ka(%‘)

OZur' Ozel OIarak f[xnaxn—l] = %Vf(.’ﬂ )’ f['rnamn—lvxn—Z] = #sz(iﬂn), (s} f[m'nn "'axn—k] =

ﬁka(mn) “dir.

3

ispat.
Sonug 9.1 geregi sol taraf f|x,_y, ..., z;] ye esittir. k iizerinden tiimevarim yapalhm. k = 1 igin

flzi 2] = M = %Vf(xi)

dr. Esitlik k — 1 icin her ug indiste dogru olsun. z, — z,_,. = kh oldugundan

f[wi—k+1) o ] = Ty gy s T

fleipy - ;] = oh
VR () =V f(x ) 1
T kb (k—1)AFT == e V)

bulunur. m

Teorem 9.3 (Newton Geri Fark Formiilii). z(,z, ..., z,, noktalarih aralikhvex =z, + s - h ise
P(z) =P ‘h) = —DR(C ) v
s(@) = Bulan+ 8- = flea) + 3 (D7) V)

olur.

ispat.
x; =z, — (n—i)h oldugundan

r—x,=x,+s - h—z,+(n—i)h=(s+n—1i)-h
olur. Buna gore geri sirali Newton formiiliindeki carpim

(@ —z,)(@ =2y 1) (@ =2 ) =5(s+ 1) (s+(k—1) ) h*
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dir. Onerme 9.2 geregi katsayi f[x,,, ...z, ] = 75 V¥ f(x,,) oldugundan k. terim
s(s+1) (s+(k—=1))
: VEf(2,)

olur. Ote yandan Tanim 9.2 ile her ¢carpanindan —1 ¢ikarilirsa

(—8) _ (=) (s D)(=s—2) (=s—(k—1))
k k!
(—1)Fs(s+1)(s+2) (s+(k—1))

k!

bulunur. (—1)*(—1)* = 1 oldugundan

—s s(s+1)-(s+(k—1
() )

dir ve k. terim (—1)*(7*)V* f(z,,) olarak yazilir. f[z,] = f(z,,) oldugundan formiil elde edilir.

Yani geri fark formiilinde x tablonun sonundaki z,, ’den él¢iilir; < z,, icin s negatiftir. Katsayilar acik

yazildiginda

s(s+1)
2!

V3f(mn) + o

Bz, + sh) = f(z,) + sV f(z,)+

s(s+1)(s+2)
BT

Vi f(@,)

olur.

© Esit aralikh veride yaklasim ii¢ adimda

1. Tleri fark tablosunu kurun (A bagliklari iistte, ayni girdilerin V adlar1 altta).

2. x tablonun basina yakinsa £ = x, + s - h ile ileri fark formiilini, sonuna yakmnsa x =z, + s -
h ile geri fark formuliini secin; ileri formiilin katsayilar: tist kenarda, geri formiiliinkiler alt
kenardadr.

3. (3) yada (—1)*(7®) katsayilarin hesaplayin, terimleri bulun ve toplay1n.

Ornek 9.2 (ileri ve Geri Fark Tablosu). Bir f fonksiyonunun esit aralikli noktalardaki degerleri
asagidaki tabloda verilmigtir. f igin ileri-geri fark tablosunu olusturunuz (virgiilden sonra 7. basamak).

ko f(zy)
0 1,0 0,7651977

1 1,3 0,6200860

2 1,6 0,4554022

3 1,9 0,2818186

4 2,2 0,1103623
Cozim.

Noktalar h = 0,3 araliklidir. Her siitunda alttaki komgudan ustteki ¢ikarilir. Birinci farklar

Af(zy) = 0,6200860 — 0,7651977 = —0,1451117,

Af(z,) = 0,4554022 — 0,6200860 = —0,1646838,

Af(z,) = 0,2818186 — 0,4554022 = —0,1735836,
)

f(
f(zg) = 0,1103623 — 0,2818186 = —0,1714563,

>
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9.4 Newton Geri Fark Formili 119

ikinci farklar

A? f(z,) = —0,1646838 — (—0,1451117) = —0,0195721,
A2 f(z,) = —0,1735836 — (—0,1646838) = —0,0088998,
A? f(zy) = —0,1714563 — (—0,1735836) = 0,0021273,

tctinci ve dordinci farklar

A3 f(z) = —0,0088998 — (—0,0195721) = 0,0106723,
A3 f(z,) = 0,0021273 — (—0,0088998) = 0,0110271,
A*f(zy) = 0,0110271 — 0,0106723 = 0,0003548
olur. fleri farklarin baghg iistte, ayni girdilerin geri fark adlar1 en alt satirdadir. Ileri fark formiiliinde

kullanilan girdiler iist kenarda, geri fark formiiliinde kullanilanlar alt kenarda alt1 cizilidir; A% f(z,) =
V* f(x,) ikisinde de kullanilir.

k L f@) Af(zy) A? f(xy,) A3 f(ay,) A f(x,)
0 1,0 0,7651977
—0,1451117
1 1,3 0,6200860 —0,0195721
—0,1646838 0,0106723
2 1,6 0,4554022 —0,0088998 0,0003548
—0,1735836 0,0110271
3 1,9 0,2818186 0,0021273
—0,1714563
4 2,2 0,1103623
k T fzy) Vf(zy) V2 f(x,) V3 f () VA f ()

Ornek 9.3 (ileri Fark Formiilityle f(1,1)). Ornek 9.2 verileriyle (z, = 1,0,h = 0,3,n = 4) Newton ileri
fark formiiliinii kullanarak f(1,1) i¢in dérdiincii dereceden bir polinom yardimiyla yaklasimda bulununuz
(virgilden sonra 7. basamak).

Cozim.
z = 1,1 tablonun baginda oldugundan ileri fark formiili kullanilir. 1,1 = 1,0 + s - 0,3 esitliginden s =
% bulunur. Sonuc 9.2 ile

Pi1L1) = flag) + s Af(ag) + " 62 f(ay)
+s(s — 13)!(3 —2) A3 f(zy)
+s(s —1)(s—2)(s—3) A ()

4!

dir. s = % icin katsayilar
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120

w:_l.l(j):i

31 9 3\73) T &

s(s—1)(s—2)(s—3) :£,1(7§> _ 10
41 81 4\ 3 243

olur. Tablonun st kenarindaki farklarla terimler

1
By(1,1) = 0,7651977 + £ (~0,1451117) — 5(~0,0195721)

5
+457 (0,0106723) — 5(0,0003548)
= 0,7651977 — 0,0483706 + 0,0021747
+0,0006588 — 0,0000146
= 0,7196460

bulunur. Yani f(1,1) ~ 0,7196460’tir. m

Ornek 9.4 (Geri Fark Formiiliiyle f(2)). Ornek 9.2 verileriyle (z, = 2,2, h = 0,3, n = 4) Newton geri
fark formilint kullanarak f(2) i¢in dérdiincti dereceden bir polinom yardimiyla yaklagimda bulununuz

(virgilden sonra 7. basamak).
Coziim.
z = 2 tablonun sonunda oldugundan geri fark formila kullanilir. 2 = 2,2 + s - 0,3 esitliginden s =

—% bulunur. Teorem 9.3 ile

(@) = fe) + (D)) Vi) + () ) VA H(a)
L))+ (7)) Vi)

+Hn (5
= fag) + sV S + 2D g2

+s(s +1)(s+2) V8 ()

3!
s(s+1)(s+2)(s+3
+( )( 4' )( )V4f(1'4)
dir. s = —2 icin katsayilar
s(s+1)_1( 2) 11
2! 2\ 3/ 3 9
s(s+1)(s+2) 114 4
3! 9 3 3 81
s(s+1)(s+2)(s+3)__i 1 z__i
81 4 3 243

4
olur. Tablonun alt kenarindaki farklarla (V f(z,) = —0,1714563, V2 f(z,) = 0,0021273, V3 f(z,)
0,0110271, V* f(z,) = 0,0003548) terimler
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2 1
P,(2) = 0,1103623 — 5 (~0,1714563) — (0,0021273)

4 7
——(0,0110271) — —(0,0003548

= 0,1103623 + 0,1143042 — 0,0002364
—0,0005445 — 0,0000102
= 0,2238754

bulunur. Yani f(2) & 0,2238754 tiir.
Iki yaklasim da bes noktadan gecen ayni P, polinomunun degerleridir; ileri ve geri formiiller yalniz
katsayilar1 tablonun farkli kenarindan okur.

0,8

P,(1,1) ~ 0,7196460

0,6

0,4

P,(2) ~ 0,2238754

0,2

 —— N E—
0 x
1,0 1,3 1,6 1,9 2,2
tablonun basu: ileri fark tablonun sonu: geri fark

Sekil 9.4: (1,0;0,7651977), ..., (2,2; 0,1103623) bes noktasindan gegen tek bir P, polinomu. x= 1,1 tablonun
basinda oldugundan ileri fark formiiliiyle, x = 2 tablonun sonunda oldugundan geri fark formiiliiyle
hesaplanir; iki deger de ayni egrinin tizerindedir.

Stirling Merkezi Fark Formiilii

Ileri ve geri fark formiilleri, yaklasim yapilacak nokta tablonun ortalarinda oldugunda kullanish degildir:
s buytiir ve katsayilar tablonun bir kenarindan, z’ten uzak noktalardan gelir. Bu durumda kullanilabilecek
boliinmiis fark formiillerinden biri Stirling formilii olarak bilinen merkezi fark formulidiir.

Once yaklagim yapilacak noktaya yakin bir tablo noktasini x, olarak seceriz. Tabloda z,’1n altindaki
noktalar1 z, x,, ..., Ustiindekileri z_;,z_,, ... diye yeniden indisleriz. Noktalar A aralikhdiur: z; = x, +
i - h. Bes nokta icin bolinmus fark tablosu soyledir:

xy, flzw) 1. Bol. Fark 2. Bol. Fark 3. Bl Fark 4. Bl Fark
T_g flz_s]

fle_g,z_4]
T flz_y] fle_g,m 1, m]

flz_y, 2] flz_g,z_y, g, 2]
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xy, flzg] 1. Bol. Fark 2. Bol Fark 3. Bol. Fark 4. B4l Fark
Zo flzo] fle_y, g, 4] flz_g, .. @]
flzg, 4] flo_y, @g, 1, 75
Ty flzy] flzo, 21, 75]
[l @]
Zo flzs]

Stirling formiild, alt1 ¢izili girdileri, yani z, satirinin iizerinde ve hemen cevresinde duran farklari kullanir.

Teorem 9.4 (Stirling Merkezi Fark Formiilii). Noktalar h aralikl, z, = zy+i-hvex =xy+s-h
olsun.n = 2m + 1 tek say1 ise Stirling formiilii

Po(w) = s (2) = flag) + 5 ( flay, 0] + flag, ) )
+5%h? flx_y, 20,24
s(s? — 3
% ( f[x72ax713x07w1] + f[l‘flvm07x1a$2] )
s2(s* = 1)h* flz_g, ..., 73]
s2—1)(s? —
¥ e DO flogr oo+ flo g, ] )+
s2(s? = 1)(s? —4) (82— (m —1)% ) K2 flz_pp ooy T,
(8 —1)(82 4) ( 2 m2>h2m+l
2
' ( f[$7m71, ...,:L’m] + f[xfmv e merl] )

ile verilir. Bu durumda Py, 1, f'yi®_,,,...,Tp 1 Ve T_,_1, ..., T,, noktalarinda interpole eden iki poli-
nomun ortalamasidir; f ile cakismasi yalmz x_,,,, ..., x,,, diigimlerinde garantidir. n = 2m c¢ift say ise bu
formiiliin son satiri (son iki satira yayilan son terim) silinir ve elde edilen P,,,, f’yix_,,, ..., x,, noktalarinda
interpole eden polinomdur.

_|_

+

Ispat.
(2)‘deki gibi x — x; = (s — i) - h'dir. Teorem 9.1 formiiliinii diigimlerin iki farkl siralamasiyla yazalim
(Sonug 9.1):

(1) 29y X1, T_1,%9, T_o, ... (1) o, T_1,%1,T_o,Tg, ...

Newton formiiliinde r. terimin katsayist ilk r + 1 dugimiin boliinmiis farki, carpimi ise ilk r diigim
uzerindendir. Iki siralamada da ilk 2j + 1 digim x_, ..., z; dir. llk 2§ digim (I)'dex_; 4, ..., z;, (II)'de
T_jy ey Tjq dir.

Cift indisli (r = 2j, j > 1) terimin katsayst iki siralamada da f[x_j, ..., z;]’dir. (s —i)(s + 1) = 52 —
i? oldugundan carpimlar

(D) : s(s® —1)-- ( s2—(j—1)? ) (s—1) h?i,
(D) : s(s®> = 1) (8= (G—1)%) (s +j) k¥

olur; = s oldugundan ortalamalar s (s* — 1)--- ( 5?2 —(j—1)2 ) h2 dir.
Tek indisli (r = 25 + 1, j > 0) terimde ¢arpim iki siralamada da ilk 25 + 1 dugiim iizerindendir:

(s=5)+(s+7)
2

H (s —i)h = s(s? —1)-(s% — j2) R2IFL,

i=j

Katsayvise (I)de flx_j,...,x;,1], ()'de f[x_; 1, ..., ;] dir; ortalamalary bu iki farkin yari toplamidar.
n = 2m olsun. Iki siralamayr x_,,, ..., x,, dugumlermde durdurursak iki ifade de bu 2m + 1 noktada
f’yi interpole eden, derecesi en ¢ok 2m olan polinomdur; bu polinom tek oldugundan (Teorem 8.2) ikisi
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9.5 Stirling Merkezi Fark Formiili 123

de B, ve esittir. O halde B, iki ifadenin ortalamasidir; ortalamay: terim terim alirsak, yukaridaki
hesaplarla formiiliin son terim haric hali ¢ikar.

n=2m+ lise(D)ex,, 1, () yex_,, , digimiieklenir. Iki ifade, P,,, yer = 2m + 1 indisli terimlerini
ekler; ortalamalar: F,,, ’ye formiiliin son terimini ekler. B

Yani n = 2m iken Stirling formila «_,,,, ..., z,,, noktalarindaki interpolasyon polinomunun, katsayilar1
x, cevresindeki farklardan okunan bir yazilisidir. n = 2m + 1 iken son terim z_,,_, ve x,,, ; noktalarmi
da kullanur; elde edilen polinom z_,,, ..., %,,,; ve _,,_1, ..., T,,, noktalarindaki iki interpolasyon polino-
munun ortalamasidir. z, 7, a yakinken s kiigiiktiir ve s2 ¢arpanlari terimleri hizla kiigiiltiir.

Ornek 9.5 (Stirling Formiilityle f(1,5)). Bazi degerleri asagida verilen f fonksiyonu icin z, = 1,6
olmak tizere f(1,5) degerine Stirling formiiliinii kullanarak bir yaklagimda bulununuz (virgiilden sonra
7. basamak).

T 1,0 1,3 1,6 1,9 2,2
f(z) 0,7651977 0,6200860 0,4554022 0,2818186 0,1103623
Coziim.

o = 1,6 secildiginden z_, =1,0, z_; = 1,3, z; = 1,9, 5 = 2,2 ve h = 0,3’tlir. Birinci bolinmiis
farklar

0,6200860 — 0,7651977

= = —0,4837057

f[$72) '7’.71] 0,3 ) )
0,4554022 — 0,6200860

flz_q, ) = = 03 — —0,5489460,
0,2818186 — 0,4554022

flzg, 1] = = 03 — —0,5786120,
0,1103623 — 0,2818186

flzy, 1) = = 5 — —0,5715210,

ikinci bolinmiis farklar (payda 0,6)
—0,5489460 + 0,4837057

flz_g,x_1,20] = 06 = —0,1087338,
—0,5786120 + 0,5489460
floe_q,zg,21] = — 0; ’ = —0,0494433,
—0,5715210 + 0,5786120
flzg, @y, 2] = — OJg ’ =0,0118183,

iciincii (payda 0,9) ve dordiincii (payda 1,2) bolinmiis farklar
_ —0,0494433 + 0,1087338

= = 0,0658783
f[‘r727 ’ 1'1] 0,9 ’ ’
0,0118183 + 0,0494433
flz_q, @y = = 0+9 : = 0,0680684,
0,0680684 — 0,0658783
fle_gy @] = = 12 - = 0,0018251
olur. Stirling formiilinde kullanilan girdilerin alt1 ¢izilidir:
k x, Flzi) 1. Bsl 2 BslL 3. Bsl 4 Bl
Fark Fark Fark Fark

) 1,0 0,7651977
—0,4837057
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124 Boliim 9. Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

Fark Fark Fark
-1 1,3 0,6200860 —0,1087338
—0,5489460 0,0658783
0 1,6 0,4554022 —0,0494433 0,0018251
—0,5786120 0,0680684
1 1,9 0,2818186 0,0118183
—0,5715210
2 2,2 0,1103623
1,56 =1,6 + s - 0,3 esitliginden s = —% bulunur. Bes nokta oldugundan n = 2m = 4, m = 2’dir ve son
satir1 silinmis formil kullanilir:
sh
Py(z) = f(zo) + 5 ( flz_v, 2ol + flzg, 1] ) + 2B flz_y, 20, 4]
s(s2 —1)h3
2 ] 4 flo, o))
+5%(s2 — )bt flz_,, ..., 7).
s = —%, h=03i¢ins?—1= —% oldugundan katsayilar
sh=-0,1, s2h? = 0,01,

8 8
s(s? = DB = o 0,027 = 0,008, 5%(s” — 1)hd = —gp  0:0081 = —0,0008

olur. Buna gore

—0,1
F(15) ~ By(1,5) = 0,4554022 + —~(~0,5489460 — 0,5786120)

40,01 - (—0,0494433)

0
+0’2ﬁ(0,0658783 + 0,0680684)

—0,0008 - 0,0018251
= 0,4554022 + 0,0563779 — 0,0004944
+0,0005358 — 0,0000015
= 0,5118200

bulunur. Bu veriler Ornek 9.2 verileridir ve sonug oradaki P, polinomunun 1,5’teki degeridir. Tutarlilik

kontrolii olarak Onerme 9.1 ile
4! pt. flz_g, ..y z9] = 24-0,0081 - 0,0018251 ~ 0,0003548

olur; bu, oradaki A*f(1,0) degeridir. m

9.6 Alistirmalar

Asagidaki sorularda boliinmius fark tablosu ve Newton formiilleri kullanilir.

Alistirma 9.1 (In 4 i¢cin Boliinmiis Fark Polinomu). In3 = 1,0986123, In5 = 1,6094379 ve In6 =
1,7917595 degerlerini kullanarak In4 degerini yaklasik olarak bulmak icin boliinmiig farklar tablosu
yardimiyla Newton bolinmiis fark formiiliinden bir interpolasyon polinomu bulunuz (virgiilden sonra 7.

basamaga yuvarlayiniz).
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Cozim.
g = 3,2, =5, x5 = 6 ve f(r) = Inz alalim. Bolinmiis farklar

1,6094379 — 1,0986123

flwg, 2] = 53 = 0,2554128,
1,7917595 — 1,6094379
flzg, 0] = = - 5’ = 0,1823216,
0,1823216 — 0,2554128
Flmo, 31, o] = = ’ = —0,0243637
6—3
olur. Tablo:
k Tk, Sl flzg_q, 7] [l o, T 1, 7]
0 3 1,0986123
0,2554128
1 5 1,6094379 —0,0243637
0,1823216
2 6 1,7917595

Newton bolinmis fark formiiliiyle

By(z) = flzo] + flzo, 21)(x — 2¢) + fl20) 71, To] (7 — ) (T — 219)
— 1,0086123 + 0,2554128(z — 3) — 0,0243637(z — 3)(z — 5)

bulunur. (z — 3)(z — 5) = 2% — 8z + 15 oldugundan agilmus hali

By(z) = —0,0243637z2 + (0,2554128 + 0,1949096)x
+(1,0986123 — 0,7662384 — 0,3654555)
= —0,024363722 + 0,4503224z — 0,0330816

olur. x = 4 igin Newton bi¢iminden z — 3 = 1, z — 5 = —1 oldugundan
In4 ~ B,(4) = 1,0986123 + 0,2554128 + 0,0243637 = 1,3783888

bulunur. Gergek deger In4 = 1,3862944 oldugundan hata yaklagik 0,0079’dur. m

Alistirma 9.2 (Newton Bigcimine Yeni Nokta Eklemek). Ornek 9.1 érnegindeki (0;2), (1;3), (2;12),
(5;147) noktalaria (4; 54) noktasi ekleniyor. Bolinmiis fark tablosunu yalniz yeni girdileri hesaplayarak
genisletiniz ve bes noktadan gegen P;(x) polinomunu bulunuz.

Cozim.
Eski noktalar zj =0, z; =1, z, = 2, 3 = 5 olarak kalir, yeni nokta x, = 4’tiir. Noktalarin artan
sirada olmasi gerekmez (Sonug 9.1). Tablonun altina bir satir eklenir ve her siituna bir yeni girdi gelir:

flas, zy] = % =93,
[z, 25, 24) = 93:35 =24,
flzy, 29, w3, 24] = %44%1 =5,
flzo, 1,29, T3, 4] = H =1.
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126 Boliim 9. Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

k x, flzg] 1.  Bél 2. Bél 3.  Bol 4. Bol
Fark Fark Fark Fark
0 0 2
1
1 1 3 4
9 1
2 2 12 9 1
45 5
3 ) 147 24
93
4 4 54

Ust kenardaki eski katsayilar degismemistir; yalniz f[z, ..., 7,] = 1 eklenmistir. Ornek 9.1 érnegindeki

P(z)=x3+ 22—z +2ile
B(z) = B(z) +1-2(z - 1)(z - 2)(z - 5)
olur.
z(z —1)(z —2)(z —5) = z* — 82% + 1722 — 10z
oldugundan
P(z) = z* — 723 + 1822 — 11z + 2
bulunur. Kontrol olarak
P,(4) = 256 — 448 + 288 — 44 + 2 = 54

olur; eski dort noktada eklenen terim sifir oldugundan F, onlardan da geger. B

Alistirma 9.3 (Kiip Fonksiyonunun Ileri Farklari). f(z) = z® fonksiyonu igin z, =k (k=
0,1,2,3,4, h = 1) noktalarinda ileri fark tablosunu kurunuz. Uciincii farklarin sabit, dordiincii farkin sifir

oldugunu gosteriniz ve Newton ileri fark formiiliiniin f(z) = x"ii geri verdigini dogrulaymiz.

Coziim.

Degerler 0, 1, 8, 27, 64’tiir. Ardigik farklar alinirsa
Af:1-0=1,8—1=17,27—8=19, 64— 27 = 37,
A%f:7T—1=6,19—7=12, 37 —19 = 18,
A3f:12—-6=6, 18 —12=6,

A*f:6—6=0
olur:
k L flzy) Af(zy) A f(zy,) A3 f(zy,) A f(xy,)
0 0 0
1
1 1 1 6
7 6
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9.6 Alistirmalar 127

k L fz) Af(zy) A? f(xy,) A3 f(ay,) At f(xy,)
2 2 8 12 0
19 6
3 3 27 18
37
4 4 64

Uciincii farklarin sabit olmasi Onerme 9.1 ile agiklamir: A3 f(xz;) = 3! - b3 - f[z;, ..., z; 3] tiir. Lemma
9.1 geregi f|x;, ..., x;, 3], fyi dort noktada interpole eden kiibik polinomun bas katsayisidir; bu poli-
nom z*’iin kendisidir ve bas katsayis1 1’dir. Dolayistyla A f(z;) = 6 - 1 - 1 = 6°dur. Sabit bir siitunun
farka sifir oldugundan A* f(z,) = 0’dir.

2o = 0, h = 1i¢in x = s’dir. Sonuc 9.2 ile

=0 () 1+ (5) o+ ()04 ()
=54+3s(s—1)+s(s—1)(s—2)

=s5+3s2—3s5s+53—3s2+25 =53

bulunur. Yani formiil f(z) = 23’1 tam olarak geri verir. B

Bu bolimde interpolasyon polinomunu, katsayilar: bir fark tablosundan okunan ve yeni noktalarla ko-
layca genigleyen bir bicimde yazdik. Ayni polinomlar, bir fonksiyonun yalniz tablo degerleri bilindiginde
tirevine yaklasmak i¢in de kullanilir; sonraki béliimiin konusu budur: Nimerik Tiirev.
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10.1

10. Numerik Turev

Bir fonksiyonun yalmiz birka¢ noktadaki degerleri biliniyorsa (bir 6l¢iim tablosu ya da pahali bir hesabin
ciktist) tirev kuralla alinamaz. Bu bolimde f’nin z,, 2, ..., x,, noktalarindaki degerlerinden bir tiirev
degerine yaklasan formiiller kuracagiz. Fikir sudur: f yerine interpolasyon polinomunun tiirevi alinir,
Lagrange hata teriminden de yapilan kesme hatas1 okunur.

Tirevin tanimi

(sagdaki limit varsa) kiiciik bir A i¢in fark béliimiiniin f’(z,)’a yakin oldugunu sdyler. Once bu yaklagim1
iki noktayla elde edip hatasini 6lgecegiz, sonra nokta sayisini n + 1’e ¢ikaracagiz.

Iki nokta ile tiirev yaklagimi

En basit formiil, iki noktadan gecen dogrunun, yani birinci dereceden Lagrange polinomunun tiirevinden
gelir.

f € C?[a,b], 7y € (a,b) ve h # 0 sayist z; = 2, + h € [a, b] olacak kadar kiiciik olsun. f’yi z, ve z;
noktalaridaki Lagrange interpolasyon polinomu ve hata terimiyle yazalim (Teorem 8.3):

fz) = f(zq)

T — T T —

f(zo) +

Tg— Ty T1 — Xy

" (&(z))
T

( —zo) (T — ).

h = z; — x, oldugundan bu esitlik

_x—x5—h

F@) = T8 f(ao) + =2 flao + b)

+w (x —zg)(x — x5 — h)

bi¢imini alir. Her iki tarafin x’e gére tiirevi alinirsa

fl@o+h)— flzg)  2@—z)—h
0 ) o) | 20

(x_xo)(x_xo_h) d ”

D) " dr ( f7(&(z)) )
bulunur. £(z)’i igeren terimler ihmal edilirse f'(x) ~ f(zoth)=f(zo) yaklagimi ¢ikar. Ancak bu yaklagimin
kesme hatasin genel‘bl‘r z i¢in kes(t;r_exm)e(:%fi, giinkii - ( f"(&(z)) ) hakkinda hicbir bilgimiz yoktur.
x = x alinirsa bu terimin katsayisi ——2-5—2—

f'(x) = f7(&(@))

+

sifir olur, ikinci terimde de 2(z — zy) — h = —h kalir.
Boylece hata terimi agikca yazilabilen asagidaki formiile ulasiriz.

Onerme 10.1 (ileri ve geri fark formiilii). f € C?[a,b], 7, € (a,b), h # 0 ve T, + h € [a,b] olsun.
xg ile xy + h arasinda 6yle bir § sayisi vardir ki

f@g+h)—flzg) h

F/(ag) = AN ZTED) B g )
olur. Ayrica bir M > 0 i¢in z ile x, + h arasindaki her x icin | f”(z) | < M ise
o+ h)— f(z , M| h
It )=o) _ g < M1
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10.1 Iki nokta ile tiirev yaklasimi 129

esitsizligi saglamir. f'(xy) ~ M yaklasimina h > 0 ise ileri fark formiilii, h < 0 ise geri fark
formiilit denir.

ispat
Yukaridaki tiretme, -- ( f"(&(z)) ) tirevinin var oldugunu sessizce kabul eder. Taylor Teoremi bu

varsayim olmadan ayni sonucu verir. f’nin x, civarindaki birinci dereceden Taylor polinomunu kalan
terimiyle x = x + h noktasinda yazalim (Teorem 1.9): x ile x, + h arasinda bir £ icin

g+ B) = Flag) + F(ao) bt L1

dir. f(xy) 1 sola gegirip h #+ 0 ile bolersek

o+ h)— f(z , h .,
Hoot M=) _ i)+ 2 pr(e)
ve buradan (1) elde edilir. £ sayisi x ile x, + h arasinda oldugundan | f”(§) | < M dir; dolayisiyla
fleg+h)— flz , h Y M| h
ot W =J @) _ pr(qy)| = 121} prigy | < L1

bulunur. m

Yani fark bolumi, (zg, f(zy)) ve (g + h, f(zq + h)) noktalarindan gecen kirisin egimidir ve bu egim,
te etin e ﬁlml olan f (zg)’dan en ¢ok M | h | /2 kadar sapar. Hata h ile orantili kiigiiliir: f/'(z,) =
°+h Zo) | O(h) (Tanim 3.5). {leri fark z,’mn sagindaki, geri fark solundaki degeri kullanir.

© Tiirev yaklasim ve hata sinir1 iic adimda

1. Noktalar1 ve h’yi belirle; tiirevin istendigi noktanin konumuna goére formiili se¢ (iki nokta, tig-
nokta ug nokta, iigc-nokta orta nokta ya da ikinci tiirev i¢in orta nokta).

2. Fonksiyon degerlerini formiilde yerine yaz ve sonucu istenen basamaga yuvarla.

3. Hata terimindeki tiirevi hesapla, mutlak degerinin £’ nin bulunabilecegi araliktaki en biiytik degeri
M’yibul ve smir1 yaz. Gercek deger biliniyorsa gercek mutlak hatay: bu sinirla karsilastir.

Ornek 10.1 (In x icin ileri fark). f(z) = Inz olmak iizere h = 0,1 alarak ileri fark formiilii yardimiyla

f7(1,8) tirev degerine bir yaklagimda bulunun ve olusan mutlak hata i¢in bir sinir belirleyin. (Virgiilden
sonra 7 basamaga yuvarlayn.)

Cozim.
Yaklasim. 2, = 1,8 ve h = 0,1 icin ileri fark formiilii

F(1,9) — f(1,8) In19—In1g8

’(1,8) ~ = = 0,5406722
F/(1,8) o o 0,54067
Verir.
Hata s f/(z) = L ve f”(x) = —2; dir. (1)'deki £ say1s1 1,8 ile 1,9 arasindadir ve — L bu aralikta
azalan oldugundan
| F7(€) | = = < — _ — 0,3086420 = M
G

alinabilir. fleri ve geri fark formiiliine (Onerme 10.1) gore

0,1 )
~0,3086420 - 0,1
==

f(1,8) —

= 0,0154321

bulunur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 129 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

10.2

130 Boliim 10. Niimerik Tiirev

Kargilastirma. Gergek deger f/(1,8) = Ls = 0,5555556 oldugundan gercek mutlak hata
| 0,5555556 — 0,5406722 | = 0,0148834

diir ve gercekten 0,0154321 siirmin altindadir. Kirisin egimi tegetinkinden kiiciiktir, ¢linkd Inz
konkavdir.

Geometri (h biiyiitiilmiis) h=0,1

teget, egim f(x,)

kiris, egim
fxg + h) - fixg)
h
fark = 0,0014883
~ h - hata
t x x

X, Xy +h
|

h

Sekil 10.1: f{x) = In xi¢in x, = 1,8 noktasindaki teget ve ileri fark kirisi. Solda h = 0,5 alinarak abartilmisg
geometri: konkav egrinin kirisi tegetten daha az egimlidir (0,490245 < 0,555556). Sagda gercek adim
h = 0,1: kirigin egimi 0,5406722, tegetin egimi 0,5555556. Biiyutiilen kutuda x = 1,9'da tegetin degeri
0,643343 ile In 1,9 = 0,641854 arasindaki 0,0014883'liik fark goriiliir; bu, h ile mutlak hatanin ¢arpimidir.

(n + 1)-nokta formiili

Aymu fikri n 4 1 farkli noktaya genellestirelim; iki nokta formili bunun n = 1 halidir.
Ty, Ty, .-, L, farkli noktalar, L, (z) bu noktalara ait k. Lagrange katsay1 polinomu olsun. Lagrange hata
teoremine (Teorem 8.3) gore

- 4 @) (@ =) i
kz::of zy) Ly (z (%+1)! f< )(5(33))

dir. Bu esitlikte z’e gore tiirev alinirsa

d [(z—2xq)(x—z,) -

e e e el I GE)
x—xg)(x—z,) d nt

+ (70@)+<1>' g (S

bulunur. z = z; noktasinda son terimin katsaysi sifirdir. Carpimin tiirevinde de ¢arpim kuraliyla olusan
n + 1 terimden yalniz (z — ;) carpaninin tiirevlendigi terim z ;’de sifirdan farkli kalir ve H (:v ;= T)

degerini verir. Bu gozlem agagidaki formiilii verir.

Onerme 10.2 ((n + 1)-nokta formiilii). n > 1, z,, 4, ..., z,, farkli noktalar ve I bu noktalari igeren en
kiiiik kapali aralik olsun. f € C™*1(I) ise her j = 0,1, ...,n icin I iginde dyle bir &; vardir ki
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olur. Bu formiile f’(z;) tiirevi i¢in (n + 1)-nokta formiilii denir.

ispat.
Yukaridaki tiiretme % ( FHD (E(x)) ) tirevinin varligini kabul ediyordu; bu varsayima gerek yoktur.
Hata fonksiyonunu

Zf zy) Ly (x
k=0

diye tammlayalim vew;(z) = Hk#(x — x},) diyelim. g tiirevlenebilirdir, g(x ;) = 0 dir ve noktalar farkl
oldugundan w;(z ;) # 0 dir. Ayrica

n

g'(z;) Z fzy) Ly (=
k=0
o ’ Fi(ey) .
oldugundan g’ (x;) = STy w;(z;) olacak bir§; € I bulmak yeter.
x € I noktas: diigiimlerden farkl olsun. Lagrange hata teoremine (Teorem 8.3) gore I iginde bir £(x) igin

F (€(x))

ola) = (o ;) w5(e) g

dir, yani

Fr () glz) —glz;) 1

n+1)! oz w;(z)

Diigiim sayist sonlu oldugundan x, I iginde digimlere ugramadan x;’ye yaklastirllabilir. Bu durumda
sag taraf A = o (z )> sayisina yakinsar.
J

foty) fonkszyonu I kapaly araliginda siireklidir; Ekstrem Deger Teoremme (Teorem 1.5) gore burada en
kiiciik degeri m’yi ve en biiyiik degeri M ’yi alir. Sol taraf her  icin CEsyl +1 7 ile = Tl)‘ arasinda oldugundan

limiti de oyledir: m < (n+ 1)! X < M. Ara Deger Teoremine (Teorem 1.7) gore I icinde f(*+1) (€]) =
(n+ 1)!'X olan bir §; vardwr. Boylece

fn+1
9 (z;) = Awj(z;) = ——2- n+1' H

elde edilir m

Yani tiirevi, interpolasyon polinomunun tiirevinin diigiimdeki degeriyle yaklasiriz; hata, Lagrange hata
teriminin z ;’deki tiirevidir. Genellikle nokta say1si arttikca yaklasim iyilesir. Uygulamada en ¢ok tic-nokta
ve bes-nokta formulleri kullanilir.

Uc¢-nokta formiilleri

n = 2 alip formiilleri acik¢a yazalim; 6nce katsay1 polinomlarinin tiirevleri gerekir.
Ty, Tq, Ty noktalar icin Ly (z) ve (carpim kuraliyla) Lj (z) soyledir:

Acik Matematik - acik-matematik.com 131 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

132 Boliim 10. Niimerik Tiirev

z) = @—z)(z—xy) o, _ 2w —ay
Lo(z) (zo_ml)(mo_wz),LO( ) (2o — 1) (29 — 25)’
T (x —xp) (7 — ) ’ _ 20 —xy —xy
L) = (z1 — o) (74 *Iz),Ll( ) (351*930)(551*3”2)’

(x —xp)(z — x4) ’ _ 20 —xy — x4
b = G, e @ — e Y T G — e @ — o)

Bunlar (n + 1)-nokta formiiliinde (Onerme 10.2) n = 2 i¢in yerine yazilirsa j = 0, 1, 2 i¢in

2:13j — T — Ty
f'(z;) = f(=) (zg — ;) (2o — o)
2.’Ej — Ty — Xy
+f (@) (2 — ) (@1 — 23)

2z, —xg— 2y (2)
(Ty — @) (23 — 1)
5 176 [T~ =)

k=0
ki

+f(z5)

elde edilir. Noktalar esit aralikli olunca katsayilar ¢ok sadelesir.
Onerme 10.3 (U¢-nokta formiilleri). h # 0 ve f,x,, 2, + h, z + 2h noktalarini iceren en kiiciik kapali
aralikta C3 sinifindan olsun. x ile T, + 2h arasinda 6yle &, &1, &5 sayilart vardir ki

1

f’(xo):% [_3f(mo)+4f($0+h)_f($0+2h)]

He (),
4 1 h2 "
f(x0+h):ﬁ[—f(;co)+f(x0+2h)]—gf (&), (4)

/(0 + 20) = oo [ Fa0) — 47w+ b) +3f(z +2) ]
)

h2
+§ 7 (&)

olur. (3) ve (5) tirevi araligin x, ve xy + 2h u¢ noktalarinda verdigi icin bunlara ii¢-nokta u¢ nokta
formiilleri, (4) tiirevi xy + h orta noktasinda verdigi icin ii¢c-nokta orta nokta formiilii denir.

ispat.
(2)de x, = zy + h vexy = xy + 2h yazalim. Bu durumda

xy — o = h, Ty — Ty = 2h, Xg—2, =h

olur. &, (n + 1)-nokta formiiliindeki (Onerme 10.2) sayidir; aralik [z, zy + 2h] (ya da h < 0 ise [z, +
2h, xy)) oldugundan x ile x, + 2h arasindadhr.
j =0, yani x; = x. Katsayilar

J
200 — L1 — X —3h 3
I _ 0 1 2 _ __°
o) = o e (e ) (R 2R)  2h
200 — Lo — T —2h 4
L/ — 0 O 2 — -
1) = G ao)ar —ap) (R 2
, 209 —xyg— —h 1
Ly(zg) = 5 . L= ==

(T —@o)(wy —21)  2h-h 2h
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10.3 U¢-nokta formiilleri 133

ve hata terimindeki (xy — x,)(xo — ®5) ¢arpimi (—h)(—2h) = 2h? dir. § - 2h* = %2 oldugundan (3)
elde edilir.

J=1yaniz; =x¢+ h.2zy — 2y — 29 = —h, 22y — 2y — T, = 0 ve 2z, — xy — 1 = h oldugun-
dan
/ —h 1 ’ ’ h 1
Lo(%)zmz—ﬁ, Li(z,) =0, LQ(;EI):W:ﬁ

dir. (z, — o) (x) — x) carprmih - (—h) = —h?* ve 3(—h?) = —%2 oldugundan (4) elde edilir.
J=2,yanixz; = xq+ 2h. 2zy — 1, — 29 = h, 225 — 1) — Ty = 2h ve 2z9 — x5 — x; = 3h oldu-
gundan

, B h 1 , _ 2h _ 4
Ly(zy) = h(—2h) — 2 Li(zy) = hh) " an

3h

, 3
L) =% =

dir. Carpim (x4 — o) (25 — o) = 2h - h = 2h? oldugundan hata terimi yine %2f’” (&) olur ve (5) elde

edilir m

Yani ti¢ deger bilindiginde tiirevin iki ucta ve ortada nasil yaklasilacagini bu ii¢ formiil séyler; ti¢liniin de
hatasi h? ile orantilidir.
Formiilleri tiirevin istendigi , noktas: cinsinden yazmak daha kullaniglidur.

Sonug¢ 10.1 (Tiirevin alindig1 noktaya goére iic-nokta formiilleri). h # 0 olsun ve f kullanilan
noktalar: iceren kapali aralikta C® sinifindan olsun.
U¢-nokta orta nokta formiilii. z, — h ile ©, + h arasindaki bir £ igin

1 h?
f'(20) = g7 [ flzg+ 1) = flzg—h) | — = 1"(6) (6)
Uc-nokta u¢ nokta formiilii. z, — 2h ile x, arasindaki bir £ icin
1
[ (zg) = % [f(xo —2h) —4f(zg — h) + 3f(z) ]

h2 "
+§ f7(8).
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y=fl)

— teget, egim f(x,)
— — = ileri fark kirisi

------ geri fark kirisi yal

orta nokta kirisi

| + } X

Xy—h X, X, + h

Sekil 10.2: x, noktasindaki teget ve i kiris. Ileri fark kirisi x, ile x, + h'yi, geri fark kirisi x, - h ile X,', orta
nokta kirisi x, — h ile x, + h'yi birlestirir. Tek yanl kirislerden biri tegetten dik, oteki yatik kalir; orta nokta
kirigi ise tegete neredeyse paraleldir.

ispat.
(4) formiilii x, yerine x, — h yazilarak kullanilirsa (x, + h = x, yer defistirmesi) ii¢ nokta xy — h, z,
xo + h olur ve (6) elde edilir; £ bu kez x( — h ile xy + h arasindadir. (5) formiilii x, yerine x, — 2h

yazilarak kullanmilirsa (xy + 2h = x) ti¢ nokta xy — 2h, xy — h, z olur ve (7) elde edilir; £ bu kez x, —
2h ile x arasindadir. ®

(3) formiliinde h yerine —h yazilirsa
1
f(zo) = YN [—3f(zo) +4f(zg — h) — f(zg —2h) |
h2 "

yani tam olarak (7) elde edilir. Bu nedenle ii¢-nokta u¢ nokta formiilii olarak (3)‘tin bilinmesi yeterlidir:
h > 0 alinirsa sagdaki, h < 0 alinirsa soldaki degerler kullanilir.

Her formulde £’yi iceren terim hata terimidir. Tiireve verilen araligin u¢ noktalarinda yaklagilacaksa
(bir taraftaki degerler yoksa) uygun ii¢-nokta u¢ nokta formiilii, ara noktalarda ise tic-nokta orta nokta
formiilii kullanilir. Orta nokta formiilii daha iyi sonug verir: hata sabiti Ly uc nokta formiiliindeki %Q’iin
yarisidir ve yalniz iki fonksiyon degeri gerekir.

Ornek 10.2 (Tablodan ii¢-nokta orta nokta formiiliiyle tiirev). f(z) = ze® fonksiyonunun bazi
degerleri asagidaki tabloda verilmistir.

T f(z)
1,8 10,889365
1,9 12,703199

2,0 14,778112
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10.3 U¢-nokta formiilleri 135

x f(z)
2,1 17,148957

2,2 19,855030

h = 0,1 i¢in i¢-nokta orta nokta formiiliinii kullanarak f’(2) degerine bir yaklasimda bulunun ve gercek
deger yardimiyla bu yaklasimdaki mutlak hatayi belirleyin.

Cozim.
Yaklasim. 2y = 2,0ve h = 0,1 icin x; — h = 1,9 ve z, + h = 2,1 dir. (6) formiilinden
_4,445758

[ 17,148957 — 12,703199 ] = ———— = 22,228790

7@~ =

1
2(0,1)

bulunur.
Gergek hata. f'(z) = €% + ze® = €*(1 + z) oldugundan gergekte f’(2) = 3e2 = 22,167168 dir ve
yaklagimin gercek mutlak hatasi

| 22,167168 — 22,228790 | = 0,061622

dir.
Hata terimiyle karsilastirma. (6)‘daki hata terimi —%2 f7(6),1,9 < &< 2,1dir. f”(z) = e®(z + 3)
fonksiyonu artan oldugundan | f”(£) | < e?! 5,1 = 41,647467 ve

0,01

h2
— f”’(f)‘ < T -41,647467 = 0,069412

6

dir; gercek hata bu siirin altindadir.
Formiilin kullandi kiris, (1,9; 12,703199) ile (2,1; 17,148957) noktalarim birlestirir ve z, = 2°deki
tegete neredeyse paraleldir. Bu kirigte f(2) hi¢ kullanilmaz.

orta nokta: 22,228790

20 T
ileri fark: 23,708450
gercek: 22,167168
18 T
ileri fark
kirisi
16 +
teget, egim 3é?
14 +
12 T
} | ! x

x,+ h

0 0

Sekil 10.3: f{x) = x e* grafigi ve x, = 2, h = 0,1 icin tablo noktalar1. Orta nokta kirisi (1,9; 12,703199) ile

(2,1; 17,148957) noktalarini birlestirir; kesikli ince ¢izgi bu kirigin (2; 14,778112)'den gecen paralelidir

ve tegetle neredeyse ¢akisir. Gri kesikli ileri fark kirisi belirgin bicimde daha diktir. Egimler kutuda
verilmistir.
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136 Boliim 10. Niimerik Tiirev

Ornek 10.3 (Tablodan ii¢-nokta u¢ nokta formiiliiyle tiirev). Onceki 6rnekteki (Ornek 10.2) f(z) =
xze® tablosunu kullanarak h = 0,1 i¢in ii¢-nokta ug¢ nokta formiiliiyle f'(2) degerine bir yaklagimda
bulunun, mutlak hatay1 belirleyin ve orta nokta formiiliiniin hatasiyla kargilagtirin.

Cozim.
Yaklasim. z, = 2,0, h = 0,1 icin z; + h = 2,1 ve 2 + 2h = 2,2 dir. (3) formiiliinden

1
F'(2) ~ 55 [~ 3(14,778112) + 4(17,148957) — 19,855030 |

)

| —44,334336 + 68,595828 — 19,855030  4,406462

03 =53 = 22082310

bulunur.

Gercek hata. f'(2) = 3e? = 22,167168 oldugundan
| 22,167168 — 22,032310 | = 0,134858

dir.
Hata siur1. € sayisi 2,0 ile 2,2 arasindadir ve f”(z) = e®(z + 3) artandir; | f”(€) | <e??.52=
46,930070 ve

0,01

h2
- (@] < T - 46,930070 = 0,156434

3

olur. Gergek hata sinirin altindadir.
Karsgilagtirma. Ug nokta formiiliiniin hatas1 (0, 134858) 2orta nokta formiiliiniinkinin (0,061622) iki
katindan biraz fazladir. Bu, hata sabitlerinin orani h3 : &= = 2 ile uyumludur; aradaki kiiciik fark, £

sayilariin farkli yerlerde olmasindan gelir. m

Ornek 10.4 (Hatanin h ile kiigiilmesi). f(z) = ze® icin f’(2) tiirevine h = 0,1; 0,05; 0,025 alarak
ileri fark formiila (1) ve ti¢-nokta orta nokta formiili (6) ile yaklasin. Hatalarin h ile nasil kiigildigiinii
inceleyin. (Fonksiyon degerlerini f’nin kendisinden hesaplayin, sonuglar: virgiilden sonra 7 basamaga
yuvarlayin.)

Coziim.
Hesap. Gercek deger f/(2) = 3e? = 22,1671683 tiir. Her h icin ileri fark w ve orta nokta
M hesaplanirsa asagidaki tablo elde edilir.

h fleri fark Mutlak hata Orta nokta Mutlak hata
0,1 23,7084462 1,5412779 22,2287869 0,0616186
0,05 22,9217014 0,7545331 22,1825649 0,0153966
0,025 22,5404986 0,3733303 22,1710169 0,0038486

h = 0,1 satirindaki orta nokta degeri, tablodan bulunan 22,228790 (Ornek 10.2) ile son basamakta
ayrilir; orada tablodaki alt1 basamakli degerler kullanilmigti.

Yorum. h yariya indikge ileri fark hatasi yaklagik yariya iner (1,54 — 0,75 — 0,37), orta nokta hatas1
ise yaklagik dértte birine iner (0,0616 — 0,0154 — 0,0038). Bu, hata terimlerinin % 5f7 (&) ve % B2 g (g)
olmasinin sonucudur: ileri fark O(h), orta nokta O(h?) hatalidir (Tanim 3.5). h kuguldukge & sayis12’ye
yaklastigindan hatalar sirasiyla % f7(2) = 14,7781 - hve 22 Lo f”(2) = 6,1575 - h? degerlerine yaklasir;
ornegin h = 0,025 i¢in bunlar 0,3694528 ve 0,0038485 t1r Log-log &lcekte iki hata egimi 1 ve 2 olan

dogrular tizerinde dizilir.
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mutlak hata
1

10" +
ileri fark, O(h) -
kesikli: 14,7781 h (egim 1) ---"
lOli 1
10 -7 —==
1072 +
P 2 orta nokta, O(h?)
1007 kesikli: 6,1575 h* (egim 2)
| - -
107 f | | } h

0,01 0,025 0,05 0,1

Sekil 10.4: flx) = xe*icin f(2) yaklagimlarinin mutlak hatalari, log—log 6lgekte. Daireler ileri fark, kareler
orta nokta formilidiir; h = 0,1; 0,05; 0,025; 0,0125. Kesikli dogrular 14,7781 hve 6,1575 h* referanslaridir.
fleri fark hatalar1 egimi 1, orta nokta hatalar1 egimi 2 olan dogru iizerinde dizilir.

Hata yalniz h’ye degil, tiirevin alindig1 noktaya da baghdir: kiigiik h icin ileri fark hatasi yaklagik
L] f(z) | = 2e®(x + 2) dir. f” bityiidiikee ayn1 h daha bityiik hata verir; asagidaki yiizey bunu (z, h)
diizleminde gosterir.
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Sekil 10.5: fleri fark hatasi E(x, h) = [f{x + h) - fx)]/h - f(x), ix) = xe* 1 < x<3,0,01 < h < 0,2. Yiizey

h yoniinde neredeyse dogrusal, x yoniinde tistel biiyiir: en kiiciik deger yaklasik 0,041 (x = 1, h = 0,01),

en biyiik deger yaklagik 10,9 (x = 3, h = 0,2). Vurgulu egriler h = 0,1 ve x = 2 kesitleridir; kesisimlerinde
hata 1,5412779'dur. Tabandaki egriler yaklasik esit hata egrileridir (0,5; 1; 2; 4).

10.4 Ikinci tiirev icin orta nokta formiilii

Ikinci tiireve de yalmz fonksiyon degerleriyle yaklasilabilir; bu kez formiilii dogrudan Taylor Teoreminden
tlretiriz.

Onerme 10.4 (Ikinci Tiirev I¢in Orta Nokta Formiilii). h > 0 ve f € C*[zy — h,z, + h] olsun. z, —
h ile xy + h arasinda 6yle bir § sayisi vardir ki

£ (o) = 5y [ flao = b) = 2f(a) + o + 1) ]
h* .,
)

olur. Hata terimi —fll—;f(‘l)(f) dir.

ispat.
f’nin x civarindaki iigiincii dereceden Taylor polinomunu kalan terimiyle yazalim (Teorem 1.9):
, f// T )
@) = £wo) + £ (20) (& — ) + L0 0 — )2
" (4)
T e L

burada £(x) sayisi x ile x arasindadw. x yerine sirasiyla xq + h ve xy — h yazalim. xy —h < §_; <
g < & < xg + h olmak iizere
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Flro + 1) = Flag) + £/ (wg) bt L0 p

fw(wo) B3 + (51) B
6 24 ’
f(zg—h) = flzg) — f(z) h + —5— I"(@0) 2 h?

2

(=) FYE)
6 "t M

elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplaninca tek kuvvetli terimler sadelesir:
f(@g+h)+ flzg —h) = 2f(ﬂ’?o) + f"(z0) B?
[ FE) + FE) ]

7 (zg) cekilirse

7o) = 25 [ F(ao — h) = 2f(ag) + fao + 1) ]
2
[ + )]

bulunur. 5 [ FOE) + O | sayist FAE) ile fH(€,) arasindadir ve f@, [¢_,,€,] araliginda
sureklidir. Ara Deger Teoremine (Teorem 1.7) gére §_; ile &, arasinda (uglar dahil) 6yle bir € vardir ki

FAE) + U

F9e) = .

olur; bu § de xy — h ile xy + h arasindadir. Béylece son terim —’21—2 2f@ () = —% ) (&) olur ve (8)
elde edilir. m

Yani ikinci tiirev, z,'1n iki yanindaki degerlerin ortalamasinin f(z,)’dan sapmastyla él¢iiliir ve hata O(h?)
dir. ¥ = 0 olan, yani derecesi en ¢ok 3 olan polinomlar i¢in formiil tam sonug verir.

Ornek 10.5 (Tablodan ikinci tiirev). f(z) = ze® fonksiyonu icin asagidaki tablo verilsin.

z f(z)
1,9 12,703199
2,0 14,778112
2,1 17,148957

Ikinci tiirev icin orta nokta formiiliinii kullanarak f”(2) icin bir yaklasimda bulunun ve bu yaklasimda
olusan mutlak hatayi belirleyin. (Virgiilden sonra 6 basamaga yuvarlayin.)

Cozim.
Yaklasim. 2,0 — 1,9 = 0,1 ve 2,1 — 2,0 = 0,1 oldugundan noktalar esit araliklidir: h = 0,1, z, = 2,
g —h =19, 25+ h = 2,1 (8) formillinden
4 1
f7(2) ~ 012 [ f(1,9) —2f(2) + f(2,1) ]

~12,703199 — 29,556224 + 17,148957  0,295932
N 0,01 0,01

= 29,593200

bulunur.
Gergek hata. f'(z) = e®(z+ 1) ve f"(z) =e®(z+ 1) + €%, yani f”(z) = ®(z + 2) oldugundan
f7(2) = 4e? = 29,556224 tiir. Mutlak hata
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| 29,593200 — 29,556224 | = 0,036976

dir.
Hata terimiyle karsilastirma. f)(z) = e*(z + 4) artandir; 1,9 < € < 2,1 icin | f#)(¢) | < 2!
6.1 — 49,813636 ve

h2
12

0,01
f“”(&)‘ < 5 - 49,813636 = 0,041511

olur. Gergek hata bu sinirin altindadir. m

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda bolimiin formiilleri, istenen basamaga yuvarlanarak uygulanir.

Alistirma 10.1 (In x i¢in geri fark). f(z) = Inz olmak iizere h = —0,1 alarak geri fark formiiliiyle
f/(1,8) tirev degerine bir yaklasgimda bulunun, mutlak hata i¢in bir sinir belirleyin ve gercek mutlak
hatayla karsilastirin. (Virgiilden sonra 7 basamaga yuvarlayin.)

Coziim.
Yaklasim. 2y = 1,8 ve h = —0,1 icin zy + h = 1,7 dir ve geri fark formiili

fOL7)—f(1,8) _In1,7—1In138

"(1,8) ~
f(1,8) o1 01

= 0,5715841

verir.
Hata simir1. f”(z) = —25 ve £ sayis1 1,7 ile 1,8 arasindadir. 25 azalan oldugundan

" 1
(6 1< 7y = 03460208 = M

ve ileri ve geri fark formiilitne (Onerme 10.1) gore hata en ¢ok

M| h|  0,3460208 - 0,1
2 2

= 0,0173010

dur.
Karsilastirma. f'(1,8) = 0,5555556 oldugundan gercek mutlak hata

| 0,5715841 — 0,5555556 | = 0,0160285

tir; sinirin altindadur. fleri farkin hatasi (0,0148834, Ornek 10.1) daha kiigiiktiir, ¢iinkii | f”(z) | = 1/2?
sagda daha kiictiktiir. m

Alistirma 10.2 (Soldaki degerlerle u¢ nokta formiilii). Ornek 10.2 igindeki f(z) = ze® tablosunu
kullanarak A = —0,1 icin ti¢-nokta u¢ nokta formiiliiyle f’(2) degerine bir yaklasimda bulunun, mutlak
hatay1 ve hata terimi i¢in bir sinur1 belirleyin.

Cozim.
Yaklasim. (3) formiiliinde x4 = 2,0, h = —0,1 alinirsa zy + h = 1,9, y +2h = 1,8 ve 2h = —0,2
olur:

1
J'(2) ~ —55 [~ 3(14,778112) + 4(12,703199) — 10,889365 |

 —44,334336 + 50,812796 — 10,889365  —4,410905
N —0,2 T 0,2

= 22,054525.

Bu, (7) formiliidiir: yalniz 2, = 2’nin solundaki degerler kullanildi.
Gergek hata. f/(2) = 3e? = 22,167168 oldugundan
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10.5 Alistirmalar 141

| 22,167168 — 22,054525 | = 0,112643

tur.
Hata smur ¢ sayist 1,8 ile 2,0 arasindadir ve f”(z) = e*(x + 3) artandir: | f”(§) | <e?-5=
36,945280. Boylece

h2
3

0,01

7€) < =3~ - 36,045280 = 0,123151

olur ve gercek hata bu sinirin altindadir. f” solda daha kii¢iik oldugundan bu hata, sagdaki degerlerle
bulunan hatadan (0,134858, Ornek 10.3) kiiciiktiir. m

Alistirma 10.3 (x sin x i¢in ikinci tiirev). f(z) = zsinz ve h = 0,1 olmak tizere f”(1) degeri icin
ikinci tiirev icin orta nokta formiilityle bir yaklasimda bulunun. Bu yaklasimda olugsan mutlak hata igin bir
st siur belirleyin ve sinir1 gercek mutlak hatayla karsilagtirin. (Virgiillden sonra 9 basamaga yuvarlayin.)

Coziim.

Yaklasim. 2 = 1, h = 0,1 i¢in xy — h = 0,9 ve zy + h = 1,1 dir. Fonksiyon degerleri
£(0,9) = 0,9sin0,9 = 0,704994219,
2f(1) =2sin1 = 1,682941970,
f(1,1) = 1,1sin 1,1 = 0,980328096

oldugundan (8) formilii

" 1
£/~ Gz [F09) ~2£1) + F(L)]
_0,704994219 — 1,682941970 + 0,980328096

0,01

= %80345 = 0,238034500

0,01
verir.
Tiirevler. Carpim kuraliyla
f'(x) =sinz + z cos z, f"(x) =2cosz — xsinz,
f”(z) = —3sinz — zcosz, f¥(x) = —4cosx + xsinz

dir.

Hata sinir1. [0,9; 1,1] araliginda sin z artan ve pozitif, cos = azalan ve pozitiftir. Dolayisiyla —4 cos
ve x sin z artandir, yani f(4) artandir. f(4)(1,1) = —0,834056390 < 0 oldugundan f*) aralik boyunca
negatiftir ve | f*) | en bityiik degerini 0,9’da alir:

max | fA(€) | =] —4c0s0,9+0,9sin0,9 | = 1,781445654.
0,9<€<1,1

Hata terimi i¢in

(0,1)
12

h2
’—ﬁ f@ (5)‘ < -1,781445654 = 0,001484538

bulunur.
Karsilastirma. Gergek deger f”(1) = 2cos1 —sin 1, yani f”(1) = 0,239133627 dir ve ger¢ek mutlak
hata

| 0,239133627 — 0,238034500 | = 0,001099127
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142 Boliim 10. Niimerik Tiirev

olur; 0,001484538 swmirinin altindadir. Paydadaki h? = 0,01, fonksiyon degerlerindeki yuvarlama
hatalarini 100 katina ¢ikarir: dokuz basamakli degerlerle bulunan yaklagimin son iki basamag: giivenilir
degildir (yuvarlamasiz hesap 0,238034512 verir). m

Alistirma 10.4 (Kiibik polinomda tam sonug). f(z) = 23, z, = 1 ve h = 0,5 icin ikinci tiirev i¢in
orta nokta formiliiniin tam sonug verdigini gosterin ve nedenini hata teriminden aciklayn.

Cozim.
Hesap. z, — h = 0,5 ve 5+ h = 1,5 icin f(0,5) = 0,125, f(1) =1, f(1,5) = 3,375 tir. (8) formii-
linden

0,125—2+3,375 15
/4 1 ~ b b — b) — 6
) (0,5)2 0,25

bulunur. Gergekte f”(x) = 6 oldugundan f”(1) =6 dir; yaklagim tamdur.
Neden. f*)(z) = 0 oldugundan (8)'deki hata terimi —% (4)(€) = 0 dir. Bu yiizden derecesi en ¢ok 3
olan her polinom i¢in formiil, A ne olursa olsun tam sonug verir. B

Tiirev formiillerini interpolasyon polinomunu tiirevleyerek bulduk. Ayni polinomun integralini almak da
belirli integraller igin yaklagim formiillerini verir: Niimerik Integrasyon.
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11.1

11.2

11. Niimerik Integrasyon

Belirli bir integrali ilkel fonksiyonla hesaplamak her zaman miimkin degildir: e’ gibi pek cok
fonksiyonun ilkeli elemanter fonksiyonlarla yazilamaz, bazen de f yalmz birka¢ noktadaki degerleriyle
bilinir. Béyle durumlarda integrale bir yaklasim bulmak i¢in niimerik integrasyon teknikleri kullanilir.
Fikir Niimerik Turev bolimiindekiyle aynidir: f yerine onu birka¢ noktada interpole eden Lagrange
polinomunu koyariz. Polinomun integrali kolayca hesaplanir, hata ise Lagrange hata teriminden gelir.
Bu yolla elde edilen en bilinen formiil Simpson Kuralidir. Thomas Simpson’in 1743 tarihli kitabinda geger;
Kepler benzer bir kurali 1615°te ficilarin hacmini hesaplamak igin kullanmisti. Egit aralikli noktalarla
kurulan genel formiiller ise Roger Cotes’un 6liimiinden sonra 1722"de basilan Harmonia Mensurarum’da
yer alir.

Lagrange Polinomunun Integrali

Biitiin formiillerin ¢ikis noktasi, interpolasyon polinomunu hata terimiyle birlikte integrallemektir.
Tg, Ty, ..., T, noktalari [a,b] araligindan secilmis, birbirinden farkli noktalar ve f € C"'[a,b] olsun.
f’nin bu noktalardaki Lagrange interpolasyon polinomu (Teorem 8.2)

Zf zy,) Ly (z

k=0

idi ve Lagrange hata terimine (Teorem 8.3) gére her z € [a, b] icin (a, b)’de dyle bir £(z) sayis1 vardir ki

mek )Ly (z Mn(m_wk)
k=0

(n+1! 24

olur. Her iki tarafin [a, b] aralifinda belirli integralini alalim. Toplamin integrali terim terim alinir ve f(z;,)
sayilar1 integralin digina ¢ikar:

b n b
/ f(:r)dmzZakf(mk)—i-E, ak:/ L, (z) dz,
a k=0

a

1 "I n+1
5=y ), T —a0 5 (etw) de

Tanmum 11.1 (Lagrange pollnomuna dayall integral formiilii). zy,z,,...,z
farkli noktalar ve k = 0,1, ..., n i¢in a;, = f L, (z) dz olsun.

b n
/ f@)do~ Y ay f(z)
a k=0

yaklasimina ), ..., ,, noktalarina dayali integral formiilii denir. z;, noktalarma formiilin diigiimleri,
a,, sayilarina agirliklari, (1)‘deki E sayisina da formiiliin hata terimi denir.

(1)

€ [a,b] birbirinden

n

Yani integral, f’nin digiimlerdeki degerlerinin agirlikli toplamiyla yaklagilir. Agirliklar yalmz diigiimlere
baghdir, f’ye bagh degildir; bir kez hesaplanir ve her fonksiyon i¢in kullanilir. f derecesi en ¢ok n olan
bir polinomsa f("*1) = 0 oldugundan E = 0 olur ve formiil integrali tam verir.

Yamuk Kurali

En basit durum n = 1’dir: f’yi aralifin u¢ noktalarindan gecen dogruyla degistiririz.
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144 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

Onerme 11.1 (Yamuk Kural). f € C?[z,,z,] veh = x; — x olsun. Oyle bir & € (z, ;) sayist vardir
ki

T, 3
[ s@rds =5 [5(e0) + £@) )= 35 166

olur.

1 — =1
— y=P )
—Qv/-x_
(h/2)[fixg) + flxy)]
h
a=x xy=b X

Sekil 11.1: Yamuk Kurali f'yi u¢ noktalardan gecen'y = P,(x) dogrusuyla degistirir. Tarali yamugun alani
formiiliin ana kismidir; egri ile dogru arasinda kalan bélgeler hatay: gosterir.

ispat.
(1) esitligini xy = a, v, = b dugumleriyle, yanin = 1 i¢in yazalim:

| saaa= [ [f(xo) T ) S0 | gy

To— T, T, — g

vy ] rE@ @) de

Agwrliklar. Birinci integralde ilkeller ;&;iﬁ; ve (wﬂ‘)); “dir:

2(x,—x
(m—m1)2 z (1'0_3”1)2 L1 — %o h
Gy = -——— |3 = — — =_,
2(zg —xy) "0 2(zg —zy) 2 2
a, = (z — ) o1 = (zy —m)? _ h

2(zy — ) 2(zy —z) 2

Béylece birinci integral & [ f(zo) + f(z,) | e esittir.

Hata terimi. x € [xy, x| iken £ — x5 > 0 ve x — 7 < 0 oldugundan (x — xy)(x — x1) carpimi bu
aralikta isaret degistirmez. x + xy, z, igin f”({(x)), % oranina esittir ve bu oran [z, x,] de
surekli bir fonksiyona genisler. Dolayisiyla integraller icin agwrlikly ortalama deger teoremi (Teorem 1.8)
uygulanir: éyle bir § € (zy,x,) vardir ki

/m1 f7(€(2)) (& = zp)(z — ;) dz = f7(§) /ZI(ﬂc —Zp)(z — ;) dx

0

olur. Sagdaki integralde x = xy + th yazahm. x — zy = th, x — x; = (t — 1)h ve dx = h dt olur; t de
0°dan 1’e gider:
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11.2 Yamuk Kurali

145

/ml(a:—xo)(a:—wl)dx:h?’/lt(t—l)dt:h?’(%—%) :—%3.

zq 0

Hata terimi % f” (£) (—%3) = —ff—;f”(f) olur. Iki parcay: toplayinca
[ 0= @)+ s - B O, g @)
5 z)de = 3 [ f(zg ) | 13 , Zg, Ty

elde edilir.
]

Yani Yamuk Kurali, f’nin altindaki alan (z, f(z,)) ile (21, f(x;)) noktalarin birlestiren kirigin altindaki
yamugun alaniyla degistirir: yamugun paralel kenarlar1 f(z,) ile f(z,), yiksekligi h’dir. Hata f” ile
orantilidir. f dogrusalsa hata sifirdir; [z, z;]’de f” > 0 ise hata terimi negatiftir, yani yamugun alani

integralden biytktiir.

_4
1+z2

Ornek 11.1 (Yamuk Kuraliyla w’ye yaklasim). Yamuk Kuralini kullanarak fol

dz integrali icin

bir yaklasimda bulunalim. Bu yaklasimda olusan mutlak hata igin bir iist sinir belirleyip gercek mutlak

hatay1 bulalim. Virgiilden sonra 9. basamaga yuvarlama yapalim.

Cozim.
f(z) = 1;17, a=xz,=0,b=2; =1ve h=>b—qa=1dir. Yamuk Kuralina gore

Yog h h?
| Trate =g e+ fe | = 587@, 0<e<

1+ z2

oldugundan
1
4 1 4 4 1
— dr~—-|— — | ==4 2)=3

/0 1+a2 ™" 2[1+02 +1+12] ;4+2)

bulunur.
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146 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

Ay

hata ~ 0,141592654

Yamuk alan1 = 3

1 fixy) =2

4

xXp=0 0,5 xp=1 x

Sekil 11.2: f{x) = 4/(1 + x°) egrisi ve Yamuk Kuralinin kullandig1 yamuk. Yamugun alani 3'tiir. Egri (0, 4)
ile (1, 2) noktalarim birlestiren kirisin tistiinde kaldigindan yamuk integrali eksik 6l¢er; turuncu ince
bolgenin alani gercek hata olan 7 - 3 ~ 0,141592654'tiir.

Hata icin st sinir. Tirevler

, B 8x v 8(3z% — 1)
f(m)——m, f(w)—m
oldugundan
W, | 1(8Be2-1)| 1 8(3z2 — 1)
‘_ﬁf (5)‘ T 12| (14 €2)3 S 1328 (14 22)3

olur. Bu maksimumu bulmak i¢in f”’nin tiirevine bakalim:

96z (1 — 22)
f”/(.’IJ) = W :O:>£U:0, 1, —1.

—1 ¢ [0,1]dir; ayrica (0,1)’de f” > 0 oldugundan f” bu aralikta artandir. Dolayisiyla | f” |'nin en
buytik degeri u¢ noktalardaki

8(0—1)
(1+0)?

83-1)| _

70) 1= -

—s, | FO) |:]

degerlerinden biiyiik olani, yani 8’dir. Buna goére

1
4
/ 2dac—?:
o 1tz

8
< — = 0,666666667
12 ’

gerceklenir.
Gercek hata. Gergek deger
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11.2 Yamuk Kurali 147

1
4
/ —~ _de =4arctan(1) = 4- = = = = 3,141592654
0 1+x 4

oldugundan gercek mutlak hata | 3,141592654 — 3 | = 0,141592654’tiir. Bu deger, buldugumuz
0,666666667 sinirinin altindadir.
|

11.3 Simpson Kurali

Yamuk Kuralinda f’yi bir dogruyla degistirmistik. Simdi n = 2 alip f’yi ii¢ noktadan gecen parabolle
degistiriyoruz: 5 = a, £y = b, h = 22570 = b_Ta ve araligin tam ortasi z; = x, + h’dir.

Onerme 11.2 (Simpson Kural). f € C*[z(,z,],h = 2222 vex, =z + holsun. Oyle biré € (z,, x,)
sayist vardir ki

5

[ st = L st + s ] g 7
olur.

Ay

— y=f®
— =D
(h/3)[fixg) + 4f(x) + flxp)]
h h
= + P>
a=x X1 xy3=b x

Sekil 11.3: Simpson Kurali f'yi ii¢ diigiimden geceny = P,(x) paraboliiyle degistirir. Tarali alan formiiliin ana
kismudur; egri ile parabol arasinda kalan bolgeler hatay gosterir.

ispat.

Agwrhiklar. (1)deki a), = ffz L, (x) dz integrallerinde x = x + th yazalim. x — z; = (t —i)h, =}, —
0

x; = (k—1i)h, dx = hdt olur ve t, 0°dan 2’ye gider:

2 (x—x)(x— 2y) /2 t—1)(t—2) 1 2 h
ay = dr=nh dt=h-=-= ==,
0 /mo (g — 1) (g — x4) o 2 2 3 3
alz/wz (o = 7o)(z — 75) dm:h/2t(t_2)dt=h.§:ﬁ

o (1 —x0) (21 — 75) 0 -1 3 3’

[ (x—xp)(z— ) B /2t(t1) 1L 2 h
‘/ (s —w)os o) " T2 Ty

Burada
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148 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

2
8 5
23t dt=o Grd=>
/< +2)dt =3 —6+4=3,
2
/ 2 _opdr—>_a-_2
i 3 3
2
/ _8 5, 2
j 3 3

integralleri kullanildy. Béylece formiiliin ana kismi % [ f(zo) +4f(z1) + f(zy) | dir
Hata terimi. (1)deki hata teriminde (x — xy)(x — x1)(x — x4) carpimi x, de isaret degistirir; bu
yiizden agirlikli ortalama deger teoremini dogrudan kullanamayiz. Bunun yerine 0 < s < h i¢in

z,+s
G<s>=/ F(a)do— 3 [ f(ey —5) + 4f (@) + Sl +5)

T)—5

fonksiyonunu tanimlayalim. G(h) tam olarak aradigimiz hatadw, ¢iinkii 1 —h =z, ve z; + h =
T, dir. Analizin temel teoremiyle tiirev alirsak

G’ (s) 3[fx1+s)+f —s]——ffr1 S[Fa+s) = fla—9)],
G”<3):§[f/(-’ﬂl‘i‘s)—f/(xl—s)]—g[f//<331+5)+f”<$1_3)]7
G"(s) = =5 [ (@ +8)— f" (@ ) ]

" ’

bulunur ve G(0) = G’(0) = G"(0) = 0’dwr. s > 0 igin ortalama deger teoremini (Teorem 1.4) f
[z, — s,z + s]'de uygularsak bu aralikta bir n) igin

2
F7 Gyt 8) ey = 5) =25 FO0), GM(s) = o fO)

olur. f® siirekli oldugundan [z, x,] de en kiiciik degeri m’yi ve en bilyiik degeri M ’yi alir (Teorem 1.5).
Dolayisiyla

Bu esitsizligi 0°dan s’ye ii¢ kez integralleyelim; G” (0) = G’(0) = G(0) = 0 oldugundan sirasiyla

oM 2
—TS3<G”( )<—?m83
M m
— <G (s) < —— st
s SO <5
M m
—— P <G(s) < —— ¢
90 ° (5) = =559

elde edilir s = h alip C = 90G ) dersek m < C' < M olur.

e m < C < M ise ara deger teoremine (Teorem 1.7) gére f*) ’iin en kiigiik ve en biiyiik degerini aldig iki
noktanin arasinda, dolayisiyla (x4, x5) de, f* (&) = C olan bir & vardur.

« C = M olsun. ¢(s) = G(s) + 925° dersek " > 0 vep(0) = ¢’ (0) = ¢”(0) = 0 oldugundan ¢”, ¢’
ve ¢ negatif olmayan, azalmayan fonksiyonlardir. ¢(h) = 0 oldugundan [0, h] iizerinde ¢ = 0, dola-
yistyla ” = 0 olur; yani yukaridaki esitsizliklerin hepsi esitlige doner. Ozellikle s = h'de f” (z4) —
" (zy) = 2Mh, yani f;; (M- O (x) ) dz = 0 olur. Siirekli ve negatif olmayan M — 4 fonksi-

yonu 6zdes olarak sifirdir, bu yiizden £ = x, alinabilir. C = m durumu ayni bi¢imde gosterilir.

Her durumda G(h) = gg ) (¢) olur. Ana kisimla birlestirince
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11.3 Simpson Kurali 149

[ =

Zg

Wl

5
[ F(oo) + 4f@) + fla) | — oo FHE), €€ (rg,22)

elde edilir.
| ]

Yani Simpson Kurali, f’nin altindaki alani (zg, f(zy)), (zq, f(z1)), (24, f(25)) noktalarindan gegen
paraboliin altindaki alanla degistirir. Hata terimi f(*) icerdiginden kural, ikinci dereceden interpolasyonla
kuruldugu halde derecesi en ¢ok 3 olan her polinom i¢in integrali tam verir. Yamuk Kurali ise ancak birinci
dereceye kadar tamdur.

Ayni formiile Taylor acilimiyla da ulasilabilir. f’yi z; civarinda ti¢iincii dereceden Taylor polinomu ve
kalan terimiyle (Teorem 1.9) yazip [z, 25| de integrallersek tek dereceli terimler simetriden dolay: sifir
olur. Kalan terim 55 f*) (¢(z)) (z — 21)* bicimindedir. = # z, i¢cin f¥(¢(z)) = %ﬂ;};ﬁ’;w oldugun-
dan bu oran z’in siirekli fonksiyonudur ve z,’de f(*)(z,) degeriyle siirekli genisler. Kalan terime (z —
z1)* > 0 agirligiyla Teorem 1.8 uygulaninca

Tq h3 h5
| #@rde = 2mfi@) + 5 e + g )

bulunur. f”(z;) yerine fkinci Tiirev Icin Orta Nokta Formiiliindeki (Onerme 10.4) ifade konursa

zq h h5 4 h5 4
/ @) de =5 [Jlaw) + 40w + ) |+ g6 - 5576
elde edilir. Bu yol ana kismi1 ve hatanin h® mertebesini hizla verir; GL — 4 = —L oldugundan sabit de

6
dogrudur. Ancak &; ile &, farkli olabilecegi icin hatanin tek bir ¢ ile —% @ (€) bigiminde yazilabilecegini
yukaridaki ispat garanti eder.

4
1+z2
icin bir yaklagimda bulunalim. Mutlak hata i¢in bir ust siur belirleyip gercek mutlak hatayi bulalim.

Virgiilden sonra 9. basamaga yuvarlama yapalim.

Ornek 11.2 (Simpson Kuraliyla n’ye yaklasim). Simpson Kuralini kullanarak fol dx integrali

Coziim.
f(z) = ﬁ, 2y =0z, =1h=12=0,5vex, =0,5tir Fonksiyon degerleri

4
oldugundan
Loy 0,5 18,8
/ ——dr~ = [4+4~3,2+2] = —— =3,133333333
o L+az? 3 6
bulunur.
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150 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

—_— y=4/(1+x2)

—== 7= P

f>pP

Simpson yaklasimi ~ 3,133333333

xp=0 x1=0,5 X9 =1 x

iki bolgenin isaretli toplami = 7t - 3,133333333 ~ 0,008259

Sekil 11.4: flx) = 4/(1 + x%) egrisi ve (0, 4), (0,5; 3,2), (1, 2) digiimlerinden gecen P,(x) = 4 - 1,2x -

0,8x” parabolil (kesikli). Paraboliin altindaki alan Simpson yaklagimidir. (0; 0,5) araliginda fparaboliin

iistiinde, (0,5; 1) araliginda altindadir; iki ince bolgenin isaretli toplami gercek hata olan it — 3,133333333
~ 0,008259'dur.

Hata icin iist sinir. Hata terimi —g—; F@(€) oldugundan f(*)e ihtiyacimiz var:

96(5z* — 1022 + 1) 960z (z* —3)(3z* — 1)

@ (z) = ®)(g) =
f (l’) (1 +$2)5 ) f (.’E) (1 —|—$2)6
f©in [0, 1]’ deki sifirlari = 0 ve z = \/lg’tﬁr. U¢ noktalarla birlikte
1 81
=6 ) =-5. o=
V3 2
oldugundan max,_,,| f*(z) | = 96°dir. Buna gore
h® (0,5)° 1
_Zf4 < 2 .06 = — = .
‘ 90f (f)‘ <50 96 30 0,033333333

Gergek hata. Gercek deger m = 3,141592654 oldugundan gercek mutlak hata
| 3,141592654 — 3,133333333 | = 0,008259321

olur. Yamuk Kuralinin hatast 0,141592654°tii (Ornek 11.1); yalniz bir fonksiyon degeri daha hesapla-
yarak hatay yaklagik 17 kat kiiciilttik.
]
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11.3 Simpson Kurali 151

Newton-Cotes Formiilleri

Yamuk ve Simpson kurallari, Newton-Cotes formiilleri olarak bilinen niimerik integrasyon tekniklerinin
6zel halleridir. Bu formiillerde diigiimler esit araliklidir ve iki sekli vardir: araligin u¢ noktalarini kullanan
kapali formiiller ve kullanmayan acik formiiller.

Kapal1 Newton-Cotes Formiilleri

Yamuk ve Simpson kurallarinda u¢ noktalar digiimdii. Ayni fikri n + 1 esit aralikli noktaya genellesti-
relim.

Tanim 11.2 (Kapali Newton-Cotes formiilii). n > 1, h = b*T” ve k=0,1,..,nicin 2, = x5 + kh
olsun; boylece z, = a ve z,, = b’dir.

a, = / ) L.(z)dz = / ' H ;k__a;; dz
x T 1=0 (3

0
itk

olmak tizere

b n
/ f@)ds~ > ay flzy)
a k=0

yaklagimina (n + 1)-nokta Kapali Newton-Cotes formiilii denir.

Yani kapali formiil, [a, b]’yi n esit parcaya bolen n + 1 noktanin hepsini, u¢ noktalar dahil, diigiim olarak
kullanan integral formiiliidiir. n = 1 Yamuk Kuralini, n = 2 Simpson Kuralini verir.

y — -0

— =P

a=x X1 Xy Xp_1 Xp=b x

Sekil 11.5: Kapali formulde [a, b] araligini n egit parcaya bolen n + 1 noktanin hepsi, u¢ noktalar dahil,
digiimdir. fnin yerine bu noktalardan gegen y = P,(x) polinomunun integrali alinir; tarali alan formiiliin
degeridir.

Agirliklar: hesaplamak icin, Simpson Kuralinin ispatindaki gibi z = z + th yazalim. z — z; = (t — i)h,
x, —x; = (k—1)h ve dz = hdt olur, t de 0°’dan n’ye gider:

"rrt—i
ak:h/ Hkiidt. (2)
0 =0
29
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152 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

Demek ki a,, h ile yalniz n’ye ve k’ye bagh bir saymin ¢arpimudir. ¢ = n — ¢ dontisimi L, 'yi L,,_,’ye
gotirdigiinden a;, = a,_; dir. Ayrica f =1 i¢in formiil tam oldugundan agirliklarin toplami b —a =
nh’dir.

Kapali Newton-Cotes formiilleriyle hesaplanan integrallerin hata terimleri hakkindaki bilgiyi agagidaki
teorem verir.

Teorem 11.1 (Kapali Newton-Cotes formiillerinin hata terimi). z, =a,z,, =bveh = "_T“ olmak
iizere (n + 1)-nokta Kapali Newton-Cotes formiiliinii ele alalim.

1. n ¢ift tam sayi ve f € C"*2[a, b] ise

b n
/ f@)dz =, f(z,)
a k=0

hn+3f(n+2)

e R R R L
’ 0

olacak sekilde bir £ € (a,b) sayist vardur.
2. n tek tam sayi ve f € C""[a, b] ise

b n
/ f@)ds =y flz,)
a k=0

hn+2f(n+1) (g) n
W/o Bt — 1)(t — 2)-~(t — ) dt

olacak sekilde bir § € (a,b) sayisi vardir.
Teorem, n ¢ift oldugunda hata teriminde bir mertebe kazamldigini séyler: hata f(*+%) yerine f("+2) icerir,
dolayisiyla formiil derecesi en ¢ok n + 1 olan polinomlar i¢in de tamdir. Simpson Kuralinda gordiigiimiiz
durum buydu. Teoremin genel ispat1 uzun bir hesap gerektirdiginden burada vermiyoruz;n = 1ven = 2

durumlarini Yamuk ve Simpson kurallarinda ayrica ispatladik. Yaklagik integral hesaplarinda ¢ok kulla-
nilan ti¢ formiilii simdi bu teoremden ¢ikaralim.

Sonug¢ 11.1 (Yamuk, Simpson ve Simpson 3/8 kurallar1). h = b*T“ ve x;, = xy + kh olsun. Yamuk

Kurahnda f € C?[z, x,], Simpson Kuralinda f € C*[x, z,], Simpson 3/8 Kuralinda f € C*[x,, z5] ise:

e n =1, Yamuk Kuralu:

= h 5
[ HE@de =5 (e @) | - €, m<g<a
* n = 2, Simpson Kurali:
To 5
[ s@ e = 5 [feg) + 47 + flon) |- 5o O, m <<
°n 0= 3, Simpson 3/8 Kurali:
[ s@rde =3 [ Flag) +35@) + 35 (@) + fiay) |

3h5
—%fw@% Ty <& < 3.

ispat.
Her n igin agirliklar: (2) ile, hata terimini Teorem 11.1 ile hesapliyoruz.
n = 1. (2)den

1 1 1
t—1 h t—0 h
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11.4 Newton-Cotes Formiilleri 153

n tek oldugundan teoremin 2. kismi kullanilir:

! 111 R ( 1\ R,
/Ot(tl)dt—gi—g, 51 ‘(fg)—*ﬁf (&)

n = 2. Agirliklar Simpson Kuralimin ispatinda ayni x = x, + th doniisiimiiyle bulmustuk:ay = aq =
%, a; = % n ¢ift oldugundan teoremin 1. kismi kullanilir:
2 2
32 16 4
Bt-—1)t—2)dt= | (t*—=33+2%)dt=——12+—=——
Jeene-pa= [ s eata =T oy T o
h® fH)(€) 4 4hb h®
20N L) = @) = — r@) (8.
2 (<55 = 5O = —55 1@
n = 3. (2)den
_ _ 3
/ (t—1)(t—2)(t—3) dt:—ﬁ/ (t3 — 62 + 11t — 6) dt
0 —1)(—2)(-3) 6./,
h (81 99 h 9 3h
= (= _544+=Z_1 A=Z) = 22
(7)) -5 ()%
_ 2 — 3
/ £t )dtzﬁ/(t3—5t2+6t)dt
o (M(E=D(=2) 2 J,

N>

h 9 9h
245497 == 2 =8
(4 St 7) 2 4 8

ve simetriden a, = a; = %, as =ay = %’dir. Agwrhiklarin toplami w = 3h’dir, beklendigi
gibi. Bu agirliklar Simpson 3/8 Kuralinin ana kismini verir. n tek oldugundan teoremin 2. kismi kullanilir:

3 3
/t(t—l)(t—2)(t—3)dt:/ (t* — 6t3 + 11t2 — 6t) dt
0 0

243 243 9
=5 P =gy
hF () 9\  9n° _3n°
— (——10) = 5O =55 1V,

Yani Simpson 3/8 Kurali dért noktadan gecen kiibik polinomun 1ntegra11d1r hatas1 Simpson Kurahndakl

gibi h® f*) mertebesindedir. Ayni [a, b] arahginda Simpson Kurali & = %52, Simpson 3/8 Kurali h =
kullanir. Hata sabitlerinin orani

oldugundan, f*) aralikta fazla degismiyorsa Simpson 3/8 Kuralinm hatas: Simpson Kuralimnkinin yak-
lagik 3 4>y kadardur.

Ornek 11.3 (Kapali Newton- Cotes formiilleriyle siniis integrali). Kapali Newton-Cotes formiil-

lerini n = 1,2, 3 icin kullanarak f sin ¢ dz integrali icin yaklasimlarda bulunalim ve bunlar1 gergek
degerle karsilagtiralim. Virgtilden sonra 9. basamaga yuvarlama yapalim.

Cozim.
f(z) =sinz,a =0,b= 7 tir.

n = 1 (Yamuk Kurali). z; =0, z; = %, h=

ISP
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/4
/ sinx dx ~
0

n = 2 (Simpson Kural). z, =0, 24 = %, h=-~+t= %, x, = %:

|

[ f(zo) + f(z1) | = g[sino +sin ﬂ — 0,277680184.

/4 h
[ simeds g [ fog) + 45w + f(o)
0

. . T, m
=21 [smO + 4sin 3 + sin Z] = 0,292932638.
n = 3 (Simpson 3/8 Kural). z, = 0,23 = 7, h = WTM =151 = 15T =25 = §:

/4 3h
/ sinxd:czg [ f(zo) +3f(z1) +3f(22) + fls) |
0

= %[Sin0+3sin1ﬂ—2 ~|—3$in% ~|—sinﬂ
= 0,292910703.

Karsilastirma. Gergek deger

71’/4 2
/ sinz dz = cos0 — cos% —1— ‘/7— — 0,292893219
0

oldugundan mutlak hatalar s6yledir:

n=1: |0,292893219 — 0,277680184 | = 0,015213035,
n=2: |0,292893219 — 0,292932638 | = 0,000039419,
n=3: |0,292893219 — 0,292910703 | = 0,000017484.

En iyi yaklagimi Simpson 3/8 Kurali ile elde ettik. Simpson 3/8 Kuralimin hatasinin Simpson Kurali-

: 0,000017484 __ reen o 4
ninkine orani 0000039410 ~ 0,44’tur; bu, yukarida buldugumuz § ~ 0,44 oraniyla uyumludur.
|

Ac¢ik Newton-Cotes Formiilleri

Kapali formiiller f’yi araligin u¢ noktalarinda da hesaplar. f u¢ noktada tanimsizsa ya da orada hesap-
lanmasi zorsa, diigiimleri yalniz araligin icinden se¢mek gerekir.

Tanim 11.3 (Acik Newton-Cotes formiilii). n > 0, h = Z%_‘;, zg=a+hvek=0,1,.. nicinz, =

xo + kh olsun; boylece x,, = b — h’dir. Ayrica x_, = a ve z,,,; = b yazalim. a;, = fa L, (z) dz olmak
uzere

LW@M=L%VwM~§%ﬂm

-1

yaklagimina (n + 1)-noktali A¢ik Newton-Cotes formiilii denir.
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11.4 Newton-Cotes Formiilleri 155

Kapaly, n=3: h=(b - a)/3

h h h

{ @ @ @

a=x, X Xy x3="0b
Acik, n=2: h=(b- a)4
h h h h

O @ @ @ O

a=x_, Xo X Xy x3="0b
kullanilmaz kullanilmaz

Sekil 11.6: Kapali formiilde (n = 3) [a, b] ii¢ esit parcaya boluniir ve ug noktalar dahil dort nokta diigiimdiir.
Acik formiilde (n = 2) aralik dort esit pargaya boliiniir; ug noktalar x_; = a ve x; = b kullanilmaz, diigiimler
yalniz ii¢ i¢c noktadir.

Yani [a,b] aralig1 n + 2 esit parcaya béliniir ve ug noktalar digsarida birakilarak kalan n + 1 i¢ nokta
digiim olur. L, polinomlar yine yalmz x, ..., x,, digiimleriyle kurulur, ama integral biitiin [a, b] tizerin-
den alinir.

IR — y=fn

— =P

-
|

a=x X x x Xn Xpeg=b X

Sekil 11.7: Acik formiilde [a, b] aralig1 n + 2 esit parcaya boliiniir ve yalniz x,, ..., x, i¢ noktalar1 digimdiir;
fug noktalarda hesaplanmaz (bos daireler). P, yine de biitiin [a, b] (izerinden integrallenir.

Agirliklar yine x = x4 + th ile hesaplanir. Bu kez * = @ = x_; noktasit = —1’e, x = b = x,, | noktasi

t = n + e karsilik gelir:
n+l n .
t—
ay, = h/ Ldt (3)

1 gk
itk

Acgik Newton-Cotes formiilleriyle hesaplanan integrallerin hata terimleri hakkindaki bilgiyi asagidaki
teorem verir.

Teorem 11.2 (Acik Newton-Cotes formiillerinin hata terimi). £ =0,1,...,n i¢cin h = z;é, Ty =
a+h xz,=b—h x,=xy+kh x_; =avex,, , =b olmak iizere (n + 1)-noktali A¢ik Newton-Cotes
formiiliinii ele alalim.

Acik Matematik - acik-matematik.com 155 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

156 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

1. n ¢ift tam sayi ve f € C"*2[a, b] ise

[ @dr =30t
a k=0

hn+3f(n+2) (f) /n+1

o) t2(t—1)(t —2)(t—n)dt

-1

olacak sekilde bir £ € (a,b) sayist vardur.
2. n tek tam sayi ve f € C""[a, b] ise

b n
/ f@)dz = ay ()
a k=0

hnt2 f(n+1) (6) /n+1

L [ e -2y a

-1

olacak sekilde bir £ € (a,b) sayist vardur.

Buradan = 0icin t2(t — 1)---(t — n) ¢arpimu yalniz t’dir. Bu teoremin de genel ispatini vermiyoruz. Cok
kullanilan ti¢ acik formiilii ondan ¢ikaralim.

Sonug 11.2 (Orta Nokta Kural1 ve iki acik formiil). h = Z;é, T, =xy+kh,x_ =avex, ;=0

olsun.n = 0 ven = 1 icin f € C?[a,b],n = 2 icin f € C*[a,b] ise:

e n =0, Orta Nokta Kurali:

X, 3
[ t@de =ty + e, o <e<o
3
flae)de =2 fleo) + fle) |+ o), a <€ <y

| r@ra =2 [25(0) — fe2) + 2002 |

T3

14h5
+4—5f<4)(§)7 Ty <§<z3.
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11.4 Newton-Cotes Formiilleri 157

A
’ — v
— y=flx)
®
2h f(xo)
h h
a=x_q X0 xy=b x

Sekil 11.8: Orta Nokta Kurali f'yi orta noktadaki degerine esit sabitle degistirir: tarali dikdortgenin tabani
2h, yiiksekligi f(x,)'dir. Egri ile dikdortgenin iist kenari arasinda kalan bélgeler hatay: gosterir.

ispat.

Her n i¢in agirliklari (3) ile, hata terimini Teorem 11.2 ile hesapliyoruz.

n = 0. Tek digim oldugundan Ly(x) =1 ve a, = hfjl dt = 2h’dir. n ¢ift oldugundan teoremin 1.
kismi kullanilir:

Yo 2 RO 2 B,
/ t2dt—§, -5——1‘ (€).

-1

n = 1. (3)ten

n tek oldugundan teoremin 2. kismi kullanilir:

2 — 3 7
[ ena=25m g BEE ST

-1

n=2. fi t2dt =28, fi tdt =4 ve f_31 dt = 4 oldugundan (3) ‘ten

3

B (t—1)(t—2) _h(28 )_8h

ao—h/l 5 dt=g( 3 —12+8) = 7,
)

3tt—2 2 4h
alzh/ ( dt:—h(—8—8):——
! 3

37
3
t(t—1 h(2 h
o [ g B2y o
2 2\'3 3

bulunur; ana kisim % [ 2f(z0) — f(z1) + 2f(z3) | dir n cift oldugundan teoremin 1. kismi kullanilur:
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158 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

3 3
/t2<t—1)(t—2)dt=/ (t* —3t3 + 2t?) dt

-1 -1

244 56 112
=5 Ot =T
ROFW(¢) 112 112R° 14h°
B S i — (4) — 4
4! 5~ 360 7 (&) = 45 o).

Yani acik formiillerin hata terimleri kapali formiillerinkinin tersi isaretlidir. Orta Nokta Kuraly, [a, b]'nin
orta noktasindaki degeri araligin uzunluguyla carpar. Ayni Lcst, b] araliginda Yamuk Kurali & = b — a, Orta
Nokta Kurali & = 25 kullandigindan hata terimleri — (bzg 7 ve (bgz) f” olur. Demek ki tek diigiimlii
Orta Nokta Kuralinin hatasi kabaca Yamuk Kuralininkinin yaris1 kadardir ve ters isaretlidir. n = 2 formii-
liinde ise bir agirlik negatiftir.

Ornek 11.4 (Uc noktalarda tanimsiz bir integrand). n = 2 olmak iizere Acik Newton-Cotes formii-

lind kullanarak f_ll \/C% dx integrali icin bir yaklagimda bulunalim.

Coziim.

x) = =% fonksiyonu x = +1’de tanimsizdir, bu yiizden kapali formiiller kullanilamaz; aci
f \;%fk 1’d dir, b den kapali f ller kullanil k
formiil u¢ noktalardaki degerlere ihtiya¢ duymaz.
z_,=a=—-1lz, ,=1c3=b=1ve

b b—a 1—(-1)

= =0,5
n-+2 4 ’

oldugundan digiimler
zo=—1+4+0,5=—0,5,
x; =—1+2(0,5) =0,
zqg=—1+3(0,5)=0,5
olur. f ¢ift fonksiyon oldugundan

B _ cos(0,5) _ 0,877582562
f(=0,5) = £(0,5) = 1025 0,366025404
f0)=1

bulunur. n = 2 agik formiiliinden (Sonug 11.2)

= 1,013345057,

! CoS ™

4h
_lﬁdfff% 3 [2f(zo) — flmy) +2f(x5) |
2
= 3 [ 2,026690113 — 1 + 2,026690113 ]

2
=3 3,053380226 = 2,035586817

elde edilir.
Bu yaklagimin hatasi hakkinda Teorem 11.2 bir sey soylemez: f, £1’e yaklasirken sinirsiz biyiir,
dolayisiyla C*[—1, 1]’de degildir. Gergekten = = sin § doniisiimiiyle integral

1 /2
cos x
—dzr = / cos(sin 0) df ~ 2,403939431
1 V1—a? —n/2

olur ve mutlak hata yaklagik 0,368352614 tiir. A¢gik formiil boyle bir integrale uygulanabilir, ama hata
teriminin varsayimlar: saglanmadiginda yaklasimin iyi olacag: garanti degildir.
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11.4 Newton-Cotes Formiilleri 159

11.5 Alistirmalar

Ik bes alistirmada f02 f(z) dz integraline Yamuk ve Simpson kurallariyla yaklasip sonuclar1 gercek

degerle karsilastiriyoruz; virgiilden sonra 3. basamaga yuvarliyoruz. Son iki alistirmada 7 integraline acik
ve kapal1 birer formiil daha uyguluyoruz.

Alistirma 11.1 (Yamuk ve Simpson kurallart: x?). f(z) = 22 igin f02 f(z) dz integraline Yamuk

ve Simpson kurallarini kullanarak yaklasimda bulununuz ve yaklasimlari gercek degerle kargilastiriniz.
Virgiilden sonra 3. basamaga yuvarlayimiz.

Cozim.
[0, 2] araliginda Yamuk Kurali i¢in 5 = 0, z; = 2, h = 2 ve

2
[ f@ydo~ 5 [ £0)+ 1)) = 50) + £
0

Simpson Kuralii¢inzy = 0,2, =2, h=1,2; =1ve

/Ozf(x)dm ~

Yamuk: 02 + 22 = 4,000,

[F(0)+4£(1) + £(2) ]

W =

olur. f(z) = 22 icin:

: 1 2 027_8 _
Simpson: 5[0 +4-1° 42 ]—3—2,667,

3 8
Gercek deger: x—|§ =3= 2,667.

Simpson Kurali integrali tam verdi. Bunun nedeni hata teriminin f) icermesi ve f(x) = z?’nin

dordiinci tirevinin sifir olmasidir. Yamuk Kuralinin hatasi da hata teriminden tam olarak okunur,

. . cgs h3 8 4 4 8
clinkii f” = 2 sabittir: —35f"(§) = —15-2=—5ved — 3 = 3.
| ]

Alistirma 11.2 (Yamuk ve Simpson kurallar:: x*). f(z) = 2* icin f02 f(z) dz integraline Yamuk

ve Simpson kurallarini kullanarak yaklasimda bulununuz ve yaklagimlar1 gercek degerle kargilastiriniz.
Virgiilden sonra 3. basamaga yuvarlayimiz.

Cozim.
[0, 2]'de Yamuk Kurali f(0) + f(2) (h = 2), Simpson Kural: & [ £(0) +4f(1) + f(2) | (h = 1) bicimin-
dedir. f(z) = 2* icin:

Yamuk: 0%+ 2% = 16,000,

Lo 4 ga_ 20 _

3 [0 4410420 = T = 6,667,
5 32

Gercek deger: %\% =5 = 6,400.

Simpson:

Bu kez Simpson Kurali tam degildir, ciinkii f*) = 24 # 0’dir. f4) sabit oldugundan hata terimi gercek

hatay1 tam verir: —g—; -24 = —% = —0,267 ve gercekten 6,667 — 0,267 = 6,400°dir.
|
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Alistirma 11.3 (Yamuk ve Simpson kurallari: 1/(1 + x)). f(z) = 14+x icin f02 f(z) dz integraline
Yamuk ve Simpson kurallarini kullanarak yaklagimda bulununuz ve yaklasimlar: gercek degerle karsilas-

tiriniz. Virgiilden sonra 3. basamaga yuvarlayimiz.

Cozim.
[0, 2]'de Yamuk Kurali f(0) + f(2) (h = 2), Simpson Kural: & [ £(0) +4f(1) + f(2) | (h = 1) bicimin-
dedir. f(0) =1, f(1) = 3, f(2) = 3 oldugundan:

1 4
Y ki 1+4-=-=1,333
amu +3 3 s s

1 1 1 10
i Do |14+4- -+ | =—=1,111
Simpson 3[ + 2—{—3] 9 111,

Gergek deger: In(1 + x)‘?) =In3 = 1,099.

Yamuk Kuralinin hatas: yaklagik 0,235, Simpson Kuralininki yaklagik 0,012°dir.
|

Alistirma 11.4 (Yamuk ve Simpson kurallari: sin x). f(z) = sinz igin f02 f(z) dz integraline Yamuk

ve Simpson kurallarini kullanarak yaklasimda bulununuz ve yaklasimlar1 gercek degerle kargilastiriniz.
Virgiilden sonra 3. basamaga yuvarlayimiz.

Coziim.
[0, 2]°de Yamuk Kural1 f(0) + f(2) (h = 2), Simpson Kural § [ FO)+4f(1)+ f(2) | (b = 1) bigimin-
dedir. sin 1 = 0,841470985 ve sin 2 = 0,909297427 oldugundan:

Yamuk: sin0 4+ sin 2 = 0,909,
1
Simpson: 3 [ 0+ 3,365883939 + 0,909297427 ] = 1,425,

Gergek deger: — cos m‘g =1—cos2 = 1,416.

[0,2]’de f”(z) = —sinz < 0 oldugundan Yamuk Kuralinin hata terimi 7’11—3 f7 (&) pozitiftir: yamuk,
egrinin altinda kalir ve integrali eksik verir.
|

Alistirma 11.5 (Yamuk ve Simpson kurallari: €¥). f(z) = €® icin f02 f(z) dz integraline Yamuk

ve Simpson kurallarini kullanarak yaklasimda bulununuz ve yaklasimlar: gercek degerle karsilastiriniz.
Virgtilden sonra 3. basamaga yuvarlayiniz.

Cozim.
[0, 2]'de Yamuk Kurali f(0) + f(2) (h = 2), Simpson Kural: & [ £(0) +4f(1) + f(2) | (h = 1) bicimin-
dedir. e = 2,718281828 ve €? = 7,389056099 oldugundan:

Yamuk: e° 4 e? = 8,389,
1
Simpson: 3 [ 1+ 10,873127314 + 7,389056099 ] = 6,421,

Gergek deger: e* g =e? —1=6,389.

f” = e* > 0 oldugundan Yamuk Kurali integrali fazla verir; Simpson Kurali da f(*) = e* > 0 oldu-
gundan fazla verir.
]

Bes alistirmanin sonuglarini bir tabloda toplayalim:

f(x) x? zt #1 sinz e’
Gergek Deger 2,667 6,400 1,099 1,416 6,389
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11.5 Alistirmalar 161

f(z) x? zt ﬁl sinz e®
Yamuk Kurali 4,000 16,000 1,333 0,909 8,389
Simpson  Ku- 2,667 6,667 1,111 1,425 6,421

rali

Her fonksiyonda Simpson Kurali Yamuk Kuralindan ¢cok daha iyi bir yaklasim verir; 22 icin hatas sifirdur.

Alistirma 11.6 (Orta Nokta Kuraliyla ’ye yaklasim). Orta Nokta Kuralin1 kullanarak f01 I fx2 dx

integrali i¢in bir yaklasimda bulununuz. Mutlak hata igin bir {ist siur belirleyip gercek mutlak hatay:
bulunuz ve sonucu Yamuk Kuraliyla karsilastiriniz. Virgiilden sonra 9. basamaga yuvarlayiniz.

Coziim.

Orta Nokta Kurali n = 0 acik formiiludir: A = n+2 = % =05 2_1=0,2,=0,5 z; =1 Buna
gore

1
4 4
dr ~ 2h =1.—— =32
/O 1+22 " F(@o) 17025 >

bulunur.

Hata i¢in iist sinir. Hata terimi %3 f7(€)dir. [0,1]de | f”(z) | < 8 oldugunu Yamuk Kurali 6rneginde

(Ornek 11.1) gordiik. Dolayistyla

1
-8 = 3= 0,333333333.

h3 "
— <
1) <
Gercek hata. Gercek mutlak hata
| 3,141592654 — 3,2 | = 0,058407346

olup smirin altindadir. Yamuk Kuralinin hatasi 0,141592654’tli; Orta Nokta Kurali tek bir fonksiyon
degeriyle daha kiigiik bir hata verdi ve integrali Yamuk Kuralinin tersine fazla tahmin etti.
]

Aligtirma 11.7 (Simpson 3/8 Kuraliyla w’ye yaklasim). Simpson 3/8 Kuralini kullanarak f I + ——dx

integrali i¢in bir yaklagimda bulununuz. Mutlak hata i¢in bir iist sir belirleyip gercek mutlak hatay1
bulunuz ve sonucu Simpson Kuraliyla karsilagtiriniz. Virgiilden sonra 9. basamaga yuvarlayiniz.

Coziim.
n = 3 kapali formiili i¢in h = % = % ve digiimler z, =0, z; = % Ty = % x4 = 1’dir. Fonksiyon
degerleri

£(0) =4, (j%) 104/9 3,6, (fé) 134/9 = 2,769230769, f(1) =

oldugundan, % 3 Lile

1

4 1

/ ——dr =~ o [4+3~3,6+3-2,769230769+2]
0 142 8

25,107692
_ 25,107692308 _ | 4c 161538

8
bulunur.
Hata icin iist sinir. Hata terimi — 38% @ (¢)dir. [0,1)de | f4(z) | < 96 oldugunu Simpson Kurali
érneginde (Ornek 11.2) gordiik. Dolayisiyla
3h° 3 1 2
— — . — 96 = = 0,014814815.
‘ 1 (5)‘ =80 243 35
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162 Boliim 11. Niimerik Integrasyon

Gercek hata. Gergek mutlak hata
| 3,141592654 — 3,138461538 | = 0,003131116

olur. Simpson Kuralmin hatasi 0,008259321°di (Ornek 11.2); Simpson 3/8 Kurali bir fonksiyon degeri
daha kullanarak hatay: yaklasik 2,6 kat kiculttii.
|

Bu béliimde integrali, interpolasyon polinomunun integraliyle yaklastik ve hatay1 Lagrange hata terimin-
den elde ettik. Son boliimde ise verilere tam olarak uyan bir polinom yerine, veriye en iyi uyan basit bir
egri arayacagiz: En Kiiciik Kareler Yontemi.
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12.1

12.2

12. En Kiiciik Kareler Yontemi

Lagrange interpolasyonu béliimiinde verilen noktalarin hepsinden tam olarak gegen bir polinom kurduk.
Veriler 6l¢iimden geliyorsa bu her zaman istedigimiz sey degildir: 6l¢iimler hatalidir, nokta sayisi bitytiiktiir
ve biitiin noktalardan gecen yiiksek dereceli polinom verinin gidisini degil giiriiltiisiinii izler. Bu durumda
noktalarin hepsinden ge¢meyen ama hepsine “en yakin” duran basit bir fonksiyon, ¢ogunlukla bir dogru,
aramak daha anlamhidir.

“En yakin” sozint olcilebilir kilmanin en yaygin yolu, sapmalarin karelerinin toplamini en kiicik
yapmaktir. En kiigiik kareler yontemini Legendre 1805'te yayimladi; Gauss da yontemi 1809°da yayimladi
ve 1801'de ciice gezegen Ceres’in yoriingesini bu yontemle hesaplamisti.

Egri Uydurma Problemi

Once problemin kendisini adlandiralim.

Tanim 12.1 (Egri uydurma). Bir fonksiyonun nokta nokta verilen degerlerinden, bu degerlere en
uygun diisen bagka bir fonksiyonun belirlenmesi ya da uygulamada kullanilan karmasgik fonksiyonlarin
yerine gecebilecek ve niimerik hesaplari kolaylastiracak yeni fonksiyonlarin arastirilmasi problemine egri
uydurma denir.

Yani elimizde (z,y;), ..., (Z,,, ¥,,) gibi noktalar var ve bu noktalarin gidigini iyi temsil eden, hesabi kolay
bir fonksiyon ariyoruz. Interpolasyondan farki, uydurulan fonksiyonun noktalardan gegmek zorunda
olmamasidir.

En Kiiciik Kareler Yontemi

Uydurulan egrinin “en uygun” oldugunu séylemek i¢in gercek degerlerin egriden ne kadar saptigini tek
bir sayiyla 6l¢memiz gerekir.

Tanim 12.2 (En kiiciik kareler yontemi). z,, ..., z,, noktalarinda gercek degerler y,, uydurulan dogru
(ya da egri) tizerindeki regresyon (tahmini) degerler ¢, ve bunlarin farklar1 g; = y; — ¢, olsun. Uyduru-
lacak fonksiyonu

E:‘iqi2 (1)

toplamini minimum yapacak bicimde se¢me yontemine en kiiciik kareler yontemi denir. Bu yontemle
bulunan § = ax + b dogrusuna regresyon dogrusu denir.

Yani her noktanin uydurulan egriden dikey uzakligini alip karesini topluyoruz ve bu toplamu en kiiciik
yapan egriyi seciyoruz. Farklarin kendileri toplansayd: pozitif ve negatif sapmalar birbirini gétiiriirdi;
kareler hem isareti ortadan kaldirir hem de E’yi tiirevlenebilir bir fonksiyon yapar.
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164 Boliim 12. En Kiiciik Kareler Yontemi

(xp, yp)

t t t t t x
X, X, X3 .. X,

Sekil 12.1: Veri noktalari (x;, y;) (dolu daireler), = ax + b dogrusu ve dogru tizerindeki y; = ax; + b tahmini
degerleri (i¢i bos daireler). Dikey pargalar ¢; = y; — j; farklaridir; en kiigtik kareler yontemi bu parcalarin
uzunluklarinin karelerinin toplami E'yi en kii¢iik yapan dogruyu seger.

Normal Denklemler

Uydurulacak fonksiyonun bir dogru oldugu en temel durumu ele alalim.
(21,91) - (¢, J,,) noktalarindan gegen dogru § = ax + b bigiminde yazilir; yani §;, = ax; + b’dir.
Bunu (1)‘de yerine koyarsak F, bilinmeyen a ve b katsayilarinin bir fonksiyonu olur:

n n

Blab) =3 a2 =3 - )2 = 3w, —az, — b)2. @)
=1

i=1 i=1 ?

E’nin minimum oldugu noktada iki kismi tiirev de sifir olmalidir. Sirayla a’ya ve b’ye gore tiirev alip sifira
esitleyelim:

IS
I
INgh

—2z; (y; —ax; —b) =0,

=1

S
I
INgE

Il
—

—2(y; —ax; —b) = 0.

7

Iki denklemi —2’ye béliip toplamlari terim terim acalim. Birincisinden

n n n

2 —
g xiyi—ag mi—bg z; =0,
i=1 =1 i=1

ikincisinden, b sabiti n kez toplandig1 i¢in Z:L: , b= "b"-noldugundan,

iyi—aixi—hnzo
i=1 i=1

elde edilir. Bilinen toplamlar: sol tarafa toplarsak su sistem ¢ikar.

Tamim 12.3 (Normal denklemler). (z,y,),..., (%, ¥, ) verisi i¢cin
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12.3 Normal Denklemler 165

zn:a:iyi = a( Y xf) +b<zn:wi)
i=1 i=1 i=1
n n
Zyi :a(Zx,) +b-n
i=1 i=1

denklemlerine § = ax + b regresyon dogrusunun Normal Denklemleri denir.

Yani normal denklemler a ve b’ye gore iki bilinmeyenli, iki denklemli lineer bir sistemdir. Katsayilar:
veriden hesaplanan dort toplamdir: Y- z,, " y;, >" 22 ve Y x,y;. Sistem ¢éziiliince a ve b, dolayisiyla
regresyon dogrusu bulunur.

q; = y; — ax; — byazarsak kismi tirevlerin sifir olmast ) | ¢; = Ove > z,q; = 0 demektir. Yani regresyon
dogrusunda artiklarin toplami sifirdir: noktalarin dogrunun istiinde kalan kismu ile altinda kalan kism
dengelenir.

Normal denklemlerin matris gosterimi

[Tt Shan] [ ]

seklindedir. Katsay1 matrisi terslenebilirse iki tarafi soldan onun tersiyle carparak

- [Er =] [ ”

esitlifini yazariz. Bu matrisin ne zaman terslenebilir oldugunu ve bulunan (a,b)’nin E’yi gercekten
minimum yaptigini simdi gosterelim. Kismi tiirevlerin sifir olmasi tek bagina minimumu garanti etmez;
ama F, a ve b’'nin ikinci dereceden bir fonksiyonu oldugu i¢in burada durum c¢ok temizdir.

Onerme 12.1 (Normal denklemlerin ¢6ziimii minimumdur). z, lerin hepsi ayni degilse

n n 2 3
Lp > z? — (Zizl xz) > 0 olur; dolayisiyla (4) teki katsayr matrisi terslenebilir ve normal denklem-
lerin tek bir (a,b) ¢oziimii vardir;
2. bu(a,b), (2)deki E’yi minimum yapar: (h, k) # (0,0) i¢in E(a + h,b + k) > E(a,b) olur.

Ayrica E’nin Hessian matrisi

L {2 ot 25 ]
23, 2n

sabittir ve pozitif tanimhdir.

ispat.
1z=1 Z?:l x; olsun. Kareyi agip >, x; = n& esitligini kullanirsak
n n n
Z(ml —-7)? = fo — 2%2% + nz?
=1 =1 =1

n n 2
_ o 1
= €y —— €L;
i=1 LN

nZ:cf — (sz)z = nZ(mZ — )2

Sagdaki toplam ancak her i i¢in x, = T iken sifirdir. x;’lerin hepsi ayni olmadigindan ny . z? —
> xi)Q > 0 olur. Bu say: (4) teki katsay: matrisinin determinantidir. Determinant sifirdan farkly oldugu
icin matris terslenebilir ve sistemin tek ¢oziimii (5) ile verilir.

bulunur; yani
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166 Boliim 12. En Kiiciik Kareler Yontemi

2. (a,b) normal denklemlerin ¢oziimii ve q; = y; — ax; — b olsun. Normal denklemler, kismi tiirevlerin
—2’ye boliinmiis hali oldugundan

n n
Zwiqizoa Z%ZO
i=1 i=1

demektir. Rastgele (h, k) icin
—(a+h)z; — (b+k) = q; — (hz; + k)

olur. Kareyi agip terim terim toplarsak

E(a—l—h,b—l—k):zn:(qi—(h:ri—l—k)f

121 .
= - 2h2$ id; — Z q;
=1 i=1
+ 2”: hz; + k)?
i=1

bulunur. Ortadaki iki toplam sifir oldugundan

E(a+h,b+k) =E(a,b)+ Y (hz; + k)2

=1

elde edilir. Son toplam negatif degildir. Sifir olmast igin her i icin hx,; + k = 0 olmalidir. h # 0 olsayd: her

i iginx; = —k/h olurdu, yani x; lerin hepsi ayni olurdu; bu varsayima aykiridir. O halde h = 0, buradan
da k = 0 olur. Yani (h, k) # (0,0) i¢in E(a + h,b+ k) > E(a,b) dir.
Son olarak toplami acarsak

n

> (ha; +k)? = h? zn:xg + 2hkzn::ri +nk?

i=1 i=1 i=1

- %[h k]H[Z]

=2% 0}, Sk =23
%bﬁj = 2n. Bu turevlera ve b’ye bagh olmadigindan H sabittir. Az énce bu lfadenm (h, k) # (0,0) igin
pozitif oldugunu gosterdik; bu, H 'nin pozitif tanimli olmasi demektir.
|

Yani «;’lerin hepsi aym degilse normal denklemlerin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢éziim E’nin tek
minimum noktasidir; bagka bir dogru se¢cmek hata kareleri toplamim yalniz biyiitiir. ;’lerin hepsi aym
bir ¢ sayisina esitse noktalar = ¢ dikey dogrusu tizerindedir. Bu durumda ac + b degeri y, lerin ortala-
masina esit olan her dogru ayni E’yi verir; tek bir regresyon dogrusu secilemez.

Dogru Uydurma Ornekleri

Yontemi 6nce yerine koyarak, sonra matris gosterimiyle uygulayalim. Hesaplarin hepsi ayni tablo
uizerinde yirdr.

© Regresyon dogrusu dort adimda

1. Tabloyu kur. ¢, z,, y;, xf, x,;y; sutunlu tabloyu doldur, son satira siitun toplamlarini yaz.
2. Normal denklemleri yaz. Toplamlar1 (3)‘teki iki denkleme koy.

3. Sistemi ¢6z. Bir denklemden b’yi ¢ekip 6tekine koy ya da (5)‘teki ters matrisi kullan.

4. Dogruyu yaz. Bulunan a ve b ile § = az + b regresyon dogrusunu yaz.
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12.4 Dogru Uydurma Ornekleri 167

Ornek 12.1 (Dort noktaya dogru uydurma). Asagida verilen x ve y degiskenleri icin en kiiciik kareler
yontemini kullanarak y = ax + b seklinde bir fonksiyon bulunuz.

z, -1 —01 02 1

y, 1 1,099 0808 1

Cozim.
n = 4’tiir. Once tabloyu kuralim:

¢ Z; Yi Z; TiY;
1 -1 1 1 -1
2 -0,1 1,099 0,01 —0,1099
3 0,2 0,808 0,04 0,1616
4 1 1 1 1

Toplam 0,1 3,007 2,05  0,0517

Bu toplamlarla y = az + b regresyon dogrusunun normal denklemleri

4 4 4
Y 2y, =a (Z x?) +b (Z :c) = 0,0517 = 2,05a + 0,1b,
i=1 i=1 i=1
4 4
Y yi=a (Zx) +4b => 3,907 = 0,1a + 4b
=1 =1

olur. Birinci denklemde b’nin katsayis1 0,1 oldugundan b’yi oradan ¢cekmek kolaydir. Birinci denklemi
0,1’e bolersek

0,517 = 20,5a + b = b = 0,517 — 20,5a
bulunur. Bunu ikinci denklemde yerine koyalim:

3,907 = 0,1a + 4 (0,517 — 20,5a)
=0,1a + 2,068 — 82a = —81,9a + 2,068.

Buradan 81,9a = 2,068 — 3,907 = —1,839 ve

—1,839 613
= =— = —0,022454212
81,9 27300 ’

elde edilir. b icin ilk bagintiya doniip a’nin yuvarlanmamigs degerini kullanirsak

613
b=0,517 — 20,5 - (—m)

= 0,517 + 0,460311355 = 0,977311355
olur. Aranan fonksiyon
y = —0,022454212 x 4+ 0,977311355

bulunur. Dogru neredeyse yataydir: veriler 1 civarinda kii¢iik salinimlar yapar. x = 0,2’deki nokta
dogrunun belirgin bicimde altinda, 6teki ticii Gistiinde kalir; z = —1’deki nokta ise neredeyse dogrunun
tizerindedir.
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168 Boliim 12. En Kiiciik Kareler Yontemi

®
|
|
|
g2~ 0,1194 |
|
1

1 ~ 0,0002

! i g = 00451 ®
]

¥y =-0,0225x + 0,9773

0.9 s ~ ~0,1648

[

0,8

Sekil 12.2: Dért veri noktast (dolu daireler) ve regresyon dogrusu j = -0,0225x + 0,9773. Dogru
uizerindeki ici bos daireler J; tahmini degerleridir. Kesikli parcalar g; = y; - ; artiklaridir: her nokta ile
dogru arasindaki dikey uzaklik. E, bu dért parcanin uzunluklarinin karelerinin toplamidir: E ~ 0,0435.

Ikinci 6rnekte sistemi dogrudan (5)‘teki ters matrisle ¢dzecegiz. Bunun icin 2 x 2 bir matrisin tersini
hatirlayalim: ad — By # 0 ise

aBl_ 1[5 -8

v 6 ad—py |- «

olur; paydadaki ad — By sayist matrisin determinantidir.
Yani kosegendeki iki eleman yer degistirir, 6teki ikisinin isareti degisir ve matris determinanta boliintr.

Ornek 12.2 (Matris gosterimiyle dogru uydurma). Asagidaki tabloda verilen degerleri kullanarak
en kiiciik kareler yontemi ile f(z) = ax + b fonksiyonunu matris gdsterimini kullanarak elde ediniz.

z, —2 0 1 2 4

(3

y, -3 1 3 5 9

Cozim.
n = 5’tir. Tabloyu kuralim:

t T, Y T Ty
1 -2 -3 4 6
2 0 1 0 0
3 1 3 1 3
4 2 5 4 10
5 4 9 16 36
Toplam 5 15 25 55
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12.4 Dogru Uydurma Ornekleri 169

f(z) = az + b regresyon dogrusunun normal denklemleri (5) bigiminde yazilirsa
-1
[a] _ PIEEEDIE . [Z miyi:|
b Sz, n DY

B

olur. Katsay1 matrisinin determinanti

25 5

5 5’2255—5-52125—252100#0

oldugundan matris terslenebilir. Ters matris formiiliiyle
al 1|5 =5 |55 _ 1 [ 5.55-5-15
bl  100|—5 25 15|~ 100 |—5-55+25-15
_ L p2r5—-75 | _ 1 {200 |2
100 |—2754375|  100[100] |1
bulunur. Yania = 2,b =1 ve

flz)y=2z+1

elde edilir. Bu veride bes noktanin besi de y = 22 + 1 dogrusu tizerindedir; 6rnegin = 4 i¢in 2 - 4 +
1 = 9’dur. Bu ylizden biitiin artiklar sifirdir ve E’nin minimum degeri 0°dur.

E’yi a ve b’nin fonksiyonu olarak acik¢a yazmak, Onerme 12.1'un sdyledigini gozle gormeyi saglar.
(2)'deki kareleri acip toplamlar1 yerine koyarsak (Y y? = 125)

E(a,b) = a? fo + Qabei + nb?

20 ) my — 26> y,+ > v?

= 25a2 + 10ab + 5b% — 110a — 30b + 125

olur. Bu, yukari agilan bir paraboloittir; seviye egrileri (2, 1) merkezli i¢ ice elipslerdir ve tek minimum
noktasi F(2,1) = 0’dir.
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Sekil 12.3: E(a, b) = 25a* + 10ab + 5b* - 110a - 30b + 125 yiizeyinin 0 < a < 4, -3 < b < 5 lizerindeki parcasi.

Koselerde E 100 ile 260 arasindadir. Tabandaki egik elipsler E = 5; 20; 50; 100; 200 seviye egrileridir ve

hepsi (2, 1) noktasini gevreler. Yiizeyin tek bir cukuru vardir; normal denklemlerin ¢éziimii olan (2, 1)
bu ¢ukurun dibidir ve orada E = 0 olur. Yiizeyin arkasinda kalan ¢izgiler soluk ¢izilmisgtir.

Alistirmalar

Asagidaki sorularda tabloyu kurup normal denklemleri yazacak, sistemi b’yi ¢ekip yerine koyarak ¢oze-
cegiz. Sonuglar yuvarlama yapilmadan hesaplanip virgiilden sonra dokuz basamakla gosterilmistir.

Alistirma 12.1 (Not verisine dogru uydurma). Bir siniftaki 6grenciler arasindan rastgele secilmis 10
6grencinin Matematik ve Fizik derslerinden aldiklari notlar asagida verilmistir.

Mate- 75 80 93 65 87 71 98 68 84 77
matik
Fizik 82 78 86 72 91 80 95 72 89 74

Matematik notlarimi bagimsiz degisken (z), Fizik notlarini bagiml degisken (y) kabul ederek tablodaki
veriler i¢in en uygun dogruyu bulunuz.

Coziim.

n = 10’dur. Tabloyu kuralim:
; 2
¢ Ty Yi Z; ZiY;

1 75 82 5625 6150
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12.5 Alistirmalar 171

i Ty Yi a} T;Y;
2 80 78 6400 6240
3 93 86 8649 7998
4 65 72 4225 4680
5 87 91 7569 7917
6 71 80 5041 5680
7 98 95 9604 9310
8 68 72 4624 4896
9 8 89 7056 7476
10 77 74 5929 5698

Toplam 798 819 64722 66045

Normal denklemler

imiyi = a(zn::vf) +b<
=1 i=

xi) = 66045 = 64722a + 798b,
1

n
i=1

n

n
Zyi:a<2xi> +b-n=> 819 = 798a + 10b
i=1

i=1
olur. Ikinci denklemi 10’a bolersek b = 81,9 — 79,8a bulunur. Bunu birinci denklemde yerine koyalim:

66045 = 64722a + 798 (81,9 — 79,8a)
= 64722a + 65356,2 — 63680,4a
= 1041,6a + 65356,2.

Buradan 1041,6a = 66045 — 65356,2, yani 1041,6a = 688,8 ve

688,8 41
a 10416~ 62 0,661290323
olur. Buna gore
41 903
b = 1 —_ ¢ —_— = —
81,9 —179,8 62 = 31

= 29,129032258
ve aranan dogru

y = 0,661290323 = 4 29,129032258

bulunur. Egim pozitiftir: Matematik notu bir puan arttikca Fizik notunun yaklasik 0,66 puan artmasi
beklenir.
]

Aligstirma 12.2 (Matematik notundan Fizik notu tahmini). Alistirma 12.1’daki 10 6grencinin not
verisi igin Matematik notlar1 x, Fizik notlar1 y alinarak bulunan regresyon dogrusunu kullaniniz. Mate-
matik dersinden 60 alan bir 6grencinin Fizik dersinden kag¢ almasi beklenir?

Cozim.
Alistirma 12.1'da bulunan regresyon dogrusu sudur:
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172 Boliim 12. En Kiiciik Kareler Yontemi

y = 0,661290323 = + 29,129032258

Katsayilarin tam degerleri a = 2 ve b =

62
dogrudan yerine koyariz:

903

31 dir. Bagimsiz degisken z oldugundan z = 60 degerini

_ 41 . 903 _ 1230 903
Y= %2 31 31 3l
— 39,677419355 + 29,129032258

= % = 68,806451613 ~ 69.

Yani Matematik dersinden 60 alan bir 6grencinin Fizik dersinden yaklasik 69 almasi beklenir.

Fizik (y)
100

90

y=0,6613x + 29,1290

| x=60icin y ~ 68,81
I

I

I

i

|
60 .

55 60 70 80 90 100
Matematik (x)

Sekil 12.4: On &grencinin (Matematik, Fizik) notlar1 ve regresyon dogrusu y = 0,6613x + 29,1290.
Matematik notu 60 olan 6grencinin Fizik notu tahmini dogru tizerindeki noktadan okunur: y ~ 68,81,
yani yaklasik 69.

Alistirma 12.3 (Fizik notundan Matematik notu tahmini). Alistirma 12.1'daki 10 6grencinin not
verisi i¢cin Matematik notlar «, Fizik notlar1 y alinarak bulunan regresyon dogrusunu kullaniniz. Fizik
dersinden 90 alan bir 6grencinin Matematik dersinden ka¢ almasi beklenir?

Cozim.
Alistirma 12.1'da bulunan regresyon dogrusu sudur:

y = 0,661290323 = 4 29,129032258

Katsayilarin tam degerleri a = 2L ve b =

. . . . 62
icin ¢Ozeriz:

903>

31 dir. Bu kez y = 90 verilmistir; dogrunun denklemini x

41 903
T+ —

N=52T 73

denkleminden
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12.5 Alistirmalar 173

90 — 57 1887 62 3774
4 31 41 41
= 92,048780488 ~ 92

Tr =

bulunur. Yani Fizik dersinden 90 alan bir 6grencinin Matematik dersinden yaklasik 92 almasi beklenir.
Burada y’yi x’ten tahmin etmek icin kurulan dogruyu ters gevirerek kullandik; bu, z’in y’ye gore
regresyonuyla ayni sey degildir, ¢iinkii « bagimli degisken alinip normal denklemler « ile y’'nin yerleri
degistirilerek kurulsayd: bagka bir dogru ¢ikard: ve y = 90 i¢in & ~ 89,12 bulunurdu.

|

Alistirma 12.4 (On noktaya dogru uydurma). Asagidaki tabloya bir dogru uydurmak igin en kiiciik
kareler yontemini kullaniniz.

z; 1 3 5 7 10 12 13 16 18 20
Y 4 5 6 5 8 7 6 9 12 11
Coziim.

n = 10°dur. Tabloyu kuralim:

? Ty Y 9312 T3Y;
1 1 4 1 4
2 3 5 9 15
3 5 6 25 30
4 7 5 49 35
5 10 8 100 80
6 12 7 144 84
7 13 6 169 78
8 16 9 256 144
9 18 12 324 216
10 20 11 400 220

Toplam 105 73 1477 906

Normal denklemler
906 = 1477a + 1050 ve 73 = 105a + 10b
olur. Ikinci denklemi 10’a bélersek b = 7,3 — 10,5a bulunur. Bunu birinci denklemde yerine koyalim:

906 = 1477a + 105 (7,3 — 10,5a)
= 1477a + 766,5 — 1102,5a
= 374,5a + 766,5.

Buradan 374,5a = 906 — 766,5 = 139,5 ve

1395 279

olur. Buna gore
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174 Boliim 12. En Kiiciik Kareler Yontemi

279
b=73—-10,5- —— =7,3 —3,911214953
) ) 749 ) )

= 3,388785047
ve aranan dogru
y = 0,372496662 = + 3,388785047

bulunur.
| ]

Boylece kitabin yolu tamamlaniyor: hatalarin nereden geldigini ve nasil bityiidiigiinii anlayarak basladik,
bu bilgiyle kok bulma yéntemlerinin ne kadar hizli yakinsadigini l¢tiik. Interpolasyonla bir fonksiyonu
tablo degerlerinden yeniden kurmay: 6grendik ve ayni polinomlar: tiirev ve integral hesaplamakta
kullandik. En kiiciik kareler yontemi ise noktalardan ge¢cmek yerine onlara en yakin kalan bir egri secerek
bu araclar1 gliriiltiili 6l¢timlere tagidi.
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13. Uygulamal1 Ozet

Bu sayfa kitabin yontemlerini ispatsiz, soru ¢c6zmeye doniik bir kopya kagidi olarak toplar. Uygulamada en
sik kargilagilan sorular sunlardir: bir denklemin kokiine ikiye bolme, sabit nokta, Newton-Raphson, Secant
ya da Regula Falsi ile yaklagsmak ve gereken adim sayisini bulmak; verilen noktalardan Lagrange ya da
Newton biciminde interpolasyon polinomu kurup hata sinir1 vermek; bir tiirevi ya da integrali bir tablodan
yaklagik hesaplamak; verilere en kii¢iik kareler dogrusu uydurmak. Bunlarin yaninda Taylor polinomuyla
yaklasik deger ve hata siniri, k-basamak aritmetikle hesap ve yakinsama hizi soran kisa sorular da sik
gelir. Sayfa her soru tipi icin adim adim bir algoritma, gerekli formiil tablolarini, sik yapilan hatalar1 ve
kisa ama tam ¢6ziimli 6rnekleri verir. Her kural, ayrintisinin ve gerekcesinin bulundugu tanima ya da

teoreme baglanir.

Soru Tipine Gore Yontem

Bir soruyu okuyunca ilk is, sorunun hangi kaliba girdigini ve hangi aracin en kisa yol oldugunu belirle-
mektir. Asagidaki tablo soru kaliplarini yontemlerle eslestirir.

Soruda istenen Kullanilacak arag Bu sayfada

Taylor polinomuyla yaklastk R, (z) kalan terimini en biiyitk  Bo6liim 13.2

deger, hata smnur1, kag terim ge- tiirevle sinirla

rektigi

Mutlak ya da bagil hata, p*’m  Tanimdan esitsizlik Bolim 13.3

bulunabilecegi aralik

k-basamak kesme ya da yuvar- Her ara sonucu KN formuna Bolim 13.3

lama aritmetigiyle hesap cevir

Bir dizinin ya da fonksiyonun |y, —y, | < K |, | smurmm Bolim 13.4

yakinsama hizi bul

Kokii iceren bir aralik bul Ara deger teoremi: igaret degisi- Bolim 13.5
mi

Ikiye bolmeyle yaklasim, gere- b;—n“ <e Bolim 13.6

ken adim sayis1

Uygun g secip sabit nokta ite- g([a,b]) C [a,b],| ¢’ | < k<1 Bolim 13.7

rasyonu, adim sayis1

Newton-Raphson ile koke yak- p, = Bolim 13.8

1a§1m P — f(pn—l)/f/ (pn—l)

Secant ya da Regula Falsi ile Kirigin x eksenini kestigi nokta ~ Bolim 13.9

koke yaklagim

Verilen noktalardan interpolas- Lagrange katsay1 polinomlari Bolim 13.10

yon polinomu, yaklasik deger

Interpolasyonun hata smnir1 (nTMl)' | (x — o) (z—z,) | Béliim 13.10

Boliinmiis fark tablosu, Newton Basamakli fark tablosu Bolim 13.11

bi¢imi, ileri ya da geri fark for-

mili

Tablodan birinci ya da ikinci tii- ki, ii¢-nokta ve ikinci tiirev for- Boéliim 13.12

rev
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176 Béliim 13. Uygulamali Ozet

Soruda istenen Kullanilacak arag Bu sayfada

Yamuk, Simpson, Newton-Cotes  Formill tablosu ve hata terimleri  Bolim 13.13
ile integral ve hata sinir1

Verilere dogru uydurma Normal denklemler ya da matris  Bolim 13.14
bicimi
Taylor Polinomu ve Hata Sinir1
Taylor Teoremine (Teorem 1.9) gére f(z) = B,(z) + R,,(x) ve

FrD(E())
(n+1)!

n+1

R, (z) = (z — )

dir; £(z), = ile x arasinda bilinmeyen bir sayidir. Hata sinir1 sorularinin hepsi bu bilinmeyen £’yi en kot
degeriyle degistirmekten ibarettir.

© Dért adimda Taylor ile yaklasik deger ve hata smurt

1. Tiwrevleri ¢ikar. f, f/, ..., f <"+1)’(ik}/az ve x,’daki degerleri hesapla.
2. Polinomu kur. P, (z) =37, ! k<!m0) (x — x4)F ve istenen noktada P, (z)’i bul.

3. Tirevi sinirla. z ile 2 arasindaki her ¢ icin | f("*1)(t) | < M olacak en kiigiik kolay M’yi bul.
4. Smir1 yaz.

| f@) = Ru(a) | < gy L= 1

“Kag terim gerekir?” sorusunda 4. adimdaki siir n’ye bagh yazilir ve sinir istenen hassasliktan kiiciik
olana kadar n = 1, 2, ... denenir.

Sik yapilan hatalar

+ M, &nin bulunabilecegi araligin tamamu {izerinde alinir; yalmz z,’da ya da yalniz x’te alinmaz.
+ n. mertebeden polinomun hatas1 (n + 1). tiirevle yazilir.
« Trigonometrik fonksiyonlarda acilar radyandir.

Ornek 13.1 (Ustel Fonksiyon I¢in Yaklasik Deger ve Hata Sinir1). f(z) = e~ ® fonksiyonunun z, =
0 civarindaki ikinci mertebeden Taylor polinomuyla e~%! icin bir yaklasim bulunuz ve bir hata smir1
veriniz.

Coziim.

fl@) =€ f'(z) = —e7", f"(x) = e, f" () = —e " oldugundan f(0) = 1, f(0) = —1, f"(0) =

1ve
2

P(z)=1—z+ % P,(0,1) = 1—0,1 + 0,005 = 0,905.

¢, 0ile 0,1 arasindadir ve bu aralikta | f”(t) | = e < €® = 1 oldugundan M = 1 alinr:

1 0,001
[ et = B(0.1) | < 57 (0,1) = == ~ 0,000167.

Gercek deger e %! = 0,9048374... oldugundan gergek hata 0,0001626’dir; sinirin altinda kalir.
|
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13.2 Taylor Polinomu ve Hata Sinir1 177

13.3 Hatalar ve k-Basamak Aritmetik

"dir (Tanim 2.4). Bagil hata, hatay1 saymnin biyukligine gore

Mutlak hata | p — p* |, bagil hata ’VT})*
6lger; bu ylizden buiyiik sayilarda daha anlamlidir.
p* aralig1. “Bagil hatasi en ¢ok € olan p*’lar hangi araliktadir?” sorusunda p > 0 i¢in

|p—p" |<epep(l—g)<p"<p(l+e)

yazilir. Ornegin p = 150 ve € = 1072 i¢in 149,85 < p* < 150,15 olur. Mutlak hata icin aralik p — & <
p* <p+e'dur
Kesme ve yuvarlama. y = 0,d,d,...d;d; ;... - 10" i¢in (Tanim 2.8):

Islem Kural Bagil hata sinir1
k-basamak kesme dj, | ve sonrasimni at 10~ Fk+1
k-basamak yuvarlama 5. 10" (k+1) ekle, sonra kes 0,5-107%+1

© U¢ adimda k-basamak aritmetigiyle hesap

1. Her sayiy1 6nce KN formuna cevir: 0,d; ...d;, - 107, d; # 0.
2. Her islemin sonucunu hemen yeniden K /N formuna cevir; sonucu sona saklama.
3. Mutlak ve bagil hatay1 gercek degerle hesapla.

Sik yapilan hatalar

« Normalize bicimde ilk basamak sifir olamaz: 0,0314 - 10? degil, 0,314 - 10
« Yakin iki sayinin farkinda anlamli basamak kaybolur; miimkiinse ifade yeniden diizenlenir (6rnegin
eslenigiyle carpilir).
Ornek 13.2 (Bir Kesrin Dért Basamakli Formlari). y = % sayisinin dort basamak kesme ve dort
basamak yuvarlama ile kayan nokta formlarimi bulunuz ve bagil hatalarini hesaplayniz.

Coziim.

y = 0,3142857.... - 10" oldugundan n = 1, k = 4’tir.

* Kesme: KN(y) = 0,3142 - 10'. Bagil hata % ~2,73-1074

* Yuvarlama: y + 5 - 1017% = 3,143357... kesi’lirse KN(y) = 0,3143 - 10. Bagil hata % ~
4,55 -1075.

Iki sonug da tablodaki sinirlarmn (1072 ve 0,5 - 10~3) altindadir.

|

13.4 Yakinsama Hiz1

Y, — Yo yakinsamasi, yeterince biiyik n icin | y, —y, | < K | z,, | ise O(z,,) hizindadir (Tanim 3.4).

Fonksiyonlarda da h — 0 iken | f(h) — L | < K | g(h) | ise f(h) = L+ O(g(h)) yazilir (Tanim 3.5).

Pratikte z,, = -5 ve g(h) = hP biciminde, siur1 saglayan en bityiik p aranr.

Q Uc adimda yakinsama hizi

1. Limiti bul: y, ya da L.

2. Farki sadelestir: | y,, — vy, | icin pay ve paydanin bas terimlerine bak; fonksiyonlarda Taylor
acilimin kullan.

3. Smnin yaz: farki K - - yada K - | h [P ile sinirla ve p’yi olabildigince bityiik seg.

Ornek 13.3 (Bir Dizinin Yakinsama Hiz1). y,, = nsin % dizisinin yakimsama hizini belirleyiniz.
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178 Béliim 13. Uygulamali Ozet

Cozim. s
0 < t <1 igin Taylor Teoreminden ¢ — % <sint <tolur.t = % alip t’ye bolersek

1 1 1
1—— <nsin— <1, yani nsin— —1| < —.
6n2 n 6n2

Dolayisiyla y,, — 1 ve nsin % =1 —I—(Qn%) dir. Ornegin n = 10 igin fark 0,0016658, sinir 0,0016667 dir.
|

.. 1—-cosh
Ornek 13.4 (Bir Fonksiyonun Yakinsama Hizi). f(h) = % fonksiyonunun h — 0 iken

yakinsama hizini belirleyiniz.

Cozim. ,
Taylor Teoreminden 0 < 1 —cosh < % oldugundan h # 0 i¢in

_l—cosh _|h]|
olur. O hélde f(h) — 0ve f(h) =0+ O(h)’dir.
|

13.5 Kok Bulma: Aralik ve Yontem Secimi

Her koék sorusu, kokil iceren bir aralikla baglar. f € Cla,b] ve f(a)- f(b) < 0 ise Ara Deger Teoremi
(Teorem 1.7) geregi (a, b)’de bir kok vardir. Kok araligy aranirken f birkag tam sayida hesaplanir ve isaret
degistirdigi ardigik noktalar alinir; f” aralikta isaret degistirmiyorsa kok tektir.

Asagidaki tablo dort yontemi yan yana koyar. Bu sayfada dérdii de ayni denklemle, f(z) = z3 — 2z —
5 =0 ile gosterilir. f(2) =—1<0 ve f(3) =16 > 0 oldugundan [2,3]’te bir kok vardir; kék p =
2,0945514815.. . tir.

Yontem Gerekenler Adim Yakinsama

Ikiye bolme fla)- f(b) <0 p, = a, +b, Her zaman, yavag
" 2
Sabit nokta z = g(x), lg' | < D, =9D,_1) k kiigiikse hizl
k<1
Newton-Raphson 1, iyi bir p, _ f (Pn-1) Do yakinsa ¢ok hizli
Pn = Pn—1 ’
f (pnfl)

Secant Do P1 Son iki noktadan kirig Hizli, garanti yok

Regula Falsi f(po) - f(py) <0 Isaret degistiren uctan kiris ~ Her zaman, Secant’tan
yavag

Durma kriterleri (Tanim 4.4): | py —py_q | <&, W <eyada| f(py) | < €. Soruda hangisi

P
istenmisse o kullanilir; belirtilmemisse ilki.

13.6 Ikiye Bélme Metodu

Her adimda aralik yariya iner ve kok hep isaret degistiren yaridadir (Tanim 4.3). Hata sinir1 (Teorem 4.1)

b—a
277,

|p, —p| <

dir. Adim say1s1: 10™™ hassaslik i¢in 222 < 10™™, yani 2" > (b — a) - 10™ saglayan en kiigitk n alinur.
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© ikiye bolme dort adimda

1. f(a)- (b < 0 oldugunu géster; a; = a, b; = bal.

2. p, = ve f(p,,)’yi hesapla.

3. f(pn) ( »,) ile ayni isaretliyse a,, . ; = p,,; degilse b, ., = p,, al.

4. Durma kriterini sina; saglanmiyorsa 2. adima don. Degerleri tabloda topla.

Ornek 13.5 (ikiye Bolme ile Bir Kiibigin Kokii). z° — 2z — 5 = 0 denkleminin [2, 3] araligindaki
kokiine ikiye bolme metoduyla dort adim yaklasiniz. 10~ hassaslik i¢in en az ka¢ adim gerekir?

Cozim.
f(2) =—-1<0, f(3) = 16 > 0 oldugundan kok (2, 3)’tedir.

n o a, b, Pn f(p,)

1 2 3 2,5 5,625 > 0

2 2 25 225  1,890625>0
3 2 225 2125  0,345703> 0
4 2 2125 20625 —0,351318 <0

Dort adimdan sonra kok (2,0625; 2,125) arahigindadir ve p, = 2,0625’in hatasi en ¢ok o 57 = 0,0625°tir.
Adim sayist i¢in 222 < 107%, yani 2" > 10000 gerekir. 2'3 = 8192, 2'* = 16 384 oldugundan en az
n = 14 adim gereklr

|

Sabit Nokta Iterasyonu

f(z) = 0 denklemi z = g(z) bi¢imine getirilir ve p,, = g(p,,_;) ile iterasyon yapilir (Tarum 5.2). Ayn1
denklem icin bircok g yazilabilir; ise yarayani Sabit Nokta Teoreminin (Teorem 5.2) kogullarini sagla-
yandir:

1. g € Cla,b] ve her z € [a,b] icin g(z) € [a, b],
2. herz € (a,b)i¢in| ¢'(z) | <k < 1L

Bu durumda her p, € [a, b] i¢in iterasyon tek sabit noktaya yakinsar ve (Sonug 5.1)

n

| p, —p | < k"max{p, —a,b—po}, |p,—p|< klpl—po | .

© Dort adimda sabit nokta iterasyonu

1. g’yi se¢. Denklemi z = g(x)
2. Kosullar1 denetle. g monotonsa g([a, b]) u¢ degerlerinden bulunur; max| ¢’ |'yi hesapla, bu k’dir.
3. Adim sayisini bul. Hata sinirim1 €’dan kiigiik yapan en kiigiik n’yi sec.

4. Iterasyonu yap. p, = g(p,,_;) degerlerini tabloda topla.

Sik yapilan hatalar

» Yalmz | ¢’ | < 1’i denetlemek yetmez; g’nin aralig1 kendi igine gotiirdiigii de gosterilmelidir.
+ | ¢'(p) | > 1 olan bir g ile iterasyon, p, kdke ¢ok yakin olsa bile uzaklagir.

Ornek 13.6 (Sabit Nokta Iterasyonu ile Bir Kiibigin Kékii). 73 + z — 1 = 0 denkleminiz = g(z) =

122 bi¢iminde yaziniz. g’nin [0,5; 1] aralifinda Sabit Nokta Teoreminin kogullarini sagladigini géste-
x

riniz ve p, = 0,5 ile 1073 hassaslik i¢in yeterli adim sayisin1 bulunuz.
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Cozim.
Denklem

1
3 —1=0ez(1+2)=1ez=
o+ z(1+ z) T 22

bi¢iminde yazilabilir.
Aralik kosulu. g, [0,5; 1] tizerinde azalandir; ¢(0,5) = 0,8 ve g(1) = 0,5 oldugundan ¢([0,5; 1]) =
[0,5;0,8] C [0,5; 1].

Tiirev kosulu. ¢’ (z) = —ﬁ’dir. | ¢’ | en biiytik degerini x = \/lg’te alir:

2/V/3 &5

9/ 1< o =

~ 0,6495 < 0,65 = k.

Adim sayisi. p; = ¢g(0,5) = 0,8 oldugundan

K" 0,65™
\pl Do | = 035 -0,3 < 1072 < 0,65 < 0,00116.

1—

Logaritma alinirsa n > ~ 15,68, yani n = 16 adim yeterlidir.

flk iterasyonlar p; = 0,8, p2 = 0,609756, p; = 0,728968, p, = 0,653000 olup kéke (p = 0,6823278...)
iki yandan saliarak yaklagir; bunun nedeni ¢’ < 0 olmasidir.

]

an 00116
n0,65

Newton-Raphson Metodu

Egrinin (p,,_;, f(p,,_1)) noktasindaki tegeti « eksenini p,,’de keser (Tanim 6.1):

_ _ f(pn—l)
Pn = Pna f/(pnfl),

f(p) =0, f'(p) # 0 ve p, kdke yeterince yakinsa yakinsama garantidir (Teorem 6.1) ve dogru basamak
sayis1 her adimda kabaca ikiye katlanir.

n > 1.

Sik yapilan hatalar

o f'(p,_1) = 0 ya da ¢ok kiiciikse adim tanumsizdir ya da ¢ok uzaga sicrar; baska bir p,, secilir.
+ Kokten uzak bir py ile dizi bagka bir koke gidebilir ya da salinabilir; 6nce bir kok araligi bulmak iyi
bir aliskanliktur.

Ornek 13.7 (Newton-Raphson ile Bir Kiibigin Kokii). x> — 2z — 5 = 0 denkleminin kékiine p, =
2 alarak Newton-Raphson metoduyla ti¢ adim yaklasiniz.

Cozim.
3 ’ 2 5 Pp1 = 2Pn1—5, .
f(z) =2° — 22 —5, f'(z) = 3z — 2 oldugundan p,, = p,,_; — 5 dir.
3ps_1—2
n Pn—1 f(pnfl) f/ (pnfl) pn
1 2 —1 10 2,1
2 2.1 0,061 11,23 2,0945681

3 2,0945681 0,0001857 11,1616  2,0945515

Ug adimda yedi basamak dogrudur: p; = 2,0945515 ve | f(ps) | & 1,7 - 107°. Ayni hassaslk igin ikiye
bolmeyle yirmiden fazla adim gerekirdi.
|
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13.9 Secant ve Regula Falsi

Iki yéntem de tiirev yerine kirisin egimini kullanir. Secant metodunda kiris son iki noktadan gecer (Tanim
7.1):

_ _ f(pn—l) (pn—l — pn—?)
Pn = Pna f(pn—l) - f(pn—2) .

Regula Falsi’de ayni formiilde p,,_, yerine, f degeri f(p,,_;) ile ters isaretli olan en son nokta p,, yazilir
(Tanim 7.2). Béylece kék hep son iki ug arasinda kalir (Onerme 7.1), ama bir uc takili kaldig1 icin yakinsama
Secant’tan yavagtir.

Q Regula Falsi dort adimda

. f(po) - f(p1) < 0 oldugunu goster.
. Son nokta p,,_; ile, f degeri ona ters igaretli en son nokta p,, arasindaki kirigten p,,’yi hesapla.

. f(p,,)’vi hesapla ve isaretini not et; bir sonraki adimin kars1 ucu buna gére segilir.
. Durma kriterini sina; saglanmiyorsa 2. adima dén.

B W N =

Ornek 13.8 (Secant ve Regula Falsi ile Bir Kiibigin Kokii). z3 — 2z — 5 = 0 denkleminin kokiine
Do = 2 ve p; = 3 ile Secant ve Regula Falsi metotlariyla p,’e kadar yaklasiniz.

Coziim.
f(2) = —1, f(3) = 16’dur. Iki yéntem de p,’yi ayn1 kiristen bulur:
16-(3—2) 16

=3— =3— — =2,0588235 = —0,390800.
b2 16 — (_1) 17 ’ ) f(pZ) )
f(ps) < 0 oldugundan p, ile ters isaretli son nokta p; = 3’tiir; bu yiizden p; de iki yontemde aynidur:
ps = 2,0812637, f(p;) = —0,147204. Ayrim bundan sonra baslar.

- Secant son iki noktay1 (p,, p5) kullanir: p, = 2,0948241, | p, —p | ~ 2,7 - 107%.
+ Regula Falsi f(p;) <0 oldugundan yine p; = 3’ kullanur: p, = 2,0896392, | p, —p | ~ 4,9
1073,

Secant bir sonraki adimda py; = 2,0945494 ile bes basamaga ulasirken Regula Falsi soldan, tek tarafli
ve yavas ilerler (p5 = 2,0927396).
|

13.10 Lagrange Interpolasyonu ve Hata Sinir1

n + 1 farkli noktadan gecen, derecesi en ¢ok 7 olan tek polinom (Teorem 8.2)

T —x;

P(z) = Zf(xk) Ly(z), Ly(z) = H —
k=0 im0 Tk — T4
itk
dir. Her L; kendi diigiimiinde 1, 6tekilerde 0’dir. Hata sinir1 (Sonug 8.1):

| f(z) = P(x) | < %I (€ —zo)(z —zy)(x—a,) |, | f|<M.

© Dért adimda interpolasyon ve hata smiri

. Lj()leri istenen noktada say1 olarak hesapla; kontrol icin 3, L (z) = 1 olmal.

. P(z) =3, f(z))Ly(z)’ibul
FH+1°; cikar ve diigiimlerle 2’i iceren aralikta M ile sinirla.
. Hata siirimi yaz.

W N
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Ornek 13.9 (Karekok I¢in Ikinci Dereceden Interpolasyon). f(z) = y/z fonksiyonunun z, = 4,
x; =9, zo = 16 digiimlerindeki ikinci dereceden Lagrange polinomuyla /10 i¢in bir yaklasim bulunuz
ve bir hata smir1 veriniz.

Cozim.
z = 10 icin katsay1 polinomlar

_(10-9)(10—16) 1
Lo(10) = (4—9)(4 — 16) 10’

_ (10—4)(10—16) 36
L,(10) (9—4)(9—16) 35

_(10—-4)(10—9) 1
L,(10) = (16 —4)(16 —9) 14

olur; toplamlar: 1°dir. Buradan

1 36 1 111
P(10)=2-|—— c— 44— = — &~ 3,171429.
(10) ( )+3 35+ 14 35 3,171429

f” () = 2 275/2 azalan oldugundan [4,16]'da M = f”(4) = 2. L = 3dir:

8 32 256
3/256 3 36
| V10 — P(10) | < /3—' (10— 4)(10—9)(10 — 16) | = = -~~~ 0,0703.

Gergek deger v/10 = 3,162278 oldugundan gercek hata 0,00915’tir.
|

Boliinmiis Farklar ve Newton Formiilleri

Bolinmis farklar (Tanim 9.1) basamakl bir tabloda hesaplanir: her siitundaki sayi, solundaki iki komsu-
nun farkinin, késegenin uglarindaki diigiimlerin farkina bolimiuidiir. Newton bi¢imi (Teorem 9.1) tablonun
uist kenarindaki sayilari kullanir:

B, (z) = flzo] + flzo, 21](x — ) + flT0, 71, T3] (T — 20) (T — 21) +

_ AFf(m)

Diigiimler h aralikhysa f[zy, ..., 7] = =557 olur (Onerme 9.1) ve z = z, + sh ile
Formiil Kullanilan farklar Ne zaman
fleri fark (Sonuc 9.2): f(z,) + Tablonun iist kenar1 x tablonun bagina yakin
> (R)AR f (o)
Geri fark (Teorem 9.3): f(z,,) + Tablonun alt kenar1 z tablonun sonuna yakin
S CDPCOVES (), z =
x, + sh

© Newton bicimi dért adimda

1. Dugtimleri ve degerleri ilk iki siituna, aralarina birer bos satir birakarak yaz.
2. Her siitunu bir 6ncekinden hesapla: k. fark icin payda z,,, — =, dir.

3. Ust kenardaki katsayilarin altin ¢iz.

4. P, (z)’iyaz; yeni bir nokta eklenirse tabloya bir satir eklemek yeterlidir.

Ornek 13.10 (Boliinmiis Fark Tablosundan Kiibik Polinom). (—1,0), (0,1), (1,2), (2,9) nokta-
larindan gecen polinomu Newton boliinmis fark formiliyle bulunuz ve ileri fark formiliyle P(0,5)’1
hesaplayiniz.

Coziim.
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k Tk flz] flar-v, o] flop o @pg, @] flogs, -
0 -1 0
1
1 0 1 0
1 1
2 1 2 3
7
3 2 9

Alt1 cizili katsayilarla
P(z)=0+1-(z+1)+0-(z+z+1-(z+Da(z—1) =23+ 1.

Diigiimler h = 1 araliklidir; ileri farklar Af(zy) = 1, A%2f(z,) = 0, A3f(zy) = 6°dir (= 3!-13-1).
r=05=—1+4s-1licins=15ve

1,5 1,5 1,5-0,5- (—0,5
P(0,5)=0+1,5-1+< é)-0+(é)~6:1,5++(’)~6:1,125

olur; gercekten 0,53 + 1 = 1,125tir.
|

13.12 Numerik Turev

Tirev formiilleri, f’nin birkag noktadaki degerlerinden tiirevi yaklagik verir. Hata terimindeki tiirev,
kullanilan noktalar1 iceren aralikta M ile sinirlanir.

Formiil Yaklasim Hata terimi
F/(zg): ileri (b > 0), geri (h < f(zo +h) — flxo) _h 7€)
0) fark h 2
f’(z,): ig-nokta orta nokta fl@o+h) — flzg—h) 7h_2f///(£)
2h 6
1/ (z(): i¢-nokta ug nokta, z;, = —3f(zp) +4f (1) — f(5) h_zf,,,(g)
o + kh 2h 3
f"(zy): orta nokta f(@g —h) —2f(zg) + f(xo + h) —h—2f<4) )
h? 12

Ayrintilar: Onerme 10.1, Sonug 10.1, Onerme 10.3 ve Onerme 10.4. Tablonun sonundaki tiirev icin uc nokta
formiila h < 0 ile, yani soldaki degerlerle kullanilir.

Sik yapilan hatalar

« Orta nokta formiliinde payda 2h’dir, h degil.
+ h’yi cok kiiciiltmek hesapta yuvarlama hatasini biyttiir; hata terimi yalniz kesme hatasini 6lger.

Ornek 13.11 (Kosiniisiin Tiirevi i¢in U¢ Formiil). f(z) = cosz ve h = 0,1 icin ileri fark ve {ic-nokta
orta nokta formiilleriyle f’(1)’e, ikinci tiirev formiiliiyle f”(1)’e yaklasiniz ve hata sinirlarini veriniz.

Cozim.
cos 0,9 = 0,6216100, cos 1 = 0,5403023, cos 1,1 = 0,4535961dir.

o lileri fark:
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. 0,4535961 — 0,5403023

e o

= —0,867062.

[1;1,1]de | f” | = |cos| < cos 1 oldugundan hata en ¢ok % -0,5403 = 0,0270’tir.
+ Orta nokta:
0,4535961 — 0,6216100

F()~ 3 — —0,840069.

[0,9; 1,1]°de | f” | = |sin| < sin1,1 = 0,8912 oldugundan hata en ¢ok 22" - 0,8912 = 0,00149’dur.
« Ikinci tiirev:

. 0,6216100 — 2 - 0,5403023 + 0,4535961

F 0,01

= —0,539852.

| 4 | = cos| < cos0,9 oldugundan hata en ¢ok % -0,6216 = 0,00052°dir.

Gergek degerler f'(1) = —sinl = —0,841471 ve f”(1) = —cos1 = —0,540302dir; gercek hatalar
sirastyla 0,0256, 0,0014 ve 0,00045 olup sinirlarin altindadir.
|

13.13 Niimerik Integral

Kapali Newton-Cotes formiilleri araligin uglarini kullanir, acik formiller kullanmaz (Sonug 11.1, Sonug
11.2). Kapali formillerde h = b_T“, acik formiillerde A = 2=%"dir.

n+2
Kural Formiil Hata terimi Tam oldugu
derece
- h 3
Yamuk (1 = 1) 5 [ f(z0) + f(a) e :
Simpon (0 =2 A ) v ag) + fm) ] g ?
Simpson 3/8 (n = 3) % [ f(wo) +3f(21) +3f(x,) + —%f(‘” © ’
f(z3) ]
Orta noktg)(aglk, n= 2h f(xq) %3f/,(§) 1
— 3h 3
Agtk,n =1 [ Feo) + fa) ] e :
— h 5
Agk.n =2 20— fa)+2A@)] Mg ?

Tam oldugu derece: hata terimindeki tiirev bu dereceye kadar olan polinomlarda sifirdir, yani formiil
onlarda gercek degeri verir.

© Dort adimda integral ve hata sinir1

1. Kurali se¢ ve h’yi bul: kapalida b_T“, acikta Z;;;.

2. Dugiimleri yaz: kapalida zy = a, ...,x,, = b;acitktaxy =a+ h,...,x
3. Formiilii uygula.

4. Hata terimindeki tiirevi [a, b] tizerinde M ile siirla ve | E | < (katsay1) - M yaz.

=b—nh.

n

1
Ornek 13.12 (Bir Kok Fonksiyonunun Integraline Dort Kuralla Yaklasim). / V14 x dz integ-
0

raline Yamuk, Simpson, Simpson 3/8 ve Orta Nokta kurallariyla yaklasiniz. Yamuk ve Simpson kurallar
icin hata sinur1 veriniz.
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Cozim.

Gergek deger 5 (2v2—1) = 1,2189514’tiir.

Gereken degerler f(0) =1, f(3) = 1,1547005, f(3)=1,2247449, f(2) =1,2909944 ve f(1) =
1,4142136’dir. Yamukta h = 1, Simpson’da ve orta noktada h = %, Simpson 3/8'de h = %’tﬁr:

Simpson 3/8: [ 1+43-1,1547005 + 3 - 1,2909944

1
Yamuk: o [ 1414142136 ] = 1,2071068,
1
Simpson: [ 1+44-1,2247449 + 14142136 | = 12188655,
1
8

+1,4142136 ] = 1,2189123,
1
Orta nokta: 1- f(a) = 1,2247449.

Kural Yaklasim  Gercek hata

Yamuk 1,2071068  0,0118446
Simpson 1,2188655  0,0000859
Simpson 3/8  1,2189123  0,0000391
Orta nokta  1,2247449  0,0057935
Hata sinirlar. f7(z) = —2(1 +2)73/2 ve f@(z) = —13(1 + z)~"/*dir; mutlak degerleri [0, 1]'de
z = 0’da en buytktiir:

181 (1/2)° 15
E < —--=10,0208 Egio < - — =~ 0,000326.
‘ Yamuk | =12 4 ’ ) | Simpson | = 90 16

Gergek hatalar bu smirlarin altindadir. Orta nokta kurali tek bir fonksiyon degeriyle yamuk kuralindan
daha iyi sonug verir; Simpson kurali ise yalniz iic degerle hatay:r 10~*’iin altina indirir.
|

13.14 En Kiiciik Kareler Dogrusu

(T1,Y1)s -y (T, Y,,) verisine uydurulan § = az + b dogrusu, E = E?Zl (y; — az; — b)? toplamini mini-
mum yapar (Tanim 12.2). a ve b normal denklemlerden (Tanim 12.3) bulunur; matris bi¢imi

e -

:nZaa»yi—inZyi b:Zyi—ain

ny a} (Y z,)’ "

ve ¢Ozimi

dir.

© Regresyon dogrusu dért adimda

x;, Y;, T2, T,;y; siitunlu bir tablo kur ve siitun toplamlarini al.

Normal denklemleri ya da matris bi¢imini yaz.

a ve b’yi ¢oz.

Istenirse 9, leri, artiklar1 ¢; = y; — §; ve E = Y_ q2’yi hesapla; kontrol i¢in 5" ¢; = 0 olmalidir.

Ll s
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Ornek 13.13 (Bes Noktaya Dogru Uydurma). (1,2), (2,3), (3,5), (4,4), (5,6) noktalarina en kiigitk
kareler yontemiyle bir dogru uydurunuz ve E’yi hesaplayiniz.

Cozim.
1 2 1 2
2 3 4 6
3 5 9 15
4 4 16 16
5 6 25 30

Y=15 ¥=20 ¥X=55 X=69

Normal denklemler 55a + 15b = 69 ve 15a + 5b = 20’dir. Buradan

5-69—15-20 45 20 —0,9- 15
=L = =09, b="T"""=

_ _ 1.3
“= 55152 50 5 :

ve regresyon dogrusu ¢ = 0,9z + 1,3’tir. Tahmini degerler 2,2;3,1;4;49;5,8, artiklar
—-0,2; —0,1; 1; —0,9; 0,2 olup toplamlar1 0’dir ve

E=0,04+0,01+1+0,81+40,04=1,9.
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