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Giris

Python ile Bilimsel Hesaplama, Python’t matematik yapmak i¢in bir ara¢ olarak 6gretir. Her bolim
araci, okurun zaten tanidigl bir matematik problemi tizerinden tanitir: asal sayilar ve en buytk ortak
bolen ile dilin temelleri, matrisler ve 6zdegerlerle NumPy, kok bulma, integral ve diferansiyel denklemlerle
SciPy, simiilasyonlarla olasilik. Notlardaki her kod ¢aligtirilmis ve ¢iktisiyla birlikte verilmistir; okur kodu
kendi bilgisayarinda ya da tarayicida c¢aligan bir Jupyter ortaminda aynen deneyebilir.

1 Not

Kodlarin arkasindaki matematik i¢in Niumerik Analiz, Lineer Cebir, Diferansiyel Denklemler ve
Olasilik Teorisi notlarina bakilabilir.
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1.1

1. Python ile Ilk Adimlar: Sayilar,
Degiskenler ve Ifadeler

2190 savisinim biitiin basamaklarini yazmak, 100!in ka¢ basamakli oldugunu bulmak, v/2’nin elli basama-

gin1 hesaplamak ya da (1 + %)n dizisinin e’ye ne hizla yaklastigini gormek elle uzun siirer; bilgisayarla
ise birka¢ satirlik istir. Bu ders Python’s tam olarak boyle bir ara¢ olarak 6gretir: her yeni yapiyi, zaten
bildigimiz bir matematik problemi iizerinde gérecegiz.

Ik béliimde Python’1 gelismis bir hesap makinesi gibi kullanacagiz. Ama bu hesap makinesi farkli
say1 turleriyle cok farkli davranir. Tam sayilarla istedigimiz biiytikliikte ve hic hata yapmadan hesap
yapar; ondalikli sayilarla ise hemen her islemde kiigiik bir yuvarlama hatasi yapar. 0,1 4 0,2 toplaminin
Python’da tam olarak 0,3 ¢ikmamasinin nedeni budur.

Bolimiin asil amaci, hangi say: tiiriinin ne zaman kullanilacagini ve bir sonuca ne kadar giivenilebile-
cegini 6grenmektir. Bunun icin tam sayilari, kayan noktali sayilari, karmagik sayilari, tam kesirleri ve
ondalik sayilar1 sirayla ele alacagiz.

Python’u Calistirmak

Python kodu birkag farkli ortamda calistirilabilir; hepsinde dil aynidir, yalniz kodu yazip sonucu goérme
bicimi degisir.

Python, okunakli s6z dizimiyle bilinen genel amacli bir programlama dilidir. Python yorumlanan
(interpreted) bir dildir: yazdigimiz kodu yorumlayici (interpreter) adi verilen program dogrudan c¢alis-
tirir; kullanicinin ayrica yuriittigi bir derleme adimu yoktur. Bilimsel hesaptaki yayginligini biyiik 6lgtide
NumPy, SciPy, SymPy, Matplotlib ve pandas kiitiiphanelerine bor¢ludur; bu kiitiiphaneleri ilerleyen
bolumlerde tek tek gorecegiz.

Python kodunu calistirmanin ti¢ yaygin yolu vardir:

+ Etkilesimli yorumlayici. Terminalde python yazildiginda >>> istemi belirir. Bu isteme yazilan her
ifade hemen hesaplanir ve degeri bir alt satirda gosterilir. Kisa denemeler icin en hizli yoldur.

« Betik. Kod ilk.py gibi .py uzantili bir dosyaya yazilir ve terminalde python ilk.py komutuyla
bastan sona caligtirilir. Betikte ifadelerin degeri kendiliginden gosterilmez; gormek istedigimizi print
ile yazdiririz.

« Jupyter defteri. Kodun, agiklamalarin ve ciktilarin hiicreler hélinde bir arada durdugu bir belgedir.
Google Colab, Jupyter defterlerini hicbir kurulum yapmadan tarayicida calistirir.

Etkilesimli yorumlayicida kisa bir oturum séyle goriniir:

>>> 2 + 3 % 4
14

>>> 7 /2
3.5

>>> 2 ** 10
1024

1 Kurulum hakkinda kisa bir not

Python, python.org adresinden ya da bilimsel kiitiiphanelerle birlikte gelen Anaconda dagitimiyla
kurulabilir. Kurulumla ugragmadan baglamak i¢in Google Colab yeterlidir. Bu notlardaki kodlar
Python 3.12, NumPy 2.5, SciPy 1.18, SymPy 1.14, Matplotlib 3.11 ve pandas 3.0 ile ¢alistirilmigtir.

Bu notlarda kod betik olarak verilir; hemen altinda, “Cikt1:” satirindan sonra, kodun calistirildiginda
ekrana yazdig1 her sey aynen gosterilir. {lk programimiz sudur:
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# Ilk programimiz: bir selam ve basit bir hesap
print("Merhaba, matematik!")
print(2 + 3 * 4)

Cikt1:

Merhaba, matematik!
14

# isaretinden satir sonuna kadar olan kisim bir yorumdur (comment); Python onu okumaz, yalniz
okura agiklama yapar. print parantez icinde verilen degerleri ekrana yazar. Tirnak igindeki "Merhaba,
matematik!" gibi metinlere dize (string) denir; dizeler Tiirkce karakter de icerebilir.

Ifadeler ve Islem Onceligi

Python’a verdigimiz her hesap bir ifadedir; 6nce ifadenin ne oldugunu ve Python’un onu hangi sirayla
hesapladigini gorelim.

Tanim 1.1 (ifade). Sayilardan, degisken adlarindan, islem isaretlerinden ve fonksiyon gagrilarindan
olusan ve bir degeri olan kod parcasina ifade (expression) denir. Python bir ifadeyi degerlendirerek
(evaluate) onu tek bir degere indirger.

Yani 2 + 3 * 4 bir ifadedir ve degeri 14'tiir; print(2 + 3 * 4) ise bu degeri ekrana yazan bir komuttur.
Etkilesimli yorumlayici her ifadenin degerini kendiliginden gosterir, betik gostermez.
Python’un aritmetik islemleri asagidaki tablodadur.

Islem Python Ornek Deger
toplama + 7+ 2 9
cikarma - 7 -2 5
carpma * 7 %2 14
bolme / 77/ 2 3.5
tam bolme // 77/ 2 3
kalan % 7% 2 1
is alma *ok 7 x* 2 49

Islem 6nceligi matematikteki gibidir: énce iis alma, sonra ¢arpma ve bdlmeler, en son toplama ve gikar-

malar yapilir; parantez i¢i her zaman 6nce hesaplanir. Ayni 6ncelikteki islemler soldan saga yapilir. Tek
2 .

istisna iis almadir: 2 ** 3 ** 2 ifadesi 23° = 29 olarak, yani sagdan sola hesaplanir. Us alma, 6niindeki

eksi isaretinden de 6nce gelir; -2 ** 2 ifadesi, matematikteki —22 gibi, —(22) = —4’tiir.

print(2 + 3 * 4) # once carpma yapilar

print((2 + 3) * 4) # parantez 6nceligi degistirir

print(2 ** 3 ** 2) # Us sagdan sola: 2 ** 9

print(-2 ** 2) # -(2 ** 2)

print((-2) ** 2)

print(10 - 4 - 3) # soldan saga: (10 - 4) - 3

print(7 / 2, 6 / 3) # / her zaman ondalikli sonug¢ verir
Cikt1:

14

20

512

-4

4

3

3.5 2.0
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1.3

1.2 Ifadeler ve Islem Onceligi 11

print’e virgiille ayrilmis birden ¢ok deger verilirse onlar: aralarina birer bosluk koyarak ayni satira yazar.
Son satirda 6 / 3 isleminin 2 degil 2.0 verdigine dikkat edin: / islemi, béliim tam say1 olsa bile ondalikli
bir say1 iiretir. Tam say1 sonucu veren // islemini B6liim 1.7 kisminda gérecegiz.

Sapka isareti iis alma degildir

Bircok hesap makinesinde ve LaTeX’te 23 i¢in 2”3 yazilir, ama Python’da ~ bit diizeyinde “dislayici
ya da” (XOR) islemidir ve hata vermeden bambaska bir sayu iiretir. Us almak icin daima ** kullanilir.

print(2 ~ 3) # XOR: 10 ve 11 bit dizilerinden 01 ¢ikar
print(2 ** 3) # Us alma

Ciktr:
1
8
. . 10 _
Ornek 1.1 (Kesirli Bir Ifadeyi Python’a Cevirmek). TR Python ile hesaplayimiz.

Coziim.
Dogrudan yazim. Ifadeyi kagittaki sirayla 2 ** 10 - 1 / 3 * 11 diye yazarsak éncelik kurallar:
yiiziilnden Python énce 1/3’{1 hesaplar, sonucu 11 ile carpar ve bunu 2'®’dan ¢ikarir:

# Yanlis: yalniz 1 / 3 bolunir, sonra 11 ile cgarpilar
print(2 ** 10 - 1 / 3 * 11)

Ciktr:
1020.3333333333334
Parantezli yazim. Kesir ¢izgisi pay1 ve paydayi birer biitiin yapar; Python’da bunu parantezle soyleriz:

# Dogru: pay ve payda ayri ayri parantez icinde
print((2 ** 10 - 1) / (3 * 11))

Ciktr:
31.0

Saglama. 219 — 1 = 1023 = 3 - 11 - 31 oldugundan aranan deger gercekten 31’dir. m

Degiskenler ve Atama

Bir degeri tekrar tekrar kullanmak ya da adim adim giincellemek i¢in ona bir ad veririz.

Tanim 1.2 (Degisken ve Atama). ad = ifade bicimindeki komuta atama (assignment) denir. Python
sagdaki ifadeyi degerlendirir ve elde ettigi degeri soldaki ada baglar. Bir degere baglanmis ada degisken
(variable) denir.

Yani = isareti matematikteki esitlik degil, bir emirdir: “sagdakini hesapla, sonucu bu adla sakla”. Bu yiizden
matematikte anlamsiz olan n = n + 1 Python’da anlamhdir: n’nin simdiki degerine 1 ekler ve sonucu
yine n adina baglar. Iki degerin esit olup olmadigini smamak icin == kullanilir; sonug True (dogru) ya da
False (yanlis) olur.
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r=2.5 # yaricap

pi = 3.141592653589793

area = pi * r ** 2 # dairenin alani

perimeter = 2 * pi * r # dairenin cevresi
print(area, perimeter)

n =10

n=n+1 # n'nin eski degerine 1 ekle
n+=1 # ayni isin kisa yazilisi

print(n, n == 12)
Cikt1:

19.634954084936208 15.707963267948966
12 True

n += lyazimin = n + 1'in kisaltmasidir; ayni bicimde -=, *=, /=, //=, %= ve **= de vardur.

Degisken adlar1 harf, rakam ve alt ¢izgiden () olusur ve rakamla baslayamaz. Biyiik ve kiicik harf
ayridir: x ile X iki ayr1 degiskendir. for, if, def, lambda gibi Python’un kendi anahtar kelimeleri ad
olarak kullanilamaz. Tiirkce harfler kurallara aykir1 degildir, ama bu notlarda degisken adlar1 Ingilizce
ya da matematikteki aligilmis adlardir (x, n, f, A, tol). print, sum, max gibi hazir fonksiyonlarin adlarini
degiskenlere vermekten de kaginmak gerekir; aksi halde o ad artik fonksiyonu degil, bizim degerimizi
gosterir.

Python’da bir degiskenin tiirii yoktur, degerin tiirii vardir: ayni ad 6nce bir tam say1ya, sonra bir ondalikli
saylya baglanabilir. Bir degerin tiiriinii type fonksiyonu soyler.

x =17
print(type(x))
x=7/2 # ayni1 ad simdi baska tiirde bir degere bagli

print(type(x))
print(type(3 + 4j), type("yedi"), type(7 > 2))

Cikt1:

<class 'int'>
<class 'float'>
<class 'complex'> <class 'str'> <class 'bool'>

Bu bolimde int (tam say1), float (kayan noktali say1) ve complex (karmasik sayi) tiirlerini ayrintili
gorecegiz. str dize turiudir; bool ise yalniz True ve False degerlerinden olusan mantiksal tirdir: 7 >
2 kargilastirmasinin degeri True’dur.

Birden ¢ok degiskene ayni satirda atama yapilabilir: a, b = 1, 2 yazimi a’ya 1’i, b’ye 2’yi baglar. Bu
eszamanli atamada sag taraftaki biitiin ifadeler, hi¢cbir ad degismeden 6nce hesaplanir. Bu yiizden a, b
= b, a iki degiskenin degerlerini takas eder.

1 Bir 6nizleme: for dongiisii

Déngiileri Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar bolimiinde ayrintili gérecegiz. Bu bolimdeki birkag
ornek i¢in su kadari yeterli: for k in range(a, b): satirmn altindaki girintili (dért boslukla igeri
yazilmig) satirlar, k sirasiyla a,a + 1,...,b — 1 degerlerini alarak tekrar tekrar calisir. range(n) ise
0,1,...,n — 1 degerlerini verir.

for k in range(l, 6):
print(k, k ** 2, k ** 3)

Cikti:
111
2438
39 27
4 16 64
5 25 125
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Ornek 1.2 (Fibonacci Sayilar1 ve Eszamanl Atama). Fy =0, F, =1ven >0i¢in F, ., = F, ., +
E,, ile tanimlanan Fibonacci dizisinin F] terimini eszamanl atamayla hesaplayniz.

Cozim.
Fikir. a ve b ardigik iki terimi, yani (F}, F,,,) ciftini tutsun. a, b = b, a + b atamasi bu cifti
(Fppr, B, + Foyq) = (Fyyq, Fipo) ciftine tagir. (Fy, F})’den baslayip bu adimi 10 kez uygularsak a’da
E kalir.

a, b=2o0,1 # FO ve F1
for k in range(10): # adimi 10 kez uygula

a, b=b, a+b # (Fk, Fk+1) -> (Fk+1l, Fk+2)
print(a, b) # F10 ve F11

Ciktr:
55 89

Neden eszamanli? Atamayi iki ayr satira bolersek ikinci satir a’nin eski degerini degil, yeni degerini
kullanur:

a, b=20,1
a=>b # a artik 1
b=a+b # yeni a kullanildi: 1 + 1

print(a, b) # dogrusu 1 1 olmaliydi
Ciktr:
12

Dogru bir adim (F), F;) = (0,1) ciftini (F}, F;) = (1,1) ciftine gétiirmeliydi. Eszamanli atamayla
E; = 55 bulunur. m

Ciktiy1 Bicimlendirmek

Hesap sonugclarini okunakli, hizali ve istedigimiz basamak sayisiyla yazdirmak i¢in print’i bicimlendi-
rilmis dizelerle birlikte kullaniriz.

print virgiille ayrilmis degerleri varsayilan olarak bir boslukla ayirir ve sonunda satir1 bitirir. Ayiraci sep,
satir sonunu end ile degistirebiliriz:

print(1, 2, 3)
print(1, 2, 3, sep=" < ")
print("a", end="; ") # satiri bitirme, sonuna "; " koy
print("b")
Cikt1:
123
1<2<3
a; b

Tanim 1.3 (f-string ve Bicim Belirteci). Oniine f harfi konmus bir dizeye f-string denir. Boyle bir
dizede siislu parantez icine yazilan {ifade} degerlendirilir ve degeri dizeye yerlestirilir. {ifade:bigim}
yaziminda iki noktadan sonra gelen bi¢im belirteci (format specifier) degerin nasil yazilacagin belirler.

Yani f-string bir sablondur: sabit metin aynen kalir, siislii parantezlerin yerine ifadelerin degerleri istenen
bi¢imde yazilir. Bilimsel hesapta en ¢ok kullanilan bicim belirtegleri sunlardar:
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Belirte¢  Anlamu

.4f noktadan sonra 4 basamak

.3e bilimsel gdsterim, noktadan sonra 3 basamak
.5¢ 5 anlamli basamak

1% ytizde olarak, noktadan sonra 1 basamak

, binlik ayirici
b, x ikili ve onaltili taban
>8,<8,8 8 karakterlik alanda saga, sola, ortaya yasla
10.4f 10 karakterlik alanda, noktadan sonra 4 basamak
Xx=2/3
n =2 ** 32
print(f"x = {x}")

(
print(f"{x:.4f} | {x:.3e} | {x:.59} | {x:.1%}")
print(f"{n:,} | {n:.2e}")
(
(
(

print(f"{10:b} | {255:x}") # ikili ve onaltili
print(f"[{7:>6}] [{7:<6}] [{7:76}1") # saga, sola, ortaya
print(f"{x = :.3f}") # ad1i ve degeri birlikte
Cikti:
X = 0.6666666666666666
0.6667 | 6.667e-01 | 0.66667 | 66.7%
4,294,967,296 | 4.29e+09
1010 | ff
[ 71 [7 10 7 1
X = 0.667
Son satirdaki {x = :.3f} yazimi, ifadenin kendisini ve degerini birlikte yazar; ara sonuclar1 kontrol

ederken ¢ok ise yarar.

1 Ondalik nokta ve virgiil

Python sayilar1 her zaman ondalik noktayla yazar ve okur: 0.5 bir sayidir, 0,5 ise virgiille ayrilmis
iki ayr1 sayidir; print(0,5) komutu 0 5 yazar. Bu notlarda metin ve formiillerde Tiirkcedeki gibi
ondalik virgil (0,5), kodda ve kod ¢iktisinda ise Python’un yazdig: bigimde ondalik nokta kullanilir.

Ornek 1.3 (Hizali Bir Karekok Tablosu). n = 1,2, ..., 6 i¢in n, \/n ve 1/n? degerlerini siitunlar1 hizal
bir tablo olarak yazdiriniz; /n noktadan sonra 6 basamakla, 1/n? ise bilimsel gosterimle yazilsin.

Coziim.

Bicimleri secelim. n icin 2 karakterlik saga yash alan (>2), v/ = n'/? icin 10 karakterlik alanda
6 ondalik basamak (10.6f), 1/n? icin 12 karakterlik alanda 3 basamakli bilimsel gosterim (12.3e)
kullanalim. Karekokii n ** 0.5 ile aliyoruz.

print(f"{'n':>2} {'kok n':>10} {'1/n"2':>12}")
for n in range(l, 7):
print(f"{n:>2} {n ** 0.5:10.6Ff} {1 / n ** 2:12.3e}")

Cikt1:

n kok n 1/n"2
1 1.000000 1.000e+00
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1.414214 2.500e-01
1.732051 1.111e-01
2.000000 6.250e-02
2.236068 4.000e-02
2.449490 2.778e-02

o Uk WN

Hizalama. Baslik satirindaki dizeler de ayni genisliklerle saga yaslandigindan bagliklar siitunlarin tam
istiine diistii. Sayilar ne kadar basamakli olursa olsun her siitun ayni genislikte kaldi. m

Modiiller ve math Modiilii

Karekok, logaritma ve trigonometrik fonksiyonlar dilin ¢ekirdeginde degil, Python’la birlikte gelen math
modiiliindedir.

Tanim 1.4 (Modiil ve ice Aktarma). Birbiriyle ilgili fonksiyon ve sabitleri bir arada tutan Python
dosyasina modiil denir. import math komutu math modiiliinii yiikler; modiildeki bir ada math.sqrt gibi
modiil.ad yazimiyla ulasilir. from math import sqrt, pikomutu ise yalniz sqrt ve pi adlarini, 6nlerine
math. yazmadan kullanilabilir hale getirir.

Yani modil, hazir araglarin durdugu bir kutudur; import bu kutuyu masaya koyar. Modiil adin1 6nde
yazmak (math.sqrt) bir adin nereden geldigini acik¢a gosterdigi icin genellikle tercih edilir.

import math

print(math.sqrt(2), math.pi, math.e)

print(math.exp(1l), math.log(math.e), math.logl0(1000))
print(math.log(8, 2), math.log2(8)) # 2 tabaninda logaritma
print(math.sin(math.pi / 6), math.cos(0))
print(math.floor(-2.5), math.ceil(-2.5), math.trunc(-2.5))
print(math.factorial(10), math.comb(5, 2), math.gcd(84, 36))

Ciktr:

1.4142135623730951 3.141592653589793 2.718281828459045
2.718281828459045 1.0 3.0

3.0 3.0

0.49999999999999994 1.0

=8 =2 =2

3628800 10 12

Bu ¢iktida birkag¢ noktaya dikkat edelim:

math.log(x) dogal logaritmadir, yani In 2’tir; bagka bir taban ikinci argiimanla verilir: math.log(8, 2).
« Trigonometrik fonksiyonlar a¢iyr radyan cinsinden alir. Dereceyi radyana math.radians, radyani
dereceye math.degrees cevirir.

sin(m/6) = 1/2 oldugu halde Python 0.49999999999999994 yazdi. Nedeni, math. pi’nin 7’nin kendisi
degil, ona ¢ok yakin bir ondalikli say1 olmasidir. Bu kii¢iik farklar: Bélim 1.8 kisminda inceleyecegiz.

« floor agagl, ceil yukari yuvarlar; trunc ise ondalik kismi atar, yani sifira dogru yuvarlar. Negatif

sayilarda floor ile trunc farkli sonug verir.
- factorial, comb(n, k) = (}), perm(n, k) = (n+!k>!, gcd ve lcm tam sayilarla calisir ve sonucu tam

verir.

Sik kullanilan diger adlar sunlardir: tan, asin, acos, atan, atan2(y, x), sinh, cosh, hypot(x, y) =
v/ Z? + y?, tam say1 karekokii isqrt(n) = |y/n], sonsuzu gésteren inf ve “say1 degil” anlamina gelen
nan. Bir fonksiyonun ne yaptigini help(math.comb) komutu yazdirir. Mutlak deger icin math. fabs(x) de
vardir, ama sonucu her zaman float tir; genellikle yerlesik abs (x) fonksiyonu kullanilir. abs (x) de | z |'i
verir, tam say1y1 tam say1 olarak dondiiriir ve karmasik sayilarla da caligir.

from yazimiyla adlar dogrudan kullanilir:
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from math import sqrt, pi

print(sqrt(16), 2 * pi)
Cikt1:

4.0 6.283185307179586

from math import * yazimi modiildeki biitiin adlar getirir; ama hangi adin nereden geldigini gizledigi
ve ayni adli degiskenleri sessizce ezebildigi igin 6nerilmez.

math modilii gercel sayilarla ¢aligir ve tanim kiimesi disindaki bir deger hata verir. Etkilesimli yorumla-
yicida bu soyle goriniir:

>>> import math

>>> math.sqrt(-1)

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

ValueError: math domain error

Negatif sayilarin karekoki i¢in karmasik sayilarla calisan cmath modiilii vardir; onu Boliim 1.10 kisminda
gorecegiz.

Ornek 1.4 (Kosiniis Teoremiyle Ugiincii Kenar). Bir iicgenin iki kenar1 a = 7, b = 8 ve bu kenarlar
arasindaki ag1 y = 60°’dir. Uciincii kenari ¢ = a? + b? — 2ab cos 7 kosiniis teoremiyle Python’da hesap-
layiniz.

Cozim.

Acry1 radyana cevirelim. math. cos aciy1 radyan cinsinden beklediginden math.cos (60) yazmak 60
radyanin kosiniistinit hesaplar. Bu yiizden aciy1 6nce math. radians ile ¢eviriyoruz; karsilagtirma icin
yanlig yazimin sonucunu da yazdiralim:

import math

a, b=7, 8

gamma = math.radians(60) # 60 derece = pi/3 radyan
c = math.sqrt(a**2 + b**2 - 2 * a * b * math.cos(gamma))
print(c)

print(math.sqrt(57), math.cos(gamma))
print(math.sqrt(a**2 + b**2 - 2 * @ * b * math.cos(60))) # yanlis

Cikt1:

7.549834435270749
7.54983443527075 0.5000000000000001
14.82127706395429

Elle saglama. cos60° =3 oldugundan c? =49 +64—56 =57 ve c= V57 & 7,5498 olur.
Python’un buldugu c degeri math.sqrt(57) ile yalniz son basamakta farklidir: math.cos(gamma) tam
0,5 degil, 0.5000000000000001 ¢iktig1 icin kiigiik bir yuvarlama fark: olugtu.

Yanlis satir. Son satirdaki 14,82, kosiniisti yaklagik —0,95 olan 60 radyanlik agiyla hesaplanmustir ve
¢ ~ 7,55 ile hig ilgisi yoktur. m

Tam Sayilar

Python’un tam sayilari, matematikteki Z’nin bilgisayardaki en sadik modelidir.

Tanim 1.5 (Tam Say1 Tiirit). Python’da tam sayilar int tirindendir. Bir int degeri, buyukligine st
sinir konmadan ve tam olarak saklanir. Iki int arasinda toplama, ¢ikarma, carpma, tam bolme, kalan ve
dogal say1 kuvvetine s alma islemlerinin sonucu yine tam olarak hesaplanmus bir int’tir.
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Yani int ile yapilan hesapta yuvarlama yoktur; sayimin bityiikliigiinii yalniz bilgisayarin bellegi sinirlar.
Bircok programlama dili tam sayilar1 64 bitle saklar ve 2°3 — 1’i asan sonuclarda tasma yasar (bkz.
Numerik Analiz); Python’da béyle bir sinir yoktur.

import math

print(2 ** 63 - 1) # 64 bitlik isaretli en buyuk tam sayi

print(2 ** 100)

print(math.factorial(30)) # 30!

print(2 ** 100 + 1 - 2 ** 100) # tam hesap: 1 kaybolmaz

print(2 ** -1) # negatif Us: sonug¢ artik int degil
Ciktr:

9223372036854775807

1267650600228229401496703205376
265252859812191058636308480000000
1

0.5

Son satir, negatif kuvvetin sonucunun bir float oldugunu gésteriyor. Uzun sayilar1 okunakli yazmak i¢in
rakamlarin arasina alt ¢izgi konabilir: 1 000 000 ile 1000000 ayn1 sayidir.

Bir tam sayinin basamaklarini saymak i¢in onu str ile dizeye ¢evirir, dizenin uzunlugunu len ile aliriz:
len(str(2 ** 100)) degeri 31°dir.

Ornek 1.5 (Yiiz Faktériyelin Basamak Sayis1). 100! sayisinin ka¢ basamakli oldugunu bulunuz ve
sonucu log,, ile saglayimniz.

Cozim.
Dogrudan sayim. 100!’i tam olarak hesaplayip dizeye cevirelim ve uzunluguna bakalim. math.log10
cok biiyiik tam sayilar1 da kabul eder:

import math

N = math.factorial(100)

print(len(str(N))) # basamak sayisi
print(math.logl0(N))

print(math.floor(math.loglO(N)) + 1)

Ciktr:

158
157.97000365471578
158

Logaritmayla saglama. Pozitif bir N tam sayisi d basamakliysa 109! < N < 10¢, yani d — 1 <
log;g N < dolur. Buradan d = |log;, V| 4+ 1 bulunur. log;,(100!) ~ 157,97 oldugundan d = 158'dir;
iki yol ayn1 sonucu verdi. m

Tam Bolme ve Kalan

Sayilar teorisinin temel araci olan bélme algoritmasi Python’da ti¢ islemle karsilanir: //, % ve divmod.

Tanim 1.6 (Tam Bélme ve Kalan). a ve b # 0 tam sayilar olsun. Python’daa // b tam boliimii ¢ =
la/b| sayisidir, a % b kalaniise r = a — bg sayisidir. divmod(a, b) buikisini (q, r) ¢ifti olarak birlikte
verir.
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Yani // béliimii daima agsag1, —oo’a dogru yuvarlar ve a = bq + r esitligi her zaman saglanir. b > 0ise 0 <
r < b olur; bu, Sayilar Teorisi notlarindaki bélme algoritmasinin verdigi boliim ve kalanin ta kendisidir,
a negatif olsa bile. b < 0 ise b < r < 0 olur, yani kalan bélenin isaretini alir.

print(17 // 5, 17 % 5, divmod(17, 5))

print(-17 // 5, -17 % 5, divmod(-17, 5))

print(5 * (-4) + 3) # a = bg + r saglamasi

print(7.5 // 2, 7.5 % 2) # ondalikli sayilarda da tanimli
Cikt1:

32 (3, 2)

-4 3 (-4, 3)

-17

3.0 1.5

Boéliim sifira dogru degil agagi yuvarlandigindan —17/5 = —3,4 i¢in tam béliim —3 degil —4 olur ve kalan
negatif degil, 3 ¢ikar. (Sayimin éniindeki eksi isareti //‘den 6nce uygulanir, yani -17 // 5ifadesi (-17) //
5 demektir.) Asagidaki sekil iki durumu say1 dogrusu izerinde gosteriyor: ¢, a’y1 asmayan en biiyiik 5
katinin katsayisidir.

divmod(17, 5) = (3, 2)
17=5-3+2 q=3 Cr-2
s | s | s ]
f f f f f T T T @——>
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 17 20

divmod(-17, 5) = (-4, 3)

C_Jr-s q=-4 17=5-(-4) +3
[

(-
™

. . 1 |
T T T T T T

=20 -17 -10 -5 0 5 10 15 20

Sekil 1.1: divmod(17, 5) ve divmod(-17, 5) say1 dogrusunda. Mavi bloklar |g| tane 5 uzunlugunda
adimdir ve 0'dan, a'y1 asmayan en bilyiik 5 kat1 olan g - 5'e ulagir; turuncu blok r = a - 5q kalanidur. Tki
durumda da 0 < r < 5 olur; -17 i¢in boliim -3 degil —-4'tir.

Kalan islemi, biiytik kuvvetlerin modiiler hesabinda da kullanilir. pow(a, n, m) ¢agris1 a™’yi hi¢ hesap-
lamadan, her adimda m’ye gore kalan alarak a™ mod m degerini bulur. Kuvvet ardisik kare almalarla
olusturuldugundan adim sayis1 yaklasik log, n’dir; n ylizlerce basamakl olsa bile hesap aninda biter.

Ornek 1.6 (Fermat Testiyle Bilesiklik). Fermat nin kiiciik teoremini kullanarak 341’in asal olmadigin1
gosteriniz.

Cozim.
Test. Fermat'nin kiiciik teoremine gore p asal ve p } a ise a?~! = 1 (mod p) olur. Bu yiizden 341 } a
olan bir a icin a34? # 1 (mod 341) cikarsa 341 asal olamaz. a = 2 ve a = 3’ii deneyelim:

print(pow(2, 340, 341)) # 27340 mod 341
print(pow(3, 340, 341)) # 37340 mod 341
print(2 ** 340 % 341) # ayni sonug, ama once 27340 hesaplanir
print(11 * 31)
Ciktr:
1
56
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1
341

Yorum. 2340 = 1 (mod 341) oldugundan a = 2 ile yapilan test karar veremez; 341, 2 tabanina gore bir
sahte asaldir. Buna karsilik 334 = 56 # 1 (mod 341) oldugundan 341 asal degildir. Gergekten 341 =
11 - 31°dir. Ugiincii satirdaki dogrudan hesap da ayni kalani verdi, ama énce 103 basamakli 2340 say1sin1
hesapladi. m

Kayan Noktal1 Sayilar

Tam sayilardan sonra gercel sayilara gegiyoruz: 2.5 gibi ondalik noktayla yazilan her say1 ve iki tam
saymin / ile bolimi Python’da float tiiriindendir; bu tiir, gercel sayilarin sonlu bir alt kiimesidir.

Tanim 1.7 (Kayan Noktali Say1 Tiirii). Python’un float tiirdi, IEEE 754 standardinin 64 bitlik (cift
duyarlikli) makine sayilaridir. Sifirdan farkli her normalize float

=+ (1+m)2, —1022<e< 1023

bicimindedir; burada m = (0,b1by...b55)s, yani 0 < m < 1 ve 252m bir tam sayidir. Bir say1 yazildiginda
ya da bir iglem yapildiginda sonug, kendisine en yakin float degerine yuvarlanir.

Yani float, gercel sayilar1 53 anlamli ikili basamakla, yaklasik 16 ondalik basamakla temsil eder. Bitlerin
bellekte nasil dizildigi Niimerik Analiz notlarinda ayrintili anlatilmigtir. Ondalik tabanda sonlu olan 0,1
sayisinun ikili agilimi 0,000110011001100..., sonsuzdur; bu yiizden 0,1 bir float olarak tam saklanamaz,
ona en yakin makine sayis1 saklanir.

print(0.1 + 2)

print(0.1 + 0.2 == 0.3)

print(f"{0. 1 .20F}") # 0.1'in saklanan degeri

print(2.0 ** 100 + 1 - 2.0 ** 100) # 1 kayboldu

print(1e308 * 10, -1e308 * 10) # tasma: sonsuz
Ciktr:

0.30000000000000004

False

0.10000000000000000555

0.0

inf -inf

Satirlar sirayla okuyalim:

+ Python bir float’1 yazarken, geri okundugunda ayni float’s veren en kisa ondalik diziyi yazar. 0.1
icin bu dizi 0.1'dir, ama saklanan deger, ticlincii satirin gosterdigi gibi, 0.1’den biraz biiytktir. 0,1 ile
0,2’nin saklanan degerlerinin toplami da 0,3’e en yakin float’a degil, onun bir sonraki komsusuna
yuvarlanir.

« 2190 civarinda ardisik iki float arasindaki uzaklik 248dir. 219 + 1 bu araliga gore 2!°%’e o kadar
yakindir ki toplam yine 2'°0’e yuvarlanir. Ayni hesap int ile tam olarak 1 vermisti.

« 1308 yazimi 1 - 1039® demektir. En biiyiik float’ asan sonuclar inf, yani sonsuz olur.

Bir float’i1tam sayiya int (x) ¢evirir (ondalik kismi atarak), bir tam say1y1 float’a float (n) ¢evirir. float
sisteminin siurlarim sys modiiliindeki sys. float_info soyler:

import sys

print(sys.float info.max)

print(sys.float info.min)

print(sys float _info.mant dig, sys.float info.dig)

print(2 ** 1023 * (2 - 2.0 ** -52) == sys.float info.max)
print(2 ** -1022 == sys.float info.min)
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Ciktr:

1.7976931348623157e+308
2.2250738585072014e-308
53 15
True
True

Yani en biiyitk float 21023(2 — 2752) &~ 1,798 - 10398, en kiiciik pozitif normalize float ise 271922 ~
2,225 - 1073%%°dir; bunlar Niimerik Analiz notlarinda bulunan smirlardir. mant dig anlamli ikili basamak
sayisini (52 mantis biti ve gizli bagtaki 1 ile 53) verir. dig ise 15°tir: 15 anlamli basamakli her ondalik say1
float’a cevrilip geri yazildiginda aynen elde edilir. Standart, 271022’ nin altinda daha az anlamli basamakl
alt normal (subnormal) sayilara da izin verir; bunlarin en kiiciigii 271974 ~ 4,9 - 1073?4*tiir.

Kayan noktali sayilar say1 dogrusuna esit araliklarla dagilmaz. Bunu gérmek icin mantisi yalniz 2 ikili
basamakli olan oyuncak bir sistem diigiinelim: sayilar (1 +m/4)-2¢ biciminde olsun, burada m €
{0,1,2,3} ve —2 < e < 2°dir.

# 2 bitlik mantisli oyuncak sistem: (1 + m/4) * 2**e
for e in range(-2, 3):
print(e, 2.0**e, 1.25 * 2.0**e, 1.5 * 2.0**e, 1.75 * 2.0**e)

Cikt1:
-2 0.25 0.3125 0.375 0.4375
-1 0.5 0.625 0.75 0.875
0 1.0 1.25 1.5 1.75
12.02.53.03.5
2 4.0 5.0 6.0 7.0

Her [2¢,2°"1) araliginda dort say1 vardir ve bunlar esit araliklidir; ama aralik 2¢~2°dir ve bir sonraki
ikilik aralikta iki katina gikar. Gercek float sisteminde de her [2¢,2¢*1) araliginda 252 tane esit aralikli
say1 vardir ve aralik 2¢752°dir. Mutlak aralik biiyiidiikge artar, ama sayinin biyiikliigiine oran1 hep ayni
mertebede kalir.

0 ile 8 aras1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

aralik 1/4 aralik 1/2 aralik 1

0 ile 1 arasiin 8 kat bityiitmesi
say1 yok
I @ *—O— 00— — @ L 4 L4 o>
0 0,25 0,5 0,75
L IL
aralik 1/16 aralik 1/8

L

Sekil 1.2: Mantisi 2 bitlik oyuncak sistemin 20 pozitif sayisi, (1 + m/4) - 2¢ Her [2¢, 2") araliginda dort
say1 esit aralikli durur; aralik bir sonraki ikilik aralikta iki katina ¢ikar. Altta, tistteki golgeli [0, 1] parcas:
8 kat buyutiilmiistiir: 0 ile 0,25 arasinda sistemin hicbir sayis: yoktur.
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Biiyiik tam sayilar ve bolme

float yalniz 53 anlaml ikili basamak tutar; bu yiizden 253’ten bilyiik tam sayilarin hepsi float
olarak saklanamaz. / igleminin sonucu her zaman float oldugundan biiyiik tam sayilarla bélmede /
yerine // kullanilmalidir.

n=2%*53+1

print(n, float(n), float(n) == n)

print(10 ** 20 // 3) # tam

print(int(10 ** 20 / 3)) # float lzerinden: son basamaklar bozuk

Cikti:

9007199254740993 9007199254740992.0 False
33333333333333333333
33333333333333331968

Makine Epsilonu ve Sayilar1 Karsilastirmak

Yuvarlama hatasinin biytkliginii tek bir say1 belirler: 1 ile ondan biiyiik ilk float arasindaki uzaklik.

Tanim 1.8 (Makine Epsilonu). 1’den biiyiik en kiiciik float 1 + 275%dir. e = 2752 ~ 2,22 - 10716
sayisina makine epsilonu (machine epsilon) denir.

Yani 1’in sagindaki ilk komsu 1 4 &’dur ve 1 ile 1 + € arasindaki bir say1 bu ikisinden birine yuvarlanir.
Daha genel olarak, bir x degeri ile bityiiklitkce ondan sonra gelen ilk float arasindaki uzakliga x’in ulp’u
(unit in the last place) denir ve math.ulp(x) ile bulunur; e, math.ulp(1.0) degeridir.

import math
import sys

eps = sys.float info.epsilon

print(eps, eps == 2 ** -52)
print(l + eps > 1, 1 + eps / 2 == 1)
print(math.nextafter(1l, 2) - 1) # 1'den sonraki float eksi 1
print(math.ulp(1.0), math.ulp(1000.0), math.ulp(lel6))
Ciktr:

2.220446049250313e-16 True

True True

2.220446049250313e-16

2.220446049250313e-16 1.1368683772161603e-13 2.0

math.nextafter(x, y), x’ten y yoniinde ilerleyince kargilagilan ilk float’tir. 1 + ¢/2 sayis1 1 ile 1+
€’un tam ortasmdadir; IEEE 754'tin “esitlikte son biti ¢ift olana yuvarla” kuraliyla 1’e yuvarlanir. Son satur,
araligin say1yla birlikte biiyiidiigiinii gosteriyor: 1016 civarinda ardisik float’lar 2 araliklidir, yani 1016 +
1 tam olarak saklanamaz.

Onerme 1.1 (Yuvarlamanin Bagil Hatasi1). z,271022 < | z | < 21923(2 — 2752) kosulunu saglayan bir

gergel say1 ve f1(x), x’e en yakin float olsun. Bu durumda
filr) =a(1+6), [d]<Z=27

olur. I[EEE 754 standardi ayrica dort islemin ve karekdkiin sonucunun, tam sonucun yuvarlanmigsi olmasini

sart kogar: float sayuarx,y veo € {+,—, X, /} i¢in, tam sonug o y yukaridaki normal aralikta kaldik¢a

(yani tasma ya da alttan tasma olmadikca) fl(z o y) = (z o y)(1 +6), | 6 | < 273 olur.
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Yani tek bir iglemin bagil hatasi en fazla 2752 ~ 1,1 - 10~ ¢ dur; tek bir islemden sonra bir float sonucuna
yaklagik 16 anlamli basamakla giivenebiliriz. Hatalar ise art arda yapilan islemler boyunca birikebilir.
Sinirin ispati, ondalik tabanda k basamakla yuvarlamanin bagil hata sinirinin (bkz. Niimerik Analiz) ikili
tabanda 53 basamakla aynen tekraridir.

Asagidaki sekil math.ulp(x)/x bagil araliginin z’e gére nasil degistigini gosteriyor. Bagil aralik her ikilik
araligin baginda €’dur, araligin sonuna dogru €/2’ye iner ve bir sonraki 2 kuvvetinde yeniden ¢’a sigrar.

ulp(x) / x

bir ikilik aralikta ulp(x) sabit, x buiytiditkge oran azalir

1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16

Sekil 1.3: Bagil aralik math.ulp(x)/x, logaritmik x ekseninde. Bir [2¢, 2¢") araliginda ardisik float'lar
arasmdaki uzaklik sabit oldugundan bagil aralik €'dan ¢/2'ye iner ve her 2 kuvvetinde yeniden ¢'a sigrar.
Yuvarlamanin bagil hatasi bunun yarisiyla, en fazla ¢/2 ile sinirhdir.

Yuvarlama hatasi ile yontemin kendi hatasinin birlikte nasil davrandigini tanidik bir limitte gérelim.

Ornek 1.7 (e Sayisina Yaklasan Dizi). e = lim,_,__ (1 + %)n oldugunu biliyoruz (bkz. Analiz 1). n =
10%, k=1,2,...,16 icin (1 + %)n degerini float ile hesaplayip math.e ile arasindaki farki inceleyiniz.

Coziim.
Hesap.

import math

for k in range(1l, 17):
n =10 ** k
approx = (1 + 1 / n) **n
print(k, approx, abs(approx - math.e))

Ciktr:
1 2.5937424601000023 0.12453936835904278
2 2.7048138294215285 0.01346799903751661
3 2.7169239322355936 0.0013578962234515046
4 2.7181459268249255 0.000135901634119584
5 2.7182682371922975 1.359126674760347e-05
6 2.7182804690957534 1.359363291708604e-06
7 2.7182816941320818 1.3432696333026684e-07
8 2.7182817983473577 3.011168736577474e-08
9 2 2

.7182820520115603 2.2355251516614771e-07
10 2.7182820532347876 2.2477574246337895e-07
11 2.71828205335711 2.248980650598753e-07
12 2.7185234960372378 0.00024166757819266138
13 2.716110034086901 0.002171794372144209
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14 2.716110034087023 0.0021717943720220845
15 3.035035206549262 0.31675337809021675
16 1.0 1.718281828459045

ilk kisim: yontemin hatasi. k£ < 7 iken hata her adimda yaklagik on kat azalir. Bu, dizinin kendi
yakinsama hizidir: Taylor ac¢ilimiyla e — (1 + %)n ~ 5 oldugu gosterilebilir.

Ikinci kisim: yuvarlama hatasi. k = 9’dan sonra hata yeniden bityiir. 1+ + toplami Onerme 1.1
geregi 275%’e kadar bagil hatayla saklanir; n’inci kuvvet alinirken bu bagil hata yaklasik n ile carpilir.
n = 10%icinn - 2753 ~ 1,1 - 1077 olur ve bu, artik yéntemin 5~ 14 10~ hatasindan cok biiyiiktiir.
Son satir. n = 10%6 i¢in 107'% < £ oldugundan 1 + 1076 toplami dogrudan 1’e yuvarlamr ve 1" =

1 ¢ikar. En iyi sonug, iki hatanin dengelendigi k = 8 civarinda elde edilir. B

(<

Iki hata kaynag1 log-log olcekte acikca ayrilir: soldaki dogru pargasi yéntemin 5, hatasidir, sagdaki
yiikselen kisim ise yuvarlama hatasinin n ile bilytimesidir.

hata

n =10 sonug 1

SN P
. \en 1y1:n=108
\
0 N\

1010

Sekil 1.4: (1 + 1/n)"ile e arasindaki fark, e sayisina yaklasan dizi 6rnegindeki kodun 16 degeri, log-log
olcekte. Kesikli ¢izgi yontemin e/(2n) hatasi, noktali ¢izgi yuvarlama hatasinin e - n - 27> kaba tahminidir.
Hata once n ile azalir, n = 10® civarinda en kiigiik degerini alir, sonra yuvarlama ytiziinden biyiir.

Yuvarlama hatalar1 yiiziinden matematikte esit olan iki niceligin float degerleri son basamaklarda farkli
cikabilir. Bu ylizden float sayilar == ile degil, bir toleransla karsilagtirilir.

Tanim 1.9 (Toleransla Karsilastirma). math.isclose(a, b, rel_tol=1e-09, abs tol=0.0) cagrisi,
rel tol degerine p ve abs_tol degerine 7 dersek,

la—b] < max(p-max(|al,|b]),7)

esitsizligi saglaniyorsa True, saglanmiyorsa False verir. p’ya bagil tolerans, 7’ya mutlak tolerans
denir; verilmeyen tolerans icin varsayilan deger kullanilir.

Yani bagil tolerans farki sayilarin kendi bityiikliigiiyle 6lcer: varsayilan p = 1079, iki sayinin yaklasik
dokuz anlamli basamaginin ayni olmasini ister. Mutlak tolerans ise biiyiiklitkten bagimsiz bir egiktir.
Sayilardan biri 0 ise bagil kosul | a | < p| a | bi¢imine iner ve yalmz a = 0 iken saglanir; bu yiizden
sifirla karsilagtirirken mutlak tolerans sarttir. abs_tol=1le-12 yaziminda oldugu gibi, bir argiimani adiyla
vermek miimkiindir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 23 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.10

24 Boliim 1. Python ile ilk Adimlar: Sayilar, Degiskenler ve ifadeler

© U¢ adimda iki float’1 karsilastirmak

1. == kullanma. Matematikte esit olan iki niceligin float degerleri son basamaklarda farkli olabilir.
2. Bagil tolerans se¢. Sayilarin biyiikligine uygun bir rel tol ile math.isclose(a, b,
rel_tol=...) kullan; varsayilan 107 cogu hesap icin yeterlidir.

3. Sifirin yakininda mutlak tolerans ekle. Beklenen deger 0 ise problemin 6l¢egine uygun bir
abs tol ver.

Ornek 1.8 (Sifirla Karsilastirma). sin 7 = 0 esitligini Python’da math.sin ve math.pi ile smaymiz.

Cozim.
Degeri ve ii¢ karsilastirmayi yazdiralim.

import math

y = math.sin(math.pi)

print(y)

print(y == 0)

print(math.isclose(y, 0)) # yalniz bagil tolerans
print(math.isclose(y, 0, abs tol=le-12)) # mutlak tolerans eklendi

Cikti:

1.2246467991473532e-16
False

False

True

Neden sifir degil? math.pi 7’nin kendisi degil, ona en yakin float’tir ve 7 ile farki yaklagik 1,22 -
10716 dur. 7 civarinda sin(m — h) = sin h ~ h oldugundan Python bu kiiciik farki dogru olarak hesap-
lads; sonug 0 degil, bu ylizden == karsilagtirmasi False verdi.

Toleranslar. Sayilardan biri 0 oldugu i¢in yalniz bagil toleransla yapilan karsilastirma da False verdi.
Siniis degerleri 1 mertebesinde oldugundan 7 = 10~!? mutlak tolerans1 makul bir esiktir ve bununla
kargilagtirma True verdi. B

Karmasik Sayilar

Python karmasik sayilari da yerlesik bir tiir olarak tanir; temel islemler i¢cin bir modiil ytiiklemek gerekmez.

Tanmim 1.10 (Karmasik Say: Tiirii). Python’da a + bi karmasik sayisi a + bj biciminde yazilir ve
complex tiriindendir; sanal birim 1j ile gosterilir. Bir z karmagik sayisinin gercel ve sanal kisimlari z. real
ve z.imag, eslenigi z.conjugate(), modili abs(z) ile bulunur.

Yani Python, mithendislikteki gelenegi izleyerek ¢ yerine j harfini kullanir. Tek bagina j bir degisken
adidir; sanal birim daima 6niinde bir sayiyla, 1j olarak yazilir. Gercel ve sanal kisimlar float olarak
saklanir, bu yiizden karmasik hesap da float hesabinin yuvarlama hatalarini tasir. z.conjugate() gibi
bir degerin arkasina nokta konarak c¢agrilan fonksiyonlara metot denir.

z =3+ 4j

w=1-2j

print(z + w, z * w, z / w)

print(z.real, z.imag, z.conjugate(), abs(z))
print(1j ** 2)

Ciktr:
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(4+42j) (11-2j) (-1+2j)
3.0 4.0 (3-4j) 5.0
(-1+07)

Karekok, tistel fonksiyon ve logaritmanin karmasik siiriimleri cmath modiliindedir:

import cmath

print(cmath.sqrt(-1), cmath.sqrt(-4))

print(cmath.exp(1lj * cmath.pi)) # Euler: e~(i pi) = -1

print(cmath.polar(3 + 4j)) # (modil, argiman)

print(cmath.rect(2, cmath.pi / 2)) # 2 e™(1 pi/2) = 21
Ciktr:

1j 2j

(-1+1.2246467991473532e-167)

(5.0, 0.9272952180016122)

(1.2246467991473532e-16+2j)
cmath.polar(z), z=re? olacak bicimdeki (r,d) ciftini 6 € [~m, 7] olacak bicimde verir;
cmath.rect(r, theta) bunun tersidir. Euler formiiliine gére e!™ = —1’dir. Python’un sonucundaki
1.2246467991473532e-16j sanal kismi1 yine cmath. pi ile 7 arasindaki farktan gelir; ayni fark cmath. rect
satirinin gercel kisminda da goriiniir.

Ornek 1.9 (Karmasik Kokleri Olan ikinci Derece Denklem). 2% + 2z 4+ 5 = 0 denkleminin kokle-
rini Python ile bulunuz ve saglamasini yapiniz.

Cozim.

—b+ Vb? —4ac

Formiil. Kokler z; 5 =
’0 a . . . . .
math.sqrt hata verir; cmath.sqrt ise v/—16 = 44 sonucunu dondirir.

ile verilir. Diskriminant A = 4 — 20 = —16 < 0 oldugundan

import cmath

a, b, c=1, 2,5

d = cmath.sqrt(b**2 - 4 * a * ¢) # diskriminantin karekoki
x1 = (-b +d) / (2 * a)

X2 = (-b - d) / (2 * a)

print(x1l, x2)

print(x1**2 + 2 * x1 + 5, x2**2 + 2 * x2 + 5) # saglama

Cikt1:

(-1+2j) (-1-2j)
0j 0j

Sonug¢. Kokler —1 4 2i ve —1 — 2¢’dir; katsayilar gergel oldugundan birbirinin eglenigidir. Her iki

kokte de polinomun degeri tam olarak 0 ¢ikt1, ¢linkii bu hesaptaki biitiin ara degerler float olarak tam
saklanabilen kii¢iik tam sayilardir. m

Ornek 1.10 (Birimin Altinci Kékleri). 2% = 1 denkleminin alt1 kokiinii w), = e2™ik/6 | =0,1,...,5
formiilityle hesaplayiniz ve her birinin denklemi ne kadar iyi sagladigini inceleyiniz.

Coziim.
Hesap. Formiil, Kompleks Analiz notlarindaki n-inci kok formiiliniin 2, = 1, n = 6 halidir.
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import cmath

n==~6

for k in range(n):
w = cmath.exp(2j * cmath.pi * k / n)
print(k, w, abs(w ** n - 1))

(1

(0.5000000000000001+0.8660254037844386j) 8.617648093045562e-16
(-0.4999999999999998+0.8660254037844387j) 1.2412670766236366e-15
(-1+1.2246467991473532e-16j) 7.347880794884119e-16
(-0.5000000000000004-0.8660254037844385j) 2.975418419039454e-15
(0.5000000000000001-0.8660254037844386j) 8.617648093045562e-16

ua b WNEFEO

Yorum. Tam degerler +1 ve +1 + \/75 7’dir; ‘/75 ~ 0,8660254. Hesaplanan degerler son basamaklarda
bunlardan biraz farklidir ve | w$ — 1 | farklar1 0 degil, 107'° mertebesindedir: her kok € mertebesinde
bir bagil hatayla bulunmustur ve altinct kuvvet bu hatay1 birkag kat buyttiir. m

Alt1 kok, birim ¢ember iizerinde diizgiin bir altigenin koselerine dizilir; ardisik iki kok arasindaki aci

Qﬂ_z, .
6 — 3tur.

Alm

Sekil 1.5: z° =1 denkleminin cmath.exp(2j * cmath.pi * k / 6) ile hesaplanan alt1 kokii. Kokler birim
cember tizerinde diizgiin bir altigenin koseleridir ve ardigik iki kok arasindaki agi 7t/3'tir.
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Tam Kesirler

Rasyonel sayilarla hi¢ yuvarlama yapmadan hesap yapmak i¢in standart kiitiphanedeki fractions
modili kullanilir.

Tanim 1.11 (Kesir Tiirii). fractions modiliindeki Fraction(p, q), ¢ # 0 olmak {izere p ve ¢ tam
sayilarindan p/q rasyonel sayisini kurar ve onu paydasi pozitif, en sade kesir olarak saklar. Fraction
degerleri arasinda dort igslem ve tam say1 kuvvetleri tam olarak yapilir; sonug yine en sade hile getirilir.

Yani Fraction, Qnun bilgisayardaki tam modelidir ve int’in kesirlere genislemesi gibi diisiiniilebilir.
Bedeli hizdir: hesap ilerledikge pay ve paydalar biiyiiyebilir ve islemler float’a gore ¢cok daha yavastir.

from fractions import Fraction

x = Fraction(1l, 3) + Fraction(1l, 6)

print(x, x.numerator, x.denominator)

print(Fraction(6, 4), Fraction("0.75"), Fraction(3, 10) * 10)
print(Fraction(1l, 10) + Fraction(2, 10) == Fraction(3, 10))
print(Fraction(0.1)) # float 0.1'in tam degeri
print(float(Fraction(22, 7)))

Ciktr:

1/2 1 2

3/2 3/4 3

True
3602879701896397/36028797018963968
3.142857142857143

x.numerator ve x.denominator kesrin payini ve paydasin verir. Fraction(0.1) satir1 ise bir float’in
aslinda hangi rasyonel say1 oldugunu tam olarak gosteriyor: paydasi 36028797018963968 = 25°’tir. Bu,
0.1in % degil, ona c¢ok yakin bir ikili kesir oldugunun kesin kanitidir. Bir kesri iki tam sayidan ya
da Fraction("0.75") gibi bir dizeden kurmak tamdir; bir float’tan kurmak ise float’in hatasini da
beraberinde getirir.

Ornek 1.11 (Harmonik Sayinin Tam Degeri). H;, =1+ % + % + 4 % toplamini tam kesir olarak
bulunuz ve float ile yapilan toplamla kargilagtiriniz.

Cozim.
iki toplam1 yan yana kuralim. H tam toplamu, h ise float toplami biriktirsin:

from fractions import Fraction

H = Fraction(0)
h=20.0
for k in range(1l, 11):
H += Fraction(1l, k) # tam toplam
h+=1/k # float toplam
print(H)
print(float(H), h)

Ciktr:

7381/2520
2.9289682539682538 2.9289682539682538

Sonug. H,, = 2281°dir; payda 2520 = ekok (1,2, ..., 10) ve pay 7381 = 11?% - 61 oldugundan kesir en
sade haldedir. Bu kisa toplamda float toplam, tam degere en yakin float ile ayni ¢ikti; ama tam degeri,

yani pay ve paydayi, ancak Fraction verir. B
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Ornek 1.12 (Pi Sayisina En Yakin Kesir). Paydasi 1000’i gecmeyen kesirler arasinda 7’ye en yakin
olani bulunuz.

Cozim.

Arac. Fraction degerlerinin limit_denominator(N) metodu, paydasi N’yi ge¢meyen kesirler arasinda
kendisine en yakin olani verir. Fraction(math.pi), math.pi float’imnin tam degeridir; 7’den fark:
1071¢ mertebesinde oldugundan bu soruda 7 yerine kullanilabilir.

import math
from fractions import Fraction

p = Fraction(math.pi)
print(p.limit denominator(10))
print(p.limit denominator(100))
print(p.limit denominator(1000))
r = p.limit denominator(1000)
print(float(r) - math.pi)

Cikt1:

22/7

311/99

355/113
2.667641894049666e-07

Sonug. Aranan kesir %’tﬁr ve m’den farki yaklagik 2,7 - 10~ dir. Paydas1 114 ile 1000 arasinda olan

hi¢bir kesir bundan daha iyi degildir. B

Paydanin iist simir1 N bityiiditkge en iyi yaklasim ancak belirli N degerlerinde degisir; aradaki N’lerde
ayni kesir en iyi kalir. Asagidaki sekil 1imit denominator(N) ¢agrisinin N = 1,2, ...,1000 i¢in verdigi
kesirlerin 7’ye uzakligini gosteriyor.

hata
1

22/7

311/99

10 355/113

1 10 100 1000

Sekil 1.6: Paydasi en fazla N olan kesirler arasinda nt'ye en yakin olanin hatasi, 1imit denominator(N)

ile N=1, 2, ..., 1000 i¢in. Hata basamak basamak azalir: 22/7, N = 7'den 56'ya kadar en iyi kesirdir ve N

= 57'de yerini 179/57'ye birakir; 355/113 ise N = 113'ten 1000'e kadar en iyi kesir kalir. Turuncu noktalar
ornekteki kodun yazdirdigi N = 10, 100, 1000 degerleridir.
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1.12 Ondalik Hesap

Baz1 hesaplarda sayilarin onluk tabanda tam saklanmasi ya da float’in sundugundan c¢ok daha fazla
basamak gerekir; bunun i¢in decimal modiili vardir.

Tanim 1.12 (Ondalik Say1 Tiirii). decimal modiliindeki Decimal tiirii sayilar: onluk tabanda ve belirli
sayida anlamli basamakla saklar. Islemlerin ka¢ anlamli basamakla yapilacagimi getcontext().prec
degeri belirler (varsayilan degeri 28’dir); her islemin sonucu bu sayida anlamli basamaga yuvarlanir.

Yani Decimal da bir kayan noktali say1 sistemidir, ama tabani 10’dur ve basamak sayisini biz seceriz.
Decimal("0.1") gibi bir dizeden kurulan ondalik sayilar tam saklanir; % gibi onluk ac¢ilimi sonsuz olan
sayilar ise yine yuvarlanir.

from decimal import Decimal, getcontext

print(Decimal("0.1") + Decimal("0.2"))

print(Decimal(0.1)) # float'tan kurulunca hatasi da gelir
print(Decimal(1l) / Decimal(3)) # varsayilan: 28 basamak
getcontext().prec = 50

print(Decimal(1l) / Decimal(3))

Cikt1:

0.3
0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625
0.3333333333333333333333333333
0.33333333333333333333333333333333333333333333333333

Decimal degerlerini dizeden kurun

Decimal(0.1) yazildiginda 6nce 0.1 float’1 olugur ve Decimal onun tam degerini, yani yukaridaki
uzun sayiy1 saklar. Ondalik bir say1y1 tam saklamak i¢in onu dize olarak verin: Decimal("0.1").

Ornek 1.13 (Karekok ikinin Elli Basamag1). /2’yi 50 anlamh basamakla hesaplayiniz ve buldugunuz
sayinin karesinin 2’den ne kadar farkli oldugunu bulunuz.

Cozim.

Hassasiyeti ayarlayip karekokii alalim. Decimal degerlerinin sqrt metodu karekdokii, o anki hassa-
siyetle hesaplar:

from decimal import Decimal, getcontext

getcontext().prec = 50
r = Decimal(2).sqrt()

print(r)

print(r * r - 2)

print(2 ** 0.5) # float ile karsilastirma
Cikti:

1.4142135623730950488016887242096980785696718753769
-1E-49
1.4142135623730951

Karenin farku. r, v/2’nin 50 anlamli basamaga yuvarlanmus halidir ve v/2°den kiigiiktiir; bu yiizden
karesi 2°den biraz kiiciik ¢ikar. Fark 10~4° mertebesindedir, yani ancak 50. anlamli basamakta ortaya
¢ikar. float ise yalniz 17 anlaml basamak yazdi ve sonuncusu bile v/2'nin basamagi degildir: v/2 =
1,41421356237309504... oldugu halde float son basamag 1 olarak yazdi. m

Acik Matematik - acik-matematik.com 29 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

1.13

30 Béliim 1. Python ile Ilk Adimlar: Sayilar, Degiskenler ve Ifadeler

Python’un yerlesik round(x, n) fonksiyonu 2’i noktadan sonra n basamaga yuvarlar (n verilmezse en
yakin tam say1iya). Tam ortadaki degerlerde “en yakin ¢ift sayiya yuvarla” kuralini uygular; bu kural, cok
sayida yuvarlamada hatalarin hep ayni yone birikmesini 6nler. Okulda 6grenilen “yarimi yukar: yuvarla”

kural1 i¢in Decimal’in quantize metodu kullanilir:

from decimal import Decimal, ROUND HALF UP

print(round(0.5), round(1.5),
x = Decimal("2.675")

round(2.5))

# yarimlar c¢ifte gider

print(x.quantize(Decimal("0.01"), rounding=ROUND HALF UP))

Ciktr:

022
2.68

Bolimde gordigimiiz sayi tiirlerini s6yle 6zetleyebiliriz:

Tir Degerler Kesinlik Ne zaman?

int Z tam sayma, sayilar teorisi,
kombinatorik

float 53 ikili basamakli say1- islem basina bagil hata sayisal hesabin biiytk

lar <2753 cogunlugu

complex iki float float gibi karmagik sayilarla sa-
yisal hesap

Fraction Q tam tam kesirli sonuglar,
kiigik hesaplar

Decimal onluk kayan nokta secilen basamak sayis1  para hesabi, ¢ok basa-
makl hesap

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalar bolumdeki say1 tirlerini tanidik matematik problemleri iizerinde kullanir; her
¢oziim caligtirilmig kodu ve ¢iktisini icerir. Kodu 6nce kendiniz yazmay1 deneyin, sonra ¢oziimle kargilas-
tirin.

Alistirma 1.1 (iki Uzeri Binin Basamaklar1). 2'°0° sayisinin ka¢ basamakli oldugunu ve basamakla-
rinin toplamini bulunuz.

Cozim.
Basamaklar1 dolasalim. for dongiisii bir dizenin karakterlerini de tek tek dolasabilir. int("7") gibi
bir ¢agri, tek rakamli bir dizeyi tam sayiya cevirir.

n =2 **f 1000
s = str(n)
total = 0
for c in s:
total += int(c)
print(len(s), total)

# dizenin karakterlerini tek tek dolas
# karakteri rakama cevirip ekle

Cikti:
302 1366

Saglama. Basamak sayis1 | 10001og;, 2] + 1 formiiliiyle de bulunur: 1000 log;, 2 =~ 301,03 oldugun-
dan sonug 302°dir. 2!%%° sayis1 302 basamaklidir ve basamaklarinin toplami 1366 dir. m
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Alistirma 1.2 (Bityiik Bir Kuvvetin Son Basamaklar1). 3!°% sayisinin son 10 basamagini bulunuz.

Coziim.

Kalana ¢evirelim. Bir sayinin son 10 basamagi, onun 1019 ile boliimiinden kalandir. Bu kalani pow ile,
31000°j hesaplamadan bulabiliriz. Saglama icin dogrudan hesab1 da yapalim; kalan 10 basamaktan kisa
cikarsa bastaki sifirlar1 da gostermek icin 010d bi¢imini (soldan sifirla doldurulmug 10 karakterlik tam
say1) kullaniyoruz:

r = pow(3, 1000, 10 ** 10)
print(f"{r:010d}")
print(3 ** 1000 % 10 ** 10 == r)

Cikt1:

2855220001
True

31000

Sonuc. sayisinin son on basamagi 2855220001 dir; iki yol ayni kalani verdi. m

Alstirma 1.3 (Bin Faktoriyelin Sonundaki Sifirlar). 1000! sayisinin sonunda kag sifir oldugunu
bulunuz.

Coziim.

Sayarak diisiinelim. Sondaki her sifir bir 10 = 2 - 5 ¢arpanidir. 1000! icinde 2 ¢arpanlar1 5 ¢arpanla-
rindan ¢ok oldugundan sifir sayis1 5 ¢carpanlarinin sayisina esittir. 1’den 1000’e kadar 5’in katlar birer,
25’in katlar1 birer fazla, 125’in katlar1 bir fazla daha, 625’in katlar1 bir fazla daha 5 carpam verir:

1000 1000 1000 1000
150+ |55 |+ | o) + | g | —200+ 40+ 8+ 1219

Python ile. Formiilii // ile hesaplayalim; saglama i¢in 1000’1 dizeye cevirip sagdaki sifirlar1 sayalim.
Dizenin rstrip("0") metodu sagdaki 0 karakterlerini atar, uzunluklar arasindaki fark atilan sifir
sayisidir:

import math

n = 1000

print(n // 5+ n // 25+ n // 125 + n // 625)

s = str(math.factorial(n))

print(len(s) - len(s.rstrip("0"))) # sagdaki sifirlarin sayisi

Cikt1:

249
249

Sonug. 1000! sayisimin sonunda 249 sifir vardir. B

Alistirma 1.4 (Bir Milyon Saniye). 10° saniyenin kag giin, saat, dakika ve saniye ettigini divmod ile
bulunuz.

Cozim.

Birimleri sirayla ayiralim. Once saniyeleri 60’a béliip dakika ve artan saniyeyi, sonra dakikalari 60’a
boliip saat ve artan dakikayi, en son saatleri 24’e boliip giin ve artan saati buluruz. divmod’un verdigi
cifti eszamanli atamayla iki degiskene ayiriyoruz:
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t =10 ** 6

m, s = divmod(t, 60) # dakika ve artan saniye

h, m = divmod(m, 60) # saat ve artan dakika

d, h = divmod(h, 24) # gun ve artan saat

print(d, h, m, s)

print(((d * 24 + h) * 60 + m) * 60 + s) # saglama
Cikt1:

11 13 46 40

1000000

Sonug. 10° saniye 11 giin 13 saat 46 dakika 40 saniyedir; son satir bu parcalardan yeniden 10%’y1 elde
ediyor. B

Aligstirma 1.5 (Negatif Bolenle Tam Bélme). 17’yi —5’e Python’un // ve % islemleriyle bolintiz ve
sonucuy, kalanin 0 < r < | b | kosulunu sagladig: sayilar teorisi bélmesiyle karsilagtiriniz.

Coziim.

Python’un bélmesi. Tanim 1.6 geregi ¢ = [17/(—5)], yani ¢=|-3,4] =—4 ve r=17—
(—5)(—4) = —3 olur; kalan bélen gibi negatiftir.

Sayilar teorisi bélmesi. Negatif bolenle bélmede kalan 0 < r < | b | =5 araliginda secilir: 17 =
(—5)(—3) + 2. Bu kalani Python’da a % abs(b) verir, bolim de ¢ = (a — r) /b esitliginden bulunur:

a, b=17, -5
print(a // b, a % b, b * (a // b) +a%b)
r =a % abs(b) # 0 <= r < |b| olan kalan

q=(a-r)//Db
print(q, r, b * g + r)

Ciktr:
-4 -3 17
-32 17

Karsilagtirma. Iki bélme de @ = bqg + 7 esitligini saglar, ama kalanlar1 farkli aralikta seger: Python
(g,7) = (—4,—3), sayilar teorisi (q,r) = (—3, 2) verir. Bélen pozitifken bu fark ortaya ¢cikmaz. m

Aligstirma 1.6 (Makine Epsilonunu Deneyle Bulmak). k£ = 50,51,...,55i¢cin 1 + 2 ** -k ==
karsilastirmasinin degerini yazdirarak 1 + 27 toplaminin 1’e esit ciktig1 en kiiciik £’yi bulunuz ve sonucu
makine epsilonuyla aciklayiniz.

Coziim.
Deney. Negatif kuvvet aldigimiz i¢in 2 ** -k bir float tur:

import sys
for k in range(50, 56):

print(k, 1 + 2 ** -k == 1)
print(sys.float info.epsilon == 2 ** -52)

Cikti:
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50 False
51 False
52 False
53 True
54 True
55 True
True

Aciklama. k < 52 iken 1+ 27 sayisi tam olarak bir float’tir: mantisin k’inci ikili basamag1 1,
digerleri 0’dir. Bu yiizden toplam 1’den biiyiik kalir. k = 53 icin 1 + 2753 =1 + 5 sayisi Lile 1 + €’un
tam ortasindadir ve “esitlikte ¢ifte yuvarla” kuraliyla 1’e yuvarlanir. Daha biiytik £’lerde toplam 1’e

daha da yakindir. Aranan en kiiciik deger £ = 53’tiir. m

Alistirma 1.7 (Onda Birin On Kati1). 0.0’dan baslayip 0,1’i dongiiyle on kez ekleyiniz. Sonucu 1 ile ==

ve math.1isclose kullanarak karsilastiriniz; ayni toplami Fraction(1, 10) ile de yapiniz.

Coziim.
iki toplamu birlikte kuralim.

import math
from fractions import Fraction

total 0.0
exact = Fraction(0)
for k in range(10):
total += 0.1
exact += Fraction(1l, 10)
print(total, total == 1, math.isclose(total, 1))
print(exact, exact == 1)

Cikti:

0.9999999999999999 False True
1 True

Yorum. float toplam her adimda kiiciik bir yuvarlama hatasi yapti ve sonu¢ 1’in hemen altindaki
float oldu; bu yiizden == False verdi. Fark 10716 mertebesinde oldugundan math.isclose ile karsi-

lastirma True verdi. Fraction toplami ise tam olarak 1’dir. m

1—co

Alistirma 1.8 (Sadelesme Hatas1). f(z) = 3
x

S o8 fonksiyonunun z — 0 iken limiti 1"dir. f(1078)i

Python ile dogrudan hesaplaymiz ve sonucu, 1 — cosz = 2sin?(z/2) 6zdesligiyle yeniden yazilmis

formiiliin sonucuyla kargilastiriniz.

Cozim.
iki formiil.

import math

X = le-8

print(math.cos(x)) # 1'e yuvarlandi
print((1 - math.cos(x)) / x ** 2) # dogrudan formil
print(2 * math.sin(x / 2) ** 2 / x ** 2) # 0zdeslikle

Ciktr:
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(ol ol ]
(& o o]

Ne oldu? cosz =1 — g—z + - oldugundan = = 10% icin cosz ~ 1 — 5 - 10717dir. I’in hemen altin-
daki float 1 — § oldugundan, 1’e uzakhg: ¢ ~ 5,55 - 10717 den kiiciik olan sayilar 1’e yuvarlanir. 5 -
10717 bu esigin altinda kaldig1 icin math. cos (x) tam olarak 1 ¢ikar ve 1 — cos z farki 0 olur: birbirine
cok yakin iki sayinin farki alinirken biitiin anlamli basamaklar kaybolmustur. Bu olaya yikic1 sade-
lesme (catastrophic cancellation) denir. Ozdeslikle yazilan formiilde fark alinmaz; sin(z/2) tam bagl
hassasiyetle hesaplanir ve sonug dogru olarak 0,5 ¢ikar. m

Alistirma 1.9 (Bir Karmasik Sayimnin Onuncu Kuvveti). (1 + 4)! sayisin1 Python ile hesaplaymiz
ve sonucu kutupsal bicimle saglayimniz.

Cozim.
Dogrudan ve kutupsal yoldan hesap.

import cmath

z=1+1j

print(z ** 10)

r, theta = cmath.polar(z)

print(r, theta)

print(cmath.rect(r ** 10, 10 * theta))

Cikt1:

32j
1.4142135623730951 0.7853981633974483
(9.797174393178832e- 15+32.00000000000002] )

Elle saglama. | 1 + i | = v/2 ve arg(1 + %) = % oldugundan
(1 + i)lO —_ (\/5)10 ei107r/4 =39 ei57r/2 =392 ei7r/2 = 32

olur. Tam say1 kuvveti ** ile alindiginda Python ardigik ¢arpmalar yapar ve bu carpimlarda biitiin
ara degerler kiiciik tam sayilar oldugundan sonug tam olarak 32j cikar. Kutupsal yol ise V2 ve 7 in
yuvarlanmis degerlerinden gectigi icin son basamaklarda kii¢iik hatalar tasir. B

20

Aligtirma 1.10 (Teleskopik Bir Toplam). —_—
kz:; k(k+1)

toplamini Fraction ile tam olarak hesapla-

yimniz ve n 1 formiiliiyle karsilagtiriniz.
Cozim.
Formiil. m = % — ﬁ oldugundan toplam teleskopiktir:
LI
— k(k+1) n+l n+1
Python ile.

from fractions import Fraction

n = 20
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S = Fraction(0)
for k in range(l, n + 1):

S += Fraction(1l, k * (k + 1))
print(S, S == Fraction(n, n + 1))

Ciktr:
20/21 True

Sonug. Toplam tam olarak %’dir ve formiille uyusur. m

Alistirma 1.11 (Beklenmedik Bir Yuvarlama). round(2.675, 2) cagrisinin neden 2.68 degil 2.67
verdigini aciklayimiz.

Coziim.
Saklanan degere bakalim. Decimal(2.675) yazimi, 2.675 float’inin tam degerini gosterir:

from decimal import Decimal

print(round(2.675, 2))
print(Decimal(2.675)) # float 2.675'in tam degeri

Ciktr:

2.67
2.67499999999999982236431605997495353221893310546875

Aciklama. 2,675’in ikili acilimi sonsuzdur; ona en yakin float 2,675’ten biraz kiigiiktiir. round bu
saklanan degeri yuvarlar. Deger 2,67 ile 2,68’in tam ortasinda degil, ortanin biraz altinda oldugundan
dogru yuvarlama 2,67 dir. Buradaki sorun bir yuvarlama kurali degil, 2,675’in float olarak tam sakla-
namamasidir. Ondalik sayilar1 tam yuvarlamak gerekiyorsa Decimal("2.675") ve quantize kullanilir.
|

Alistirma 1.12 (Ayni Tiirden Bes Kart). 52 kartlik bir desteden rastgele cekilen 5 kartin hepsinin ayni
tirden (hepsi kupa, hepsi karo, hepsi maga ya da hepsi sinek) olma olasiligini tam kesir olarak ve yiizde

olarak bulunuz.

Coziim.
Sayalim. Biitiin esit olasilikli eller (552) tanedir. Ayni tiirden bir el i¢in 6nce tirii (4 yol), sonra o tiiriin
13 kartindan 5’ini (( 153) yol) seceriz. Olasilik

olur.
Python ile. Binom katsayilari math.comb ile tam say1 olarak, oran da Fraction ile tam kesir olarak
hesaplanir:

import math
from fractions import Fraction

total = math.comb(52, 5)
flush 4 * math.comb(13, 5)
P = Fraction(flush, total)
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print(total, flush)
print(P, f"{float(P):.4%}")

Ciktr:

2598960 5148
33/16660 0.1981%

Sonug. P = ;28 — 33~ (00198, yani yaklagik yiizde 0,198dir: bin elden yalniz ikisi aym

; 2598960 16660
tirdendir. m

Bu boliimde Python’: bir hesap makinesi gibi kullandik: kod yukaridan asagiya bir kez calist1 ve dongiiyti
yalniz bir 6nizleme olarak gordiik. Ger¢ek programlar karar verir, bir kosul saglanana kadar tekrar eder
ve tekrar tekrar kullanilabilecek parcalar tanimlar. Bir sonraki béliim Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar,
if, for, while yapilarini ve kendi fonksiyonlarimizi yazmayi Oklid algoritmasi, Collatz dizisi ve Newton
yontemiyle karekok gibi tanidik problemler tizerinde 6gretiyor.
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2.1

2. Kontrol Yapilari ve Fonksiyonlar

Python ile {lk Adimlar béliimiinde Python’u giiclii bir hesap makinesi gibi kullandik: her satir bir kez ve
yukaridan agagiya caligti. Oysa matematikteki hesaplarin cogu béyle diiz bir ¢izgi izlemez. “Diskriminant
pozitifse iki gercel kok vardir” bir karardir. ZZ: L k? ayni islemin n kez tekraridir. Oklid algoritmast ise
“kalan sifir olana dek bol” der ve kag adim siirecegini 6nceden sdylemez.

Bu bélimde bu ii¢ kalibin Python karsiliklarini 6grenecegiz: karar icin if, sayisi belli tekrar icin for,
kosula bagl tekrar icin while. Ardindan bir hesabi bir ad altinda toplayan fonksiyonlara ve kendini
cagiran fonksiyonlara, yani 6zyinelemeye gececegiz. Her araci tanidik bir matematik problemi tizerinde
gorecegiz: ebob, Collatz dizisi, karekokiin Newton yontemiyle hesabi, asallik testi ve Fibonacci sayilar.
Bolumdeki her kod parcasi kendi bagina ¢alisir. Bir . py dosyasina ya da bir Jupyter hiicresine yapistirip
calistirdiginizda altindaki ¢iktinin aynisini alirsiniz.

Kosullar ve if Deyimi

Bir program, bir kosulun dogru olup olmamasina gore farkli yollar izleyebilmelidir. Python ile Ilk Adimlar
bolimiinde 7 > 2 kargilagtirmasinin degerinin True oldugunu gérmiistitk; simdi bu tiir ifadeleri, yani
kosullar1 yakindan taniyalim.

Tanim 2.1 (Mantiksal Deger ve Kosul). Python’da mantiksal deger (Boolean) tipi bool’dur ve yalniz
iki degeri vardir: True (dogru) ve False (yanls). == (esit), ! = (esit degil), <, <=, >, >= karsilastirma islecleri
iki degeri karsilastirip bir bool iiretir. Mantiksal degerler and (ve), or (veya), not (degil) islecleriyle
birlegtirilir. Degeri True ya da False olan her ifadeye kosul denir.

Yani bir kogul, Python’a sorulmus bir evet-hayir sorusudur. Matematikteki p A g, p V ¢ ve —p burada p
and q,p or qvenot polarak yazilir. 1 < 2 < 10 gibi zincirleme bir esitsizlik de matematikteki gibi tek
parca yazilabilir.

print(not x > 5)
print(type(x > 5))

x =17
print(x > 5) # 7, 5'ten blylik mi?
print(x % 2 = ) # 7 cift mi?
print(x != 7) # 7, 7'den farkli mi?
print(l < x <= 10) # zincirleme karsilastirma: 1 < x ve x <= 10
print(x > 5 and x % 2 == 0)
print(x > 5 or x % 2 == 0)
(
(

Ciktr:

True
False
False
True
False
True
False
<class 'bool'>

Son satir, karsilagtirmanin sonucunun gercekten bool tipinde oldugunu goésteriyor. Karsilagtirmalar arit-
metik islemlerden sonra yapilir: x % 2 == 0 6nce x % 2'yi hesaplar, sonra sonucu 0 ile kargilagtirir.
Mantiksal isleclerde 6ncelik sirasi not, and, or bi¢cimindedir; emin olmadiginizda parantez kullanin.

Tanim 2.2 (if, elif ve else Deyimi). Bir if deyiminin genel bi¢imi sudur:
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38 Boliim 2. Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar

if kosul 1:
blok 1
elif kosul 2:
blok 2

ellser
blok 3

Python kosullar1 yukaridan asagiya sirayla smar ve dogru ¢ikan ilk kosulun blogunu caligtirir; diger
bloklar atlanir. Higbir kosul dogru degilse else blogu calisir. elif kismu istenildigi kadar tekrarlanabilir;
elif ve else kisimlari hi¢ yazilmayabilir de. Her if, elif ve else satir1 iki nokta (:) ile biter. Ona bagh
blok, ayni miktarda (gelenek olarak dort bosluk) girintili satirlardan olusur.

Yani if deyimi, parcali tanimli bir fonksiyon gibi okunur: ilk uyan durum gegerlidir. Python’da bloklarin
nerede baslayip bittigini siislii parantezler degil girinti belirler. Girintisi bozuk bir program ya hata verir
ya da beklenmedik bir is yapar.

if elif
kosul 1 Haywr kosul 2 Hayur
dogru mu? dogru mu?
Evet l Evet
else \
[ blok 1 ] [ blok 2 ] [ blok 3 ]
4 ¥ Y
[ if deyiminden sonraki ilk satir ]

Sekil 2.1: Bir if/elif/else deyiminin akigi. Kosullar yazildiklar: sirayla sinanir; dogru ¢ikan ilk kosulun
blogu ¢aligir ve geri kalanlar atlanir. Hi¢cbir kosul dogru degilse else blogu caligir. Hangi yoldan gidilirse
gidilsin, sonunda deyimden sonraki satira gegilir.

Ornek 2.1 (ikinci Dereceden Denklemin Kokleri). z2 — 2z + 5 = 0 denkleminin koklerini, diskri-
minantin isaretine gore ti¢ durumu ayiran bir programla bulunuz.

Coziim.
a # 0 olmak iizere ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin diskriminant1 A = b? — 4ac’dir. A > 0 ise iki farkli
gercel kok, A = 0 ise ¢ift katli bir kok vardir. A < 0 ise kokler, birbirinin karmagik eglenigi olan

b vV—=A
— + )
2a 2a

T12 = —
sayilaridir. Bu i¢ durum, bir if-elif-else deyiminin ti¢ dalina karsilik gelir.

import math

a, b, c=1, -2, 5
delta = b**2 - 4*a*c
if delta > 0:
x1 = (-b + math.sqrt(delta)) / (2*a)
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2.1 Kosullar ve if Deyimi 39

x2 = (-b - math.sqrt(delta)) / (2*a)

print(f"Iki farkli gercel kék: {x1} ve {x2}")
elif delta ==

print(f"Cift katli kok: {-b / (2*a)}")
else:

re = -b / (2*a)

im = math.sqrt(-delta) / (2*a)

print(f"Gercel kok yok; karmasik kokler {re} = {im}i")
print("Diskriminant:", delta)

Cikti:

Gercel kok yok; karmasik kokler 1.0 + 2.01i
Diskriminant: -16

a, b, ¢ =1, -2, 5 eszamanl atamasi {i¢ katsayiy1 birden verir. Burada A =4 —20 = —16 <
0 oldugundan ilk iki kosul yanlis ¢ikt1 ve else blogu caligti: kokler 1 + 2¢’dir. Katsayilar1 degistirip
programi yeniden calistirirsaniz diger dallara da girersiniz. Bunu béliimiin ilerleyen kisminda bir
fonksiyonla daha rahat yapacagiz. m

Iki degerden birini se¢mek icin if deyiminin tek satirlik bir kisaltmasi da vardir. a if kosul else b
kosullu ifadesi, kosul dogruysa a’nin, yanligsa b’nin degerini alir. Ornegin

|z | = z, >0
" | —=z, diger durumlarda

tanimi bu bicimde tek satira sigar:

X = -3.5

abs x = x if x >= 0 else -x

n =17

parity = "cift" if n % 2 == 0 else "tek"
print(abs x, parity)

Ciktr:

3.5 tek
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Ondalik sayilar1 == ile kargilastirmayin

= atama, == kargilagtirmadir; if x = 3: yazmak so6zdizimi hatas1 verir. Daha sinsi tuzak float
sayilarin esitligidir. Python ile {lk Adimlar boliimiinde gérdiigiimiiz gibi 0,1 ve 0,2 ikili sistemde tam
gosterilemez, bu yiizden toplamlar: 0.3 ile tam esit ¢ikmaz. Ondalik sonuclar1 math.isclose ile ya
daabs(a - b) < tol biciminde bir toleransla karsilastirin.

import math

s =0.1+ 0.2

if s == 0.3:
print("esit")

else:
print("esit degil, s =", s)

if math.isclose(s, 0.3):
print("math.isclose: yeterince yakin")

Ciktr:

esit degil, s = 0.30000000000000004
math.isclose: yeterince yakin

for Dongiisii ve range

Bir iglemi 6nceden bilinen sayida tekrarlamak i¢in for dongiisiinii kullaniriz. Déngiiniin dolasacagi tam
sayilar1 cogunlukla range iretir; 6nce onu taniyalim.

Tanim 2.3 (range Nesnesi). a, bve s # 0 tam sayilar olsun. range(a, b, s) nesnesia,a + s,a + 2s, ...
tam sayilarini sirayla verir; s > 0 ise b’ye ulasmadan, s < 0 ise b’ye inmeden durur. Ornegin s > 0 i¢in
verilen sayilar

{a+ksk=0,1,2,... ve a+ks<b}

kiimesinin kiicitkten biiyige siralanmis elemanlaridir. range(a, b) yaziminda adim s =1 alinr;
range(b) ise range(0, b) demektir.

Yani range(a, b), [a,b) yar1 acik araligindaki tam sayilar verir: baglangi¢ dahil, bitis hari¢. Bu yiizden
1,2,...,n i¢in range(l, n + 1) yazilir; range(n) ise 0,1,...,n — 1 olmak iizere tam n say1 verir.
Bir range’in elemanlarini gormek igin onu list(...) ile listeye ceviriyoruz. Listeleri Veri Yapilar1 ve
Comprehension bolimiinde ayrintili gérecegiz.

print(list(range(5)))
print(list(range(2, 11, 3)))
print(list(range(10, 0, -2)))
print(list(range(3, 3)))

( 1

print(len(range(1l, 101)))

Cikt1:

[0, 1, 2, 3, 4]
[2, 5, 8]

[10, 8, 6, 4, 2]
[1

100

range(3, 3) bostur, ¢iinkii [3, 3) araliginda tam say1 yoktur. len ise bir range’in kag say1 verdigini sdyler.

Tanim 2.4 (for Dongiisii).
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2.2 for Dongiisii ve range 41

for degisken in nesne:
blok

bi¢imindeki for dongiisii, nesne’nin (6rnegin bir range’in ya da sonraki boliimde gorecegimiz bir liste-
nin) elemanlarim sirayla degisken’e atar ve her atamadan sonra girintili blogu bir kez ¢alistirir. Blogun
her ¢alisgmasina dongiiniin bir adimu (iterasyon) denir.

Yani for k in range(1l, n + 1): satiri, matematikteki “6 = 1,2, ..., n i¢in” ifadesinin birebir kargiligidir.
Dongii degiskeni siradan bir degiskendir ve dongii bittiginde son aldig1 degeri korur.

for k in range(1l, 6):
print(f"{k:2} {k**2:4} {k**3:5}")

print("dongli bitti, k =", k)
Cikt1:
1 1 1
2 4 8
3 9 27
4 16 64
5 25 125

dongu bitti, k =5

f-dizgisindeki {k**2:4} gibi bicim belirtecleri say1y1 4 karakterlik bir alana saga yaslar, boylece tablo
hizal ¢ikar.

Déngiilerin en sik kullanimu bir toplam ya da ¢arpim biriktirmektir. Y ve [ | sembollerinin 6zyineli tanimi
(bkz. Analiz 1) tam olarak bu kalib1 anlatir: S; = 0 ve S, = S;,_; + a,.

© Déngiiyle toplam ve garpim ii¢ adimda

1. Biriktirici degiskeni iglemin etkisiz elemaniyla baglatin: toplam i¢in s = 0, carpimicinp = 1.
2. Dongtiniin her adiminda terimi ekleyin (s += terim) ya da terimle carpin (p *= terim).
3. Sonucu dongii bittikten sonra kullanin; biriktiriciyi dongiiniin i¢inde yeniden baglatmayin.

Ornek 2.2 (Karelerin Toplamui). Z,lc(iol k? toplamini bir déngiiyle hesaplayip

~ ., n(n+1)2n+1)
T

formiiliiniin verdigi degerle karsilastirimiz.

Coziim.
Tarifin ti¢ adimi kodda yorum olarak isaretli. s += k**2,s = s + k**2 atamasinn kisa yaziligidir.

n = 100
s =0 # 1. adim: toplamin etkisiz elemani
for k in range(l, n + 1):
s += k¥*2 # 2. adim: terimi biriktiriciye ekle
print("dongiyle:", s) # 3. adim: sonucu donglden sonra kullan

print("formille:", n * (n + 1) * (2*n + 1) // 6)
Cikti:

dongiiyle: 338350
formille: 338350

Iki deger aynidur:
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100-101-201 2030100

= 338350.
6 6

Formiilde / yerine // kullandik. n(n + 1)(2n + 1) her zaman 6’ya bélindiginden tam bolme kesin
sonucu int olarak verir; / ise 338350. 0 gibi bir float dondiriirdi. m

Bir déngiiniin blogu baska bir déngii icerebilir; buna i¢ ice déngii denir. I¢ déngii, dis déngiiniin her
adiminda bastan sona bir kez calisir.

) 1
Ornek 2.3 (Kareler Tersleri Serisinin Kismi Toplamlar1). S, = 22:1 2 kismi toplamlarini n =

10,102, ...,10° i¢in hesaplayip serinin toplami olan 72 /6 ile farklarini bulunuz.

S, Kismi toplamlar Fark: n%/6 - S,
n2/6 ~ 1,6449 M
1
----------------------- 10 e 1/n
1,6 .......0000000000 \\
... \,
°® \
.. 2
W 10 h
\,
° \,
14 AN
-3
® 10 L
N\,
\\
: * 1074 e
1,2 N
\
\,
\,
107 h 'Y
AN
1 ® n > n
0 10 20 30 101 10 10° 10* 10°

Sekil 2.2: Sol: S, =1 + 1/4 + - + 1/n® kismi toplamlar1 artarak n*/6 ~ 1,6449 degerine yaklasir. Sag: ic
ice donguli kodun yazdirdig: farklar (n = 10, 100, ..., 100000) logaritmik eksenlerde; noktalar kesikli 1/n
dogrusunun hemen altindadir, yani fark yaklagik 1/n kadardir.

Cozim.

Serinin yakinsadigini p-serisi dl¢iitii (bkz. Analiz 2), toplaminin 72 /6 oldugunu ise Fourier serileri (bkz.
Analiz 3) verir. Dig dongii j = 1, ...,5 icin n = 107yi secer, i¢ déngii S,,yi tarifteki gibi biriktirir. s
= 0.0 satir1 dig dongiiniin icinde ama i¢ dongiiniin diginda durur: her n i¢in yeni bir toplam baglar,
toplamin kendisi ise i¢ dongii boyunca birikir.

import math

limit = math.pi**2 / 6
for j in range(1l, 6):
n = 10%*j
s =0.0
for k in range(1l, n + 1):
s += 1 / k**2

print(f"n = {n:6} S n = {s:.10f} fark = {limit - s:.4e}")

Ciktr:
n = 10 S n = 1.5497677312 fark = 9.5166e-02
n = 100 S n = 1.6349839002 fark = 9.9502e-03
n = 1000 S n = 1.6439345667 fark = 9.9950e-04
n = 10000 S n = 1.6448340718 fark = 9.9995e-05
n = 100000 S n = 1.6449240669 fark = 9.9999e-06
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2.2 for Dongiisii ve range 43

Fark her seferinde yaklasik on kat kiiciiliiyor; n ile farkin carpimi hep 1’e yakin. Gergekten de fark
72 = 1 Cdr 1
To5 =Y —= / gz _1
6 "SR . T2oon

kuyrugudur. Yani bu seriyle d ondalik basamak dogruluk icin kabaca 10 terim toplamak gerekir: seri
yavag yakinsar. ®

Ornek 2.4 (Bir Dairedeki Kafes Noktalar1). N(r), 2% + y? < r? esitsizligini saglayan (z,y) tam say1
ciftlerinin sayisi olsun. r = 5,10, 15, 20 icin N (r)’yi hesaplayip dairenin alani 7rr? ile karsilastiriniz.

o

o o

x>+ y* =25

Sekil 2.3: r =5 icin kodun saydig1 kafes noktalar1: dairenin icindeki 69 nokta (mavi) ile cemberin tam
iistiindeki 12 nokta (turuncu) birlikte N(5) = 81 eder; t-5* = 78,54 ile karsilastirin. Bos halkalar karenin
icinde kalip daireye girmeyen noktalardir.

Cozim.

Boyle bir ¢iftte | z | < rve| y | < r olmalidir, bu yiizden x ve y’yi —r, ..., 7 arasinda dolagtirmak yeter.
Iki i¢c dongii karedeki (2 + 1)? noktanin hepsini dener; en distaki iiciincii dongii ise r’yi degistirir.

import math

for r in range(5, 21, 5):
count = 0
for x in range(-r, r + 1):
for y in range(-r, r + 1):
if x*x + y*y <= r*r:
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count += 1
area = math.pi * r**2

print(f"r = {r:2} N(r) {count:4} pi r*2 = {area:8.2f}")

Cikti:
r= 5 N(r) = 8l pi r2 = 78.54
r=10 N(r) 317 pi r*2 = 314.16
r =15 N(r) 709 pi r"2 = 706.86
r=20 N(r) = 1257 pi r*2 = 1256.64

N(r) ile mr? arasindaki fark, alanin yaninda cok kiiciiktiir. Her kafes noktasinin merkezde durdugu
birim kareler diistiniilirse bu karelerin toplam alani N(r)’dir ve daireyi neredeyse tam kaplar. r =
20 icin iki ic dongii 412 = 1681 cift dener; toplam is, karedeki nokta sayisiyla, yani yaklasik 472 ile
orantilidir. m

while Dongiisii

for dongiisii, tekrar sayisi1 bastan belli oldugunda kullanighdir. Oklid algoritmasinda ya da bir iterasyonu
belirli bir hassasiyete ulasana dek siirdiiriirken ise ka¢ adim gerektigini 6nceden bilmeyiz; o zaman while
kullanilir.

Tanim 2.5 (while Dongiisii).

while kosul:
blok

bi¢imindeki while déngiisii 6nce kosulu sinar. Kosul dogruysa blogu bir kez calistirir ve kosulu yeniden
sinar. Kosul yanlis ¢iktig1 anda dongii biter ve program dongiiden sonraki satirdan devam eder.

Yani while, “kosul saglandig: siirece tekrarla” demektir. Kosul ilk sinamada yanligsa blok hi¢ ¢alismaz;
kosul hi¢ yanlis olmazsa dongii sonsuza dek siirer. Bu yiizden blok, kosuldaki degiskenleri eninde sonunda
kosulu bozacak bicimde degistirmelidir.

Oklid algoritmasinin dayandigi olgu sudur.

Onerme 2.1 (EBOB ve Bolme Kalani). a,b tam sayilar ve b # 0 olsun. a = gb + r olacak bicimde q,r
tam sayilar igin ged(a, b) = ged(b, r) dir. Ayrica ged(a,0) = | a |'dwr.

r = a — gb oldugundan (a, b) ile (b, r) ¢iftlerinin ortak bélenleri aynidir; ispat i¢in bkz. Sayilar Teorisi. r
olarak bolme kalanini secip énermeyi tekrar tekrar uygulamak Oklid algoritmasidir. Kalanlar kesin azalan
dogal sayilar oldugundan bir giin sifir olur ve son sifirdan farkli kalan ebob’dur.

Ornek 2.5 (Oklid Algoritmasi). ged(1071,462)yi Oklid algoritmastyla, her bolmeyi yazdirarak
hesaplayiniz.
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21 kenarh 7 kare

ITTTTT

147

462 462 462 o

147

1071

Sekil 2.4: Oklid algoritmasi geometrik olarak: 1071 x 462 dikdértgeninden sigdig1 kadar bilyiik kare kesilir.
462 kenarl 2 kare, kalan 147 x 462 seritten 147 kenarli 3 kare, kalan 147 x 21 seritten 21 kenarli 7 kare
cikar ve hicbir sey artmaz. Boliimler 2, 3, 7 kare sayilaridir; son karenin kenar1 21 = ebob(1071, 462)'dir.

Coziim.

Onerme 2.1'a gore (a, b) ciftini (b, a mod b) ile degistirmek ebob’u korur. Bunu b sifir olana dek yapariz.
Kag bolme gerektigini 6nceden bilmedigimiz i¢in déngiiyii while ile yazariz. divmod(a, b) bolumi ve
kalani birlikte verir.

a, b =1071, 462

while b !'= 0:
q, r = divmod(a, b)
print(f"{a} = {q} * {b} + {r}")
a, b=>b, r

print("ebob =", a)

Ciktr:

1071 = 2 * 462 + 147
462 = 3 * 147 + 21
147 =7 * 21 + 0
ebob = 21

Son sifirdan farkli kalan 21’dir ve déngii bittiginde bu deger a’dadir. Gergekten 1071 = 32 - 7- 17 ve
462 = 2-3-7-11 oldugundan ebob 3 - 7 = 21’dir. Sekilde kare sayilar1 (2, 3, 7) boliimlere, karelerin
kenarlar1 (462, 147, 21) bolenlere karsilik gelir. m
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Eszamanl atama ile ardigik atama farklidir

a, b = b, rsatiri, Python ile {lk Adimlar béliimiinde gérdiigiimiiz eszamanli atamadir: énce sag
taraftaki biitiin degerler hesaplanir, sonra sola atanir. Ayni isi iki ayri1 satirla yapmaya ¢alismak yanlis
sonug verir, ¢iinkil ikinci satir a’nin yeni degerini goriir:

a, b = 1071, 462

a=>b # a artik 462
b=a%b # yanlis: 462 % 462 hesaplanir
print(a, b)
Cikti:
462 0

Bu durumda doéngii ilk adimda biter ve ebob yanliglikla 462 ¢ikar.
while dongistniin en tinlii 6rneklerinden biri, her baglangi¢ degeri i¢in durup durmadigini bugiin bile
kimsenin bilmedigi bir dongudiir.
Tanim 2.6 (Collatz Dizisi). Bir n, pozitif tam sayisindan baslayan Collatz dizisi

I n,/2, n cift ise
s 3n;, +1,n;, tek ise

kuraliyla tamimlanir. Dizinin 1’e ilk ulastig1 k indisine n,’1n adim sayis1 denir.

Yani cift sayilar yariya iner, tek sayilar ise 3n + 1’e sigrar; 1’e ulasan dizi bundan sonra 1,4,2,1, ...
dongiisiinde doner. Collatz sanisi, her baslangic degerinden sonlu sayida adimda 1’e ulagildigin soyler.
Sani ¢ok bityiik sayilara kadar bilgisayarla dogrulanmigtir ama ispati yoktur. Adim sayisi igin bir formiil
bilmedigimizden dizi ancak while ile izlenebilir.

Ornek 2.6 (Collatz Dizisi: Baslangic Degeri 27). n, = 27 icin Collatz dizisinin adim sayisin1 ve dizinin
en biyiik terimini bulunuz.

e
10000
en bityiik terim 9232 (k=77) @

5000

2500
1'e ulast1

(k= 111)

80 100

Sekil 2.5: 27'den baglayan Collatz dizisinin terimleri. Dizi 111 adimda 1'e iner; yol boyunca 77. adimda
9232 degerine kadar tirmanir. Baslangi¢ degeri kiiciik olsa da adim sayisini 6nceden kestirmek zordur; bu
ylzden dongii while ile yazilir.

Cozim.

Déngii n # 1 oldugu stirece doner. Her adimda n’yi kurala gore giinceller, adim sayacim bir artirir ve
o ana kadarki en bityiik terimi Python’un hazir max fonksiyonuyla saklar. n // 2 tam boélmedir; n cift
oldugundan sonug kesin bir int’tir.
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n = 27
steps = 0
peak = n
while n =1
ifn%2==20
n=n//2
else:
n=3*% +1
steps += 1
peak = max(peak, n)
print("adim sayisi:", steps)

print("en buyik terim:", peak)
Cikt1:

adim sayisi: 111
en buyuk terim: 9232

Kiigiik bir baslangic degeri 111 adim siirer ve yolda 9232’ye kadar tirmanir. B

Sonsuz dongii ve tam bolme

Kosulu hi¢ bozulmayan bir while dongiisit durmaz. Ornegin Collatz déngiisiinde n’yi giincellemeyi
unutursaniz program sonsuza dek calisir. Boyle bir programi terminalde Ctrl+C ile, Jupyter’de ise
cekirdegi durdurarak kesebilirsiniz. Giivenlik i¢in iterasyon sayisina bir iist sinir koymak iyi bir
aligkanliktir; b6limiin Newton 6rneklerinde max_iter bunu yapar. Ayrican / 2 yazmak n’yi float’a
cevirir. 253’ten biiyiik tam sayilarin hepsi float olarak tam tutulamadigindan dizi bozulabilir. Tam
say1 dizilerinde // kullanin.

break, continue ve else

Bazen dongiiyli kosulun belirledigi yerden dnce bitirmek ya da bir adimin geri kalanini atlamak isteriz.
Bunun icin iki deyim vardir.

Tanim 2.7 (break ve continue). Bir dongiiniin blogunda break ¢alistiginda dongii hemen sona erer ve
program dongiiden sonraki satirdan devam eder. continue calistiginda ise o adimin geri kalani atlanir ve
déngii bir sonraki adima gecer. I¢c ice dongiilerde ikisi de yalniz icinde bulunduklari en icteki déngiiyii
etkiler.

Yani break “aradigimi buldum, dur”, continue ise “bu adim beni ilgilendirmiyor, siradakine ge¢” demektir.
Cikis kosulu ancak blogun ortasinda hesaplanabiliyorsa while True: ile sonu olmayan bir déngi kurup
cikis1 igerideki bir break ile yapmak yaygin bir kaliptir.

Ornek 2.7 (Faktériyelin Bir Gugolii Astig1 Yer). 10'% sayisina gugol (googol) denir. n! > 101%°
esitsizligini saglayan en kii¢tik n dogal sayisini bulunuz.

Cozim.
n!i f degiskeninde biriktirip n’yi birer artiririz; f ilk kez 1019’ii agtiginda break ile déngiiden cikariz.
Python’un tam sayilari istenildigi kadar buiytik olabildiginden f kesin olarak hesaplanir.

import math

n=1
f=1 # f = n!
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while True:

n+=1

f *=n

if f > 10**100:

break # ilk kez 107100'G asti: donguden cik

print("n =", n)
print("logl@(n!) =", round(math.logl0(f), 3))
print("logl0((n-1)!) =", round(math.loglo(f // n), 3))

Ciktr:

n =70
loglo(n!) = 100.078
logl0((n-1)!) = 98.233

log,4(70!) ~ 100,078 > 100 ve log;,(69!) ~ 98,233 < 100 oldugundan aranan say1 n = 70’tir. Son
satirda 69! = 70!/70 esitligini f // n ile kullandik. m

Ornek 2.8 (Bin ile Aralarinda Asal Sayilar). 1 < k < 1000 ve ged(k, 1000) = 1 kosullarini saglayan
k sayilarinin kag tane oldugunu ve toplamlarini bulunuz.

Cozim.

Dongii k = 1, ..., 1000 sayilarini dolasir. 1000 ile ortak bdleni olan bir k geldiginde continue adimin
geri kalanini atlar; béylece saya¢ ve toplam yalniz aralarinda asal sayilarla giincellenir. Ebob icin
Python’un hazir math.gcd fonksiyonunu kullaniyoruz.

import math

n = 1000
count = 0
total = 0

for k in range(l, n + 1):
if math.gcd(k, n) != 1:

continue # n ile ortak béleni var: bu k'yi atla
count += 1
total += k
print("n ile aralarinda asal olanlarin sayisi:", count)
print("bunlarin toplami:", total)
print("n * phi(n) / 2 =", n * count // 2)

Cikti:

n ile aralarinda asal olanlarin sayisi: 400
bunlarin toplami: 200000
n * phi(n) / 2 = 200000

Sayi, Euler fonksiyonunun degeridir (bkz. Sayilar Teorisi):

$(1000) = 1000(1 - %) (1 - %) = 400.

Toplamin 1000 - 400/2 ¢ikmas: tesadif degildir. ged(k,n) =1 ise ged(n — k,n) = 1’dir, yani bu
sayilar toplami n olan ¢(n)/2 cifte ayrilir. m

Déngiilerin az bilinen bir parcasi da else kismidir. Bir for ya da while dongiisiiniin sonuna yazilan
else blogu, dongii break ile kesilmeden kendiliginden bittiginde calisir. Bu, “aradifimi bulamadim”
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durumunu yakalamanin temiz bir yoludur. Asallik testinde aradigimiz sey bir bolendir; aramay1 nerede
bitirebilecegimizi asagidaki 6nerme soyler.
Onerme 2.2 (Bélen Aramak igin Karekok Yeter). n > 1 asal olmayan bir tam sayiisen’nin2 < d <

v/n kosulunu saglayan bir d boleni vardw. Dolayisiyla 2,3, ..., |\/n| sayilarindan hicbiri n’yi bélmiiyorsa
n asaldr.

J36=6

Sekil 2.6: 36'nin bolenleri logaritmik olgekli bir dogru iizerinde. Her d boleni, d - (36/d) = 36 esitligindeki esine

bir yayla baghdur. Biitiin yaylarin merkezi v36 = 6 noktasidir, bu yiizden her ¢iftin kiiciik elemani 6'y1 asmaz.

Ayni esleme her n icin gegerlidir: n'nin 1 ve kendisi disinda bir boleni varsa, 2 ile vn arasinda da bir boleni
vardir.

n = d - e ise d ile e’nin ikisi birden y/n’den biiyiik olamaz, yoksa ¢arpimlar1 n’yi asards; ispatin ayrintist
icin bkz. Sayilar Teorisi.

Ornek 2.9 (Deneme Bolmesiyle Asallik). 1001, 1005 ve 1009 sayilarinin asal olup olmadigini deneme
bolmesiyle belirleyiniz.

Coziim.

Onerme 2.2’e gére d = 2,3, ..., |v/n] bélenlerini denemek yeter. math.isqrt(n), |y/n] tam say1
karekokiinii kesin olarak verir. Bir bélen bulundugunda break i¢ dongiiyii keser ve else blogu atlanir.
Higbir bolen bulunamazsa i¢ dongii kendilifinden biter ve else blogu “asal” yazar. else’in if ile degil
i¢ for ile ayn1 hizada olduguna dikkat edin.

import math

for n in range(1001, 1010, 4):
for d in range(2, math.isqrt(n) + 1):
if n % d==0:
print(f"{n} = {d} * {n // d}, asal degil")
break
else:
print(f"{n} asal")

Ciktr:

1001 = 7 * 143, asal degil
1005 = 3 * 335, asal degil
1009 asal
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[v/1009] = 31 oldugundan 1009 i¢in yalmiz 30 aday bolen denendi. 1001 = 7 - 11 - 13’tiir; kod ilk
buldugu bélen olan 7’de durdu. m

Fonksiyonlar

Oklid algoritmasini her ebob gerektiginde yeniden yazmak istemeyiz. Fonksiyon, bir hesabi bir ad altinda
paketler: bir kez tanimlanir, istenildigi kadar cagrilir.

Tanim 2.8 (Fonksiyon Tanimi ve Cagrisi).

def ad(parametre 1, parametre 2):
blok

bi¢imindeki def deyimi ad adli bir fonksiyon tanimlar; parametre sayisi herhangi bir dogal say1 olabilir.
ad(argiman_1, argiman_2) bicimindeki bir ¢cagr1, parametrelere sirasiyla argiimanlarin degerlerini atar
ve blogu calistirir. Blokta bir return ifade satirina gelindiginde fonksiyon hemen sona erer ve ¢agrinin
degeri ifade’nin degeri olur. Blok bir return’e rastlamadan biterse ¢cagrinin degeri 6zel None degeridir.

Yani f(z) = 2 — 2z + 5 gibi bir matematiksel fonksiyon Python’da def f(x): satir1 ve altindaki return
x**2 - 2%x + 5 satirtyla yazilir. Ama bir Python fonksiyonu bundan fazlasidir: i¢inde dongiiler, kararlar
ve bagka fonksiyon ¢agrilar1 olan bir hesap yordamdur.

def f(x):

return x**2 - 2*¥x + 5

Ayni fonksiyon karmagsik sayilarla da ¢alisir. f(1 + 2¢) = 0 cikmasi, Ornek 2.1'de buldugumuz kékiin
saglamasidir. Bir ¢agri, degeri olan bir ifadedir; f(2) + f(-2) gibi bagka ifadelerin icinde kullanilabilir.

Tanim 2.9 (Belge Dizgisi). Bir fonksiyon blogunun ilk satirina yazilan dizgiye o fonksiyonun belge
dizgisi (docstring) denir. Belge dizgisi fonksiyonun ne yaptigini, parametrelerini ve déndirdigi degeri
anlatir; help(ad) ¢agrisi onu ekrana yazar.

Yani belge dizgisi, fonksiyonun kodla birlikte taginan kullanim kilavuzudur. Gelenek, onu t¢ tirnak
arasmda ("""...""") yazmak, ilk satirda tek ciimlelik bir 6zet vermek ve gerekiyorsa bir bos satirdan

sonra ayrintiya girmektir.

Ornek 2.10 (Ebob Fonksiyonu). Oklid algoritmasini belge dizgisi olan bir gcd(a, b) fonksiyonuna
¢eviriniz.

Cozim.
Ornek 2.5'deki déngilyii fonksiyonun bloguna tagiriz, yazdirma satirii atar ve sonucu return ile
dondiiriiriiz. Negatif girdilerde de pozitif bir ebob vermek i¢in sonucu abs ile dondiiriiyoruz.

def gcd(a, b):
"""a ile b'nin en buyuk ortak bdélenini dondirir.
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Oklid algoritmasi: b sifir olana dek (a, b) ciftini
(b, a % b) ile degistirir.
while b != 0:
a, b=Db, a%bh
return abs(a)

help(gcd)

print(gcd (1071, 462), gcd(-12, 18), gcd(7, 0))

Ciktr:

Help on function gcd in module  main

gcd(a, b)
a ile b'nin en biiylik ortak bélenini ddndirdr.

Oklid algoritmasi: b sifir olana dek (a, b) ciftini
(b, a % b) ile degistirir.

21 6 7

gcd(-12, 18) cagrisinda Python’un % islemi kalani bolenin isaretiyle verir: -12 % 18 igleminin sonucu
6’dir. Ardindan (18, 6) cifti (6,0)’a doner ve sonug 6 olur. gcd(7, 0) ise donguye hi¢ girmeden 7
dondiiriir; bu, ged(a, 0) = | a | kuralidir. Pythonun math modiiliinde ayni isi yapan hazir bir math. gcd
fonksiyonu da vardir. m

Bir fonksiyon birden ¢ok degeri virgiille ayirarak dondurebilir; ¢cagiran taraf bunlar1 x1, x2 = ..
biciminde ayr1 degiskenlere agabilir. Python bu degerleri bir demet (tuple) icinde paketler. Demetleri de
Veri Yapilar: ve Comprehension béliimiinde goérecegiz.

Ornek 2.11 (Kokleri Dondiiren Bir Fonksiyon). Ornek 2.1'deki hesabi, az? + bx + ¢ = 0 denkle-
minin iki kékinii doéndiiren bir roots(a, b, c) fonksiyonuna ¢eviriniz ve ii¢ durumu da deneyiniz.

Cozim.

A > 0ise VA gerceldir. A < Oise \/Zyerine 1V —A aliriz ve bunu sanal birim 1j ile 1j * math.sqrt(-

delta) olarak kurariz. Boylece kok formiilii ii¢ durumda da ayni satirla yazilir.

import math

def roots(a, b, c):
delta = b**2 - 4*a*c
if delta >= 0:
r = math.sqrt(delta)
else:

ax™2 + bx + ¢ = 0 denkleminin koklerini dondirir (a

= 1j * math.sqrt(-delta)

return (-b + r) / (2*a),

x1l, x2 = roots(1, -3, 2)
print(x1l, x2)
print(roots(1l, -2, 1))

(

print(roots(l, -2, 5))

Ciktr:
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2.0 1.0
(1.0, 1.0)
((1+23), (1-23))

2?2 —3z+ 2= (z — 1)(xz — 2) denkleminin kékleri 2 ve 1'dir. 2% — 2z + 1 = (z — 1)? cift katli 1
kokiinii iki kez verir. 22 — 2z + 5 i¢in yine 1 + 2i bulunur. Ik cagrida sonuglar1 iki degiskene actik,
digerlerinde ise ¢agrinin kendisini yazdirdik; Python iki degeri parantez icinde gosterdi. m

print bir deger dondiirmez

Fonksiyonun i¢inde sonucu print ile yazdirmak onu dondiirmek demek degildir. return icermeyen
bir fonksiyonun ¢agrisi None degerini alir ve bu degerle hesap yapmaya calismak hata verir:

def square print(x):
print(x**2) # ekrana yazar ama deger dondiirmez

def square(x):
return x**2

a = square print(3)
b = square(3)
print(a, b)

Ciktr:

9
None 9

Hesapta kullanilacak sonuglari return ile déndiiriin; print’i yalniz ekrana bilgi vermek i¢in kullanin.

Fonksiyonun icindeki degiskenlerle digsaridakiler arasindaki iligski de net olmalidur.

Tanim 2.10 (Yerel ve Global Degisken). Bir fonksiyonun blogunda deger atanan degiskenler o
fonksiyonun yerel degiskenleridir: yalmz ¢agri siiresince var olurlar ve fonksiyonun disindaki ayni adli
degiskenleri etkilemezler. Parametreler de yereldir. Programin en ist diizeyinde, fonksiyonlarin diginda
tanimlanan degiskenlere global degisken denir. Bir fonksiyon bir global degiskeni okuyabilir; ona yeni
bir deger atayabilmesi icin ise blogun basinda global ad bildirimi gerekir.

Yani her ¢agr1 kendi kiiciik calisma alaninda calisir; fonksiyonun icindeki x, disaridaki x’in yalniz adasidur.

x = 10
def g(t):
x =2 *t # bu x, g'nin yerel degiskenidir

return x + 1

print(g(5))
print(x) # disaridaki x degismedi

Ciktr:

11
10
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Fonksiyonlarin yalniz parametreler ve return tizerinden haberlesmesi onlar1 giivenilir yapi taslar1 yapar.
global bildirimini bu béliimde yalmiz bir fonksiyonun kag¢ kez c¢agrildigini ya da kac islem yaptigini
saymak icin kullanacagiz.

Sayisal yontemlerde bir fonksiyonun asil girdisinin yaninda tolerans, en fazla adim sayus: gibi ayarlar1 da
olur. Bunlar her ¢agrida yazmak zorunda kalmamak icin varsayilan degerler kullanilir.

Tanim 2.11 (Varsayilan Deger ve Anahtar Sozciiklii Argitman). Bir parametreye tanimda ad=deger
bi¢iminde bir varsayilan deger verilebilir; cagrida bu parametreye argiiman yazilmazsa varsayilan deger
kullanilir. Varsayilan degerli parametreler, varsayilani olmayanlardan sonra gelir. Cagrida bir argiiman
ad=deger bi¢ciminde parametresinin adiyla da verilebilir; béyle bir anahtar s6zciiklii argiiman, siraya
bakilmaksizin adiyla eglesir.

Yani sik degistirilmeyen ayarlar varsayilan degerlerle tanimlanir, ¢cagiran yalmz degistirmek istedigini
adiyla yazar. Bu, uzun parametre listelerini okunur kilar: sqrt_newton (10, tol=le-6) cagrisi, ayni isi
yapan sqrt_newton(10, 1.0, le-6) ¢agrisindan ¢ok daha aciktir.

Bu araclar1 sayisal analizin klasik bir algoritmasinda birlestirelim. a > 0 icin \/a, f(x) = 2 — a fonksi-
yonunun pozitif kokidiir. Newton yoénteminin z,,; = x;, — f(z;)/f’(x;) adim (bkz. Niimerik Analiz)
bu fonksiyon i¢in

xi—a 1 a
L1 = Tpp — %, 2 ka"'x—k

olur. Bu, Babillilerden beri bilinen karekok iterasyonudur (bkz. Analiz 1).

© Newton yéntemiyle karekok tic adimda

1. Bir baglangig degeri secin: x, > 0, érnegin z, = 1.

2. Yeni terimi ., = 3(x} + a/z}) ile hesaplaym.

3. | &1 — x, | bir tol toleransindan kiciikse durun ve z,,;’i dondiiriin; degilse ikinci adima
doniin. Yakinsamama ihtimaline kars1 adim sayisin1 max_iter ile sinirlayin.

Ornek 2.12 (Newton Yoéntemiyle Karekok). Tarifi varsayilan degerli parametreleri olan bir
sqrt_newton fonksiyonu olarak yazip v/2’yi hesaplayimiz; ara adimlar1 da yazdirimz.

|x — /2
-1
0 4,1-10 _
10 8,6-1072
107
1078
10712
makine duyarlig: 2,2~10716 2,2.1()‘16
A e e e — e
10
k
0 1 2 3 4 5

Sekil 2.7: V2 i¢in Newton iterasyonunun (x, = 1) hatasi logaritmik 8lgekte. Hata iissii her adimda kabaca
ikiye katlanir: 107}, 107%, 107, 1072, Beginci adimda hata makine duyarligina iner; daha fazla adim bir sey
kazandirmaz.

Cozim.
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Fonksiyon a’y1 zorunlu, x0, tol, max_iter ve verbose parametrelerini varsayilan degerli alir. Déngii
en fazla max_iter adim siiren bir for dongiisiidiir. Durma kosulu saglaninca return hem déngiiyis hem
de fonksiyonu bitirir. Fonksiyon kok ile adim sayisini birlikte dondiriir.

def sqrt newton(a, x0=1.0, tol=le-12, max iter=50, verbose=False):
"""3 > 0 sayisinin karekokiniu Newton yontemiyle hesaplar.

x {k+1} = (x k + a / x k) / 2 iterasyonu, ardisik iki terimin
farki tol'dan kiguk olunca durur. (kék, adim sayisi) dondirir.
X = X0
for k in range(1l, max iter + 1):
X new = (x +a / x) / 2
if verbose:
print(f"k = {k} x = {x _new:.16f}")
if abs(x _new - x) < tol:
return x new, k
X = X_hew
return x, max iter

root, steps = sqrt newton(2, verbose=True)
print("sonuc:", root, "adim:", steps)
print(sqrt newton(10, tol=le-6))
print(sqrt newton(10, 3.0, le-6))

Ciktr:
k=1 x = 1.5000000000000000
k =2 x =1.4166666666666665
k =3 x = 1.4142156862745097
k =4 x = 1.4142135623746899
k =5 x = 1.4142135623730949
k =6 x = 1.4142135623730949

sonu¢: 1.414213562373095 adim: 6
(3.162277660168379, 6)
(3.162277660168379, 4)

flk cagrida yalniz verbose’u adiyla degistirdik, diger parametreler varsayilan degerlerini aldi. Dogru
ondalik basamak sayis1 her adimda kabaca ikiye katlaniyor: z,’de 2, z3’te 5, z,’te 11 basamak dogru.
Bu, Newton yonteminin karesel yakinsamasinin izidir. Aym1 davramis cosz —z = 0 denkleminde
de gorilir (bkz. Niimerik Analiz); hizin kesin ifadesine Kok Bulma ve Optimizasyon bélimiinde
donecegiz. Besinci adimdan sonra terim degismez; altinci adimda fark sifir oldugundan déngti durur.
Sonug, math.sqrt(2) degerinden yalniz son basamakta, yaklagik 2,2 - 10716 kadar ayrilir; bu, makine
duyarlig1 diizeyinde bir farktir.

Son iki ¢agrmin ikisi de 1/10 sayismi ayn1 1076 toleransiyla hesaplar, ama farkli baglangic degerlerin-
den. tol=1e-6 adiyla verildiginde x0 varsayilan 1 degerinde kalir ve alt1 adim gerekir. sqrt_newton(10,
3.0, le-6) ¢agrisinda ise argiimanlar sirayla eslestigi icin x0 = 3.0 ve tol = le-6 olur. z;, = 3 koke
yakin bir baslangi¢ oldugundan dért adim yeter. B

Python’da fonksiyonlar da birer degerdir: bir degiskene atanabilir, bagka bir fonksiyona argiiman olarak
verilebilir. Bu sayede Y sembolii gibi bir fonksiyonu girdi olarak alan kavramlar1 dogrudan yazabiliriz.
Argiman olarak verilecek kisa fonksiyonlar icin ayrica def yazmak da gerekmez.

Tanim 2.12 (lambda ifadesi). lambda parametreler: ifade bicimindeki bir lambda ifadesi adsiz
bir fonksiyon iiretir; bu fonksiyon ¢agrildiginda ifade’nin degerini dondiiriir. Govdesi tek bir ifadeden
olusur; icinde if deyimi, dongii ya da return bulunmaz.
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Yani lambda x: x**2, matematikteki z -+ 2% gosteriminin Python yazimidir. Asagidaki sigma fonksiyonu
terimi bir fonksiyon olarak alir ve ZZ:m term(k) toplamini hesaplar.

def sigma(term, m, n):
"""term(m) + term(m+l) + ... + term(n) toplamini dondirir."""
s =0
for k in range(m, n + 1):
s += term(k)
return s

print
print
print
print

sigma(lambda k: k**2, 1, 100))

sigma(lambda k: 1 / 2**k, 0, 30))

sigma(lambda k: k**3, 1, 10))

sigma(abs, -3, 3)) # hazir bir fonksiyon da verilebilir

—_— o~~~

Ciktr:

338350
1.9999999990686774
3025

12

Ikinci satir 22‘10 27F = 2 — 2730 geometrik toplamudur, ficiinciisii 1% + ... + 10% = 552 = 3025’tir. Son
satirdaki abs gibi def ile ya da hazir taniml her fonksiyon da argiiman olabilir. Bir lambda’y1 bir ada
atamak miimkiindir, ama ad1 olacak bir fonksiyon icin def yazmak daha okunurdur. Lambda en ¢ok,
burada oldugu gibi, tek kullanimlik argiiman fonksiyonlarinda ise yarar.

Ornek 2.13 (Genel Newton Fonksiyonu). f ile tiirevi f”’yi argiiman olarak alan bir newton(f, df,
x0) fonksiyonu yazip cos z = x denkleminin kékiint bulunuz.

Coziim.
Ornek 2.12'teki déngii, f ve f’ icin yer tutan iki parametreyle her denkleme genellesir. f(z) = cosx —
x ve f'(z) = —sinx — 1 fonksiyonlarini lambda ile verir, x, = m/4’ten baslariz. Déngii degiskenini

blokta kullanmadigimiz icin ona gelenekteki gibi adim verdik.

import math

def newton(f, df, x0, tol=le-12, max iter=50):

"""f(x) = 0 denkleminin x0 yakinindaki kokinu dondirdr."""
X = x0
for in range(max iter)

x new = x - f(x) / df(x)

if abs(x new - x) < tol:

return x_new

X = X_new

return x

p = newton(lambda x: math.cos(x) - x,
lambda x: -math.sin(x) - 1, math.pi / 4)
print(p, math.cos(p) - p)
print(newton(lambda x: x**3 - 2*x - 5, lambda x: 3*x**2 - 2, 2.0))

Cikt1:

0.7390851332151606 1.1102230246251565€e-16
2.0945514815423265
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Kok p =~ 0,7390851332’dir (bkz. Niimerik Analiz). f(p)nin yaklasik 1,1 10716 ¢ikmasi, sonucun
makine duyarlig1 diizeyinde dogru oldugunu gosterir. Ayni fonksiyon, Newton’un kendi 6rnegi olan
2% — 2z — 5 = 0 denkleminin 2,0945514815 kokiinii de verir. m

Ozyineleme

Matematikte pek ¢ok nesne kendisi cinsinden tanimlanir: 0! = 1 ve n! = n - (n — 1)!; Fibonacci sayilari
icinfy =0,F, =1veF, =F,_; + F,_,. Python’da bir fonksiyon kendini ¢agirabildiginden bu tanimlar
neredeyse kelimesi kelimesine koda dontsiir.

Tanim 2.13 (Ozyinelemeli Fonksiyon). Blogunda kendisini cagiran fonksiyona 6zyinelemeli (recur-
sive) fonksiyon denir. Byle bir fonksiyonun en az bir taban durumu, yani kendini ¢agirmadan dogrudan
sonu¢ dondirdiigii girdileri vardir. Diger girdilerde fonksiyon, taban durumuna daha yakin girdilerle
kendini ¢agirir ve bu ¢agrilarin sonuglarindan kendi sonucunu kurar.

Yani 6zyineleme, tiimevarimin hesaptaki karsiligidir (bkz. Analiz 1): taban durumu baslangic adimina,
Ozyineli ¢agr1 tiimevarim adimina karsilik gelir. Taban durumu unutulursa ya da ¢agrilar tabana yaklas-
mazsa fonksiyon kendini durmadan ¢agirir.

Ornek 2.14 (Ozyinelemeli Faktériyel). n!’i 6zyinelemeyle hesaplayan bir fonksiyon yaziniz ve 20!
icin sonucu dongiiyle bulunan degerle karsilagtiriniz.

Coziim.

Tanim dogrudan koda déniisiir: taban durumu 0! = 1, 6zyineli adim n! = n - (n — 1)!. Karsilagtirma
icin tarifteki ¢arpim kalibiyla yazilmus bir dongii siirimi ile Python’un math. factorial fonksiyonunu
kullaniyoruz.

import math

def fact(n):
"""nl degerini 6zyinelemeyle hesaplar (n >= 0 tam sayi).
if n == 0:
return 1 # taban durumu
return n * fact(n - 1) # Ozyineli adim

def fact loop(n):
p=1
for k in range(2, n + 1):
p =k
return p

print(fact(5), fact(20))
print(fact(20) == fact loop(20) == math.factorial(20))

Cikt1:

120 2432902008176640000
True

fact(5) ¢agris15 * fact(4) degerini, 0 da4 * fact(3) degerini bekler. Zincir fact (0) ‘a ulasinca geri
doniiste 1,1,2,6,24,120 degerleri sirayla olusur. U¢ yontem de 20! = 2432902008176640000 verir;
zincirleme == Gi¢iiniin esitligini tek satirda sinar. m
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Ornek 2.15 (Saf Ozyinelemeli Fibonacci). F),’yi tanimi dogrudan izleyen 6zyinelemeli bir fonksiyonla
hesaplayiniz ve n = 5, 10, ..., 30 i¢in fonksiyonun kag kez cagrildigini sayiniz.

[ fib(2) ] [ fib(1) ] [ fib(1) ] [ fib(0) ] [ fib(1) ] [ fib(0) ]
ERETD

Sekil 2.8: Saf 6zyinelemeli fib(5) cagrisinin agact: toplam 15 ¢agri. fib(3) (turuncu) iki kez, fib(2)
(yesil) ti¢ kez bastan hesaplanir. n bitytiditkge ayni alt agaclar katlanarak tekrarlanir; fib(30) igin ¢agr1
say1s1 2692537'dir.

Cozim.
Cagrilar saymak icin global bir calls sayaci kullaniriz. Fonksiyon bu sayaca deger atadigindan blokta
global calls bildirimi gerekir (Tanim 2.10). Her n i¢in sayaci sifirlayip fonksiyonu ¢agiririz.

calls = 0

def fib(n):
"""n, Fibonacci sayisi: saf 6zyineleme.
global calls
calls += 1
if n < 2:
return n
return fib(n - 1) + fib(n - 2)

for n in range(5, 31, 5):
calls = 0
value = fib(n)
print(f"fib({n:2}) = {value:6} cagri sayisi: {calls:7}")

Ciktr
fib( 5) = 5 ¢agri sayisi: 15
fib(10) = 55 ¢adri sayisi: 177
fib(15) = 610 ¢agri sayisi: 1973
fib(20) = 6765 cagri sayisi: 21891
fib(25) = 75025 ¢agri sayisi: 242785
fib(30) = 832040 cagri sayisi: 2692537

Cagr1 sayis1 C'(n) icin C(0) = C(1) =1 ve C(n) =1+ C(n— 1) + C(n — 2) oldugundan tiimeva-
rimla C'(n) = 2F,; — 1 bulunur; 6rnegin
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C(30) = 21346269 — 1 = 2692537.

F,, yaklagik 1,618" /+/5 hiztyla biiyiir (1,618 ~ (1 4+ v/5)/2 altin orandir). Bu yiizden cagri sayisi n
ile iistel olarak artar: n’yi 5 artirmak isi yaklasik 1,618% ~ 11 katina cikarir. Sekildeki aga¢ sorunun

kaynagin gosteriyor: ayni degerler tekrar tekrar bagtan hesaplaniyor. m

Tanim 2.14 (Hafizalama). Bir fonksiyonun hesapladigi her sonucu girdisiyle birlikte bir depoya
kaydetmesine ve ayni girdiyle yeniden ¢agrildiginda hesabi tekrarlamadan kayitli sonucu dondiirmesine
hafizalama (memoization) denir.

Yani hafizalama, hesap siiresini bellekle takas eder: Fibonacci agacinda her F; yalniz bir kez hesaplanir,
sonraki istekler depodan karsilanir. Depo olarak Python’un sozliik (dict) yapisini kullanacagiz. Sozlikleri
Veri Yapilar1 ve Comprehension bolimiinde ayrintili gérecegiz; burada ti¢ islem yeter. memo = {0: 0, 1:
1} iki baslangic kaydiyla bir sozlitk kurar, n in memo 7 i¢in kayit olup olmadigini sorar, memo[n] = deger
kaydi yazar ve memo[n] onu okur.

Ornek 2.16 (Hafizali Fibonacci). Fibonacci fonksiyonunu hafizali yazarak Fy, ve F,, sayilarin
hesaplayiniz; cagri sayilarim Ornek 2.15 ile karsilagtirimiz.

Cozim.

Taban durumlar: s6zligiin baslangi¢ kayitlaridir. Fonksiyon 6nce depoya bakar; kayit yoksa degeri iki
Ozyineli ¢agriyla hesaplayip kaydeder. calls += 1 satir1 calls adina yeni bir deger atadifi igin yine
global calls bildirimi gerekir. mnemo[n] = ... satir1 ise memo adina yeni bir deger atamaz, yalniz bu
adin gosterdigi sozlugiin icerigini degistirir; bu yiizden memo i¢in bildirim gerekmez.

memo = {0: 0, 1: 1} # hesaplanan degerlerin deposu (so6zliik)
calls = 0

def fib(n):
"""n., Fibonacci sayisi: hafizali 6zyineleme.
global calls
calls += 1
if n in memo:
return memo[n] # daha once hesaplandi: hazir deger
memo[n] = fib(n - 1) + fib(n - 2)
return memo[n]

print(fib(30), "cagri sayisi:", calls)
calls = 0
print(fib(100), "cagri sayisi:", calls)

Cikti:

832040 cagri sayisi: 59
354224848179261915075 cagri sayisi: 141

E; icin cagri sayis1 2692537 °den 59 = 2 - 30 — 1’e indi, ¢linkii her F;, bir kez hesaplaniyor. Fj, yalniz
141 ¢agn tuttu, cinki Fy, ..., F5, onceki hesaptan depoda duruyordu. Saf siirtimle Fj icin 2Fy; —
1~ 1,1-10%! cagri gerekirdi.

Python’un standart kiitiiphanesi bu kalib1 hazir sunar. functools modiliindeki cache, fonksiyon
taniminin {istiine @cache satir1 olarak yazildiginda fonksiyonu kendi deposuyla hafizali hale getirir. Bir
fonksiyonu boyle saran @ satirlarina dekorator denir.
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from functools import cache

@cache
def fib(n):
if n < 2:
return n
return fib(n - 1) + fib(n - 2)

print(fib(160))
print(fib.cache info())

Cikt1:

354224848179261915075
CacheInfo(hits=98, misses=101, maxsize=None, currsize=101)

cache_info() deponun durumunu bildirir: Fy, ..., F}, olmak tizere 101 deger birer kez hesaplandi
(misses), 98 istek depodan kargilandi (hits). m

Ozyineleme derinligi stirlidir

Her 6zyineli ¢agri, geri doniilecek yeri saklamak i¢in bellek harcar. Python bu ytizden i¢ ige ¢cagrilarin
derinligini sinirlar; sinir agilinca program RecursionError hatasiyla durur. Smirt sys modiili syler:

import sys

print(sys.getrecursionlimit())
Cikti:
1000

Bu yiizden fact (5000) gibi binlerce diizey inen bir 6zyineleme hata verir; hafizali fib(5000) ¢agrisi
da ayni nedenle basarisiz olur. Derinligi girdiyle dogrusal biiyiiyen hesaplarda dongii kullanin.
Ozyinelemeyi, ebob ya da hizli {is alma gibi derinligi logaritmik kalan hesaplara ve dogal olarak agac
bi¢imli problemlere saklayn.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda boliimdeki kaliplar: kendi baginiza uygulayacaksiniz. Her ¢oziimdeki kod kendi
basina caligir.

Alistirma 2.1 (Artik Yil Kurali). Gregoryen takvimde 4’e boliinen yillar artik yildir; ancak 100’e
béliinen yillar, 400’e de bolinmedikge artik yil degildir. Bu kurali bir is_leap(year) fonksiyonuyla yazip
1901 ile 2000 arasindaki (ikisi de dahil) artik yillar1 sayiniz.

Coziim.

Kuralda en 6zel durum en 6nce sinanmalidir: 6nce 400, sonra 100, en son 4. return fonksiyonu hemen
bitirdiginden elif yazmaya gerek kalmaz; bir return’e ulasan cagr alttaki satirlari hi¢ gérmez. Son
satirdaki year % 4 == 0 zaten bir bool oldugundan dogrudan doéndirilir.

def is leap(year):
"""Gregoryen takvimde artik yil ma?"""
if year % 400 == 0:
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return True
if year % 100 == 0:
return False
return year % 4 == 0

print(is leap(1900), is leap(2000), is leap(2024), is leap(2026))
count = 0
for y in range(1901, 2001)
if is leap(y):
count += 1
print("1901-2000 arasi artik yil:", count)

Cikt1:

False True True False
1901-2000 arasi artik yil: 25

1900, 100’e boliniip 400’e bolinmediginden artik yil degildir; 2000 ise 400’e bélindiigiinden artik
yildir. 1901 ile 2000 arasinda 1904, 1908, ..., 2000 olmak tizere 25 artik yil vardir. B

Aligstirma 2.2 (Rakamlar Toplami). Bir dogal sayinin onluk tabandaki rakamlarinin toplamini while
dongiisityle hesaplayan bir digit sum(n) fonksiyonu yaziniz ve 2!%° sayisinin rakamlar1 toplamini
bulunuz.

Coziim.
n’nin son rakami n mod 10’dur, |n/10] ise son rakamu silinmig sayidir. divmod (n, 10) ikisini birlikte
verir. n sifir olana dek son rakami ayirip toplama ekleriz.

def digit sum(n):
"""n >= 0 tam sayisinin onluk tabandaki rakamlarinin toplami.
s =0
while n > 0:
n, d = divmod(n, 10) # son rakami ayir
s +=d
return s

print(digit sum(2026), digit sum(9**9))
print(2*+*100)
print(digit sum(2**100))

Cikt:

10 45
1267650600228229401496703205376
115

99 = 387420489 sayisinin rakamlari toplami 45’tir. Python’un sinirsiz tam sayilari sayesinde 31 basa-
makli 2190 de kesin hesaplanir ve rakamlari toplami 115 gikar. m

Algtirma 2.3 (Mitkemmel Sayilar). Kendisinden kii¢iik pozitif bolenlerinin toplamina egit olan
sayilara milkkemmel say1 denir; 6rnegin 6 = 1 + 2 + 3. 10000°den kii¢iik mitkemmel sayilar1 bulunuz.

Cozim.
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Onerme 2.2'deki fikir bolen toplamini da hizlandirir: d < /7 bir bélense esi n/d de bir bolendir. Bu
yiizden d’yi yalniz 2, ..., | \/n| arasinda dolastirip her bolende hem d’yi hem n/d’yi ekleriz. d = n/d
ise, yani n tam kareyse bu bolen bir kez eklenir. 1 her zaman bélen oldugundan toplam 1°den baslar.

import math

def divisor sum(n):
"""n'nin kendisinden kicuk pozitif bdlenlerinin toplami (n > 1).

s =1
for d in range(2, math.isqrt(n) + 1):
if n % d == 0:
s +=d
ifd !'=n // d:
s+=n//d # es bolen n/d de sayilir
return s

for n in range(2, 10001):
if divisor sum(n) == n:
print(n, "mikemmel")

Cikt1:

6 mikemmel
28 mikemmel
496 mikemmel
8128 miikemmel

Dért mitkemmel say1 bulunur: 6, 28, 496 ve 8128. Bunlar p = 2, 3, 5, 7 icin 2P~ 1(2P — 1) bi¢imindedir.
Oklid, 27 — 1 asal oldugunda bu sayinin mitkemmel oldugunu gostermisti; Euler de her ¢ift mitkemmel
saymnin bu bi¢imde oldugunu kanitlad:. m

Alistirma 2.4 (Yiizii Iki Asalin Toplami Olarak Yazmak). 100 sayisinin, p < g olmak iizere iki asalin
p + ¢q toplamu olarak biitiin yaziliglarini bulunuz.

Coziim.

Once deneme bolmesini bir is prime fonksiyonuna ceviririz. Bélen bulundugu anda return False
fonksiyonu bitirir; bu, Ornek 2.9'deki break ile else ikilisinin fonksiyon icindeki kargiligidir. Sonra
p’yi 2, ...,50 arasinda dolastirip hem p’nin hem 100 — p’nin asal oldugu durumlari yazdiririz. p < 50
kosulu p < g demektir.

import math

def is prime(n):
"""n asal m1? (deneme bolmesi)"""
if n < 2:
return False
for d in range(2, math.isqrt(n) + 1):
if n % d==0:
return False
return True

n = 100
count = 0
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for p in range(2, n // 2 + 1):
if is prime(p) and is prime(n - p):
print(f"{n} = {p} + {n - p}")

count += 1
print("yazailis sayisi:", count)
Cikt1:
100 = 3 + 97
100 = 11 + 89
160 = 17 + 83
100 = 29 + 71
100 = 41 + 59

100 = 47 + 53
yazilis sayisi: 6

Alt1 yazilig vardir. Goldbach sanisi, 2’den buytk her ¢ift saymin en az bir yazilisi oldugunu séyler.
Sani ¢ok bityiik sayilara kadar bilgisayarla dogrulanmigtir ama ispatlanmamigtir. m

Alistirma 2.5 (Genisletilmis Oklid Algoritmasi). a,b dogal sayilari icin ged(a, b) ile birlikte ax +
by = ged(a, b) esitligini saglayan x, y tam sayilarini da bulan 6zyinelemeli bir ext _gcd(a, b) fonksiyonu
yaziniz ve a = 240, b = 46 i¢in ¢aligtiriniz.

Cozim.

b= 0iseged(a,0) =avea-1+b-0 = a’dir; taban durumubudur. b # Oise ¢ = |a/b| ver = a — gb
olsun. Onerme 2.1 geregi ged(a, b) = ged(b, r) = g’dir. Ozyineli cagr1 bx’ + 1y’ = g esitligini saglayan
2’y sayilarini verirse

g="br'+ (a—qb)y =ay +bx —qy)

oldugundan z =y’ ve y = ' — gy’ alir.

def ext gcd(a, b):
"""(g, x, y) dondirir: g = ebob(a, b) ve a*x + b*y = g."""
if b == 0:
return a, 1,
g, X, y = ext gcd % b)
*

0
(b, a
return g, y, x - (a // b) *y

g, X, y = ext gcd(240, 46)
print(g, x, y)

print(240 * x + 46 * vy)

g, X, y = ext gcd(1071, 462)
print(g, x, y, 1071 * x + 462 * y)

Cikt1:

2 -9 47
2
21 -3 7 21

Saglamalar:

240 - (—9) + 46 - 47 = —2160 + 2162 = 2,
1071 - (—3) 4+ 462 - 7 = —3213 + 3234 = 21.
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Boyle z, y sayilarinin varligl Bézout teoremidir (bkz. Sayilar Teorisi); bu fonksiyon onlar: agik¢a kurar.
Ozyinelemenin derinligi Oklid algoritmasinin adim sayis1 kadardir ve Lamé teoremine gore bu say1 en
fazla log b ile orantili buytir. m

Alistirma 2.6 (Hizli Us Alma). n ciftse a” = (a™/?)?, tekse a” = (al™?!)? - a esitliklerini kullanarak
a™’yi hesaplayan 6zyinelemeli bir power(a, n) fonksiyonu yaziniz. n = 100,400, 700, 1000 i¢in 3"
hesabinda ka¢ ¢carpma yapildigini sayiniz.

Coziim.
Taban durumu a® = 1’dir. Her 6zyineli adim n’yi yariya indirir; yarim kuvvet bir kez hesaplanip
kendisiyle carpilir, n tekse bir carpma daha yapilir. Carpmalari global bir sayacla sayariz.

mults = 0

def power(a, n):
""raxxn degerini n'yi ikiye bdlerek hesaplar (n >= 0 tam sayi)."""
global mults

if n ==

return 1
half = power(a, n // 2)
mults += 1
result = half * half
if n %2 ==

mults += 1

result *= a
return result

print(power(3, 13), 3**13)
for n in range(100, 1001, 300):
mults = 0
ok = power(3, n) == 3**n
print(f"n = {n:4} c¢arpma sayisi: {mults:2} dogru mu: {ok}")

Ciktr:

1594323 1594323
n = 100 carpma sayisi: 10 dogru mu: True

n = 400 carpma sayisi: 12 dogru mu: True
n 700 carpma sayisi: 16 dogru mu: True
n = 1000 carpma sayisi: 16 dogru mu: True

Dogrudan a - a---a ¢arpimi n — 1 carpma ister; n = 1000 i¢in bu 999 demektir. Bu yontem ise en fazla
2(|logy n] + 1) carpma yapar ve n = 1000 i¢in 16 carpmayla yetinir. Python’un ** igleci de tam say1
kuvvetlerini ayni fikre dayanan bir yéntemle hesaplar. m

1
° _ gerisini, siradaki terim 10~17’den kiciik olana

Aligtirma 2.7 (Euler Sayisinin Serisi). e = Zk:o x

dek toplayiniz ve sonucu math. e ile karsilastiriniz.
Coziim. ) ) )
Her terimi faktoriyeli bastan hesaplayarak bulmak gereksizdir. — = ————— - — oldugundan terimi

K- (k-0 &

her adimda k’ya bolmek yeter. Kag terim gerektigini bilmedigimiz i¢in while kullaniriz.
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import math

total = 0.0
term = 1.0 # 1/0! =1
k=0
while term > le-17:
total += term

k += 1

term /= k # 1/k! = (1/(k-1)!) / kK
print("toplanan terim sayisi:", k)
print("seri :", total)
print("math.e :", math.e)
print("fark :", total - math.e)

Ciktr:

toplanan terim sayisi: 19

seri 1 2.7182818284590455
math.e : 2.718281828459045
fark 1 4.440892098500626e-16

k=0, ..., 18 olmak iizere 19 terim toplandi; 1/19! ~ 8,2 - 107!8 esigin altinda kaldigindan eklenmedi.
Fark yaklasik 4,4 - 10716, yani son basamakta birka¢ birimdir: terimler toplanirken yapilan yuvarla-
malar birikir. e sayisinin tanimi i¢in bkz. Analiz 1. m

Alistirma 2.8 (Newton Yéntemiyle Kiip Kok). f(z) = 2° — a fonksiyonuna Newton yontemini
uygulayarak /a degerini hesaplayan bir fonksiyon yaziniz; baglangic degeri, tolerans ve en fazla adim
sayisi varsayilan degerli parametreler olsun. v/10’u hesaplaymiz.

Cozim.
f’(z) = 32?% oldugundan Newton adimi

ri—a 1 a
Try1 = Tk — 322 = 5 2-’L'k+x—2
k k

olur. Fonksiyonun yapist Ornek 2.12'tekiyle aynidir.

def cbrt newton(a, x0=1.0, tol=le-14, max iter=100):

"""3 sayisinin kip kokiu: x <- (2x + a/x"2) / 3."""
X = X0
for k in range(1l, max iter + 1):

X _new = (2*x + a / x**2) / 3

if abs(x new - x) < tol:

return x new, k

X = X_new

return x, max_iter

root, steps = cbrt newton(10)
print(root, steps)
print(root**3)

print(cbrt newton(10, x0=2.0))
print(cbrt newton(-27))

Cikt1:
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2.154434690031884 8
10.000000000000002
(2.154434690031884, 5)
(=31101,09))

V10 = 2,154434690031884 sekiz adimda bulundu; kiipii 10’a son basamaktaki yuvarlama farkiyla
esittir. Baglangic degeri x0=2. 0 ile koke yaklastirilinca bes adim yetti. Fonksiyon negatif a icin de ¢aligir:
V—27T=-3.m

Alistirma 2.9 (En Uzun Collatz Yolu). 10000’den kii¢iik baglangic degerleri arasinda Collatz dizisi 1’e
en cok adimda ulasani bulunuz.

Coziim.
Ornek 2.6’daki déngiiyii, adim say1sini déndiiren bir fonksiyona geviririz; giincellemeyi kosullu ifadeyle
tek satirda yaziyoruz. Sonra n = 1, ..., 9999 icin en biiyitk adim sayisini ve onu veren n’yi saklariz.

def collatz steps(n):
"""n'den 1'e ulasana dek atilan Collatz adimlarinin sayisi."""
steps = 0
while n != 1:
n=n//2if n %2 ==0 else 3*n + 1
steps += 1
return steps

best n, best steps =1, 0
for n in range(1l, 10000):
s = collatz steps(n)
if s > best steps:
best n, best steps =n, s
print("en uzun yol:", best n, "baslangicindan", best steps, "adim")
print("27 ic¢in:", collatz steps(27))

Ciktr:

en uzun yol: 6171 baslangicindan 261 adim
27 igin: 111

6171 baglangici 261 adimla en uzun yoldur. Fonksiyonun 27 i¢in 6rnekteki 111 adimi yeniden vermesi,
iki yazimun tutarl oldugunu gésteren bir saglamadir. B

Alistirma 2.10 (Hanoi Kuleleri). A, B, C adli ii¢ ¢ubuktan A’da, en biiyiigi en altta olmak tizere n disk
dizilidir. Her hamlede bir ¢ubugun en iistiindeki disk bagka bir cubuga taginir ve hi¢bir disk kendisinden
kiigik bir diskin iistiine konmaz. n = 3 icin diskleri A’dan C’ye tasiyan hamleleri 6zyinelemeyle yazdi-
riniz; hamle sayisinin 2" — 1 oldugunu birkag n i¢cin dogrulayiniz.

Coziim.

n diski A’”dan C’ye tagimak icin 6nce tstteki n — 1 diski C’yi yardimci kullanarak B’ye tagiriz. Sonra
en buyik diski A’dan C’ye gétiiriir, en son n — 1 diski A'y1 yardimer kullanarak B’den C’ye tagiriz.
Taban durumu n = 0°dir: yapilacak hamle yoktur. Hamle sayis1 H,, i¢cin Hy =0ve H, =2H,_; +1
oldugundan tiimevarimla H,, = 2" — 1 bulunur.

moves = 0
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def hanoi(n, source, target, spare, show=True):
"""n diski source'tan target'a, spare'i yardimci kullanarak tasir."""
global moves

if n ==
return
hanoi(n - 1, source, spare, target, show)
moves += 1
if show:

print(f"disk {n}: {source} -> {target}")
hanoi(n - 1, spare, target, source, show)

hanoi(3, “A”, "C", nBu)

print("hamle sayisi:", moves)
for n in range(1, 11, 3):
moves = 0
hanoi(n, "A", "C", "B", show=False)

print(f"n = {n:2} hamle: {moves:4} 2”n - 1 = {2**n - 1}")

Ciktr:

disk 1: A -> C

disk 2: A -> B

disk 1: C -> B

disk 3: A -> C

disk 1: B -> A

disk 2: B -> C

disk 1: A -> C

hamle sayisi: 7

n= 1 hamle: 1 27n-1=1

n = 4 hamle: 15 2°n - 1 =15
n= 7 hamle: 127 2”n - 1 = 127
n =10 hamle: 1023 2”n - 1 = 1023

Fonksiyonun show parametresinin varsayilan degeri True’dur. Bitytik n’lerde hamleleri yazdirmamak
icin show=False veriyoruz; sayag yine her hamlede artar. m

Alistirma 2.11 (Pascal Kuraliyla Binom Katsayis1). (}) = (771) + (™.") ve (§) = () = 1 kural-

lariyla binom katsayisini hafizali 6zyinelemeyle hesaplayip (?g) degerini bulunuz.

Coziim.

Kural dogrudan 6zyinelemeli bir fonksiyon verir. Hafizasiz siiriimde her taban durumu sonuca 1 katk:
verir; bu yiizden (37) icin en az (32) kez taban durumuna inilirdi. @cache her (n, k) ciftini bir kez
hesaplatir.

import math
from functools import cache

@cache
def binom(n, k):
"""C(n, k): Pascal kuraliyla 6zyineli hesap.
if k == 0 or k == n:
return 1
return binom(n - 1, k - 1) + binom(n - 1, k)
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print(binom(30, 15), math.comb(30, 15))
print(binom.cache info())

Cikti:

155117520 155117520
CacheInfo(hits=196, misses=255, maxsize=None, currsize=255)

Sonug math.comb ile aynidir. Depoda 255 farkli (n, k) ¢ifti var; hafizasiz siiriimdeki ¢agr1 sayisi ise
2(32) — 1 = 310235039, yani yaklasik 3 - 10% olurdu. m

Bu boliimde programin akisini yoneten ii¢ yapiy1 (karar, sayisi belli tekrar ve kosula bagl tekrar)
ve hesaplar1 adlandirip yeniden kullanmamizi saglayan fonksiyonlar: gérdiik. Simdiye dek hep tek tek
sayilarla calistik; Collatz dizisinin terimlerini ya da buldugumuz asallar1 bir yerde saklamadik. Bir sonraki
bolim Veri Yapilar: ve Comprehension, say1 topluluklarini tutan listeleri, demetleri, sozliikleri ve kiimeleri
ele aliyor.
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3.1

3. Veri Yapilar1 ve Comprehension

Matematikte cogu zaman tek tek sayilarla degil, say1 topluluklariyla caligiriz: bir dizinin ilk on terimi,
dizlemde bir nokta belirten (z,y) ikilisi, bir sayimun bélenler kiimesi, her asal carpana bir tis kargihik
getiren carpanlara ayirma. Python ile Ilk Adimlar ve Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar béliimlerinde tek
tek degerlerle, dongiilerle ve fonksiyonlarla calistik. Bu boliimde bu topluluklar: tutan dort yerlesik yapiy:
taniyacagiz: liste, demet, sozlitk ve kiime.

Bu yapilarin her birinin matematikte tanidik bir karsilig1 vardir. Liste sonlu bir diziye, demet sirali bir
n’liye, kiime sonlu bir kiimeye, s6zlitk de tanim kiimesi sonlu bir fonksiyona benzer. Python’un compre-
hension yazimi ise kiime kurucu gosterimin, yani {k? : k € A, k tek} gibi ifadelerin neredeyse birebir
karsiligidur.

Bolimiin sonunda bu araclarla Pascal ticgenini ve Eratosthenes kalburunu kuracak, itertools modiiliiyle
permiitasyonlar1 ve kombinasyonlari tek tek tiretip sayacagiz.

Listeler

[k yapimiz, sonlu dizilerin Python’daki kargilig1 olan listedir.

Tanim 3.1 (Liste). Liste (list), koseli parantez iginde virgiille ayrilarak yazilan nesnelerin sirali toplu-
lugudur: [2, 3, 5, 7]. Bir a listesinin eleman sayisi len(a) ile bulunur. n elemanl bir a listesinin
elemanlarina a[0], a[1],...,a[n - 1] biciminde indis (index) ile ulagilir.

Yani liste, (ay, @, ..., a,,_; ) sonlu dizisinin Python’daki karsiligidir. indisler 0’dan baslar; bu yiizden son
elemanin indisi n» degil n — 1°dir. Bir liste ayn1 elemani birden ¢ok kez icerebilir, elemanlarinin sirasi
o6nemlidir ve farkli tiirden nesneleri bir arada tutabilir.

Python negatif indislere de izin verir: a[-1] son elemani, a[-2] sondan ikinci eleman1 gosterir. Genel
olarak —n <4 < 0 i¢in a[i] ile a[i + n] ayni elemandir. Listenin disina diisen bir indis, 6érnegin n
elemanl bir listede a[n], IndexError hatasi verir.

Ornek 3.1 (Bir Listenin Elemanlarina Erisim). Ik alt1 asali bir listede toplayip elemanlarina pozitif
ve negatif indislerle ulasalim. in isleci bir nesnenin listede bulunup bulunmadigim sorar; sum, min ve max
ise listenin bitiin elemanlar: tizerinde caligir.

primes = [2, 3, 5, 7, 11, 13]

print(len(primes)) # eleman sayisi

print(primes[0]) # ilk eleman: indis 0
print(primes[5]) # son eleman: indis len - 1
print(primes[-1]) # sondan birinci

print(primes[-6]) # sondan altinci, yani ilk eleman
print(sum(primes), min(primes), max(primes))

print(7 in primes, 9 in primes)

mixed = [1, 2.5, "uc", [4, 5]1] # farkli tdrler bir arada
print(len(mixed), mixed[3][0])

Ciktr:

13
13

41 2 13
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True False
4 4

mixed listesinin son elemani da bir listedir; mixed[3][0] 6nce bu ic listeyi, sonra onun ilk elemanin alir.
Asagidaki sekil, primes listesindeki her elemanin iki ayr1 indisle ¢agrilabildigini gosteriyor.

i 0 1 2 3 4 5
primes 2 3 5 7 11 13
i-6 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Sekil 3.1: primes listesinin alt1 hiicresi. Ustteki sayilar bastan sayilan indislerdir (0, 1, ..., 5), alttakiler
sondan sayilan negatif indislerdir (-6, ..., —1). Aym siitundaki iki indis ayn1 eleman1 gosterir: primes[i]
ile primes[i - 6] aymni sayidir.

Listeler kurulduktan sonra degistirilebilir: eleman eklenebilir, silinebilir ya da bir elemanin yerine bagkasi
konabilir. Bu iglerin ¢cogu listenin metotlariyla (method) yapilir. Metot, a.append(x) yazimindaki gibi
nesnenin adindan sonra nokta konularak ¢agrilan bir fonksiyondur. En sik kullanilanlar sunlardir:

Yazim Etkisi

a.append(x) X1 listenin sonuna ekler

a.extend(b) b’nin biitiin elemanlarini sona ekler

a.insert(i, x) x’i 1 indisine yerlestirir, sonrakileri bir kaydirir
a.pop() son elemani ¢ikarip dondiiriir; a.pop(i) bunu i

indisinde yapar

a.remove(x) x’e egit ilk elemanu siler

a.index(x) x’in ilk gectigi indisi dondiiriir
a.count(x) x’in ka¢ kez gectigini sayar

ali]l = x i indisindeki elemanin yerine x’i koyar

Ayricaa + b ikilisteyi ug uca ekleyen yeni bir liste, a * k de a’nin k kez tekrarindan olusan yeni bir liste
kurar.

a=[3, 1, 4]

a.append(1) # sona bir eleman ekle

a.extend([5, 9]) # bir listenin bitin elemanlarini ekle
a.insert(0, 2) # 0 indisine 2'yi yerlestir

print(a)

last = a.pop() # son elemani ¢ikar ve dondir
print(last, a)

a.remove(l) # ilk 1'i sil

print(a)

print(a.index(4), a.count(1l))
print([6] * 4, [1, 2] + [3])

Ciktr:

2, 8, &y &y 1, 5, 9]
9 [2, 3, 1L, 4, 1, 5]
[2, 3, 4, 1, 5]

21

[0, 06, 6, 0] [1, 2, 3]
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append, extend, insert ve remove listeyi yerinde degistirir ve geriye bir deger dondiirmez; daha dogrusu
None dondiiriir. pop ise hem listeyi degistirir hem de ¢ikardig1 elemani déndiiriir.

Ornek 3.2 (Fibonacci Sayilarin Bir Listede Biriktirme). Fy =0,F, = 1ven > 2i¢in F,, = F,_; +
E,_, kuraliyla tanimlanan Fibonacci dizisinin ilk 15 terimini bir listede toplayalim. Listenin son iki
elemani her zaman fib[-1] ve fib[-2] oldugundan yeni terim bunlarin toplamidir.

fib = [0, 1]
while len(fib) < 15:
fib.append(fib[-1] + fib[-2]) # son iki terimin toplami

print(fib)
print(fib[-1]1 / fib[-21]) # ardisik terimlerin orani
print((1 + 5 ** 0.5) / 2) # altin oran

Ciktr:

[e, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377]
1.6180257510729614
1.618033988749895

Son iki terimin orani 377/233 ~ 1,6180258 olup altin oran ¢ = (1 ++/5)/2 ~ 1,6180340 degerinden
yalnizca 8,2 - 1075 kadar farklidur.

Dilimleme

Bir listenin tek bir eleman: yerine ardigik bir parcasini, ya da diizenli araliklarla secilmis elemanlarini
almak icin dilimleme kullanilir.

Tanim 3.2 (Dilim). a bir liste ve i, j, k tam sayilar olsun (k # 0). a[i:j:k] ifadesine a’min bir dilimi
(slice) denir. k£ > 0 ise dilim, anin i, i + k, i + 2k, ... indisli elemanlarindan j’den kii¢iik olanlar1 bu
sirayla iceren yeni bir listedir. i yazilmazsa 0, j yazilmazsa len(a), k yazilmazsa 1 alinir. k£ < 0 ise dilim
i’den baslayip indisleri | k |’sar azaltarak ilerler ve j’den biiyiik indisleri alir; bu durumda i yazilmazsa
son eleman, j yazilmazsa listenin basi esas alinir.

Yani a[i:j], indisleri [7, j) yar agik aralifinda kalan elemanlar1 verir ve 0 <4 < j < n ise tam j — i
eleman igerir. Kural range ile aymidir: 0 <4 < j < nvek > Oikenali:j:k], tam olarak range(i, j, k)
indislerindeki elemanlardan olusur. Dilimdeki negatif sinirlar negatif indisler gibi sondan sayilir. Indisten
farkl olarak dilim, listenin digina tasan sinirlarda hata vermez: 8 elemanl bir listede a[5:100] yalnizca
var olan son {i¢ elemani alir.

Dilimleri, elemanlarin arasindaki kesim noktalariyla diisiinmek isi kolaylastirir: 0 numarali kesim ilk
elemanin soluna, n numarali kesim son elemanin sagina diiser ve a[i:j], ¢ ile j numarali kesimlerin
arasinda kalan elemanlardir.

Ornek 3.3 (Bir Listeden Dilimler). 10’dan 17’ye kadar olan sayilarin listesinden cesitli dilimler alalim.
list(range(10, 18)) ifadesi, range nesnesinin iirettigi sayilardan bir liste kurar.

a = list(range(10, 18))
print(a)

print(a[2:5]) # indis 2, 3, 4
print(al:31]) # bastan (¢ eleman
print(a[5:1) # indis 5'ten sona kadar
print(al::2]) # ¢ift indisli elemanlar
print(a[l::2]) # tek indisli elemanlar
print(al[::-1]) # ters sira
print(a[-3:]) # son ¢ eleman

Ciktr:
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[10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]

[12, 13, 14]
[10, 11, 12]
[15, 16, 17]

[10, 12, 14, 16]

[11, 13, 15, 17]

[17, 16, 15, 14, 13, 12, 11, 10]
[15, 16, 17]

a[2:5] diliminde 5 numarali indis yer almaz. a[:: -1] ise adim —1 oldugundan listeyi sondan basa dogru
okur. Ilk ve dérdiincii dilim asagida gosterilmistir.

kesim 0 1 2 3 4 5 6 7 8
| |
a[2:5] 10 11 ‘ 12 13 14 ’ 15 16 17
| |
L ]
5 -2 =3 eleman: [12, 13, 14]
+2
a[::2] 10 11 12 13 14 15 16 17
indis 0 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 3.2: Dilimleme, elemanlarin arasindaki kesim noktalariyla dastnilir. Ustte a[2:5], 2 ve 5 numarall
kesimlerin arasinda kalan ti¢ eleman: alir; 5 numarali indis dahil degildir. Altta a[::2], bastan baglayip
ikiger atlayarak cift indisli elemanlar1 seger: [10, 12, 14, 16].

Dilim yalnizca okumak i¢in degil, yazmak i¢in de kullanilabilir. a[i:j] = b atamasi a’nin o parcasini b’nin
elemanlariyla yerinde degistirir. Adimsiz dilimde b’nin uzunlugu dilimden farkl olabilir; liste buna gére
uzar ya da kisalir. Adimh bir dilime yapilan atamada ise sag taraf dilimle ayni sayida eleman icermelidir.
del a[i:j] o pargay siler.

a = list(range(10))

a[2:5] = [0, 0, 0] # dilime atama listeyi yerinde degistirir

print(a)

a[::3] = [-1] * 4 # adimli dilimde uzunluklar tutmali

print(a)

del a[-2:
a)

print(

] # son iki elemani sil

Ciktr:

(e, 1, 0, @, @, 5, 6, 7, 8, 9]
(-1, 1, o, -1, @, 5, -1, 7, 8, -1]
(-1, 1, o, -1, 0, 5, -1, 7]

al::3] dilimi 0,3, 6,9 indislerini kapsar; bu yilizden sag tarafta tam dort eleman olmalidir. B6limiin
sonunda Eratosthenes kalburunu bu adiml: dilim atamasiyla kuracagiz.

Karakter dizileri (string) de birer dizidir; indeksleme ve dilimleme onlarda da aynen g¢aligir. Bir sayinin
rakamlariyla ugrasmanin en kisa yolu, onu str ile karakter dizisine cevirmek, gerekirse int ile geri
cevirmektir.

Ornek 3.4 (Ters Cevirme ve Palindromlar). Soldan ve sagdan ayni okunan dizilere palindrom denir;
bir s karakter dizisinin palindrom olup olmadigmi s == s[::-1] karsilastirmasi soyler. 220 sayisinin
rakamlarini da ayni yolla inceleyelim.

word = "kayak"
print(word[0], word[-1], word[1:4])
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print(word[::-1], word == word[::-1]) # palindrom mu?
n = 2**20
digits = str(n) # sayinin rakamlari, bir karakter dizisi

print(digits, len(digits))

print(digits[:3], digits[-3:1, digits[::-1])

diff = int(digits[::-11) - n # ters okunus ile fark
print(diff, diff % 9)

Ciktr:

k k aya

kayak True
1048576 7

104 576 6758401
5709825 0

Son satirdaki 5709825 farki 9’a boliiniir. Bu bir rastlant1 degildir: bir sayi, rakamlar toplamiyla 9’a
bolimden ayni kalani verir (bkz. Sayilar Teorisi). Bir say1 ile tersten okunusu ayni rakamlardan olustugu
icin rakam toplamlar: esittir; dolayisiyla farklar: 9’un katidir.

Karakter dizileri listelerden farkli olarak degistirilemez: word[0] = "K" atamasi TypeError hatas: verir.
Bir sonraki kisim bu farki ele aliyor.

Degistirilebilirlik ve Takma Adlar

Listelerle calisirken yapilan hatalarin 6nemli bir kismi, Python’da bir degisken adinin neyi temsil ettigini
yanlis anlamaktan dogar.
Python’daa = [1, 2, 3] atamasi bellekte bir liste nesnesi kurar ve a adin1 bu nesneye baglar. b = a
atamasi ise yeni bir liste kurmaz; ayni nesneye ikinci bir ad baglar. Bunun sonuclarim anlamak i¢in iki
kavrama ihtiyacimiz var.

Tanim 3.3 (Degistirilebilir ve Degistirilemez Nesne). Kurulduktan sonra igerigi degistirilebilen
nesnelere degistirilebilir (mutable), degistirilemeyenlere degistirilemez (immutable) nesneler denir.
Listeler, sozlikler ve kiimeler degistirilebilir; int, float, complex, bool tiiriinden sayilar, karakter dizileri
ve demetler degistirilemez nesnelerdir.

Yani bir listenin elemanini degistirdigimizde ayni liste nesnesi yerinde kalir, yalnizca icerigi degisir. Buna
karsilik bir say1y1 “degistiren” her iglem aslinda yeni bir say1 nesnesi kurar.

Tanim 3.4 (Takma Ad). Ayni nesneye bagh iki farkli ada birbirinin takma adi (alias) denir. x is y
ifadesi x ile y’nin ayni nesneye bagli olup olmadigini, x == vy ise iceriklerinin esit olup olmadigini sorar.

Yani degistirilebilir bir nesnenin iki takma adi varsa, adlardan biri tizerinden yapilan her degisiklik
dtekinden de goriiniir. Iki ayr1 nesnenin icerigi esit olabilir; bu durumda == dogru, is yanls sonug verir.

Ornek 3.5 (Takma Ad ile Kopya Arasindaki Fark). Bir listeyi 6nce yalnizca yeni bir ada baglayalim,
sonra kopyalayalim ve ardindan 6zgiin listeye bir eleman ekleyelim.

a=1[1, 2, 3]

b =a # b, ayni listenin ikinci adi

c = a.copy() # c, icerigi ayni olan yeni bir liste
a.append(4)

print(a, b, c)

print(b is a, c is a) # ayni nesne mi?
print(c == [1, 2, 3]) # icerik esit mi?
Cikt1:
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[1, 2, 3, 4] [1, 2, 3, 4] [1, 2, 3]
True False
True

a.append(4) degisikligi b tizerinden de goriiniiyor, ¢linkii b ayn1 nesnenin ikinci adidir. c ise kopyalama
anindaki icerikle kurulmus ayr1 bir nesne oldugundan degismedi.

tek bir liste nesnesi

—>

e —

a.copy() ile kurulan yeni nesne

Sekil 3.3: Kodun sonundaki durum. a ve b adlar1 ayni liste nesnesine baglidir; bu ytizden a.append(4)
degisikligi b tizerinden de goriiniir ve b is a dogrudur. ¢ ise kopyalama anindaki icerikle kurulmus ayr1
bir nesnedir.

Degistirilemez nesnelerde bu sorun dogmaz, ¢iinkil onlar1 yerinde degistiren bir islem yoktur: x += 1
atamasi yeni bir int nesnesi kurup x adini ona baglar. Listelerde ise iki yazim arasinda 6nemli bir fark
vardir. u += [3] listeyi yerinde genisletir; u = u + [4] ise yeni bir liste kurup u adin1 ona baglar.

X =5

y = X

X += 1 # yeni bir int nesnesi olusur
print(x, y)

u=[1, 2]

vV =u

u += [3] # liste yerinde genisletilir
print(u, v)

u=u+ [4] # + yeni bir liste kurar

print(u, v)
Ciktr:

6 5
[1, 2, 3] 1, 2, 3]
[1, 2, 3, 4] [1, 2, 3]

Takma ad tuzagi

b = a bir kopya degildir. Bir listeyi degistirmeden 6nce 6zgiin halini saklamak istiyorsaniz a. copy (),
al:] ya da list(a) ile bir kopya alin. Bir fonksiyona liste gonderdiginizde fonksiyon ayni nesne
tizerinde caligir: fonksiyonun igindeki bir append disaridaki listeyi de degistirir. Yerinde ¢alisan
metotlar None dondiirdiigii icin a = a.append(1) yazmak da listeyi kaybettirir; a ad1 artik None’a
baglhdir.

Matrisleri satirlarinin listesi olarak tutmak dogaldur: (:1,’ i) matrisi [[1, 2], [3, 4]] bi¢iminde yazilir

ve A[1][]], i numarali satirin j numarali elemanini verir (ikisi de 0°’dan say1lir). I¢ ice listelerde takma ad
sorunu daha sinsi bir bicimde ortaya ¢ikar.

Ornek 3.6 (Satirlar1 Ortak Bir Sifir Matrisi). 3 X 3 sifir matrisini iki yolla kuralim ve her birinin sol
st kogesine 1 yazalim.
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bad = [[0] * 3] * 3 # ayni satira U¢ basvuru
good = []
for in range(3):
good.append([0] * 3) # her turda yeni bir satar
bad[0][0] =1
good[0][0] =1
print(bad)
print(good)
print(bad[0] is bad[2], good[0] is good[2])

Cikt1:

[f1, o, o1, [1, 0, 0], [1, O, O]]
[r, o, o1, (e, o, 0], [0, 0, 0]]
True False

[0] * 3tek bir satir kurar. Distaki * 3 bu satir1 kopyalamaz, ona ii¢ kez basvurur; bu ytizden bad matrisinin
ii¢ satir1 ayn1 nesnedir ve tek bir atama ii¢ satirda birden gériiniir. Déngti ise her turda yeni bir [0] * 3
listesi kurdugu i¢in good matrisinin satirlar1 birbirinden bagimsizdir.

bad = [[0] * 3] " 3 good: déngiiyle kurulan
0 o\\ ol ® > 1 0 0
2 *— 2 ° > 0 0 0
bad[0] is bad[2] — True good[0] is good[2] — False

Sekil 3.4: Solda [[06] * 3] * 3 ifadesinin kurdugu yapi: dig listenin ti¢ gozii de ayni satir nesnesini
gosterir, bu yiizden bad[0]1[0] = 1 atamasi {i¢ satirda birden goriniir. Sagda dongii her turda yeni bir [0]
* 3 listesi kurar; atama yalniz ilk satir1 degistirir.

Ayni sorun kopyalamada da vardir. A. copy () yalnizca dig listeyi kopyalar: yeni dis liste, eski satir nesne-
lerine bagvurur. Buna s1 kopya (shallow copy) denir. i¢ listeleri de kopyalayan derin kopya (deep copy)
icin copy modiliniin deepcopy fonksiyonu kullanilir.

import copy

A = [[1, 2], [3, 41]
B = A.copy() # s1g kopya: satirlar ortak
C = copy.deepcopy(A) # derin kopya: satirlar da kopyalanir
A[O][0] = 99
print(A)
print(B)
print(C)
Cikt1:

[199, 21, [3, 411
[199, 21, [3, 411
([, 21, (3, 4]]

A[0]1[0] = 99 atamasi, s1g kopya B ile ortak olan ilk satir1 degistirdi; derin kopya C ise etkilenmedi.
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Demetler

Listelerin degistirilemez kardesi demettir. Matematikteki sirali ikililer ve n’liler en dogal bicimde demet-
lerle tutulur.

Tanim 3.5 (Demet). Demet (tuple), virgiille ayrilmig nesnelerin sirali ve degistirilemez toplulugudur.
Genellikle parantez iginde yazilir: (3, 4). Tek elemanli demet sondaki virgiille (5,), bos demet ()
biciminde yazilir.

Yani demet, matematikteki (z4, ..., z,,) sirali n’lisinin karsihigidir. Indeksleme, dilimleme, len, in ve +
demetlerde de listelerdeki gibi caligir; ancak kurulduktan sonra bir demetin elemani degistirilemez, demete
eleman eklenemez ve demetten eleman cikarilamaz. Demeti asil kuran parantez degil virgildiir: p = 3,
4 atamasi da bir demet kurar.

Bir demetin elemanlarini tek satirda ayr1 adlara baglamaya acma (unpacking) denir: x, y = p. Buyazimda
sag taraf once tamamen hesaplanir, sonra soldaki adlara dagitilir. Bu yiizdena, b = b, a + b atamasi
iki eski degeri de kullanir ve yardimci bir degiskene gerek birakmaz. Soldaki yildizl bir ad (*rest) geriye
kalan elemanlari bir listede toplar.

p= (3, 4) # dluzlemde bir nokta
X, y=p # demeti acgma
print(x, y, (x**¥2 + y*¥2) ** @.,5)
print(divmod (17, 5)) # divmod bir demet dondirir
q, r = divmod(17, 5)
print(q, r)
a, b=20,1
for in range(10):
a, b=b, a+b # once sag taraf hesaplanir
print(a, b)

first, *rest = [2, 3, 5, 7]
print(first, rest)
print(len(()), len((5,)), (1, 2) + (3,))

Cikt1:

345.0

(3, 2)

32

55 89

2 [3, 5, 7]
01 (1, 2, 3)

Doéngiidekia, b = b, a + b atamasi Fibonacci dizisini ilerletir: on adimdan sonra (a,b) = (Fy, ;) =
(55, 89) olur. Son satir bos demetin ve tek elemanli demetin uzunluklarini veriyor.

Ornek 3.7 (Genisletilmis Oklid Algoritmasinin Déngiilii Bicimi). Kontrol Yapilari ve Fonksiyonlar
béliimiinde, ged(a, b) ile birlikte ax + by = ged(a, b) esitligini saglayan x,y tam sayilarim da bulan
ext_gcd fonksiyonunu 6zyinelemeyle yazmigtik. Oradaki return g, y, x - (a // b) * y satir1 ii¢
degeri tek bir demet olarak dondiriir; g, x, y = ext_gcd(b, a % b) atamasi da bu demeti acar. Simdi
ayni fonksiyonu bir while dongiisiiyle yazalim ve dongiideki ciftleri demet atamasiyla giincelleyelim.
ged(252,198) degerini ve Bézout katsayilarini bulalim.

def ext gcd(a, b):
"""(g, x, y) dondurur: g = ebob(a, b) ve a*x + b*y = g.
x0, y0, x1, yl =1, 0, 0, 1

while b != 0:
g, r = divmod(a, b)
a, b=">b, r

x0, x1 = x1, x0 - q * x1
yo, yl =yl, yo - q * yl
return a, x0, y0
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result = ext gcd(252, 198)
print(result)

g, X, y = result

print(252 * x + 198 * y == @)

Ciktr:

(18, 4, -5)
True

Fonksiyon her adimda a = ¢b + r bélmesini yapar. (x0, y0) ve (x1, y1) ¢iftleri, o anki a ve b degerlerini
baslangigtaki iki sayinin dogrusal birlesimi olarak yazan katsayilardir; her adimda a ve b ile ayn1 kuralla
giincellenirler. Sonugta ged(252,198) = 18 ve

252-4 4198 - (—5) = 1008 — 990 = 18

bulunur. Ozyinelemeli ext gcd(252, 198) cagrisida ayni (18, 4, -5) demetini dondiiriir.

Demetler degistirilemez olduklari i¢in, bir sonraki kisimda goérecegimiz sozlitklerde anahtar ve kiimelerde
eleman olabilirler; listeler olamaz.

Sozlikler

Bir listede elemana konumuyla, yani 0, 1, 2, ... indisleriyle ulasiriz. Pek ¢cok problemde ise elemana bir adla
ya da bir degerle ulagsmak isteriz: bir asalin iissii, bir kelimenin metinde kag kez gectigi, bir permiitasyonun
bir noktay1 nereye goturdugu gibi.

Tanim 3.6 (Sozlitk). Sozliik (dictionary, dict), anahtar: deger ciftlerinden olusan bir topluluktur:
{"I": 1, "v": 5, "X": 10}.Bir sozliikte her anahtar en fazla bir kez gecer ve d[k] ifadesi k anahtarina
karsilik gelen degeri verir. Sozlikler degistirilebilir: d[k] = v atamasi k anahtari1 yoksa yeni bir ¢ift ekler,
varsa onun degerini degistirir.

Yani bir sozlik, tanim kiimesi sonlu olan bir fonksiyondur: anahtarlar tanim kiimesini, degerler de
gorintileri olusturur. Sézliikte olmayan bir anahtar1 d[k] ile istemek KeyError hatasi verir; d.get (k,
varsayilan) ise anahtar yoksa verilen varsayilan degeri dondiriir. Sozlikler ciftleri eklendikleri sirayla
saklar ve o sirayla dolagir.

Ornek 3.8 (Sonlu Bir Fonksiyonu Sézlitkle Tutma). f(z) = 2 mod 7 fonksiyonunu énce {0, 1,2, 3}
uizerinde bir sozliik olarak yazalim, sonra tanim kiimesine 4’u ekleyelim.

f=4{0:0, 1: 1, 2: 4, 3: 2} # f(x) = x**2 mod 7, x =0, 1, 2, 3

print(f[2]) # f(2)
fl4] 2 # tanim kimesine 4'lU ekle
print(f)

(

print(len(f), 5 in f, f.get(5, "tanimsiz"))
print(list(f.keys()))
print(list(f.values())
print(list(f.items())[

)
:2])

Ciktr:

4

{0: 0, 1: 1, 2: 4, 3: 2, 4: 2}
5 False tanimsiz

e, 1, 2, 3, 4]
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(o, 1, 4, 2, 2]
(e, o), (1, 1)]

keys, values ve items metotlar1 sirasiyla anahtarlari, degerleri ve (anahtar, deger) demetlerini verir;
bunlar1 list ile listeye ¢evirdik. f(3) = f(4) = 2 oldugundan f birebir degildir: degerler arasinda 2 iki
kez geciyor.

SozIligiin anahtarlar: her tiirden nesne olamaz.

Tanim 3.7 (Hashlenebilir Nesne). Python’un, igeriginden hesaplanan ve nesnenin émrii boyunca
degismeyen bir tam say1 atayabildigi nesnelere hashlenebilir (hashable) nesneler denir; bu tam sayiya
nesnenin hash degeri denir ve hash(x) ile bulunur. Sayilar, karakter dizileri ve elemanlar1 hashlenebilir
olan demetler hashlenebilir; listeler, sozliikler ve kiimeler hashlenebilir degildir. Sozliik anahtarlarinin ve
kiime elemanlarinin hashlenebilir olmas gerekir.

Yani anahtar olarak 3, "asal" yada (2, 3) kullanilabilir, [2, 3] kullanilamaz. Bunun nedeni, s6zligiin bir
anahtar1 hash degerinden yararlanarak dogrudan bulmasidir. igerigi degisebilen bir nesnenin hash degeri
de degiseceginden sozlik onu yerinde bulamaz. Ayni mekanizma sayesinde k in d sorgusu, sozlik ne
kadar buiyiik olursa olsun ortalama olarak sabit siirede yanitlanir.

Ornek 3.9 (Asal Carpanlara Ayirma Sozliigii). Her n > 1 tam sayisi asal carpanlarina tek tiirlii ayrilir
(bkz. Sayilar Teorisi). n = p’f1~~~pq’fT ayribigini {pl: k1, ..., pr: kr} sozlugi olarak dondiren bir
fonksiyon yazalim. Bu sozlitkten n’nin bélen sayisi

() = [Ttk + 1)

i=1

(bkz. Sayilar Teorisi) ve bolenlerinin toplami hemen hesaplanir. Her bélen pi**---p™ (0 < m; < k,)
biciminde oldugundan bélenlerin toplami, 1 + p; + ... + pfi geometrik toplamlarimin ¢arpimidir:

T /f:i+1 1

o(n) = [[®

w1 Pl

n = 720 i¢in deneyelim ve sonucu biitiin bolenleri tek tek sayarak kontrol edelim.

def factorize(n):
"""n'nin asal carpanlarini {asal: ls} s6zlugu olarak dondirdr."""
factors = {}
p =2
while p * p <= n:
while n % p == 0:
factors[p] = factors.get(p, 0) + 1
n//=p
p+=1
if n > 1: # geriye kalan blylk bir asal
factors[n] = factors.get(n, 0) + 1
return factors

f = factorize(720)
print(f)
tau, sigma =1, 1
for p, e in f.items():
tau *=e + 1 # bolen sayisi
sigma *= (p ** (e + 1) - 1) // (p - 1) # bolenler toplami
print(tau, sigma)
count, total = 0, 0 # kaba kuvvetle kontrol
for d in range(1l, 721):
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if 720 % d == 0:
count += 1
total += d
print(count, total)

Ciktr:

{2: 4, 3: 2, 5: 1}
30 2418
30 2418

720 = 2% - 32 . 5 oldugundan 7(720) = 5-3 - 2 = 30 ve ¢(720) = 31 - 13 - 6 = 2418'dir; kaba kuvvetle
yapilan sayim ayni sonucu veriyor. factors.get(p, 0) + 1 kalibi, p heniiz sozlikte yoksa sayim: 0’dan
baslatir.

Ornek 3.10 (Kelime Sayimi1). Bir metinde her kelimenin kac kez gectigini bulalim. text.split () metni
bosluklardan bolerek kelimelerin listesini verir; her kelime icin sézliikteki sayaci bir artiririz.

from collections import Counter
text = ("asal sayi yalniz bir ve kendisine bodliinen sayidir "

"bir say1i asal degilse bilesik sayidir "

"bir sayinin asal carpanlari tek tarli belirlidir")
words = text.split() # bosluklardan bolip kelime listesi kur
counts = {}
for word in words:

counts[word] = counts.get(word, 0) + 1
print(len(words), len(counts))
print(counts["asal"], counts["say1"l, counts.get("kime", 0))
print(Counter(words).most common(3))

Ciktr:

21 15
320
[(‘asal', 3), ('bir', 3), ('say1i', 2)]

Metinde 21 kelime vardir ama bunlarin yalniz 15’i farklidir. Bu sayma kalib1 o kadar sik kullanilir ki
collections modiilii onu hazir bir sézlik tirii olarak sunar: Counter, bir listedeki her elemanin kag kez
gectigini sayar ve most_common (k) metoduyla en sik gecen k elemani verir. Sayilar esit olan elemanlar,
ilk goruldikleri sirayla gelir.

Kiimeler

Matematikteki kiimelerin iki temel 6zelligi, elemanlarin sirasinin 6nemsiz olmasi ve her elemanin en fazla
bir kez sayilmasidir. Python’un kiime yapis1 tam olarak bu iki 6zelligi tasir.

Tanmim 3.8 (Kiime). Kiime (set), hashlenebilir nesnelerin sirasiz ve tekrarsiz toplulugudur. Kiime
parantezleri iginde yazilir: {2, 3, 5}. Bos kiime set() ile kurulur, ¢iinkii {} bos bir sozliktiir. set(a)
ifadesi, yinelenebilir bir a nesnesinin farkli elemanlarindan olusan kiimeyi verir.

Yani {1, 2, 2, 3}ile {3, 2, 1} aymi kiimedir. Kiimelerde indeksleme yoktur, ¢iinkil elemanlarin bir
sirast yoktur. Bir kiimeyi yazdirdigimizda goérdiigiimiiz sira yalnizca i¢ diizenlemenin sonucudur ve ona
giivenilmez. Kiime elemanlar1 hashlenebilir oldugundan x in A sorgusu da sozliiklerdeki gibi ortalama
olarak sabit siirede yanitlanir; ayni sorgu bir listede biitiin elemanlar: tek tek dolagsmay: gerektirebilir.
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Kiimeler tizerindeki islemler matematikteki karsiliklariyla ayni adlar tagir (bkz. Matematigin Temelleri):

« A | Bbirlesim AU B, A & Bkesisim AN B,

« A - Bfark A\ B,A ~ B simetrik fark A A B,

« A <= Baltkiime A C B, A < B 6z alt kiime,

« x in Aelemanlik z € A, len(A) eleman sayist | A |.

A={2, 4, 6, 8, 10, 12} #
B ={3, 6, 9, 12} #
print(A | B) #
print(A & B) #
print(A - B, B - A) #
print(A ~ B) #
print({6, 12} <= A, len(A | B))
print(set([1, 1, 2, 3, 3, 31]))
print(set(), type({})) #
Cikt1:

{2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12}
{12, 6}

{8, 2, 10, 4} {9, 3}

{2, 3, 4, 8, 9, 10}

True 8

{1, 2, 3}

set() <class 'dict'>

12'ye kadar ¢ift sayilar
12'ye kadar 3'lGn katlari
birlesim

kesisim

farklar

simetrik fark

# tekrarlar kaybolur
bos kime ve bos sozluk

Ciktidaki {12, 6} ve {8, 2, 10, 4} siralar1 kiimelerin sirasiz oldugunu agik¢a gosteriyor. Son satir da
{} yaziminin bos kiime degil bog s6zlikk oldugunu dogruluyor. Kiimeler degistirilebilir: A.add (x) kiimeye
x’i ekler (x zaten kiimedeyse kiime degismez), A.discard(x) de x’i kiimeden ¢ikarir. A. remove (x) ayni isi
yapar ama x kiimede yoksa KeyError hatasi verir. Degistirilebilir olduklari i¢in bir kiimenin elemani bagka
bir kiime olamaz; kiimelerden olusan bir kiime gerektiginde degistirilemez frozenset tiri kullanilir.

Ornek 3.11 (iki Kiimenin Venn Bélgeleri). U = {1,2,...,20} evreninde A cift sayilarin, B de 3’iin
katlarinin kiimesi olsun. Venn semasmn dort bélgesini Python islemleriyle hesaplayip | AU B | =
| A|+| B|—| AN B | esitligini kontrol edelim.

U = set(range(1l, 21))

A = set(range(2, 21, 2)) # c¢cift sayilar

B = set(range(3, 21, 3)) # 3'ln katlari
print(A - B) # yalniz A'da
print(A & B) # ikisinde birden
print(B - A) # yalniz B'de
print(U - (A | B)) # higbirinde
print(len(A | B), len(A) + len(B) - len(A & B))

Cikt1:

{2, 4, 8, 10, 14, 16, 20}
{18, 12, 6}

{9, 3, 15}

{1, 5, 7, 11, 13, 17, 19}
13 13

| A] =10,

B |=6ve| AN B | = 3 oldugundan iki taraf da 13’tiir. Her bolgenin elemanlar: asagidaki

sekilde, bolgeyi veren Python ifadesiyle birlikte goriliyor.
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- N
U
1 7
11 13
17 19
U-(A|B
L (A]B) J

Sekil 3.5: U={1, ..., 20} i¢inde A ¢ift sayilar, B3'lin katlar1. Her bélgedeki sayilar, altindaki Python ifadesinin
verdigi kiimedir: A - Byedi,A & Bii¢,B - Alig,U - (A | B) yedi eleman icerir.

Ornek 3.12 (Icerme ve Disarma ile Sayma). 1’den 1000’e kadar olan tam sayilardan kag1 2, 3 ve
5’ten en az birine boluniir? Kiimeleri dogrudan kurarak sayalim ve sonucu ti¢ kiime i¢in icerme-disarma
formiiliiyle (bkz. Matematigin Temelleri) karsilagtiralim.

1000

= set(range(2, N + 1, 2))

set(range(3, N + 1, 3))

C = set(range(5, N + 1, 5))

print(len(A | B | C))

print(len(A) + len(B) + len(C)

- len(A & B) - len(A & C) - len(B & C)
+ len(A & B & ())

W > =
|

Cikt1:

734
734

Formiildeki terimlerin toplami da aynidur:
500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

Kesisimler ortak katlardan olugur: érnegin A N B, 6’nin katlarmin kiimesidir ve [1000/6| = 166 eleman-
lidr.

Comprehension

Matematikte bir kitmeyi cogu zaman elemanlarin: tek tek yazmak yerine bir kuralla tanimlariz: {k* : 1 <
k <10} yada {d € N: d | 36} gibi. Python’da da listeler, kiimeler ve sozliikler ayn1 bicimde bir kuralla
kurulabilir. Once bu kuralin iizerinde déndiigii nesneleri adlandiralim.

Tanim 3.9 (Yinelenebilir Nesne). Bir for dongiisityle elemanlar1 tek tek dolagilabilen nesnelere
yinelenebilir (iterable) nesneler denir. Listeler, demetler, karakter dizileri, kiimeler, sozliikler ve range
nesneleri yinelenebilirdir; bir sozlitk dolasilirken anahtarlari verilir.

Yani for x in nesne: yazabildigimiz her sey yinelenebilirdir. list, set, sum, min, max gibi fonksiyonlar
herhangi bir yinelenebilir nesneyi kabul eder.
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Tanim 3.10 (Comprehension). ifade, x adini iceren bir ifade, nesne yinelenebilir bir nesne ve kosul
dogru ya da yanls deger alan bir ifade olsun. [ifade for x in nesne if kosul] yazimi, nesne’nin kosul’u
saglayan her x elemamn i¢in ifade’nin degerini sirayla iceren listeyi kurar; buna liste comprehension
denir. Koseli parantez yerine kiime parantezi yazilirsa ayni kuralla bir kiime, {anahtar: deger for x in
nesne if kosul} yazimiyla da bir sozlik kurulur. if kosul kismi yazilmayabilir; birden ¢ok for ve if
art arda yazilabilir.

Yani [k**2 for k in range(1l, 11) if k % 2 == 1] ifadesi {k? :1 <k <10,k tek} gosteriminin
Python’daki karsiligidir; tek farki, sonucun sirali bir liste olmasidir. Bir comprehension, bos bir listeyle
baslayip dongiide append yapan kalibin kisa yazimidir.

squares = []
for k in range(1l, 11):
squares.append (k**2)
print(squares == [k**2 for k in range(1l, 11)])

print([k**2 for k in range(1l, 11) if k % 2 == 1])

print({k**2 % 7 for k in range(7)}) # kume: tekrarlar diiser
print({k: k**3 for k in range(l, 6)}) # sozluk

print([d for d in range(l, 37) if 36 % d == 0])

Ciktr:
True
[1, 9, 25, 49, 81]
{6, 1, 2, 4}

{1: 1, 2: 8, 3: 27, 4: 64, 5: 125}
[1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 361

[lk satir, déngiiyle kurulan listenin comprehension ile kurulanla ayni oldugunu dogruluyor. Kiime comp-
rehension, Z,’deki tam karelerin kiimesini {0, 1,2, 4} olarak verdi (bkz. Sayilar Teorisi). Son satir da
36’nin bolenlerini {d : d | 36} tanimina harfiyen uyarak listeliyor.

Bir comprehension iginde birden ¢ok for yazildiginda bunlar soldan saga i¢ ice dongiiler gibi okunur: ilk
for en distaki déngtdir. Bir comprehension’in ifadesi de bir comprehension olabilir; matrisleri bu yolla
kurariz.

pairs = [(i, j) for i in range(1l, 4) for j in range(l, 4) if i < j]
print(pairs)
A=1[I1, 2, 3],

[4, 5, 6]]
At = [[row[j] for row in A] for j in range(3)] # devrik matris
print(At)
I =1[[14if i == j else 0 for j in range(3)] for i in range(3)]
print(I)
print([x for row in A for x in row]) # dizlestirme

Cikt1:

[(1, 2), (1, 3), (2, 3)]

[[1, 41, 2, 51, [3, 6]]

[r1, o, o1, o, 1, o1, [0, 0, 1]]
[1, 2, 3, 4, 5, 6]

At i¢in dis comprehension siitun indisi j izerinde doner ve her j i¢in A’nin j numarali siitununu bir
liste olarak kurar; bu liste devrik matrisin j numarali satiridir. Son satir, iki for ile matrisi tek bir listeye
diizlestiriyor: 6nce satirlar, her satirin icinde de elemanlar dolagilir.

Késeli parantezsiz bir comprehension, sum(k**2 for k in range(10)) ornegindeki gibi bir fonksiyonun
tek argiimani olarak yazilabilir. Buna tirete¢ ifadesi (generator expression) denir: degerler bir listede
biriktirilmez, fonksiyon onlari sirayla birer birer tiiketir. Cok terimli toplamlarda bellek harcamamanin
yolu budur. all ve any fonksiyonlar: da iiretec ifadeleriyle sik kullanilir: all(...) kendisine verilen
degerlerin hepsi dogruysa, any(. ..) en az biri dogruysa True dondiirir.
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Ornek 3.13 (Basel Toplaminin Kismi Toplamlari). Zzi 1/ k* = 7% /6 serisinin S, = Z,ICV: v k2
kismi toplamlarini bir iiretec ifadesiyle hesaplayalim; kalan1 Ry = 72/6 — Sy ve NRy carpimini da
yazdiralim.

import math

target = math.pi**2 / 6

for N in [10, 100, 1000, 10000]:
S = sum(l / k**2 for k in range(1l, N + 1)) # liste kurulmaz
err = target - S
print(f"{N:6d} {S:.10f} {err:.3e} {N * err:.4f}")

Ciktr:

10 1.5497677312 9.517e-02 0.9517
100 1.6349839002 9.950e-03 0.9950
1000 1.6439345667 9.995e-04 0.9995
10000 1.6448340718 1.000e-04 1.0000

Son siitun 1’e yaklagiyor, yani Ry ~ 1/N’dir. Bu, integral testinden gelen ﬁ <Ry < le kestirimiyle

uyumludur (bkz. Analiz 2). Seri yavas yakinsar: hatay1 10~% nin altina indirmek i¢in yaklasik bir milyon
terim gerekir.

Comprehension ne zaman kullanilmamal

Comprehension bir deger kurmak igindir. Yalnizca yan etkisi icin, 6rnegin [print(x) for x in a]
bigiminde yazdirmak i¢in kullanilmaz; bunun igin diiz bir for dongiisii daha aciktir. Tkiden fazla i¢
ice for ya da uzun kogullar iceren bir comprehension okunaksizlasir; o durumda bir déngiiye ya da
yardimct bir fonksiyona ge¢cmek daha iyidir.

zip, enumerate ve sorted

Yinelenebilir nesnelerle calisirken ti¢ yerlesik fonksiyon stirekli karsimiza ¢ikar: birkag diziyi es zamanl
dolasan zip, elemanlar: indisleriyle birlikte veren enumerate ve siralayan sorted.

Tanim 3.11 (zip ve enumerate). zip(a, b), yinelenebilir a ve b nesnelerinin aymi siradaki elemanlarin
(a[@], b[0O]), (al[l], b[1]),... demetleri olarak sirayla verir ve nesnelerden kisa olamni bittiginde durur;
ikiden ¢ok nesneyle de caligir. enumerate(a, start=0) ise a’nin her elemanini sirasiyla (indis, eleman)
demeti olarak verir; indisler start’tan baglar.

Yani zip iki diziyi bir fermuar gibi eslestirir. enumerate ise for i in range(len(a)) yazip a[i]‘ye
ulagmak yerine indisi ve elemani birlikte verir. Ikisi de demet iirettiginden dongii degiskenleri dogrudan
acilabilir: for x, y in zip(u, v).

u=1I[1, 2, 3]
v = [4, -5, 6]
print(list(zip(u, v)))
print(sum(x * y for x, y in zip(u, v))) # i¢ carpim
print(list(zip("abc", [1, 21))) # kisa olan belirler
for i, p in enumerate([2, 3, 5, 7], start=1):

print(f"{i}. asal: {p}")

Cikt1:

[(1, 4), (2, -5), (3, 6)]
12
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[(‘a', 1),
1. asal: 2
2. asal: 3
3. asal: 5
4. asal: 7

Ikinci satir, u = (1,2, 3) ve v = (4, —5, 6) vektodrlerinin i¢ carpimuni 1 -4 + 2 - (—5) + 3 - 6 = 12 olarak
hesapliyor.

Tanim 3.12 (sorted ve Siralama Anahtar1). sorted(a, key=f, reverse=False), yinelenebilir a
nesnesinin elemanlarini f(x) degerleri artacak bicimde siralayan yeni bir liste dondirir. key verilmezse
elemanlarin kendileri karsilastirilir; reverse=True siralamay1 azalan yapar. Listelerin a.sort(key=f,
reverse=False) metodu ayni siralamayi listenin kendisi iizerinde yapar ve None dondiiriir.

Yani key, her elemana siralamada kullanilacak karsilastirilabilir bir deger atayan fonksiyondur ve ¢ogu
zaman bir lambda ifadesiyle yazilir. Demetler sozliik sirasiyla karsilagtirilir: 6nce ilk elemanlara, onlar
esitse ikinci elemanlara bakilir. Python’un siralamasi kararlidir: anahtarlar: esit olan elemanlar arala-
rindaki ilk siray1 korur. min ve max da ayni key argiimanini kabul eder.

a=1[5 2,9, 1]

b = sorted(a) # yeni liste; a degismez
print(a, b)

a.sort(reverse=True) # yerinde, blylkten kiclge
print(a)

words = ["kume", "dizi", "an", "soOzluk", "demet"]
print(sorted(words)) # alfabetik

print(sorted(words, key=len)) # uzunluga gore

points = [(3, 4), (-1, 1), (0, -2), (2, 2)]
print(sorted(points, key=lambda p: p[0]**2 + p[1]**2))
print(max(points, key=lambda p: p[1l]))

Ciktr:
[5, 2, 9, 11 [1, 2, 5, 9]
[9, 5, 2, 1]
['an', 'demet', 'dizi', 'kime', 'sozlik']
[*an', 'kime', 'dizi', ‘'demet', 'sozlik']
[c-1, 1), (0, -2), (2, 2), (3, 4)]
(3, 4)

Uzunluga gore siralamada kiime ile dizi esit uzunluktadir ve kararliik geregi listedeki siralariyla gelir.
Noktalar da orijine uzakliklarimin kareleri 2, 4, 8, 25 olacak bicimde siralanmigtir. Karakter dizileri harf-
lerin Unicode kod numaralarina gore karsilastirilir. Bu yiizden ¢, §, 1, 6, s, U ile baglayan kelimeler z’den
sonraya diiser ve siralama Tiirk alfabesine uymaz.

Ornek 3.14 (Kelimeleri Sikliga Gére Siralama). Ornek 3.10 i¢indeki metnin en sik gecen bes kelime-
sini, esit sayida gecenleri alfabetik sirada vererek listeleyelim. Anahtar olarak (-say1, kelime) demetini
kullanirsak demet karsilagtirmasi 6nce sayiya gore azalan, sonra kelimeye gore artan bir sira kurar.

text = ("asal sayi yalniz bir ve kendisine bdlinen sayidir
"bir say1i asal degilse bilesik sayidir "
"bir sayinin asal carpanlari tek turlu belirlidir")
counts = {}
for word in text.split():
counts[word] = counts.get(word, 0) + 1
# once sayiya goOre azalan, esitlikte kelimeye gdre artan
ranking = sorted(counts.items(), key=lambda kv: (-kv[1], kv[0]))
for word, c in ranking[:5]:
print(f"{word:<12}{c}")

Ciktr:
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asal 3
bir 3
sayl 2
sayidir 2
belirlidir 1

counts.items() her ¢ifti (kelime, say1) demeti olarak verir; kv[1] say1, kv[0] kelimedir. Sayiy1 eksi
isaretiyle almak, reverse=True kullanmadan yalniz o bilegende siray1 tersine ¢evirir.

Ornek 3.15 (Pascal Uggeni). Pascal iicgeninin n numarali satur1 (), (), ..., (%) binom katsayilarindan

olusur. Her i¢ eleman, Pascal 6zdesligi () = (Z:}) + (”;1) geregi Ustiindeki iki elemanin toplamidir
(bkz. Olasilik Teorisi). Bir satirin bagina ve sonuna birer 0 ekleyip iki listeyi zip ile eleman eleman

toplarsak bir sonraki satir1 buluruz.

row = [1]
for n in range(7):
print(row)
row = [a + b for a, b in zip([0] + row, row + [0])]

Ciktr:
[1]
[1, 1]
[1, 2, 1]
i, 3, 3, 1l
[1, 4, 6, 4, 1]
[1, 5, 10, 10, 5, 1]
[1, 6, 15, 20, 15, 6, 1]

Ornegin row=[1, 3, 3, 1]iken [0, 1, 3, 3, 1lile[1, 3, 3, 1, 0] listeleri eslestirilir ve toplamlar1
[1, 4, 6, 4, 1] olur. Uclara eklenen 0’lar sayesinde satirin iki ucundaki 1’leri ayrica yazmak gerekmez.

Ornek 3.16 (Pascal U¢genindeki Tek Sayilar). Pascal iicgeninin ilk 16 satirini kuralim ve tek katsa-
yilar1 #, ciftleri . ile gostererek yazdiralim. Satirlar rows listesinde biriktirilir; her yeni satir, rows[-1]
ile alinan son satirdan tretilir. " ".join(...) ifadesi, karakter dizilerini aralarina birer bogluk koyarak
birlestirir.

rows = [[1]]
for n in range(1l, 16):
prev = rows[-1]
rows.append([a + b for a, b in zip([0] + prev, prev + [0])])
for n, row in enumerate(rows):
marks = " ".join("#" if ¢ % 2 == 1 else "." for c in row)
print(" " * (15 - n) + marks)

Ciktr:

#.# O # L #
#HEHEHBEHREHRH
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#O# O# O# OH# O#H##
HHEHBHRHEHBHEHEHBHREHH

Tek katsayilar kendini tekrarlayan bir desen olusturuyor: ilk 2™ satirin deseni, sonraki 2™ satirda yan
yana iki kez yinelenir ve ortada ¢ift sayilardan olugan ters bir iicgen kalir. Ayn1 kod range(1, 32) ile
calistirildiginda elde edilen 32 satir agagida cizilmistir; bu desen Sierpinski ii¢geni olarak bilinir.

n=0 @
o0 ® tek
L JeX ) ]
0000 cift
L @
o0 o0
(_Jel JeoI JeI )
00000000
n=8 @ (L
o0 ()
L JeI ) LJeX )
0000 0000
(L L @ L
o0 o0 o0 o0
el JoI JeI JeoI JeoI JeI JeI
0000000000000000
n=16 @ @
o0 o0
(L JeL J (JeL )
0000 0000
(L L L )
o0 o0 o0 o0
_Jel JoI JeI ) (_JeX JeoIf JeI )
00000000 00000000
n=24 @ L) @ )
o0 o0 o0 o0
(LJeL ) 900 [ JeX (L JeL J
0000 0000 0000 0000
L ) L L @ L (L (L
o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0
(_JeX_JeoI JeI JeoI JeoI JeI JeoI JeI JeI Jex JeoI Jel JeI JeI JeI )
n=31 00000000000000000000000000000000

Sekil 3.6: Pascal tiggeninin ilk 32 satir1 (n = 0, ..., 31); her nokta bir binom katsayisidir. Dolu noktalar tek,
bos noktalar cift katsayilardir. Satirlar koddaki zip kuraliyla tiretildi; tek katsayilar Sierpinski ticgenini
cizer ve sayilar1 3° = 243'tiir.

3.9 itertools ile Sayma

Sayma problemlerinde bir formiile giivenmeden 6nce kiiciik durumlar: tek tek listelemek ¢ogu zaman
ogreticidir. Standart kitiiphanedeki itertools modild, bir kiimenin siralamalarini, se¢imlerini ve kar-
tezyen carpimlarini iireten hazir fonksiyonlar sunar.

Tanim 3.13 (permutations, combinations ve product). itertools modiliniin ¢ fonksiyonu,
yinelenebilir bir a nesnesinin elemanlarindan demetler {iretir. permutations(a, k), a’nin farkli konum-
lardaki k elemaninin biitiin sirali diziliglerini, yani k’li permiitasyonlarimi verir; k yazilmazsa len(a)
aliir. combinations(a, k), a’nin k elemanli biitiin sirasiz secimlerini verir; her secim, elemanlarin
a’daki sirasiyla bir kez iiretilir. product(a, b) ise a ile b’nin kartezyen carpiminin biitiin elemanlarini
verir; product(a, repeat=k), a'nin kendisiyle k katl kartezyen carpimudir. Ug fonksiyon da sonuglarint
girdideki siraya gore sozlitk sirasiyla tiretir.

Yani bu fonksiyonlar, sayma tekniklerinde sayisini formiille buldugumuz nesneleri tek tek 6niimiize
serer. n elemanl bir kiimenin £’l1 permiitasyonlarinin sayis1 n!/(n — k)!, kombinasyonlarinin sayisi (7 ),
kendisiyle k katli kartezyen carpiminin eleman sayis1 da carpma kurali geregi n*’dir (bkz. Olasilik Teorisi:
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permiitasyon sayisi, kombinasyon sayisi, ¢carpma kurali). math.perm(n, k) ve math.comb(n, k) ilk iki
say1y1 dogrudan hesaplar.

import math
from itertools import combinations, permutations, product

print(["".join(p) for p in permutations("abc")])
print(list(combinations([1, 2, 3, 4], 2)))

(
(
print(["".join(t) for t in product("01", repeat=3)1])
n, k=26, 3
print(len(list(permutations(range(n), k))), math.perm(n, k))
print(len(list(combinations(range(n), k))), math.comb(n, k))
print(len(list(product(range(n), repeat=k))), n**k)
Cikti:
['abc', 'acb', 'bac', 'bca', 'cab', 'cba'l

[(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)]

[‘600', '6OG1', '610', 'O11', '100', '101', '110', '111']
120 120

20 20

216 216

Ug fonksiyon da sonuglarini bir liste olarak degil, istendikge iiretir; bu yiizden hepsini gérmek igin list
ile listeye cevirdik. 6 elemanl: bir kiitmeden 3 eleman icgin 6 - 5 - 4 = 120 sirali secim, (g) = 20 siwrasiz

secim ve 63 = 216 sirali iiclii vardir.

Ornek 3.17 (Kuvvet Kiimesini Listeleme). S = {1,2,3} kiimesinin biitiin alt kiimelerini, k¥ =
0,1, 2,3 i¢in k elemanli alt kiimeleri art arda combinations ile tireterek listeleyelim.

from itertools import combinations

= [1, 2, 3]
power = [set(c) for k in range(len(S) + 1)
for c in combinations(S, k)]
print(power)
print(len(power), 2 ** len(S))

Cikt1:

[set(), {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}]
8 8

Bos kiime set() olarak yazdirilir. Alt kiime sayist (3) + (i’) + (g) + (g) = 8 = 2%’tiir (bkz. Matema-
tigin Temelleri).

Ornek 3.18 (iki Zarin Toplaminin Dagilimi). ki zar atildiginda iiste gelen sayilarin toplami hangi
degeri kac farkli bicimde alir? 36 sirali sonucu product ile tiretelim, toplamlar1 Counter ile sayalim ve her
toplamin olasihigini Fraction ile kesir olarak yazalim (Fraction igin bkz. Python ile ilk Adimlar).

from collections import Counter
from fractions import Fraction
from itertools import product

sums = Counter(a + b for a, b in product(range(l, 7), repeat=2))
for s in sorted(sums):
print(f"{s:2d} {sums[s]} {Fraction(sums[s], 36)}")

Cikt1:
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2 1 1/36
3 2 1/18
4 3 1/12
5 4 1/9
6 5 5/36
7 6 1/6
8 5 5/36
9 4 1/9
10 3 1/12
11 2 1/18
12 1 1/36

Dagilim 7 etrafinda simetriktir: s toplam16 — | s — 7 | farkli sonugla elde edilir, bu yiizden en olasi toplam
7°dir ve olasilig1 6/36 = 1/6’dur.

sonug sayist

6 6/36=1/6

5 5

0 e e /U/)[(H)l
g c .

)
S
~
o
)

Sekil 3.7: Iki zarin toplami icin product (range(1, 7), repeat=2) ile sayilan 36 sonucun dagilimi. Cubuk
yiikseklikleri Counter nesnesindeki sayilardir; en olasi toplam 7'dir.

3.10 Eratosthenes Kalburu

Bolimiin araclarini bir araya getiren klasik bir 6rnekle bitirelim: belli bir sinira kadar biitiin asallar
bulmak. Her sayinin asalligini tek tek bolme denemesiyle sinamak yerine, Eratosthenes kalburu biitiin
bilesik sayilar1 asallarin katlar1 olarak eler. Yontem su gercege dayanir: asal olmayan her n > 1 sayisinin
v/n’den biiyiik olmayan bir asal béleni vardir (bkz. Sayilar Teorisi). Bu yiizden N’ye kadar eleme yaparken
p? < N olan asallar yeter. Ayrica her p icin eleme p?’den baslayabilir, ciinkii p?’den kiigiik bilesik katlar
daha kugiik bir asal béleni oldugundan zaten elenmistir.

© Dért adimda Eratosthenes kalburu

1. 0,1, ..., N indisli, biitiin elemanlar1 True olan bir is_prime listesi kurun ve O ile 1’in degerini False
yapin.

2. p = 2’den baslayip p? < N oldugu siirece p’yi birer artirin.

3. is prime[p] hala True ise p asaldir: p?,p? + p,p? + 2p, ... indislerini adimh dilim atamasiyla
False yapin.

4. Degeri True kalan indisleri enumerate ve bir comprehension ile toplayin.

Ornek 3.19 (Yiize Kadar Asallar). Kalburu bir fonksiyon olarak yazip 100’e kadar olan asallar1 bulalim
ve onar onar yazdiralim.

def sieve(n):
"""n'ye kadar (n dahil) asallarin listesini doéndirdr."""
is prime = [True] * (n + 1)
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is prime[0] = is prime[l] = False
p =2
while p * p <= n:
if is prime[p]:
# p*p, p*p + p, p*p + 2p, ... sayilarini tek atamayla ele
is prime[p * p::p] = [False] * len(range(p * p, n + 1, p))
p+=1
return [k for k, flag in enumerate(is prime) if flag]

primes = sieve(100)

print(len(primes))

for i in range(0, len(primes), 10):
print(primes[i:i + 10])

Cikt1:

25

[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29]
[31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71]
[73, 79, 83, 89, 97]

is prime[p * p::p] dilimi p?’den baslayip p’ser ilerleyen biitiin indisleri kapsar; sag taraftaki liste de
tam o uzunluktadir. 100 i¢in yalmiz p = 2, 3,5, 7 ile eleme yapilir, giinkii 112 = 121 > 100’diir. Asagidaki
sekil, her bilegik sayinin hangi asalla ilk kez elendigini gosteriyor.
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3.10 Eratosthenes Kalburu 89

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

D asal 2 ile elenen D 3 ile elenen

D 5 ile elenen D 7 ile elenen D eleme bag1 p?

Sekil 3.8: Eratosthenes kalburu 1'den 100'e kadar. Her bilesik say1, onu ilk kez eleyen asalin rengini tagir;

bu asal, saymnin en kii¢iik asal bolenidir. Kalin gerceveli 4, 9, 25 ve 49, sirasiyla 2, 3, 5 ve 7 ile elemenin

basladigi1 p? sayilaridir. ¥100 = 10 oldugundan 7'den sonra eleme gerekmez; 1 disinda elenmeden kalan 25
say1 asaldur.

Ornek 3.20 (Asallar1 Sayma). n’den biiyiik olmayan asallarin sayisini 7(n) ile gosterelim. Kalburla
10%°ya kadar biitiin asallar1 bir kez bulup 7(10*) degerlerini ve 7(n)’nin n/ In n’ye oranini hesaplayalim.
Asagidaki kod, bir 6nceki kod blogunun devamidir: sieve fonksiyonunu yeniden tanimlamadan kullanir.

import math

primes = sieve(l0**6)
for k in range(1l, 7):
n = 10%**k
count = sum(1 for p in primes if p <= n)
print(f"{n:>8} {count:>6} {count / (n / math.log(n)):.4f}")

Ciktr:
10 4 0.9210
100 25 1.1513
1000 168 1.1605

10000 1229 1.1320
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100000 9592 1.1043
1000000 78498 1.0845

Oran once artiyor; n = 1000’den sonra ise 1’in istiinde kalarak yavasca 1’e dogru iniyor. Asal say1
teoremi, n — oo iken 7(n) ile n/Inn’nin oraninin 1’e gittigini syler.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarin her biri bu bélimdeki yapilardan en az birini kullanir. Coziimi agmadan 6nce
kodu kendiniz yazmay1 deneyin.

Alistirma 3.1 (U¢ Basamakli Palindrom Asallar). Uc basamakli palindrom asal sayilar1 bir liste
comprehension ile bulun.

Cozim.

Palindrom testi. Sayiy1 karakter dizisine cevirip tersiyle karsilagtiririz: s == s[::-1].

Asallik testi. Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar béliimiindeki gibi 2’den 1/n’ye kadar bir bélen arariz.
Siizme. range (100, 1000) tizerinde iki kosulu and ile birlestiren bir comprehension yazariz.

def is prime(n):

if n < 2:
return False

d=2

while d * d <= n:
if n % d==0:

return False

d += 1

return True

def is palindrome(n):

s = str(n)
return s == s[::-1]
pals = [n for n in range(100, 1000) if is palindrome(n) and is prime(n)]
print(len(pals))
print(pals)
four = [n for n in range(1000, 10000) if is palindrome(n)]
print(len(four), all(n % 11 == 0 for n in four))
Cikt1:
15
[1e1, 131, 151, 181, 191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787, 797, 919, 929]
90 True

Ug basamakli 90 palindromdan 15’i asaldir. Son satir ilging bir gézlemi dogruluyor: dért basamakli 90
palindromun hepsi 11’e boluniir, ¢iinki

abba = 1001a + 110b = 11(91a + 10b)

olur. Bu yiizden dort basamakl palindrom asal yoktur. m

Alistirma 3.2 (ilkel Pisagor Ugliileri). a < b < ¢ < 50 ve gcd(a, b) = 1 olmak iizere a? + b% = ¢2
esitligini saglayan biitiin (a, b, ¢) ii¢lilerini i¢ ige bir comprehension ile listeleyin.
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Cozim.

Déngiilerin sirasi. Ucliileri c’ye gore sirali almak igin en distaki for c iizerinde, ictekiler b < c ve a <
b tizerinde doner. Boylece her tcli bir kez, a < b biciminde tretilir.

Kosullar. Pisagor esitligi ve gcd(a, b) == 1kosulu tek bir if icinde and ile birlestirilir; gcd fonksiyonu
math modiiliinden gelir.

from math import gcd

triples = [(a, b, c)
for c in range(1l, 51)
for b in range(1l, c)
for a in range(1, b)
if a*a+b *b==c* cand gcd(a, b) == 1]
for t in triples:
print(t)
print(len(triples))

Ciktr:

(3, 4, 5)
(5, 12, 13)
(8, 15, 17)
(7, 24, 25)
(20, 21, 29)
(12, 35, 37)
(9, 40, 41)
7

¢ < 50 igin 7 ilkel ticlit vardir. Ornegin (6,8,10) esitligi saglar ama ged(6,8) = 2 oldugundan ilkel
degildir ve listeye girmez. ®

7 8

) ve B=| 9 10 | matrislerini
11 12

satirlarinin listesi olarak tutun ve AB carpimini yalniz comprehension, zip ve sum kullanarak hesaplayn.

123

Alistirma 3.3 (Comprehension ile Matris Carpimi). A = ( 156

Cozim.

Siitunlar. AB’nin (i, j) elemani, A’nin ¢ numaral satir1 ile B’nin j numaral siitununun i¢ ¢arpimidr.
B’nin siitunlarini devrik alma kalibiyla kurariz: cols[j], B'nin j numarali siitunudur.

I¢ carpim. Bir satr ile bir siitunun i¢ carpimi sum(a * b for a, b in zip(row, col)) ifadesidir.
Carpim. D1s comprehension A’nin satirlari, i¢ comprehension B’nin siitunlari iizerinde doner; boylece
C[11[j] dogru yere diser.

A=[[1, 2, 3],
[4, 5, 6]]
B =1[[7, 8],
[9, 101,
[11, 12]1]
cols = [[row[j] for row in B] for j in range(len(B[0]))]

C = [[sum(a * b for a, b in zip(row, col)) for col in cols]
for row in A]

print(cols)

print(C)

Cikti:
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(rz, 9, 111, [8, 10, 12]]
[[58, 641, [139, 154]]

Elle kontrol edelim: sol iist eleman 1-7+2-9+ 3-11 = 58, sag alt eleman4 -8 +5-10+6-12 =
154’tiir. Bu hesap NumPy ile Lineer Cebir bolimiinde tek bir A @ B yazimina déniisecek.

Alistirma 3.4 (On Binden Kiiciik Mitkemmel Sayilar). Kendisi disindaki pozitif bélenlerinin topla-
mina egit olan sayilara mitkemmel say1 denir; 6rnegin 6 =1+ 2+ 3. 10000’den kii¢iik mitkemmel
sayilari, bolen toplamlarini bir listede biriktiren kalbur benzeri bir yéntemle bulun.

Coziim.

Fikir. Her n icin bolen aramak yerine isi tersine ceviririz: her d i¢in d’yi, d’nin 2d, 3d, ... katlarinin
hanesine ekleriz. Dongiiler bittiginde s[m], m’nin kendisinden kiigiik biitiin pozitif bélenlerinin
toplamui olur.

Maliyet. Her d i¢in yaklasik N /d ekleme yapilir. Toplam iglem sayis1 N (1 + % + % + ---) mertebesinde,
yani yaklagik N In N’dir; her say1y1 ayr1 ayr1 bolme denemesine sokmaktan ¢ok daha azdir.

Siizme. s[n] == n olan sayilar mitkemmeldir.
N = 10000
s = [0] *N # s[m]: m'nin kendisinden kiiclik bolenlerinin toplami
for d in range(1l, N // 2):
for m in range(2 * d, N, d): # d'nin 2d, 3d, ... katlari
s[m] +=d
print(s[1:13])
perfect = [n for n in range(2, N) if s[n] == n]
print(perfect)

print([2**(p - 1) * (2**p - 1) for p in [2, 3, 5, 711])
Ciktr:

e, 1, 1, 3, 1, 6, 1, 7, 4, 8, 1, 16]
[6, 28, 496, 8128]
[6, 28, 496, 8128]

[k satir yéntemi kiiciik sayilarda dogruluyor: érnegin 12’nin kendisinden kiiciik bolenlerinin toplami
1+2+3+4+6=16dr. Bulunan dort say1 2P~ 1(2P — 1) bicimindedir; p = 2,3,5,7 icin 2P — 1
sayilar1 3,7, 31, 127 asaldir. 2P — 1 asal oldugunda 2P~1(2P — 1) sayisinin mitkemmel oldugunu Oklid,
her cift mitkemmel saymnin bu bicimde oldugunu Euler géstermistir. m

Alistirma 3.5 (De Morgan Kurallarini Biitiin Alt Kiimelerde Smnama). U = {1,2, 3,4} olsun.
U’nun biitiin A, B alt kiime ciftleri i¢cin De Morgan kurallarinin, yani

U\(AUB)=(U\A)NU\B), U\ANB)=(U\A)UU\B)
esitliklerinin saglandigini Python ile dogrulayn.

Coziim.

Alt kitmeler. Ornek 3.17 icindeki gibi, k = 0, ..., 4 icin combinations ile U'nun 2* = 16 alt kiimesini
kurariz. Kiimenin elemanlarini 6nce sorted(U) ile sirali bir listeye ¢eviririz ki alt kiimeler belirli bir
sirayla tretilsin.

Ciftler. iki for iceren bir comprehension 16 - 16 = 256 ciftin hepsini kurar.

Sinama. Her kural icin bir iirete¢ ifadesini all ile denetleriz; all, ancak biitiin ¢iftlerde esitlik sagla-
niyorsa True dondiirir.
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from itertools import combinations

= {1I 2! 3! 4}
subsets = [set(c) for k in range(len(U) + 1)
for c in combinations(sorted(U), k)]

pairs = [(A, B) for A in subsets for B in subsets]

okl = all(U - (A | B) == (U - A) & (U - B) for A, B in pairs)

ok2 = all(U - (A &B) == (U - A) | (U - B) for A, B in pairs)

prlnt(len(subsets), len(pairs), okl, ok2)

wrong = [(A, B) for A, B in pairs if U - (A | B) != (U - A) | (U - B)]
en(

print(len(wrong))

Cikt1:

16 256 True True
240

Iki kural da 256 ciftin hepsinde saglaniyor. Kargilastirma icin son satir, yanlis bir “kural” olan U \ (A U
B)=(U\ A) U (U \ B) esitliginin kag ciftte bozuldugunu sayiyor: 240 ciftte. De Morgan kuralina
gore sol taraf (U \ A) N (U \ B)’ye esittir. Iki kiimenin kesisimi ancak bu iki kiime esitse birlesimlerine
esit olur; bu ylizden yanlis kural yalnizca A = B olan 16 ciftte dogrudur. Sonlu bir evrende yapilan bu
simama bir ispat degildir; ispat i¢in bkz. Matematigin Temelleri. m

Alistirma 3.6 (Bir Permiitasyonun Déngit Ayrisimi). o, {1,2,..., 7} kiimesinin 1 - 3,2+~ 5,3
1,4+ 6,5+ 2,6 7,7 4 kuraliyla verilen permiitasyonu olsun. ¢’y1 bir sozlik olarak tutup ayrik
dongiilerine ayiran bir program yazin.

Cozim.

Gosterim. Permiitasyon bir fonksiyon oldugundan sézliik olarak tutulur: sigma[x] degeri o (z)’tir.

Bir dongiiyii izleme. Heniiz goriillmemig bir start noktasindan baglayip x - o(z) adimlarini start’a

geri donene kadar siirdiiriiriiz. Ugranan noktalar1 hem append ile déngiiniin listesine hem de add ile

seen kiimesine ekleriz. Biten dongiiyli tuple(cycle) ile saklariz: tuple, tipk: list gibi, verilen listenin

elemanlarindan bir demet kurar.

Biitiin noktalar. start s6zligin biitiin anahtarlarini dolagir; daha 6nce bir dongiide goriilen noktalar

seen kiimesi sayesinde atlanir. Kiime kullanmak, “bu nokta goriildit mii?” sorusunu listede arama

yapmadan yanitlar.

Kontrol. Kodun ikinci yaris1 o’nin kuvvetlerini bir sézlitk comprehension ile hesaplar: power sozligi
o™’yi tutar. Baglanglgta m = 1’dir ve power, sigma’nin bir kopyasidir: dict(sigma), tipki bir listeyi

kopyalayan list(a) gibi, ayni ciftlerden olusan yeni bir sozlikk kurar. power her turda c™*!(z) =

o(c™(x)) kuraliyla giincellenir. Déngii, power birim permiitasyon olunca durur.

sigma = {1: 3, 2: 5, 3: 1, 4: 6, 5: 2, 6: 7, 7: 4}
seen = set()
cycles = [1]
for start in sigma:
if start in seen:
continue
cycle = [start]
seen.add(start)
X = sigma[start]
while x != start: # baslangica donene kadar izle
cycle.append(x)
seen.add(x)
x = sigmal[x]
cycles.append(tuple(cycle))
print(cycles)
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power, m = dict(sigma), 1 # sigma'nin kuvvetleri
while any(power[x] != x for x in power):

power = {x: sigma[power[x]] for x in power}

m+= 1
print(m)

Cikt1:

[(1, 3), (2, 5), (4, 6, 7)]
6

Aynisim o = (1 3)(25)(4 6 7)’dir. Birim permiitasyona ilk kez m = 6°da ulagilmasi da bu ayrigimla
uyumludur: 6, dongii uzunluklari 2, 2 ve 3’iin en kigciik ortak katidir. m

Alistirma 3.7 (Hicbir Elemani Yerinde Birakmayan Permiitasyonlar). {0,1,2,3, 4} kiimesinin her
i i¢in p(7) # 7 kosulunu saglayan p permiitasyonlarini permutations ile sayin ve sonucu igerme-digarma
ilkesinden gelen

n |
— kT
k=0
formiliyle kargilastirin.

Coziim.
Permiitasyonlar. permutations(range(5)) her permiitasyonu (p(0), ..., p(4)) demeti olarak verir.
Kosul. Bir demetin hicbir elemani yerinde degilse all(p[i] != i for i in range(n)) dogrudur. Bu
demetleri sum(1 for ...) kalibiyla sayariz.

Formiil. k¥ < n i¢in n!/k! bir tam say1 oldugundan tam say1 bolmesi // kesin sonug verir.

import math
from itertools import permutations

n=>5
count = sum(l for p in permutations(range(n))
if all(p[i] != i for i in range(n)))
formula = sum((-1)**k * (math.factorial(n) // math.factorial(k))
for k in range(n + 1))
print(count, formula, math.factorial(n))
print(count / math.factorial(n), 1 / math.e)

Cikt1:

44 44 120
0.36666666666666664 0.36787944117144233

120 permiitasyondan 44’1 hicbir elemani yerinde birakmaz ve formiil aym say1y1 verir: 120 — 120 +
60 — 20 + 5 — 1 = 44. Son satur, rastgele secilen bir permiitasyonun hicbir elemani yerinde birakmama
olasilig1 olan D; /5! ~ 0,3667 degerinin 1/e ~ 0,3679’a simdiden yakin oldugunu gésteriyor. Bunun
nedeni, D, /n! = 37" 0(—1)’“ /k! toplaminin e ! serisinin bir kismi toplam1 olmasidir. m

Alistirma 3.8 (Ug¢ Zarla Toplam On). Uc zar atildiginda toplamin 10 olma olasiligini, 216 sirali sonucu
product ile tretip sayarak kesir olarak bulun.

Coziim.
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Ornek uzay. product(range(1, 7), repeat=3) biitiin (a,b, c) sonuglarini iiretir; esit olasilikli 63 =
216 sonug vardir.

Olay. Toplami 10 olan demetleri bir comprehension ile siizeriz.

Olasilik. Istenen sonug sayisii toplam sonug sayisina bélen Fraction sadelesmis kesri verir.

from fractions import Fraction
from itertools import product

outcomes = list(product(range(l, 7), repeat=3))
favorable = [t for t in outcomes if sum(t) == 10]
print(len(outcomes), len(favorable))
print(Fraction(len(favorable), len(outcomes)))
print(favorable[:61])

Ciktr:

216 27
1/8
[(1, 3, 6), (1, 4, 5), (1, 5, 4), (1, 6, 3), (2, 2, 6), (2, 3, 5)]

27 sonug toplami 10 yapar, dolayisiyla olasilik 27/216 = 1/8'dir. Ik alt1 sonug, product’m sonuglart
sozlik sirasiyla iirettigini gosteriyor: en sagdaki bilesen en hizli degisir. B

Alistirma 3.9 (Toplam1 Uge Boliinen Uclii Secimler). {1,2,...,20} kiimesinin, elemanlarimnin toplami
3’e bolinen 3 elemanli alt kitmelerini combinations ile sayin ve sonucu kalanlara gére yapilan bir sayimla
dogrulayn.

Cozim.

Dogrudan sayim. combinations(range(1l, 21), 3) bitin (230) = 1140 alt kiimeyi tretir; toplami
3’e bolinenleri stizeriz.

Kalanlara gore sayim. Uc saymin 3’e bsliimiinden kalanlar ya iicii de ayni olmali ya da 0, 1, 2
kalanlarinin her biri bir kez gecmelidir. Gergekten iki kalan egit ve tigtinciisii farkliysa, kalanlar toplami
2a +bile b # aigin 2a +b=b —a # 0 (mod 3) olur. r;, 3’e boliimiinden j kalanini veren sayilarin

adedi olmak tizere istenen say1
T r T
(5)+(5) + (5) +romm

olur. r; degerlerini de birer iireteg ifadesiyle sayariz.

import math
from itertools import combinations

triples = list(combinations(range(1l, 21), 3))
good = [t for t in triples if sum(t) % 3 == 0]
print(len(triples), len(good))
r = [sum(1l for n in range(1l, 21) if n % 3 == j) for j in range(3)]
by residues = (math.comb(r[0], 3) + math.comb(r[1], 3)

+ math.comb(r[2], 3) + r[0] * r[1] * r[2])
print(r, by residues)

Cikt1:
1140 384
[6, 7, 7] 384

rg = 6,7, =1y = 7 oldugundan
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(g)-l—Z(;)+6-7-7:20—|—70+294:384

bulunur; dogrudan sayim da ayni sonucu veriyor. B

Alistirma 3.10 (Farey Dizisi). Paydasi 5’i gegmeyen ve [0, 1] araliginda kalan biitiin kesirleri bir kiime
comprehension ile Fraction nesneleri olarak kurun ve kiicitkten biiytige siralayarak Fj Farey dizisini
elde edin.

Coziim.

Kesirler. 1 < b <5 ve 0 <a <bicin Fraction(a, b) kendiliginden sadelesir: Fraction(2, 4) ile
Fraction(1l, 2) esit ve ayni hash degerine sahip nesnelerdir. Kiime comprehension bu tekrarlar:
kendiliginden atar.

Siralama. sorted kiimeyi artan sirali bir listeye cevirir; Fraction nesneleri say1 olarak karsilagtirilir.
Kontrol. Farey dizisinde ardigik iki kesir a/b < ¢/d i¢in bec — ad = 1 oldugu bilinir. Ardigik ciftleri
zip(F5, F5[1:]) ile eslestirip bu 6zelligi sinariz.

from fractions import Fraction

F5 = sorted({Fraction(a, b) for b in range(l, 6) for a in range(b + 1)})

print(len(F5))

print(", ".join(str(x) for x in F5))

print(all(x.denominator * y.numerator - x.numerator * y.denominator == 1
for x, y in zip(F5, F5[1:]1)))

Cikt1:

11
e, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1
True

Ey’in 11 terimi vardir. Bu say1

5

1+) o) =1+1+1+2+2+4=11
b=1

ile de bulunur, ¢iinkii [0, 1]’deki paydasi tam olarak b > 2 olan sadelesmis kesirlerin sayis1 Euler
fonksiyonu ¢(b)’dir (bkz. Sayilar Teorisi); b = 1 i¢in ¢(1) = 1 terimi 1/1°i, bagtaki 1 de 0/1’i sayar. m

Alistirma 3.11 (Rakamlar1 Aynm1 Olan Kareler). Uc basamakli tam kareleri, rakamlarinin siral
demetini anahtar olarak kullanan bir sozliikte gruplayin ve ayni rakamlardan olusan birden ¢ok kare
iceren gruplari bulun.

Cozim.

Kareler. Uc basamakli kareler 102 = 100 ile 312 = 961 arasindadr; dolayisiyla 10 < k < 31 yeter.
Anahtar. sorted(str(sq)) rakamlarin sirali bir listesini verir. Listeler hashlenebilir olmadigindan onu
tuple ile demete ¢eviririz. Rakamlar1 ayni olan iki say1 ayni anahtar: alir.

Gruplama. d.setdefault(k, []) metodu, k anahtar1 yoksa onu bos bir listeyle ekler ve her durumda
k’ya karsilik gelen listeyi dondiiriir; bu listeye append ile ekleme yapariz.

groups = {}
for k in range(10, 32): # (¢ basamakli kareler
sq = k * k
key = tuple(sorted(str(sq))) # rakamlarin sirali demeti

groups.setdefault(key, []).append(sq)
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3.11 Alistirmalar 97

print(len(groups))
print(groupsf[("1", "4", "4")])
print([g for g in groups.values() if len(g) > 11)

Cikti:

18
[144, 441]
[[144, 441], [169, 196, 961], [256, 625]]

22 karenin rakamlarindan 18 farkli anahtar ¢ikar. Birden cok kare iceren ii¢ grup vardir: 144 = 122 ile
441 = 212; 169 = 132,196 = 142 ile 961 = 312; 256 = 162 ile 625 = 25°. m

Alistirma 3.12 (Pascal Uggenindeki Tek Katsayilarin Sayis1). Pascal iiggeninin ilk 2% satirindaki
tek katsayilarm sayisimi k£ = 0, 1, ..., 6 i¢in hesaplayimn ve sonuclardaki ériintiiyti bulun.

Cozim.

Satirlar. Ornek 3.15 i¢indeki zip kuraliyla ilk 64 satir1 rows listesinde biriktiririz.

Sayim. {lk m satir rows [ :m] dilimidir. Iki for iceren bir iiretec ifadesi bu satirlardaki biitiin katsayilar:
dolasir ve tek olanlar1 sayar.

rows = [[1]]
for n in range(1l, 64):
prev = rows[-1]
rows.append([a + b for a, b in zip([0] + prev, prev + [0])])
for k in range(7):
m = 2%*k
odd = sum(1 for row in rows[:m] for c in row if c % 2 == 1)
print(m, odd, 3**k)

32 243 243
64 729 729

ikinci ve tigiincii siitunlar her satirda esittir: ilk 2% satirda tam 3* tek katsay vardir. Bu, Ornek 3.16
i¢inde gordiigiimiiz kendini tekrarlamanin sayisal karsiigidir. flk 28+! satirdaki tek katsayilar, ilk 2%
satirin deseninin ti¢ kopyasinda toplanir, ortadaki ters tiggen ise yalniz ¢ift sayilardan olusur. Bu ylizden
tek katsayilarin sayis1 her adimda tice katlanir. m

Bu bolimde Python’un dort yerlesik veri yapisini ve onlari kurmanin en kisa yolu olan comprehension
yazimini gordiik. Bir sonraki boliim, Siniflar, Hata Yakalama ve Dosyalar, kendi veri tiirlerimizi tanim-
lamay1, hatalar1 yakalamay1 ve verileri dosyalara yazip okumayi ele aliyor. Sayisal hesapta listelerin yavas
kaldig1 yerde ise NumPy Dizileri devreye girecek.
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4.1

4. Siniflar, Hata Yakalama ve Dosyalar

Simdiye kadar yazdigimiz programlarin hepsi tek bir dosyada yasadi, girdileri hep diizgiindii ve sonug-
larm1 yalniz ekrana basti. Gergek bir hesap bundan fazlasini ister. Daha 6nce yazilmis fonksiyonlar
yeniden kullanmak isteriz; sifira b6lme, yakinsamayan bir iterasyon ya da bozuk bir veri satir1 karsisinda
programin anlamli bir sey yapmasin isteriz; verileri bir dosyadan okuyup sonuglar1 bagka bir dosyaya
yazmak isteriz. Bir de matematigin kendi nesneleri vardir: vektorler, kesirler, polinomlar, araliklar. Bunlar1
igslemleriyle birlikte, u + v yadap * q yazarak kullanabilmek isteriz.

Bu bolim bu dort ihtiyaca karsilik gelen dort araci sirayla tanitiyor: modiller, istisnalar, dosyalar ve
siniflar. Sonunda hepsini birlegtirip bir 6l¢iim dosyasini okuyan, bozuk satirlar1 ayiklayan ve sonucu
yeni bir dosyaya yazan kiiciik bir program kuracagiz. Bir sonraki bolumde baglayacagimiz NumPy da
bir modiildiir ve onun dizileri de bir sinifin nesneleridir; burada 6grendiklerimiz o kiitiiphanelerin nasil
calistigini anlamanin da anahtari olacak.

Modiiller ve import

Python’un giictintin biiyiik kismu dilin kendisinden degil, hazir yazilmis kod kiitiiphanelerinden gelir; bu
kodlara modiller tizerinden ulagiriz.

Modiil kavramini ve math modiiliinii Python ile Ik Adimlar béliimiinde tanidik: bir modiil, icinde Python
kodu bulunan bir .py dosyasidir ve import deyimi onun tanimladig1 adlar1 programa acar. Python’la
birlikte gelen modiillerin olusturdugu koleksiyona standart kiitiiphane (standard library) denir; math,
fractions ve statistics bunlardandir. Birden ¢ok modilii bir klasérde toplayan yapiya da paket
(package) denir. NumPy, SciPy ve Matplotlib birer pakettir; ayrica kurulurlar ama ayni import deyimiyle
kullanilirlar.

import deyiminin dort bi¢imi vardir; ilk ticli asagidaki kodda goriliiyor:

import math
import fractions as fr
from statistics import mean, median

print(math.lcm(4, 6, 10), math.isqrt(50))
print(fr.Fraction(3, 4) + fr.Fraction(1l, 6))
data = [2, 3, 3, 5, 7, 10]

print(mean(data), median(data))

Ciktr:

60 7
11/12
54.0

« import math: modiil math adiyla gelir; icindekilere math.lcm, math.isqrt diye ulasilir.

« import fractions as fr: modil daha kisa bir takma adla gelir. NumPy icin her yerde géreceginiz
import numpy as np kalib1 budur.

« from statistics import mean, median: modiilden yalmz istenen adlar dogrudan programa gelir;
statistics. oneki gerekmez.

« from math import *: modildeki buitiin adlar programa dokiilir. Bu bicimden kagmilir; nedenini
birazdan bir 6rnekle gérecegiz.

Ciktida lem (4,6,10) = 60, [v/50] =7 ve 3 + 1 = 1 var. Verinin ortalamasi tam say1 ciktig1 icin 5,
medyani ise ortadaki iki degerin, 3 ile 5’in ortalamasi oldugu i¢in 4.0 olarak basild.

Bir modiiliin i¢inde ne oldugunu dir fonksiyonu listeler; help (math.loglp) gibi bir ¢cagri da bir fonksi-
yonun belgesini gosterir. Asagida math modiliindeki adlardan log ile baglayanlari bir list comprehension

ile siiziiyoruz:
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4.1 Modiiller ve import 99

import math

names = [name for name in dir(math) if name.startswith("log")]
print(names)

X = le-12

print(math.log(l + x))

print(math.loglp(x))

Ciktr:

['log', 'logl0', 'loglp', 'log2']
1.000088900581841e-12
9.999999999995e-13

loglp(x) fonksiyonu In(1+ z) degerini hesaplar. Neden ayr1 bir fonksiyon gerekiyor? z = 10712 iken
1 4 z toplamu kayan noktada yuvarlanir ve z’in basamaklarinin ¢ogu kaybolur; math.log(1 + x) bu
yiizden yaklagik 9 - 10~° bagil hata yapar (bkz. Niimerik Analiz). loglp ise toplami hi¢ olusturmadan
dogru sonucu verir: In(1 + z) = x — 22 /2 + -+ oldugundan dogru deger 10712 — 5 - 10~25’tir. Modiilleri
gezmek, bu tiir hazir ¢6ziimleri bulmanin en kisa yoludur.

Yildizli import ad ¢akismasina yol acar

from modiil import * modiildeki biitiin adlari programa doker ve aym ad1 tasiyan eski bir tanimin
istiine sessizce yazar; bunun ne kadar kafa karistirici olabilecegini gérelim. Karmagik sayilar igin
matematik modiilii olan cmath ile math modiliiniin ikisinde de sqrt ve log vardir:

from math import *
from cmath import *

print(sqrt(-4))
print(log(-1))

Ciktr:
2]
3.141592653589793]
Son import kazandigi icin sqrt artik karmasik karekok, Log(-1) da 7 oldu. Iki import satirmin sirasi

degisseydi aynm kod ValueError verirdi. Hangi sqrt’nin ¢alistigini anlamak icin importlar: tek tek
okumak gerekir; math.sqrt ve cmath.sqrt yazmak bu belirsizligi bastan ortadan kaldirir.

Bu derste en sik kullanacagimiz standart kiitiiphane modiilleri sunlardir:

Modiil Icerik
math gercel sayilar i¢in fonksiyonlar ve sabitler
cmath karmagik sayilar i¢in ayni fonksiyonlar

fractions, decimal tam kesirler ve ondalik aritmetik

statistics ortalama, medyan, varyans

itertools permiitasyon, kombinasyon, kartezyen ¢arpim
csv, json tablo ve sozlik bicimindeki dosyalar

pathlib dosya yollar1

time siire 6lcimi

Acik Matematik - acik-matematik.com 99 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/numerik-analiz/hatalar-ve-makine-sayilari.html#def-hat-yuvarlama
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

4.1.1

100 Boliim 4. Siniflar, Hata Yakalama ve Dosyalar

Kendi modiillimiiz

Kendi yazdigimiz fonksiyonlar1 da bir modiile koyup baska programlardan kullanabiliriz. Asagidaki kodu
numtools.py adiyla kaydedelim. Oklid algoritmasi ve deneme bélmesi Kontrol Yapilari ve Fonksiyonlar
bolimiinden tanidik; burada yalniz bir dosyada toplaniyorlar:

"""Sayilar teorisi igin kiigik yardimci fonksiyonlar.

def gcd(a, b):
"tnOklid algoritmasiyla en biiyiik ortak béleni déndiiriir.
while b != 0:
a, b=>b, a%bh
return abs(a)

def is prime(n):

"""n asal ise True dondirir (deneme bdlmesi).
if n < 2:

return False
d =2
while d * d <= n:

if n % d == 0:

return False

d += 1

return True

if name == " main ":
# Modil dogrudan calistirilinca kiiciik bir sinama yapilir
print("gcd(182, 70) =", gcd(182, 70))
print([p for p in range(30) if is prime(p)])
Dosyanin sonundakiif _ name__ == "__main__": blogu yaygin bir kaliptir. Python her modiile __name__
adinda bir degisken verir. Dosya dogrudan caligtirildiginda (python numtools.py) bu degiskenin degeri
" main_ ", baska bir dosyadan import edildiginde ise modiiliin ads, yani "numtools" olur. Boylece blok

yalniz dosya dogrudan calistirildiginda isler ve modiilii kendi kendini sinayan bir program gibi kullan-
mamizi saglar. Dosya dogrudan calistirildiginda sinama blogu sunu basar.

Ciktr:

gcd(182, 70) = 14
[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29]

ged(182,70) = 14 sonucunu Sayilar Teorisi notlarindaki elle yapilan hesapla kargilagtirabilirsiniz. Simdi
ayni klasorde ikinci bir dosya a¢ip modiilii kullanalim. Program 80’den kii¢iik ikiz asallari, yani fark: 2
olan asal ciftlerini buluyor:

import numtools
from numtools import is prime

print(numtools.gcd(2**10 * 3**5, 2**4 * 3**8))
print(numtools. name , name )
twins = [(p, p + 2) for p in range(3, 80)

if is prime(p) and is prime(p + 2)]
print(twins)

Ciktr:

3888
numtools main
[(3, 5, (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73)]
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ged(210 - 35,24 . 3%) = 24 . 3% = 3888 beklendigi gibi ciktr. Tkinci satir _name_ degiskeninin iki dosya-
daki degerini gosteriyor; modiil import edildigi i¢cin numtools.py’deki sinama blogu bu kez ¢alismadi.
Programin kullandig1 adlar ve baglandiklar1 nesneler asagidaki sekilde 6zetleniyor:

programin adlar1 numtools modiilii

\ import numtools ( )
[ numtools J »>

\ from numtools import is_prime
[ is_prime J > is_prime ]
_ J
\ twins = [...] (
[ twins J :k [(3,5), ..., (71, 73)] ]
\_ J

Sekil 4.1: Ikiz asallar1 bulan programdaki adlar ve baglandiklari nesneler. import numtools programa
yalniz numtools adim ekler; gcd fonksiyonuna numtools.gcd diye modilin iginden ulasilir. from
numtools import is_prime ise modiildeki fonksiyonu programin kendi adlarina is prime adiyla baglar.

Bir modil, programin émrii boyunca yalniz bir kez yiiklenir; ikinci bir import numtools satir1 dosyay:
yeniden okumaz. Jupyter’de numtools.py’yi diizenledikten sonra degisikligi gormek i¢in ya cekirdegi
yeniden baglatin ya da import importlib satirindan sonra importlib.reload(numtools) ¢agirin.

Hatalar ve istisnalar

Simdiye kadar yazdigimiz kodlar hep uygun girdilerle ¢calisti; simdi bir islem yapilamadiginda ne olduguna
bakalim. Asagidaki dongii 12’yi bir listedeki sayilara sirayla boliyor:

values = [4, 2, 0, 5]
for v in values:
print(12 / v)
print("bu satira hic gelinmez")

Cikti:

3.0

6.0

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 3, in <module>

ZeroDivisionError: division by zero

Ik iki bélme yapildy, iigiinciisii yapilamadi ve program orada durdu: listedeki 5’e de, son satira da hic
gelinmedi. Python’un bastig1 bu metne izleme kaydi (traceback) denir ve alttan yukari okunur. Son satir
hatanin tiriini (ZeroDivisionError) ve aciklamasini (division by zero, yani sifira b6lme) verir; tistiin-
deki satirlar hatanin hangi dosyanin hangi satirinda ¢iktigini gésterir. Python ile ilk Adimlar bgliimiinde
math.sqrt(-1) cagrisimin da boyle bir kayit biraktigini gormiistiik. Bu ¢iktida kod Python’a standart
girdiden verildigi i¢cin dosya ad1 <stdin> goriiniiyor; kodu bir dosyadan ¢alistirdiginizda o dosyanin yolu
ve hatali satirin kendisi goriinir.

Tanim 4.1 (Istisna). Calisma sirasinda bir islem gergeklestirilemediginde Python bir istisna (exception)
nesnesi olusturur ve onu firlatir (raise). Her istisnanin bir tiirii (ValueError, ZeroDivisionError,...) ve
bir mesaj1 vardir. Firlatilan istisna program tarafindan yakalanmazsa program durur ve izleme kayd:
basilir.
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Yani istisna, “bu adim1 yapamiyorum” diyen bir sinyaldir. Sinyal, onu bekleyen bir kod parg¢asina ulagana
kadar fonksiyon cagrilarinin zincirinde yukari dogru ilerler; boyle bir kod yoksa en tiste kadar cikar ve
programi durdurur. Bir istisnay1 bekleyip yakalamanin yolu try deyimidir.

Tanim 4.2 (try Deyimi). Bir istisnay1 yakalamak icin try deyimi kullanilir. Genel bigimi sudur:

try:
# istisna firlatabilecek kod
except ValueError as e:
. # ValueError g¢ikarsa calisir; e istisna nesnesidir
except (TypeError, KeyError):
# bu iki tilirden biri cikarsa calaisir

else:
# try blogu istisnasiz biterse calisir

finally:
# her durumda, en son calisir

except bloklar1 yukaridan asag1 sinanir ve istisnanin tiiriine uyan ilk blok calisir. else ve finally bloklar:
istege baglidir; bir try deyiminde en az bir except ya da bir finally blogu bulunur.

Yani istisna firlatabilecek kodu try bloguna koyariz ve her olasi hata i¢in ne yapilacagini bir except
bloguna yazariz. else blogu yalniz her sey yolunda gittiginde, finally blogu ise ne olursa olsun ¢alisir.
Asagidaki sekil, birazdan inceleyecegimiz safe ratio fonksiyonu tizerinde bloklarin sirasim gosteriyor:

try:q=a/b ]
T
|
|
istisna yo | ZeroDivisionError
safe_ratio(7, 2) } safe_ratio(7, 0)
|
,‘ Py
else: baska bir istisna except ZeroDivisionError:
|
return q | return None
|
|
|
|
\ ! /
v
[ finally ]
/ ~
deger déndirilir istisna yukari iletilir

Sekil 4.2: safe ratio fonksiyonunda bloklarin ¢alisma sirasi. Once try blogu calisir. Istisna ¢ikmazsa
else, ZeroDivisionError ¢ikarsa except blogu calisir; bagka tiirden bir istisna hicbir except ile eslesmez.
Ug yolun hepsi finally blogundan geger: bu blok return deyiminden sonra bile calisir.

flk 6rnek olarak, ondalik ayiract virgiil olan Tiirkce yazimlar1 da okuyabilen bir fonksiyon yazalim.
float("3,75") bir ValueError firlatir; bunu yakalayip virgiillii noktaya cevirerek ikinci bir deneme
yaplyoruz:

def parse number(s):
"nt3.75' ya da '3,75' bigimindeki metni float'a cevirir."""
try:
return float(s)
except ValueError:
return float(s.replace(",", "."))
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for s in ["2.5", "3,75", "le-3", " 42 "]:
print(repr(s), "->", parse number(s))
Ciktr:
'2.5'" -> 2.5

'3,75' -> 3.75
'le-3' -> 0.001
42 ' -> 42.0

repr(s) metni tirnaklariyla birlikte, bosluklar1 ve satir sonu gibi 6zel karakterleri gériiniir bigimde yazar;
' 42 ' metnindeki bosluklar ¢iktida bu ytizden gériiniiyor. float bastaki ve sondaki bogluklar: kendisi
atar. parse_number("abc") ise ikinci denemede de ValueError firlatir; except blogunun iginde ¢ikan bu
istisnay1 yakalayan bagka bir blok olmadigindan program durur. Bu dogru davranistir: bir metni sayiya
ceviremiyorsak bunu sessizce gecistirmek yerine haber vermeliyiz.

Bolim boyunca kargilasacagimiz istisna tiirlerini, her birini tetikleyen kii¢iik bir ifadeyle bir arada gérelim.
Her ifade bir lambda i¢inde duruyor ve dongii onlari sirayla bir try blogunda cagiriyor. type(e) . name_
istisnanin tiriniin adini verir:

import math

tests = [
lambda: 1 / 0,
lambda: math.sqrt(-1),
lambda: int("3,5"),
lambda: "2" + 3,
lambda: [1, 2][2],
lambda: {"a": 1}["b"],
lambda: math.exp(1000),
lambda: 10.0 ** 400,

for f in tests:
try:
()
except Exception as e:
print(f"{type(e). name }: {e}")

Ciktr:

ZeroDivisionError: division by zero

ValueError: math domain error

ValueError: invalid literal for int() with base 10: '3,5'
TypeError: can only concatenate str (not "int") to str
IndexError: list index out of range

KeyError: 'b'

OverflowError: math range error

OverflowError: (34, 'Result too large')

int("3,5") virgilli metni tam say1 olarak okuyamadi, "2" + 3 ise metinle say1iy1 toplamaya ¢alisti. Son
iki satir tasmadir (bkz. Niimerik Analiz): €199 ~ 10434 ve 10400 degerleri en biiyiik cift duyarlikli say1y1,
yaklasik 1,8 - 103°%°i asar. Python’un tam sayilarinda béyle bir sinir yoktur: 16 ** 400 hatasiz hesaplanir,
tasan yalniz 10.0 ** 400 bicimindeki kayan noktali hesaptur.

Her seyi yakalamayin

Yukaridaki dongii gosteri amaciyla except Exception kullandi; bu satir neredeyse biitiin hatalar1
yakalar. Ger¢ek kodda yalniz beklediginiz ve ne yapacaginizi bildiginiz tiirii yakalayin: genis bir
except, yanlis yazilmis bir degisken adinin yol agtig1 NameError’s da yutar ve hatanin gercek yerini
gizler. Higbir tiir yazilmayan ¢iplak except: daha da kétudiir: programu Ctrl+C ile durdurma istegini
(KeyboardInterrupt) ve programdan ¢ikma istegini (SystemExit) bile yutar.
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Ornek 4.1 (Bloklarin Calisma Siras1). Asagidaki safe ratio fonksiyonu safe ratio(7, 2) ve
safe_ratio(7, 0) bigiminde ¢agrildiginda hangi bloklar hangi sirayla ¢aligir?

def safe ratio(a, b):

try:
g=a/b

except ZeroDivisionError:
print(" except: sifira bolme")
return None

else:
print(" else: bolme basarili")
return q

finally:
print(" finally: her durumda")

print(safe ratio(7, 2))
print(safe ratio(7, 0))

Cozim.
Kod ¢alistirildiginda ¢ikt: soyledir.
Ciktr:

else: bolme basarili

finally: her durumda
3.5

except: sifira bdlme

finally: her durumda
None

[k cagrida bélme basarilidir: try blogu istisnasiz biter, else blogu calisir ve return q deyimine gelinir.
Fonksiyon degeri déndiirmeden hemen 6nce finally blogu calisir; 3.5 degeri bu yizden finally
mesajindan sonra basildi. Ikinci ¢agrida 7 / 0 bir ZeroDivisionError firlatir, try blogunun geri kalani
atlanir, except blogu ¢alisir ve None déndiriilmeden 6nce yine finally caligir.

Yani finally, try, except ve else bloklarindan hangisi return ile biterse bitsin en son ¢alisan bloktur.
Acik bir dosyay1 kapatmak gibi ne olursa olsun yapilmasi gereken igler buraya yazilir. m

Istisna tiirlerinin soyagaci

Istisna tiirleri de birbirleriyle akrabadir ve bir except satirinin hangi istisnalar1 yakaladig: bu akrabaliga
baglhdir. Her tiirtin _ mro__ niteligi, o tlirii ve biitlin Gst tirlerini sirayla listeler:

errors = [ZeroDivisionError, OverflowError, IndexError, KeyError,
ValueError, TypeError]
for cls in errors:
print(" -> ".join(c. name__ for c in cls. mro ))

Ciktr:

ZeroDivisionError -> ArithmeticError -> Exception -> BaseException -> object
OverflowError -> ArithmeticError -> Exception -> BaseException -> object
IndexError -> LookupError -> Exception -> BaseException -> object

KeyError -> LookupError -> Exception -> BaseException -> object

ValueError -> Exception -> BaseException -> object

TypeError -> Exception -> BaseException -> object

Her satir bir tiirden baslayip onun st tiirlerini siraliyor. ZeroDivisionError ile OverflowError’in ortak
dst tird ArithmeticError, IndexError ile KeyError'inki LookupError’dir; hepsi Exception’dan, o da
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BaseException’dan tiirer. En sondaki object, Python’daki her sinifin ortak atasidir. Bir except Tsatir1 T
turiindeki istisnalar1 ve T’nin biitiin alt tiirlerini yakalar:

BaseException
Exception

/25 S

- ArithmeticError :
I
! t ArithmeticE '
. ZeroDivisionError exceﬂp 'r1 mé IF rror :
: bu tiirlerin hepsini yakalar I

I

: OverflowError ;
\ P
T T E A ———————— \|

—— LookupError I
i I
i I
| IndexError except LookupError !
: bu tiirlerin hepsini yakalar I

I

: KeyError ;

—— ValueError

— TypeError

Sekil 4.3: Bolimde karsilagtigimiz istisna tiirlerinin soyagaci; her turiin ist tirdt  mro  zinci-

rinden okunmustur. Bir except satiri, yazilan tiirii ve onun altindaki biitiin tiirleri yakalar: except

ArithmeticError hem sifira bélmeyi hem tasmayi, except LookupError hem liste indisi hem sozlitk
anahtari hatasini yakalar.

Ornek 4.2 (Bir Ust Tiirii Yakalamak). Bir fonksiyonu verilen bir noktada hesaplayan, sifira bolme ya
da tagma olursa programi durdurmak yerine hatanin tiiriini bildiren bir metin déndiiren try compute(f,
x) fonksiyonunu, iki hata tiiriinii tek bir except satiriyla yakalayarak yaziniz.

Cozim.
Iki tiir de ArithmeticError’n alt tiirii oldugundan bu iist tiirii yakalamak yeterlidir:

import math

def try compute(f, x):
try:
return f(x)
except ArithmeticError as e:
return f"{type(e). name } yakalandi

print(try compute(lambda x: 1 / x, 0))
print(try compute(math.exp, 1000))
print(try compute(math.exp, 1))

Ciktr:

ZeroDivisionError yakalandi
OverflowError yakalandi
2.718281828459045

except ArithmeticError hem 1/0’daki ZeroDivisionError’t hem e19%0°deki OverflowError’ yaka-
lady; tictincii ¢agrida istisna ¢ikmadi ve e dondii. Aynmi fonksiyon math.sqrt ile —1’de cagrilsaydi
ValueError yakalanmaz ve programi durdururdu, ¢iinki ValueError, ArithmeticError’mn alt tiri
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degildir. Akraba olmayan tiirleri birlikte yakalamak icin bir demet yazilir: except (ValueError,
ArithmeticError). m

Istisna firlatmak

Kendi fonksiyonlarimiz da anlamsiz bir girdi aldiklarinda istisna firlatabilir; bu, sessizce yanlis bir sonug
dondiirmekten her zaman iyidir.

Tanim 4.3 (raise Deyimi). raise T(mesaj) deyimi T tiiriinden, verilen mesaji tasiyan bir istisna
olusturup firlatir. Bir except blogunun icinde tek basina yazilan raise ise o an yakalanmig olan istisnay1
oldugu gibi yeniden firlatir.

Yani raise, Python’un kendi fonksiyonlariin hata bildirdigi mekanizmanin aynisini bizim kodumuza
acar. Tiir secerken yerlesik tiirlerin anlamina uyulur: deger uygunsuzsa ValueError, tiir uygunsuzsa
TypeError, bir iterasyon sonug vermiyorsa RuntimeError.

Ornek 4.3 (Girdisini Denetleyen Ikiye Bolme). Ikiye bolme yonteminin (bkz. Niimerik Analiz) bir
kok bulacagy, f siirekli, a < bve f(a)f(b) < 0 iken giivencededir. Stireklilik kodla denetlenemez; son iki
kosul saglanmadiginda ValueError firlatan bir bisect (f, a, b) fonksiyonu yazip f(z) = 2® — 2z — 5
fonksiyonuyla deneyiniz.

Cozim.
Kosullar1 fonksiyonun basinda denetleyip ihlal edildiklerinde raise ile ¢ikiyoruz; geri kalani, her
adimda koki iceren aralig1 yarilayan bilinen dongiidiir:

def bisect(f, a, b, tol=le-12):
"""f'nin [a, b] araligindaki bir kokinu ikiye bolmeyle bulur."""
if not a < b:
raise ValueError(f"a < b olmali: a={a}, b={b}")
fa = f(a)
if fa * f(b) > 0:
raise ValueError("f(a) ile f(b) ayni isaretli")
while b - a > tol:
m=(a+b) /2
fm = f(m)
if fa * fm <= 0:
b=m
else:
a, fa =m, fm
return (a + b) / 2

def f(x):
return x**3 - 2 * x - 5

print(bisect(f, 2, 3))
for a, b in [(3, 4), (3, 2)]:
try:
bisect(f, a, b)
except ValueError as e:
print("Hata:", e)

Cikti:

2.0945514815425668
Hata: f(a) ile f(b) ayni isaretli
Hata: a < b olmali: a=3, b=2
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[2, 3] aralifinda f(2) = —1 < 0 < 16 = f(3) oldugundan kék bulundu: z ~ 2,0945514815. [3, 4] arali-
ginda f(3) = 16ile f(4) = 51 ayniisaretli oldugu, (3, 2) ciftinde ise a < b saglanmadigi i¢in fonksiyon
hesaba hi¢ girmeden istisna firlatti; cagiran kod da onu yakalayip mesaji basti.

Denetim olmasaydu [3, 4] i¢cin dongii her adimda sol ucu orta noktaya tagir ve sessizce 4’e ¢ok yakin bir
say1 dondiiriirdii. Oysa f(4) = 51 oldugundan bu sayi bir kok degildir. m

Dogrulama: assert

Bir fonksiyonun girdisini degil, kendi hesabinin dogru gittigini denetlemek i¢in assert deyimi kullanilir.

Tanim 4.4 (assert Deyimi). assert kosul, mesaj deyimi kosulu hesaplar. Kosul dogruysa hicbir sey
yapmaz; yanligsa verilen mesajla bir AssertionError firlatir. Mesaj istege baglhdir.

Yani assert, koda yazilmug bir “burada su kesinlikle dogru olmali” notudur; not yanhs ¢ikarsa program
yiiksek sesle durur. Bir hesabin, dogru oldugunu bildigimiz bir 6zelligini snamak icin idealdir. Ornegin
V2 icin Newton iterasyonundan (bkz. Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar) yalniz ti¢ adim atarsak sonug
heniiz yeterince dogru degildir ve assert bunu yakalar:

def newton sqrt(a, steps):
X = a
for in range(steps):
X =(x+a/x) /2
return x

r = newton sqrt(2, 3)

print(r)

assert abs(r * r - 2) < le-12, f"yakinsama yetersiz: {r * r - 2:.le}"
print("buraya gelinmez")

Ciktr:

1.4142156862745097
Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 10, in <module>
AssertionError: yakinsama yetersiz: 6.0e-06

U¢ adimin sonunda 72 — 2 &~ 6 - 1076 kalds; kosul saglanmadigi icin program son satira gelmeden durdu.

Ornek 4.4 (Bolme Algoritmasini assert ile Giivenceye Almak). Bélme Algoritmasi’na gore (bkz.
Sayilar Teorisi) her a ve b # 0 tam sayis1 i¢in a = bg + r ve 0 < r < | b | kosullarin: saglayan tek bir
(g, 7) cifti vardir. Python’un divmod(a, b) fonksiyonu negatif bélende farkl bir kalan kurali izler. Bu ¢ifti
her isaret icin dogru veren ve sonucunu assert ile denetleyen bir division(a, b) fonksiyonu yaziniz.

Cozim.

Python ile {lk Adimlar béliimiinde gordiigiimiiz gibi a // b béliimii asag1 yuvarlanir, yani |a/b] dir,
ve a % b kalani bolenin isaretini tasir. b > 0 iken bu tam istedigimiz 0 < r < b kosuludur. b < 0
iken ise b < r < 0 olur; r = 0 ise diizeltme gerekmez. b < 0 ve r < 0 iken boliimii 1 artirip kalandan
b ¢ikarirsak

a=bg+r=>b(g+1)+(r—>b)

esitligi korunur ve yeni kalan 0 < r — b < | b | araligina girer:

def division(a, b):
"""3 =b*g + r ve 0 <= r < |b| olacak bigimde (q, r) dondirir.
if b == 0:
raise ZeroDivisionError("b sifir olamaz")
q, r = divmod(a, b)
if r < 0: # b < 0 iken Python'un kalani r <= 0 olur
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q, r=q+1, r-b
assert a ==b *q+ r and 0 <= r < abs(b), (a, b, q, r)
return q, r

for a, b in [(17, 5), (-17, 5), (17, -5), (-17, -5)1:
print((a, b), "divmod:", divmod(a, b), "division:", division(a, b))

Cikti:

(17, 5) divmod: (3, 2) division: (3, 2)

(-17, 5) divmod: (-4, 3) division: (-4, 3)
(17, -5) divmod: (-4, -3) division: (-3, 2)
(-17, -5) divmod: (3, -2) division: (4, 3)

b = 5 iken iki fonksiyon ayni sonucu veriyor. b = —5 iken divmod kalanlar1 —3 ve —2 olarak, yani
negatif veriyor; divisionise 17 = (—5)(—3) + 2ve —17 = (—5) - 4 + 3 ayrigimlarini buluyor. assert
satir1 her cagrida hem esitligi hem kalanin araligini denetledi; dért durumda da kosul saglandigi icin
sessiz kaldi. Mesaj olarak (a, b, q, r) demetini verdik: kosul bir giin bozulursa hangi girdide

bozuldugunu hemen goririiz.

assert girdi denetimi i¢in degildir

Python -0 secenegiyle (python -0 program.py) calistirildiginda biitiin assert satirlar: atlanir. Bu
yuzden kullanicinin verdigi girdiyi assert ile degil, if ve raise ile denetleyin. bisect’teki isaret
denetimi bu yiizden bir raise’dir, division’daki son denetim ise bir assert. Kural basittir: hatali
girdi raise ile bildirilir, kodun kendi yanlis1 assert ile yakalanir.

Dosyalarla calismak

Hesaplarin girdisi ¢ogu zaman bir dosyadan gelir; sonuglar1 da kaybolmasinlar diye bir dosyaya yazariz.
Tanim 4.5 (Metin Dosyas1). Karakterlerden olusan ve satir sonu karakteriyle ("\n") satirlara ayrilan

dosyaya metin dosyasi denir. Diskte karakterler bayt olarak saklanir; karakterden bayta ¢eviri kuralina
kodlama (encoding) denir. Tiirk¢e karakterleri de kapsayan en yaygin kodlama UTF-8dir.

Yani bir metin dosyasi, "\n" karakterleriyle bolinmiis uzun bir karakter dizisidir; sayilar bile dosyada
rakam rakam, metin olarak durur. Dosyay1 okurken bu metni yeniden sayiya ¢evirmek bizim isimizdir.
Python’da bir dosya open(yol, kip, encoding="utf-8") ile acilir. Kip (mode), dosyayla ne yapacagimizi
sOyler:

Kip Anlam

"r"  okumak icin a¢ (varsayilan); dosya yoksa FileNotFoundError
"w"  yazmak i¢in ac; dosya varsa igerigi silinir

"a" sonuna eklemek icin a¢

"x"  yeni dosya olustur; dosya varsa FileExistsError

open bir dosya nesnesi dondiiriir ve isimiz bitince dosyanin kapatilmasi gerekir. Bunu with blogu kendi-
liginden yapar: with open(...) as f: satirinin altindaki blok bittiginde, blokta bir istisna ¢iksa bile
dosya kapatilir. Bu, bir try ve finally cifti yazmanin kisa ve giivenli yoludur.
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© U¢ adimda dosyaya yazmak ve dosyadan okumak

1. with open(yol, kip, encoding="utf-8") as f: ile dosyay1 a¢in; yazmak i¢in "w", okumak i¢in
"r" kipini kullanin.

2. Yazarken f.write(metin) kullanin ve satir sonlarini ("\n") kendiniz ekleyin; okurken for line
in f: ile satir satir dolagin.

3. Okudugunuz her satir1 int, float ya da split ile ihtiyaciniz olan bigime ¢evirin.

Ornek 4.5 (Fibonacci Sayilarini Dosyaya Yazip Okumak). {lk 30 Fibonacci sayisini, her satira bir
say1 gelecek bicimde fibonacci.txt dosyasina yazimz. Sonra dosyay1 okuyup son iki sayinin oranini
altin oran ¢ = %g ile karsilastirimiz.

Cozim.

Yazmak. Listeyi kurup her sayiy1 bir f-string ile, satir sonuyla birlikte yaziyoruz:

F =11, 1]
while len(F) < 30:
F.append(F[-1] + F[-2])

with open("fibonacci.txt", "w", encoding="utf-8") as f:
for n in F:
f.write(f"{n}\n")
print("yazilan satir sayisi:", len(F))
Ciktr:

yazilan satir sayisi: 30

Okumak. Dosya nesnesi tizerinde kurulan bir for déngiisii dosyay1 satir satir dolasir; readline() ise
tek bir satir okur. Dosyanin nasil goriindiigiinii incelemek i¢in ilk satir1 bu yolla ayr1 okuyalim. Bu kod,
onceki kodun yazdig1 dosyay1 okur:

with open("fibonacci.txt", encoding="utf-8") as f:
first = f.readline()
rest = [int(line) for line in f]
print(repr(first))
print(len(rest), rest[:6], rest[-1])
phi = (1 + 5*%*0.5) / 2
print(rest[-1] / rest[-2], phi)

Cikt1:

"I\n"
29 [1, 2, 3, 5, 8, 13] 832040
1.6180339887482036 1.618033988749895

repr ilk satirin sonunda "\n" karakterinin durdugunu gosteriyor. int bastaki ve sondaki bosluklar:
ve satir sonunu kendisi attig1 i¢in int(line) dogrudan caligti. Okuma readline’in kaldig1 yerden
devam ettigi icin listede 29 say1 var. Fy,/ Fyg = 832040/514229 orani ¢ ile virgiilden sonra 11 basamak
ortisiiyor. B

Okunacak dosya yoksa open bir FileNotFoundError firlatir. Bu, yakalamanin anlamli oldugu tipik bir
durumdur:
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from pathlib import Path

path = Path("deney verisi.txt")

try:
with open(path, encoding="utf-8") as f:

text = f.read()

except FileNotFoundError as e:
print("Dosya bulunamadi:", e.filename)
text = ""

print(path.exists(), len(text))

Cikt1:

Dosya bulunamadi: deney verisi.txt
False 0

pathlib modiiliindeki Path nesnesi bir dosya yolunu temsil eder. exists() metodu dosyanin var olup
olmadigini soyler; read text ve write text metotlar1 da kii¢iik dosyalar tek satirda okuyup yazar.

Kodlamay1 her zaman yazin

encoding verilmezse Python igletim sisteminin varsayilan kodlamasini kullanir; Tirkce Windows’ta
bu genellikle UTF-8 degil, cp1254°tiir. UTF-8 ile yazilmis bir dosya bagka bir kodlamayla okunursa
Turkge karakterler bozulur:

text = "agirlik, sicaklik, o6lgim"

with open("kodlama.txt", "w", encoding="utf-8") as f:
f.write(text)

with open("kodlama.txt", encoding="cpl254") as f:
print(f.read())
with open("kodlama.txt", encoding="utf-8") as f:
print(f.read())
Ciktr:

aAYA+rlA+k, sA+caklAxk, AT1A§AYLm
agirlik, sicaklik, o6lgim

Diskteki baytlar iki okumada da aynidir; degisen yalmz onlar1 karakterlere ceviren kuraldir. Her open
cagrisina encoding="utf-8" yazmak bu sorunu bastan onler.

CSV dosyalar:

Sayisal veriler cogu zaman tablo biciminde saklanir; bunun en yaygin diiz metin bi¢imi CSV’dir.

Tanim 4.6 (CSV Dosyas1). Her satir1 bir kayit olan ve bir satirdaki alanlarin belirli bir ayracla, ¢cogun-
lukla virgiille ayrildig1 metin dosyasina CSV dosyasi (comma-separated values) denir. lk satir genellikle
siitun adlarini tagiyan baglik satiridir.

Yani CSV, bir tablonun diiz metin hélidir: satirlar tablonun satirlari, ayraclar da siitun ¢izgileridir. Satir1
split(",") ile bolmek basit durumlarda ise yarar ama bir alanin icinde virgiil gectiginde ("Ankara,
Turkiye") bozulur. Standart kiitiiphanedeki csv modilii tirnak icindeki alanlar gibi ayrintilari bizim
yerimize halleder.

Asagidaki kod [0,7/2] araliginda 7/12 adimla sin ve cos degerlerinin tablosunu trig.csv dosyasina
yaziyor ve dosyanin igerigini oldugu gibi basiyor. csv modiiliiyle kullanilan dosyalar newline="" ile acilir;

satir sonlarini modiiliin kendisi yonetir:

import csv
import math
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with open("trig.csv", "w", newline="", encoding="utf-8") as f:
writer = csv.writer(f)
writer.writerow(["x", "sin", "cos"])

for k in range(7):
x = k * math.pi / 12
writer.writerow([f"{x:.6f}", f"{math.sin(x):.6f}",
f"{math.cos(x):.6f}"1)

with open("trig.csv", encoding="utf-8") as f:
print(f.read(), end="")

Ciktr:

X,sin, cos

.000000,0.000000,1.000000
.261799,0.258819,0.965926
.523599,0.500000,0.866025
.785398,0.707107,0.707107
.047198,0.866025,0.500000
.308997,0.965926,0.258819
.570796,1.000000,0.000000

PR R OOOOo

Dosyay1 geri okumanin en rahat yolu csv.DictReader’dir: baghk satirimi okur ve sonraki her satir,
anahtarlari siitun adlar1 olan bir s6zliige ¢evirir. Asagidaki kod 6nceki kodun yazdig1 dosyay: okuyup her
satirda sin? z + cos? x = 1 6zdesliginden sapmayi dlciiyor:

import csv

with open("trig.csv", newline="", encoding="utf-8") as f:
rows = list(csv.DictReader(f))
print(len(rows), rows[2])
err = max(abs(float(r["sin"])**2 + float(r["cos"])**2 - 1)
for r in rows)
print(f"en blylik sapma: {err:.le}")

Ciktr:

7 {'x': '0.523599', 'sin': '0.500000', 'cos': '0.866025'}
en buyik sapma: 7.0e-07

Alanlarin hala metin ('0.500000"') olduguna dikkat edin; float ile sayiya cevirmek bize kaliyor. Sapma,
degerleri alt1 ondalik basamaga yuvarlamamizdan geliyor: her degerdeki yuvarlama hatasi en cok 5 - 10~7
oldugundan 6zdeslikten sapma da 10~® mertebesinde kaliyor.

Ornek 4.6 (Noktal1 Virgiil ve Ondalik Virgiil). Tiirkce ayarl bir tablolama programi CSV dosyalarini
ondalik virgiille yazar ve alanlar virgiil yerine noktali virgiille ayirir. Igerigi

x; f(x)

0,5;0,4794
1,0;0,8415
1,5;0,9975

121 Y

olan tr.csv dosyasini okuyup (z, f(x)) say: ¢iftlerinin listesini olugturunuz.

Cozim.

Kod 6nce dosyay1 verilen icerikle olusturuyor. Sonra csv.reader’a delimiter=";" vererek alanlar1
noktal1 virgiilden béldirityoruz. Baslik satirini, okuyucudan bir sonraki satir1 ¢eken next (reader) ile
ayr1 aliyoruz. Kalan her satirda iki alanin virgiiliinii noktaya ¢evirip float uyguluyoruz:
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import csv

text = "x;f(x)\n0,5;0,4794\n1,0;0,8415\n1,5;0,9975\n"
with open("tr.csv", "w", encoding="utf-8") as f:
f.write(text)

points = []
with open("tr.csv", newline="", encoding="utf-8") as f:
reader = csv.reader(f, delimiter=";")

header = next(reader)
for row in reader:
X, y = (float(s.replace(",", ".")) for s in row)
points.append((x, y))
print(header)

print(points)
Cikti:
['x', "F(x)"]

[(0.5, 0.4794), (1.0, 0.8415), (1.5, 0.9975)]

Degerler, sin z’in dort basamaga yuvarlanmis degerleridir. Ayrag olarak yanlglikla varsayilan virgiil
kullanilsaydi1 0,5;0,4794 satir1 ['0', '5;0', '4794'] bi¢iminde {i¢ anlamsiz alana boliniirdi. m

Bir satirin dosyadan say ciftine doniismesi, ara adimlariyla birlikte asagida gériliyor:

[ dosyadaki satir 0,5;0,4794\n ]
csv.reader(f, delimiter=";")
\
[ metin listesi ['0,5', '0,4794"] ]
s.replace(",", ".")
\
[ noktali metinler ['0.5", '0.4794"] ]
float(s)
v
[ say1 ¢ifti (0.5, 0.4794) ]

Sekil 4.4: tr.csv dosyasmin ikinci satirinin yolculugu. csv. reader satir1 noktali virgiilden béler ve satir
sonunu atar; alanlar hald metindir. Ondalik virgiil noktaya gevrildikten sonra float her alani sayiya
doniistiirir.

Sozliikleri saklamak: JSON

Tablo olmayan verileri, 6rnegin bir hesabin ayarlarini ya da i¢ ice sonuglar1 saklamak i¢in JSON bi¢imi
daha uygundur. json modiilii sozliikleri, listeleri, sayilar1 ve metinleri insanin da okuyabildigi bir metne
cevirip dosyaya yazar (json.dump) ve geri okur (json. load):
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import json

params = {"method": "simpson", "a": 0, "b": 3.14159, "n": [10, 20, 40]}

with open("ayarlar.json", "w", encoding="utf-8") as f:
json.dump(params, f, indent=2)

with open("ayarlar.json", encoding="utf-8") as f:
loaded = json.load(f)
print(loaded == params, loaded["n"][-1])

Cikt1:
True 40
Ciktinin ilk degeri, okunan sozligiin yazilanla ayni oldugunu séyliyor. JSON'un demet, kiime ya da

Fraction gibi tiirleri yoktur; bir demet yazilirsa listeye dontiserek geri gelir.

Siniflar

Python’daki her deger bir nesnedir ve her nesnenin bir siifi vardir; simdi bu kavrami kendi matematik
nesnelerimizi tanimlamak i¢in kullanacagiz.

from fractions import Fraction

q = Fraction(6, 8)

print(type(7), type(0.75), type(q))

print(q, q.numerator, g.denominator)
print((0.75).as integer ratio(), isinstance(q, Fraction))

Cikti:
<class 'int'> <class 'float'> <class 'fractions.Fraction'>
3/4 3 4
(3, 4) True

type bir nesnenin siifini sdyler. Fraction(6, 8) nesnesikendi verisini, yani pay ve paydasini, numerator
ve denominator niteliklerinde (attribute) tasir. as_integer_ratio gibi, nesneye nokta ile baglanan
fonksiyonlar ise metotlardir. isinstance(q, Fraction) bir nesnenin verilen simiftan olup olmadigin
siar.

Tanim 4.7 (Sinif ve Nesne). Bir sinif (class), nesnelerinin hangi verileri (nitelikler) ve hangi islemleri
(metotlar) tagiyacagini tanimlayan bir kaliptir. Bu kaliptan tretilen her degere o smufin bir nesnesi
(object, instance) denir. Sinif class Ad: bloguyla tanimlanir; Ad(. . .) ¢agrisi yeni bir nesne iiretir ve onu
ilk degerleriyle donatmak igin sinifin _init  metodunu caligtirir.

Yani sif bir tiiriin tarifidir, nesne ise o tariften yapilmig somut bir 6rnek. Matematikte “diizlemde bir
vektér” demek bir sinif tanimlamaya, v = (3,4) demek de o siiftan bir nesne iiretmeye benzer. Ilk
smifimiz da diizlemde bir vektor olsun:

import math
class Vec2:
"""Dizlemde bir vektor."""
def init (self, x, y):
self.x = x

self.y =y

def norm(self):
"trOklid normu."""
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return math.hypot(self.x, self.y)

u = Vec2(3, 4)
v = Vec2(1, 1)
V.X =5

print(u.x, u.y, u.norm())
print(v.x, v.y, v.norm(), Vec2.norm(v))

Ciktr:

34
5

0
15.0

oF
5.0990195135927845 5.0990195135927845

Kodu satir satir okuyalim:

« class Vec2: sinifi baslatir. Sinif adlar1 geleneksel olarak biiytik harfle baslar; altindaki ti¢ tirnakli metin
smifin belgesidir.

« Metotlar, sinifin icinde def ile tanimlanan fonksiyonlardir. ilk parametreleri iizerinde calisilan nes-
nedir ve geleneksel ad1 self’tir.

« Vec2(3, 4) ¢agrist yeni bir nesne olusturur ve onun igin __init_ (self, 3, 4) metodunu caligtirir;
self.x = x satir1 nesneye x niteligini ekler.

« v.norm() yazdigimizda Python bunu Vec2.norm(v) olarak calistirir, yani self yerine v konur. Ciktinin
son iki degeri bu iki yazimin ayni oldugunu gésteriyor.

« Nitelikler sonradan degistirilebilir: v.x = 5 yalmiz v nesnesini degistirdi, u’ya dokunmadi.

simif Vec2

__init__ (self, x, y)

norm(self)
4 N
type(w) 7 N type(v)
4 AN
nesne u .7 neshe v
x=3 x=5
y=4 y=1
u.norm() = 5.0 v.norm() = 5.099...

Sekil 4.5: Bir sinif ve ondan iretilen iki nesne. Metotlar (__init , norm) siifta bir kez tanimlidir; her
nesne kendi x, y niteliklerini tasir. u.norm() ¢agrisiVec2.norm(u) demektir: metot, self yerine u konarak
caligir.

Bu smifin bir nesnesini print ile basmay: denerseniz < main__ .Vec2 object at 0x...> gibi, sonu
bellekteki adrese gore degisen anlamsiz bir metin goriirsiiniiz; u + v yazarsaniz da TypeError alirsiniz.
Python iki Vec2 nesnesinin nasil yazilacagini ve toplanacagini heniiz bilmiyor. Bunu ona 6zel metotlarla
Ogretiriz.

Tanim 4.8 (Ozel Metot). Adi iki alt cizgiyle baslayip iki alt cizgiyle biten metotlara 6zel metot (special
method) denir. Python bu metotlar: dilin kendi s6zdizimi igin cagirir: a + bifadesia.__add__ (b) ¢agrisina,
a == bifadesia. eq (b) cagrisina, repr(a) dea._ repr_ () cagrisina doniisir.

Yani bir sinifa 6zel metotlar ekleyerek onun nesnelerine +, *, ==, abs gibi tanidik iglemleri 6gretebiliriz.
Sik kullanilanlar sunlardir:
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Yazim Cagrilan metot
a+ba-»b a. add (b),a. sub (b)
a*b a. mul (b);oise yaramazsa ve b basgka tiirden-

seb. rmul (a)

-a, abs(a) a._neg_ (),a.__abs_ ()
a == a._eq_ (b)

repr(a), print(a) a. repr_ ()

a(x) a. call (x)

x in a a. contains  (x)

print aslinda  str_ metodunu arar; sinifta yalniz  repr__ varsa onu kullanir. Vec2'yi bu metotlarla
yeniden yazalim:

import math

class Vec2:
"""Dizlemde, islemleriyle birlikte bir vektor."""

def init (self, x, y):
self.x = x
self.y =y

def repr_(self):
return f"Vec2({self.x}, {self.y})"

def add (self, other):

return Vec2(self.x + other.x, self.y + other.y)

def sub (self, other):
return Vec2(self.x - other.x, self.y - other.y)

def neg (self):
return Vec2(-self.x, -self.y)

def mul (self, k):
"""Skalerle ¢arpim: v * k."""
if not isinstance(k, (int, float)):
return NotImplemented
return Vec2(k * self.x, k * self.y)

~_rmul =  mul # k * v de ayni sonucu versin

def eq (self, other):
if not isinstance(other, Vec2):
return NotImplemented
return self.x == other.x and self.y == other.y

def abs (self):
return math.hypot(self.x, self.y)

def dot(self, other):
nn "i(} garplm. nun
return self.x * other.x + self.y * other.y

Birkag ayrinti:
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« _ repr__ bir metin dondiiriir; Python’un konsolu ve print nesneyi bu metinle gosterir. Metni, nesneyi
yeniden treten koda benzetmek (Vec2(4, 3)) iyi bir aligkanliktir.

« Islem metotlar1 yeni bir Vec2 déndiiriir; u + v islemi u’yu degistirmez.

« mul_ yalmiz sayilarla ¢arpimi tanimlar ve ¢arpan say1 degilse NotImplemented dondiriir. Bu 6zel
deger Python’a “bu iglemi bilmiyorum” der: biir terim farkl: tiirdense Python o zaman onun metodunu
dener, o da bilmiyorsa TypeError firlatir.

« 2 * uyazildiginda 6nce int siifinin __mul__ metodu denenir. O bir Vec2 ile carpmay1 bilmedigi i¢in
Python u. rmul  (2) cagrisina gecer. Skalerle carpma degismeli oldugundan  rmul =  mul
satirt ayni metodu ikinci bir adla baghyor.

Sinifi kullanalim. Bu kod 6nceki kodun devamudir:

u, v = Vec2(3, 1), Vec2(1, 2)
print(u + v, u - v, -v)

print(2 * u, u * 0.5)

print(abs(Vec2(3, 4)), u.dot(v))

print(u + v == v + u, u == Vec2(3.0, 1.0))

Cikti:
Vec2(4, 3) Vec2(2, -1) Vec2(-1, -2)
Vec2(6, 2) Vec2(1l.5, 0.5)
5.0 5
True True
u + v == v + u toplamanin degismeliligini sinadi; Vec2(3.0, 1.0) ise 3 == 3.0 oldugundan u’ya esit

cikt1. Vec2'nin toplama ve skalerle carpma islemleri, R?’yi bir vektor uzay1 yapan islemlerin ta kendisidir
(bkz. Lineer Cebir). Toplamin ve farkin geometrisi paralelkenar kuralidir:

‘ky

u + v =Vec2(4, 3)

v = Vec2(1, 2)
2 -

u - v =Vec2(2, -1)

Sekil 4.6: Vec2 ile hesaplananu + vveu - v. Toplam, u ile v lizerine kurulan paralelkenarin kdsegenidir;
fark ise v'nin ucundan u'nun ucuna giden vektordiir (kesikli ok), baglangi¢ noktasi orijine taginmis olarak.
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Tanimlamadigimiz islemler ise héala hata verir, _eq_ metodunun da bir yan etkisi vardir. Bu kod da
onceki iki kodun devamidir:

u, v = Vec2(3, 1), Vec2(1, 2)
try:
u * v
except TypeError as e:
print("TypeError:", e)
try:
{u, v}
except TypeError as e:
print("TypeError:", e)
w = Vec2(0.1, 0.2) + Vec2(0.2, 0.1)
print(w, w == Vec2(0.3, 0.3))

Ciktr:

TypeError: unsupported operand type(s) for *: 'Vec2' and 'Vec2'
TypeError: unhashable type: 'Vec2'
Vec2(0.30000000000000004, 0.30000000000000004) False

« 1ki vektdriin * ile carpimini tamimlamadik: u.  mul_ (v) ¢agrisi NotImplemented déndiirdii. Iki terim
ayni tirden oldugu igin Python v.  rmul__ (u) cagrisini hi¢ denemez ve dogrudan TypeError firlatir.
I¢ carpim icin ayr1 bir dot metodu yazmamuz bilingli bir se¢imdir.

« eq tanmimlayan bir smifin nesneleri, ayrica bir ~ hash  metodu yazilmadik¢a hashlenebilir
degildir (bkz. Veri Yapilar1 ve Comprehension), yani kiimeye konamaz ve sozlitk anahtar1 olamaz. Esit
nesnelerin hash degerleri de esit olmalidir ve nitelikleri degistirilebilen bir nesnede bu kosul zamanla
bozulabilir. Birazdan gorecegimiz dataclass(frozen=True) bu sorunu ¢ozer.

« Son satir, kayan nokta aritmetiginin bilinen tuzagdir.

Kayan noktali nitelikleri == ile karsilagtirmayin

0,1 + 0,2 makinede tam olarak 0,3 etmedigi icin (bkz. Python ile ilk Adimlar) Vec2(0.1, 0.2) +
Vec2(0.2, 0.1) toplami Vec2(0.3, 0.3) nesnesine esit ctkmadi. __eq  tam esitlik sorar ve tam
say1 bilesenlerde dogru calisir. Olciimden ya da hesaptan gelen vektorleri karsilastirmak icin abs (u -
v) < tol biciminde bir tolerans ya da bilegenler iizerinde math.isclose (bkz. Python ile Ik Adimlar)
kullanulir.

Ornek 4.7 (Kendi Kesir Sinifimiz). Rasyonel sayilar1 p/q biciminde, hep sadelesmis ve paydasi
pozitif olarak tutan bir Rational smifi yazimz. Payda sifirsa ZeroDivisionError firlatilsin; toplama,
carpma, esitlik ve repr tamimlansin. Smift H;; =1+ % + ...+ %0 harmonik sayisiyla deneyip sonucu
fractions.Fraction ile kargilagtirimz.

Cozim.
Sadelegtirmeyi _ init_ iginde bir kez yapiyoruz: pay ve paydayr g = ged(p, ¢)’ya béleriz, payda
negatifse ikisinin de isaretini degistirmek igin —g’ye boleriz. Boylece her kesrin tek bir gosterimi olur
ve iki kesrin esitligi, pay ve paydalarinin esitligine indirgenir. Toplama ve ¢arpma

p,r_pstrg p T _pr

¢ s g g s gs

formiillerinden gelir; sonug yeni bir Rational olarak kuruldugu i¢in kendiliginden sadelesir.

from fractions import Fraction
from math import gcd

class Rational:
"""n/q kesri; hep sadelesmis ve paydasi pozitif tutulur."""
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def init (self, p, g=1):

if q == 0:
raise ZeroDivisionError("payda sifir olamaz")
g = gcd(p, Q)
if g < 0:
9g=-9
self.p=p // ¢
self.q=q // ¢

def repr (self):
return f"{self.p}/{self.q}"

def add (self, other):
return Rational(self.p * other.q + other.p * self.q,
self.q * other.q)

def mul (self, other):
return Rational(self.p * other.p, self.q * other.q)

def eq (self, other):
return self.p == other.p and self.q == other.q

print(Rational(6, -8), Rational(-3, 4) == Rational(6, -8))
H = Rational(0)
for k in range(1, 11):

H = H + Rational(1l, k)

print("H 10 =", H)
print("Fraction ile:", sum(Fraction(1l, k) for k in range(1l, 11)))
try:

Rational(1l, 0)
except ZeroDivisionError as e:
print("Hata:", e)

Ciktr:

-3/4 True

H 10 = 7381/2520
Fraction ile: 7381/2520
Hata: payda sifir olamaz

6/(—8) kesri —3/4 olarak saklandi ve —3/4’e esit ¢ikt. Harmonik say1 H;, = 7381/2520 bulundu ve
Fraction ile ayni. Sifir paydali bir kesir olusturma denemesi, kendi yazdigimiz mesajla durduruldu.
Sadelestirmedeki gcd, math.gcd’den geliyor ve Oklid algoritmasiyla hesaplaniyor (bkz. Sayilar Teorisi).
Gergek bir hesapta elbette hazir Fraction sinifi kullanilir; buradaki amag, bir sinifin i¢ini kendi elimizle
kurmakti. m

Kalitim ve kendi istisna turlerimiz

Bir siif, var olan bir sinifi genisleterek de tanimlanabilir; kendi istisna tiirlerimizi tanimlamanin yolu

budur.

Tanim 4.9 (Kalitim). class B(A): biciminde tanimlanan B sinifi, A sinifindan kalitim (inheritance)
yoluyla tiirer: A’nin biitiin metotlaria sahip olur, bunlara yenilerini ekleyebilir ya da ayn1 adla yeniden
tanimlayarak onlar1 degistirebilir. A’ya iist sinif, B’ye alt sinif denir ve her B nesnesi ayni zamanda bir A
nesnesidir.
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Yani alt siuf, tist sinifin 6zel bir halidir; istisna soyagacinda ZerobDivisionError’in bir ArithmeticError
olmasi tam olarak budur. Kendi istisna tlirimiizii uygun bir yerlesik tiirden tiiretirsek onu hem kendi adry-
la hem de st tiiriniin adiyla yakalayabiliriz. Alt siufin ~_ init  metodunda super(). init (...)

cagrisi st sufin_~_ init  metodunu caligtirir; bylece istisnanin mesaji gibi standart bilgiler tist sinifca
saklanir.

Ornek 4.8 (Yakinsamayan Newton Iterasyonu). f(z) = 2% — 2z + 2 icin Newton yéntemi (bkz.
Niimerik Analiz) x, = 0’dan baslatildiginda 0 ile 1 arasinda gidip gelir ve hi¢ yakinsamaz:

Ay

y=x"-2x+2

\ 4

Xgs Xp, ... =0 Xy, X3, .= 1 x

Sekil 4.7: flx) = x> — 2x + 2 i¢in Newton y6ntemi x, = 0'dan baslayinca: 0'daki teget ekseni 1'de, 1'deki
teget ekseni yine 0'da keser. 1terasyon 0,1,0, 1, ... dongisiine girer ve tek kok olan -1,769... noktasina hic
yaklagsmaz; newton fonksiyonu bu yiizden ConvergenceError firlatir.

Izin verilen adim sayisinda yakinsamazsa son iterasyonlar1 da tasiyan bir ConvergenceError firlatan bir
newton fonksiyonu yazip z, = —2 ve z;, = 0 icin deneyiniz.

Coziim.
ConvergenceError smifin1 RuntimeError’dan tiiretiyoruz ve _ init  metoduna iterasyon listesini
saklayan bir nitelik ekliyoruz:

class ConvergenceError(RuntimeError):
"""Bir iterasyon izin verilen adim sayisinda yakinsamazsa."""

def init (self, message, iterates):
super(). init (message)
self.iterates = iterates

def newton(f, df, x0, tol=le-12, maxiter=20):
Xxs = [x0]
for in range(maxiter):
X = xs[-1]
x new = x - f(x) / df(x)
xs.append(x_new)
if abs(x new - x) < tol:
return x_new
raise ConvergenceError(f"{maxiter} adimda yakinsamadi", xs)
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def f(x):
return x**3 - 2 * x + 2

def df(x):
return 3 * x**2 - 2

print(newton(f, df, -2.0))
try:
newton(f, df, 0.0)
except ConvergenceError as e:
print("Hata:", e)
print("son iterasyonlar:", e.iterates[-4:])
print(issubclass(ConvergenceError, RuntimeError))

Ciktr:

-1.7692923542386314

Hata: 20 adimda yakinsamadi

son iterasyonlar: [1.0, 0.0, 1.0, 0.0]
True

xy = —2’den baglayan iterasyon, tek gercel kok olan —1,7692923542... sayisina yakinsadi. x, = 0 icin

O o2 L1

f(0) —2 Y 1

oldugundan dizi 0, 1,0, 1, ... dongiisiine girer. 20 adimin sonunda fonksiyon istisnay1 firlatti ve ¢cagiran
kod, istisna nesnesinin iterates niteliginden déngiyii okuyabildi. Son satir ConvergenceError’in bir
RuntimeError oldugunu dogruluyor: except RuntimeError yazan bir kod da bu istisnay1 yakalard:. m

T, =0—

Veri siniflari: dataclass

Vec2'yiyazarken init , repr_ ve eq__ ic¢inhep aynikalibi tekrarladik; yalniz veri tagiyan siniflar
icin standart kutiiphane bu kalib1 bizim yerimize yazar.

Tanim 4.10 (Veri Sinifi). dataclasses modiiliindeki @dataclass dekoratérii bir sinifin 6niine yazil-
diginda, sinifta ad: tir biciminde bildirilen alanlardan  init , repr ve eq metotlarim
kendiliginden tretir. Boyle bir sinifa veri sinif1 (data class) denir. @dataclass(frozen=True) yazimi
alanlar1 salt okunur yapar ve nesneleri hashlenebilir kilar; @dataclass(order=True) ise nesneleri alan-
larina gore sozlik sirasiyla karsilastiran <, <= gibi metotlar1 da ekler.

Yani veri siufi, alanlarini saymamizin yettigi bir simiftir: tekrarlanan metotlar: Python yazar, biz yalniz
matematige 6zgii metotlar1 ekleriz. Dekorator, @ ile baslayip bir tanimin #istiine yazilan ve o tanimi alip
degistiren bir fonksiyondur. Tiir bildirimleri (x: float) okur i¢in bir belgedir; Python ¢alisirken bunlar
denetlemez.

import math
from dataclasses import dataclass

@dataclass(frozen=True)
class Point:

x: float

y: float
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def dist(self, other):
return math.hypot(self.x - other.x, self.y - other.y)

A, B, C = Point(0, 0), Point(4, 0), Point(0, 3)
print(A, B == Point(4.0, 0.0))
print(A.dist(B), B.dist(C), C.dist(A))
print(len({A, B, C, Point(0, 0)}))
try:

A.x =1
except AttributeError as e:

print(type(e). name , "-", e)
Ciktr:

Point(x=0, y=0) True

4.0 5.0 3.0

3

FrozenInstanceError - cannot assign to field

X

Point (0, 0) yazdirilinca alan adlariyla birlikte gériindii. Uretilen eq  alanlar sirayla karsilagtirdig:
icin Point(4, 0) == Point(4.0, 0.0) dogru c¢ikt1 ve dik tg¢genin kenarlar1 4, 5, 3 bulundu.
frozen=True sayesinde noktalar kiimeye konabildi; iki esit (0, 0) noktas: kiimede tek eleman sayildig:
icin kiime 3 elemanli. Buna kargilik bir alani degistirme denemesi FrozenInstanceError firlatts; bu tiir
AttributeError’in alt tiirii oldugu icin onu ist tiiriiniin adiyla yakaladik.

Bir veri siifina alanlarini denetleyen bir metot da eklenebilir:  post init metodu, tiretilen init
alanlar1 atadiktan hemen sonra c¢agrilir. Bir kosul bozuksa burada raise ile istisna firlatmak, gecersiz bir
nesnenin hi¢ olusmamasini saglar. Béliimiin son 6rneginde bunu kullanacagiz.
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Degistirilebilen varsayilan degerler

Bir alana varsayilan deger olarak bos bir liste vermek, biitiin nesnelerin aymni listeyi paylagmasina,
yani her nesnede o listenin bir takma adinin bulunmasina yol acard: (bkz. Veri Yapilar: ve Compre-
hension). dataclass bu hatay1 daha sinif tanimlanirken yakalar. Dogrusu, her nesne i¢in yeni bir liste
ureten field(default factory=list) yammldlr:

from dataclasses import dataclass, field

try:
@dataclass
class Run:
method: str
history: list = []
except ValueError as e:

print("ValueError:", e)
@dataclass
class Run:

method: str

history: list = field(default factory=1list)

rl, r2 = Run("newton"), Run("bisect")
rl.history.append(1.5)
print(rl, r2)

Cikti:

ValueError: mutable default <class 'list'> for field history is not allowed: use
default_factory
Run(method="'newton', history=[1.5]) Run(method='bisect', history=[])

iki nesnenin listeleri ayridir: birine eklenen deger 6biiriinii etkilemedi.

4.6 Hepsi bir arada: bir 6l¢iim dosyasini islemek

Bolumin araglarini tek bir gercekei gorevde birlestirelim: hatali satirlar da iceren bir 6l¢iim dosyasindan
bir fiziksel sabiti tahmin edecegiz.

© Dort adimda bir veri dosyasm giivenle okumak

1. Bir kaydi temsil eden bir veri sinifi tanimlayin; fiziksel olarak imkénsiz degerleri _ post_init
icinde ValueError ile reddedin.

2. Dosyay1 with ve encoding="utf-8" ile acin, csv.reader ile satirlara ayirin ve baghk satirini next
ile atlayin.

3. Her satir1 bir try blogu icinde kayda doniistiiriin; except ValueError blogunda satir numarasini
ve hatay1 bir listeye yazip sonraki satira gecin.

4. Hesab1 gegerli kayitlarla yapin, atlanan satirlar1 raporlayin ve sonucu bir dosyaya yazin.

Ornek 4.9 (Soguma Olciimlerinden Bir Sabit Tahmin Etmek). 90 °C’deki bir siv1 20 °C’lik bir
odada soguyor. Newton’un soguma yasasina gore sicaklik T'(t) = 20 + 70e~** biciminde azalir; burada ¢
dakika cinsinden zaman, k£ > 0 bir sabittir. Iki dakikada bir alinan 6l¢iimler Tiirkce bicimde sogutma.csv
dosyasina kaydedilmis, ama bazi satirlar hatali girilmis. Dosyay1 okuyup hatali satirlar1 raporlayan, her
gecerli 6l¢ciimden
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degerini hesaplayip bunlarin ortalamasini bir dosyaya yazan bir program yaziniz.

Coziim.
Dort adimu sirayla uyguluyoruz. Program 6nce dosyay kendisi olusturuyor; gercek bir iste bu dosya
bir 6l¢tim cihazindan gelirdi.

import csv
import math
from dataclasses import dataclass
DATA T
0;90,

10;45,8
12;41,3
14;37,4
16;34,6
18;3,18
20;29,6
with open("sogutma.csv", "w", encoding="utf-8") as f:
f.write(DATA)

@dataclass
class Measurement:
t: float # dakika
T: float # santigrat derece

def post init (self):
if self.T <= 20:
raise ValueError(f"T = {self.T} oda sicakliginin altinda")

def to float(s):
return float(s.replace(",", "."))

def read measurements(path):
good, bad = []1, []

with open(path, newline="", encoding="utf-8") as f:
reader = csv.reader(f, delimiter=";")
next(reader) # baslik satiri
for line no, row in enumerate(reader, start=2):
try:
t, T = row

good.append (Measurement (to float(t), to float(T)))
except ValueError as e:
bad.append((line no, e))
return good, bad

good, bad = read measurements("sogutma.csv")
for line no, e in bad:
print(f"satir {line no} atlandi: {e}")
ks = [math.log(70 / (m.T - 20)) / m.t for m in good if m.t > 0]
k = sum(ks) / len(ks)
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print(f"{len(good)} gecerli o6lgcim, k = {k:.4f}")
with open("sogutma ozet.txt", "w", encoding="utf-8") as f:
f.write(f"gecerli={len(good)}\nk={k:.6f}\n")

Cikti:

satir 6 atlandi: could not convert string to float: "'
satir 8 atlandi: could not convert string to float: '41.3'
satir 11 atlandi: T = 3.18 oda sicakliginin altinda

8 gegerli olgim, k = 0.0989

Hatali satirlar. Ug satir ii¢ farkli nedenle atlandi:

« 6. satirdaki T" alani bostu ve float("") bir ValueError firlatti.
» 8. satirda bir rakamin yerine kiiciik L harfi girilmisti (41, 3). Mesajdaki '41.3", virgiiliin noktaya
cevrilmis halidir.
« 11. satirdaki 3, 18 say1iya ¢evrilebildi ama oda sicakliginin altinda kaldigi icin _ post_init_ onu
reddetti; buiyiik olasilikla 31, 8 yazilmak istenmisti.

U¢ hata da ayn1 except ValueError satirtyla yakalandi, ¢iinkii ikisini float, birini bizim raise
deyimimiz firlatti. Satirda iki alan olmasaydi t, T = row atamasi da bir ValueError firlatird: ve o
durum da ayni yere diiserdi.

Tahmin. Formiil, T — 20 = 70e~** esitliginin iki tarafinin logaritmasi alinarak bulunur. ¢ = 0 satir1
formiile giremeyecegi i¢in hesaba katilmads; kalan yedi 6l¢iimiin ortalamasi k& =~ 0,0989 verdi. Yani s1v1
ile oda arasindaki sicaklik farki her dakika yaklasik %9,4 azaliyor, ciinkii e=%998% ~ 0,906°dir. Sonuc
sogutma_ozet.txt dosyasina yazildi. ®

Programin okudugu 6l¢timler, atlanan satirlar ve tahmin edilen model asagidaki sekilde bir arada gorii-
layor:

60

T =20 + 70 **%"

oda sicakligy 20

Sekil 4.8: sogutma.csv dosyasindan okunan sekiz gecerli 6l¢iim (noktalar; ¢ dakika, T santigrat derece)
ve ortalama k ~ 0,0989 ile cizilen T= 20 + 70e ¥ modeli. Alttaki carpilar atlanan ii¢ satirin zamanlaridir:
bos alan, harfli deger ve oda sicakliginin altinda kalan deger.
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Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar bolimin araclarini tek tek ve birlikte kullaniyor; her ¢oziim, ¢aligtirilmis kodu ve
ciktisini igeriyor.

Aligtirma 4.1 (Hiperbolik Fonksiyonlar ve Kayip Basamaklar). math modilindeki hiperbolik
fonksiyonlar1 dir ile listeleyiniz. Sonra cosh? x — sinh? x ifadesini = = 0, 5, 10, 15, 20 icin hesaplayip
sonuglarin 1’den neden saptigini agiklayiniz.

Cozim.
Hiperbolik fonksiyonlarin adlar1 h harfiyle bittigi icin dir(math) listesini bu harfe gore siizmek yeterli:

import math

print([name for name in dir(math) if name.endswith("h")])
for x in range(0, 21, 5):
d = math.cosh(x) ** 2 - math.sinh(x) ** 2

print(x, d)
Ciktr:
[*acosh', 'asinh', ‘'atanh', 'cosh', 'sinh', 'tanh']
0 1.0

5 1.000000000001819

10 0.9999999850988388
15 1.0
20 0.0

Ozdeslige gore her satirda 1 cikmaliyds. Bityiik  igin cosh? = ve sinh? x yaklasik e2? /4 biiyiikliigiin-
dedir; x = 20 icin bu yaklasik 5,9 - 106’ dir. Bu biiyiikliikteki iki ardisik kayan noktali sayinin arasi
8’dir, yani iki kare yuvarlanirken 1°lik fark tamamen kaybolur ve sonu¢ 0 ¢ikar. z = 10 i¢in iki ardigik
saymnin arasi yaklasik 1,5 - 10~%dir ve sapma tam bu biiyiikliiktedir; = 15’te sonucun 1 c¢ikmasi
yuvarlamalarin sansh birlegsimidir. Birbirine ¢ok yakin iki bityiik say1y1 ¢ikarmak dncii basamaklari yok
eder (bkz. Niimerik Analiz). B

Aligstirma 4.2 (Esnek Bir Say1 Okuyucu). '12', '3,5', '7/2"' ve '1e3' gibi metinleri float’a geviren
bir to _number fonksiyonu yaziniz; kesir bigimindeki yazimlar i¢in fractions.Fraction kullaniniz. Fonk-
siyonu ["12", "3,5", "7/2", "abc", "", "le3", "1/0"] listesine uygulayip cevrilebilen degerleri bir
listede, ¢evrilemeyen metinleri de hatanin tiiriiyle birlikte bagka bir listede toplayiniz.

Coziim.

Once float deneniyor; o basarisiz olursa Fraction deneniyor. Fraction da metni anlamazsa
ValueError, payda sifirsa ZeroDivisionError firlatir. Cagiran dongii bu iki tiirii bir demetle birlikte
yakaliyor:

from fractions import Fraction

def to number(s):
wewr 2, '3,5', '7/2', 'le3' gibi metinleri float'a cevirir.
s = s.strip().replace(",", ".")
try:
return float(s)
except ValueError:

return float(Fraction(s))
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inputs = ["12", "3,5",
values, failed = [], [1]
for s in inputs:
try:
values.append(to number(s))

n7/2u' "abC",

un’ u1e3u' "1/0“]

except (ValueError, ZeroDivisionError) as e:
failed.append((s, type(e). name ))

print(values)
print(failed)

Cikti:

[12.06, 3.5, 3.5, 1000.0]

[('abc', 'ValueError'), ('',

'ValueError'),

('1/0', 'ZeroDivisionError')]

"7/2" metni float ile okunamadi ama Fraction("7/2") onu 7/2 olarak tanidi. "abc" ve bos metin
iki denemede de ValueError verdi; "1/0" ise metin olarak gecerli bir kesir oldugu halde paydas: sifir
oldugundan ZeroDivisionError firlatti. Hicbir hata programi durdurmadi ve her biri tiriiyle kayde-

dildi. m

Alistirma 4.3 (Girdisini Denetleyen Binom Katsayis1). Pascal tiggeninin satirlarmi kurarak (7)

degerini hesaplayan bir binomial(n,

k) fonksiyonu yaziniz. Fonksiyon tam say1 olmayan girdide

TypeError, negatif girdide ValueError firlatsin ve k > n icin 0 déndiirsiin. Sonuglar1 0 < n < 30, 0 <

k < 32 icin math. comb ile kargilagtiriniz.

Cozim.
Pascal ticgeninin bir sonraki satir1, satirin basina ve sonuna 0 eklenmis iki kopyasinin terim terim
toplamuidir: [1,2,1] satiindan [0, 1,2, 1] ile [1,2,1,0] toplanarak [1,3,3,1] elde edilir. Denetimler
hesaptan 6nce yapiliyor:

import math

def binomial(n, k):
"""C(n, k) degerini Pascal Ug¢geninin n. satirindan hesaplar.
if not isinstance(n, int) or not isinstance(k, int):
raise TypeError("n ve k tam sayi olmali")
if n < 0 or k < 0:
raise ValueError("n ve k negatif olamaz")

if k > n:
return 0
row = [1]
for in range(n):

row = [a + b for a, b in zip([0] + row, row + [0])]
return row[k]

print(all(binomial(n, k) == math.comb(n, k)
for n in range(30) for k in range(32)))
for n, k in [(5.0, 2), (-1, 2), (10, 3)]:
try:
print((n, k), "->", binomial(n, k))
except (TypeError, ValueError) as e:
print((n, k), "->", type(e). name ,

, €)

Ciktr:
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True

(5.0, 2) -> TypeError - n ve k tam sayi olmali
(-1, 2) -> ValueError - n ve k negatif olamaz
(10, 3) -> 120

30 - 32 = 960 karsilastirmanin hepsi tuttu. math.comb da ayni kurallari izler: math.comb (5.0, 2) bir
TypeError, math.comb (-1, 2) bir ValueError firlatir ve k > n i¢in 0 dondiiriir. m

Alistirma 4.4 (Tam Say1 Karekékii). Newton iterasyonunun tam say1 sirimii z — |(z + |n/z])/2]
ile, yalniz tam say1 aritmetigi kullanarak |/n| degerini hesaplayan bir isqrt(n) fonksiyonu yaziniz.
Sonucun 72 <n < (r+1)? kosulunu sagladigini assert ile denetleyiniz ve sonucu n < 10° icin
math.isqrtile,n = (253 + 1)2 icin ayrica int(math.sqrt(n)) ile karsilagtiriniz.

Cozim.
xy = n’den baslayp y = | (z + |n/x])/2| degerini hesapliyoruz ve y kiigtilmeyi biraktiginda duru-
yoruz. s = |v/n] diyelim. Bu kuralin neden s’de durdugu iki gozlemden ¢ikar:

+ x tam say1 oldugundan y = | (z 4+ n/z)/2| dir ve aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden (x +
n/x)/2 > y/n olur. Dolayisiyla her zaman y > s’dir.
« x> sise x > +/n, yanin/x < z olur; bu durumda y < (z + n/z)/2 < z’tir ve dizi kesin azalr.

Dizi s’nin altina inemediginden ve s’nin tstiindeyken kesin azaldigindan sonlu adimda x = s degerine
ulasir; o noktada y > s = x oldugu icin déngii durur. assert satirt bu akil yiiritmenin sonucunu her
cagrida yeniden smiyor:

import math

def isqrt(n):
"""n >= @ icin karekokin tam kismi; yalniz tam sayi aritmetigi.
if n < 0:
raise ValueError("negatif sayinin karekoki alinamaz")
if n < 2:
return n
X =n
y=(Xx+n//x)//?2
while y < x:
X =y
y=(Xx+n//x)//2
assert x * x <=n < (x + 1) ** 2, n
return x

print(all(isqrt(n) == math.isqrt(n) for n in range(10**5)))
N = (2*%*%53 + 1) ** 2

print(isqrt(N), math.isqrt(N))

print(int(math.sqrt(N)))

Cikt1:

True
9007199254740993 9007199254740993
9007199254740992

10° degerin hepsinde sonuc math.isqrt ile ayni. n = (253 +1)2 ~ 8,1 - 103! icin iki tam say1 fonk-
siyonu dogru kok olan 253 + 1’i verirken int(math.sqrt(n)) bir eksigini verdi. Asil neden, dogru
kokiin kendisinin bir kayan noktali say1 olmamasidir: 253 + 1 sayis1 54 anlaml bit ister ve 53 bitlik
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mantise sigmaz; float (2**53 + 1) zaten 25%’tiir. 253 civarinda ardisik iki kayan noktali sayinin arasi
2 oldugundan math.sqrt, n kendisine tam olarak verilse bile 253 4 1 dondiiremez ve sonug 2°%e
yuvarlanir. n’nin kayan noktaya cevrilirken 21%6 4 254’ yuvarlanmasi ise ikincil bir etkidir: o saymin
karekokii yaklasik 252 + 1 — 27%%tiir ve yine 25%’e yuvarlanir. Bityiik tam sayilarla calisirken kayan
noktaya hi¢ gecmemek bu ytizden 6nemlidir. m

Alistirma 4.5 (Bloklarin Izini Siirmek). Asagidaki kodun ciktisini calistirmadan tahmin ediniz, sonra
calistirip tahmininizi denetleyiniz.

def g(x):

try:
r=10 // x

except ZeroDivisionError:
print("A")
r=20

except TypeError:
print("B")
raise

else:
print("C")

finally:
print("D")

return r

print(g(3))
print(g(0))
try:
g("5")
except TypeError:
print("E")

Cozim.
Ug cagriyi tek tek izleyelim.

« g(3):10 // 3 = 3 hatasiz hesaplanir; else blogu C, finally blogu D basar ve fonksiyon 3 déndiirir.

+ g(0):10 // 0 bir ZeroDivisionError firlatir; ilk except blogu A basip r = 0 atar, finally blogu D
basar ve fonksiyon 0 dondiiriir.

« g("5"):10 // "5" bir TypeError firlatir; ikinci except blogu B basar ve tek basina yazilmis raise
ayni istisnay1 yeniden firlatir. Fonksiyondan ¢ikilmadan 6nce finally yine D basar. return r satirina
hi¢ gelinmez; istisna digaridaki try tarafindan yakalanir ve E basilir.

Kodu ¢alistirmak bu tahmini dogruluyor.
Cikti:

mowoe oo>X>»won
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Alistirma 4.6 (Pascal Uggeni Dosyada). Pascal iiggeninin 0’dan 10’a kadar olan satirlarini, sayilar
boslukla ayrilmis olarak pascal.txt dosyasma yaziniz. Dosyay: geri okuyup her satirdaki sayilarin
toplaminin 2" oldugunu dogrulayiniz.

Cozim.
Her satir1 " ".join ile tek bir metne cevirip sonuna "\n" ekliyoruz. Okurken argiimansiz split()
satir1 bosluklardan boler ve satir sonunu da atar:

from math import comb

with open("pascal.txt", "w", encoding="utf-8") as f:
for n in range(11):
row = [comb(n, k) for k in range(n + 1)]
f.write(" ".join(str(c) for c in row) + "\n")

with open("pascal.txt", encoding="utf-8") as f:

rows = [[int(s) for s in line.split()] for line in f]
print(rows[4], rows[10])
print(all(sum(r) == 2**n for n, r in enumerate(rows)))

Ciktr:

[1, 4, 6, 4, 1] [1, 10, 45, 120, 210, 252, 210, 120, 45, 10, 1]
True

Dérdiincii ve onuncu satirlar beklenen katsayilar: tagiyor ve on bir satirin hepsinde toplam 2™ ¢ikti.

Bu, binom teoreminde ¢ = b = 1 almanin sonucudur: ZZ:O(Z) =(1+1)"=2"m

Alistirma 4.7 (Faktoriyellerin Basamak Sayilari). n = 1,2, ...,100i¢in n! sayisinin basamak sayisini
n ve basamak stitunlu bir CSV dosyasina yaziniz. Dosyay1 csv.DictReader ile okuyup basamak saysi ilk
kez 100’e ulasan ya da onu asan n degerini bulunuz.

Coziim.
Python’un tam sayilar1 sinirsiz oldugundan n! tam olarak hesaplanir ve basamak sayisi len(str(...))
ile okunur. Dosyay1 okurken satirlari bir s6zlitk comprehension ile n » basamak s6zligiinde topluyoruz:

import csv
import math

with open("faktoriyel.csv", "w", newline="", encoding="utf-8") as f:
writer = csv.writer(f)
writer.writerow(["n", "basamak"])

for n in range(1l, 101):
writer.writerow([n, len(str(math.factorial(n)))])
with open("faktoriyel.csv", newline="", encoding="utf-8") as f:
digits = {int(r["n"]): int(r["basamak"])
for r in csv.DictReader(f)}
first = min(n for n, d in digits.items() if d >= 100)
print(first, digits[first - 1], digits[first])

Ciktr:
70 99 101

Aranan deger n = 70’tir. flgin¢ olan, 100 basamakli hicbir faktériyelin olmamasidir: 69! sayis1 99,
70! sayis1 101 basamaklidir. Basamak sayis1 |log;o n!| + 1 oldugundan 70 ile carpmak logaritmay1
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logq 70 ~ 1,85 kadar artirir; log;, 69! &~ 98,23 iken log;, 70! &~ 100,08 olur ve basamak sayis1 bir
adimda iki artar. m

Alistirma 4.8 (Bir Polinom Sinif1). Katsayilar1 artan derece sirasiyla bir listede tutan bir Poly simfl
yaziniz. Sinif, p(x) yazimiyla Horner yontemine gore deger hesaplasin (_ call_ ), + ve * islemlerini
ve okunakli bir repr metnini desteklesin. (1 + z)? polinomunu hesaplayip z = 2’deki degerini 33 ile
kargilagtiriniz.

Coziim.

Carpimin z™ katsayisi, ¢ + j = m olan biitiin a;b; carpimlarinin toplamidur; i¢ ice déngii her a;b;
carpimint prod[i + j] hiicresine ekliyor. Horner yéntemi aq + a;x + ayz? + agx® ifadesini a, +
z(ay + z(ay + zag)) biciminde, en yiitksek dereceden baglayarak hesaplar. reversed(self.c) katsay:
listesini sondan basa dogru dolastig1 icin dongii en yiiksek dereceli katsayidan baglar:

class Poly:
"""Katsayilari artan derece sirasiyla tutulan polinom.

def init (self, coeffs):
self.c = list(coeffs)

def repr (self):

terms = []
for k, a in enumerate(self.c):
if a ==
continue
coef = "" if a == 1 and k > 0 else str(a)
power = "" if k == 0 else "x" if k == 1 else f"x"{k}"

terms.append(coef + power)
return " + ".join(terms) or "0"

def call (self, x):
result = 0
for a in reversed(self.c): # Horner yontemi
result = result * x + a
return result

def add (self, other):

max(len(self.c), len(other.c))

self.c + [0] * (n - len(self.c))

= other.c + [0] * (n - len(other.c))
return Poly([s + t for s, t in zip(a, b)])

n -
a
b

def mul (self, other):
prod = [0] * (len(self.c) + len(other.c) - 1)
for i, a in enumerate(self.c):
for j, b in enumerate(other.c):
prod[i + j] +=a * b
return Poly(prod)

p = Poly([1, 1]) #1 + x
qg=p*p*p
print(q)

print(q(2), 3**3)
print(q + Poly([0, -3, -31))

Cikti:
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1+ 3x + 3x™2 + x™3
27 27
1+ x°3

(1+ )3 =1+ 3z + 322 + 23 bulundu ve x = 2’deki degeri 3% = 27 ile ayni. Son satirda —3z — 32>
eklenince sifir olan katsayilar repr tarafindan atlandi. NumPy’nin numpy.polynomial.Polynomial
sinifi ayni fikrin hazir ve ¢cok daha kapsamli hélidir (bkz. Polinomlar, Interpolasyon ve Egri Uydurma). m

Alistirma 4.9 (Aralik Aritmetigi). Kapali bir [a, b] araligini temsil eden, frozen=True ile tanimlanmig
bir Interval veri sinifi yaziniz. @ > bise _ post_init__ bir ValueError firlatsin; islemler

[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d],
[a,b] — [c,d] = [a—d,b—¢],
[a,b] - [¢,d] = [min P, max P|, P = {ac,ad,bc,bd}

kurallariyla tanimlansin ve x in I yazimu desteklensin. X = [0,1] icin X (1 — X) ve X — X? ifadelerini
hesaplayip (1 — z) fonksiyonunun [0, 1]’deki gercek deger kiimesiyle karsilastiriniz.

Cozim.
__contains__ metodu x in I yazimini, post_init  de gecersiz aralik denetimini sagliyor. Sabit
1’i [1, 1] aralig1 olarak yaziyoruz:

from dataclasses import dataclass

@dataclass(frozen=True)
class Interval:

lo: float

hi: float

def _ post init (self):
if self.lo > self.hi:
raise ValueError(f"bos aralik: [{self.lo}, {self.hi}]")

def add (self, other):
return Interval(self.lo + other.lo, self.hi + other.hi)

def sub (self, other)
return Interval(self.lo - other.hi, self.hi - other.1lo)

def mul (self, other):
p = [self.lo * other.lo, self.lo * other.hi,
self.hi * other.lo, self.hi * other.hi]
return Interval(min(p), max(p))

def contains (self, x):
return self.lo <= x <= self.hi

X = Interval(0, 1)
one = Interval(l, 1)
print(X * (one - X))
print(X - X * X)
print(0.25 in X * (one - X), 2 in X - X * X)
try:
Interval(2, 1)
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except ValueError as e:
print("Hata:", e)

Ciktr:

Interval(lo=0, hi=1)

Interval(lo=-1, hi=1)

True False

Hata: bos aralik: [2, 1]
z(1 — z) fonksiyonunun [0, 1]'deki gercek deger kiimesi [0, 3]'tiir; en bityitk deger z = 1’de alinir.
Aralik aritmetigi iki yazim i¢in de bu kiimeyi kapsayan bir aralik verdi (}1 € X(1 — X)), ama kiimeyi
bityiittii: X(1 — X) = [0,1] ve X — X? = [—1, 1]. Ustelik aym1 fonksiyonun iki yazimu farkli sonug
verdi. Bunun nedeni, aralik aritmetiginin X’in her gecisini birbirinden bagimsiz bir say1 gibi ele
almasidir: X — X? hesabinda ilk X icin 0, X? icin 1 secilebilir ve —1 alt smir1 boyle olusur; oysa ikisi
ayn1 z’tir. Bu olguya aralik aritmetiginde bagimlilik sorunu denir. B

Alistirma 4.10 (Iraksamayi Bildiren Sabit Nokta Iterasyonu). z,_, = g(,,) sabit nokta iterasyo-
nunu (bkz. Niimerik Analiz) uygulayan bir fixed point(g, x0) fonksiyonu yaziniz. Iterasyon | z | >
108 degerine ulasirsa ArithmeticError’dan tiireyen bir DivergenceError, izin verilen adim sayisinda
yakinsamazsa bir RuntimeError firlatilsin. Fonksiyonu g(z) = cosz ve 7y = 1, g(z) = 22 — 2 ve 2, =
2,1, g(x) = —x ve x5 = 1 i¢in deneyiniz.

Cozim.
DivergenceError smifinin govdesinde yalniz belgesi var; davranigini tamamen ArithmeticError’dan
aliyor. Fonksiyon her adimda 6nce buiytukligii, sonra yakinsamay: denetliyor:

import math

class DivergenceError(ArithmeticError):
"""Tterasyon sinirsiz biylidiginde firlatilar.

def fixed point(g, x0, tol=le-12, maxiter=200, bound=1e8):
X = x0
for n in range(1l, maxiter + 1):
X _new = g(x)
if abs(x new) > bound:
raise DivergenceError(f"{n}. adimda |x| > {bound:g}")
if abs(x new - x) < tol:
return x _new, n
X = X_new
raise RuntimeError(f"{maxiter} adimda yakinsamadi")

print(fixed point(math.cos, 1.0))
for g, x0 in [(lambda x: x * x - 2, 2.1), (lambda x: -x, 1.0)]:
try:
fixed point(g, x0)
except (DivergenceError, RuntimeError) as e:
print(type(e). name , "-", e)

Ciktr:
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(0.7390851332147725, 69)
DivergenceError - 6. adimda |x| > le+08
RuntimeError - 200 adimda yakinsamadi

Ug davranus, sabit noktadaki tiirevin bilyiikliigiiyle agiklanir (bkz. Niimerik Analiz):

+ cosz = z denkleminin kokii p ~ 0,7390851332’dir ve | g’(p) | = sinp = 0,67 < 1 oldugundan ite-
rasyon yakinsar. Hata her adimda yalniz yaklasik 0,67 katina indigi icin 69 adim gerekti.

« 22 — 2 = x denkleminin 2,1’e yakin kékii p = 2'dir ve | ¢’(2) | =4 > 1 oldugundan iterasyon
kokten uzaklasir: 2,41, 3,8081, 12,50... diye biiyiiyen degerler 6. adimda 108’1 ast1.

+ g(z) = — igin tek sabit nokta 0°dir ve | ¢’(0) | = 1'dir. Iterasyon 1,—1,1, ... diye ne yaklasir ne
uzaklagir; 200 adimin sonunda RuntimeError firlatild.

Iki hata tiirii bir demetle birlikte yakalandi ve type(e). name  hangisinin ¢iktigini gosterdi. m

Bu bolimle Python’un temel araclarini tamamladik: artik kodumuzu modiillere bolebiliyor, hatalar: yaka-
layip anlamli bi¢imde bildirebiliyor, verileri dosyalardan okuyup yazabiliyor ve matematik nesnelerini
kendi siniflarimizla temsil edebiliyoruz. Bir sonraki bélimde bilimsel hesabin temel tasi olan NumPy
Dizileri ile tanisacagiz. NumPy bir pakettir ve dizileri, bu béliimde gordiigiimiiz 6zel metotlarla +, * ve @
islemlerini binlerce sayiya ayni anda uygulayan bir sinifin nesneleridir.
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5.1

5. NumPy Dizileri

Matematikte en ¢ok kullandigimiz nesneler vektorler, matrisler ve bir araliga yayilmis nokta kiimeleridir.
Bir fonksiyonu bin noktada degerlendirmek, bir lineer sistemin katsayilarimi saklamak ya da bir 1s1
dagilimini bir 1zgara tizerinde tutmak ayni ise ¢ikar: ¢cok sayida sayiy1 diizenli bir tabloda tutup onlarla
toplu hesap yapmak. Python’in listeleri bunun i¢in tasarlanmamustir. Iki listeyi + ile “topladigimizda” ug
uca eklenirler, bir listeyi 2 ile ¢arptifimizda iki kez tekrarlanir ve her eleman bellekte ayr1 bir Python
nesnesi olarak durur.

NumPy (Numerical Python) bu boslugu dolduran kiitiiphanedir. Temel nesnesi olan ndarray, ayni tiirden
sayilar1 bellekte tek bir blokta tutar ve onlar1 vektdr, matris ya da daha yiiksek boyutlu bir tablo olarak
okur. SciPy, Matplotlib ve pandas basta olmak iizere bu dersin geri kalaninda kullanacagimiz hemen her
kutiiphane bu nesnenin tizerine kuruludur.

Bu boliimde dizileri kurmayi, sekillerini ve veri tiirlerini okumayi, parcalarini segmeyi ve dizileri birlestir-
meyi 6greniyoruz. Diziler {izerinde déngii yazmadan toplu hesap yapmak bir sonraki b6liimiin konusudur.

Neden NumPy?

Farki gormek i¢in ayni iki vektorii 6nce liste, sonra NumPy dizisi olarak toplayalim.

import numpy as np

u=1[1, 2, 3]

v = [10, 20, 30]

print("liste + liste:", u + v)
print("2 * liste ", 2 % u)

X = np.array(u)
y = np.array(v)

print("dizi + dizi :", x + vy)
print("2 * dizi ", 2 % X)
print("dizi * dizi :", x * vy)

Ciktr:
liste + liste: [1, 2, 3, 10, 20, 30]
2 * liste . [1, 2, 3, 1, 2, 3]
dizi + dizi : [11 22 33]
2 % dizi : [2 4 6]

dizi * dizi : [10 40 90]

import numpy as np satir1 NumPy’1 yiikler ve ona kisa np adim verir; bu kisaltma biitiin Python
diinyasinda ortak bir aligkanliktir. np.array bir listeyi diziye gevirir. Listelerde + birlestirme, 2 * tekrar
anlamina gelirken diziler bu islemleri bilesen bilesen (elementwise) yapar: x + y vektor toplami, 2 *
x skalerle carpimdir. x * y ise matris carpimi degil, karsilikli bilesenlerin carpimidir; matris ¢arpimi i¢in
kullanilan @ islecini NumPy ile Lineer Cebir bolimiinde gérecegiz.

Tanim 5.1 (NumPy Dizisi). Bir NumPy dizisi (ndarray, n-dimensional array), ayni veri tirindeki
sabit sayida elemanin bellekteki tek bir veri blogunda tutuldugu ve bir sekil (shape) yardimiyla bir, iki ya
da daha ¢ok indeksle okundugu nesnedir.

Yani bir NumPy dizisini listeden ti¢ 6zellik ayirir: biitiin elemanlar1 ayni tiirdendir, eleman sayis1 dizi
kurulurken belirlenir ve elemanlar bellekte tek bir blokta durur; yeni kurulan bir dizide yan yana dizil-
miglerdir. Liste ise bellekte dagiik duran nesnelerin adreslerini tutan bir tablodur. Asagidaki sekil iki
diizeni ayni bes say1 i¢in karsilastiriyor.
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Python listesi

\ T .\\T\ \ adres tablosu

tir 1,0

tir

tir 2,0

her eleman ayr1 bir float nesnesi

NumPy dizisi

dtype: float64
shape: (5,) —— 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 bayt

strides: (8,)

Sekil 5.1: Aymi bes say1 (0,0; 0,5; 1,0; 1,5 ve 2,0) iki bicimde. Ustte Python listesi: her eleman bellekte

baska bir yerde duran, kendi tiir ve sayag¢ bilgisini tasiyan bir float nesnesidir; liste yalniz bu nesnelerin

adreslerini tutar. Altta float64 dizisi: sayilar 8'er baytlik bitisik bir blokta yan yana durur; dtype, shape
ve strides bu blogun nasil okunacagin soyler.

Bu diizenin somut bir sonucu bellek kullanimidir. Bin ondalik say1y1 liste ve dizi olarak saklayip kapla-
diklar1 yeri 6lgelim. sys.getsizeof bir nesnenin bayt cinsinden boyutunu verir; listenin toplam boyutu,
adres tablosu ile tek tek float nesnelerinin boyutlarinin toplamidir.

import sys
import numpy as np

n = 1000
1st = [k / 2 for k in range(n)]
arr = np.array(lst)

# liste: adres tablosu + her bir float nesnesi

total = sys.getsizeof(lst) + sum(sys.getsizeof(t) for t in 1st)
print("liste:", total, "bayt")

print("dizi :", arr.nbytes, "bayt")

print("eleman basina:", arr.itemsize, "bayt")

Cikt1:

liste: 32856 bayt
dizi : 8000 bayt
eleman basina: 8 bayt

Liste aym sayilar i¢in dort kattan fazla yer kaplar: her float nesnesi 8 baytlik degerin yaninda tiir ve
sayac bilgisi de tasir, tablo da her nesne i¢in ayrica bir adres tutar. Dizinin nbytes niteligi veriye ayrilan
bayt sayisini, itemsize niteligi de bir elemanin boyutunu verir. Bitisik diizenin asil kazanci ise hizdir:
NumPy iglemlerini derlenmis C déngiileriyle, islemciye yan yana duran sayilari besleyerek yapar. Bu farki
Vektorizasyon ve Broadcasting béliimiinde 6lcecegiz.

Dizi Kurmak

NumPy’da dizi kurmanin iki yolu vardir: var olan bir Python listesini doniistiirmek ya da diziyi dogrudan
bir kurala gore iiretmek.

np.array bir listeyi bir boyutlu, i¢ ige bir listeyi iki boyutlu diziye cevirir; i¢ ige listede her ic liste matrisin
bir satir1 olur. Her dizinin ndim (boyut sayis1), shape (sekil) ve size (eleman sayist) nitelikleri vardur.
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import numpy as np

x = np.array([3, 1, 4, 1, 5])
A = np.array([[1, 2, 3],
[4, 5, 6]1])
print(x)
print(A)
print("x:", x.ndim, x.shape, x.size)
print("A:", A.ndim, A.shape, A.size)
Cikt1:

[31415]

[[1 2 3]

[4 56]]

x: 1 (5,) 5
A: 2 (2, 3) 6

Tanim 5.2 (Dizinin Sekli ve Eksenleri). Bir dizinin sekli (shape), her indeksin ka¢ deger alabilecegini
sirayla veren (ng, nq, ..., n,_; ) demetidir. d saysi dizinin boyutu (ndim), k-inc1 indeksin degistigi yon de
dizinin k£ numarali eksenidir (axis). Dizinin eleman sayisi (size) ngn,---ny_; carpimidir.

Yani m X n bir matris, sekli (m, n) olan iki boyutlu bir dizidir: 0 ekseni satir numarasini, 1 ekseni siitun
numarasini sayar. Bir boyutlu bir dizinin sekli (5,) gibi tek elemanli bir demettir; sondaki virgil, tek
elemanli demeti parantez igindeki bir sayidan ayirir. Indeksler Python’in her yerinde oldugu gibi 0'dan
baglar: matematikteki a;; bileseni NumPy’da A[0, 0], genel olarak a;; bileseni A[i-1, j-1] olur.

Sik kullanilan diziler i¢in hazir fonksiyonlar vardir. np.zeros ve np.ones istenen sekilde sifirlardan ve
birlerden, np. full tek bir sabitten olusan bir dizi kurar. np.eye(n) n X n birim matrisi (bkz. Lineer Cebir),
np.diag ise verilen kosegenle bir kosegen matris (bkz. Lineer Cebir) tiretir. np.zeros_like(B), B ile ayn1
sekil ve tiirde bir sifir dizisi verir.

import numpy as np

print(np.zeros(4))
print(np.ones((2, 3)))
print(np.full((2, 2), 7))
print(np.eye(3))
print(np.diag([1, 2, 3]))
print(np.zeros like(np.diag([1, 2, 31)))
Ciktr:

[0. 6. 0. 0.]

[[1. 1. 1.]

[1. 1. 1.]]

[[7 7]

[7 711

[[1. 0. 0.]

[0. 1. 0.]

[0. 0. 1.]]

[[106 0]

[0 2 0]

[0 0 3]]

[[6 6 0]

[0 0 0]

[0 0 0]]

zeros, ones ve eye kendiliginden ondalik (float64) dizi kurar; ¢iktidaki 0. ve 1. yazimi bunun isaretidir.
Sekil tek bir demet olarak verilir: np.zeros((2, 3)) dogrudur, np.zeros(2, 3) ise hata verir, ¢iinkil
ikinci argiiman veri tiriine ayrilmistir. Bir de np.empty vardir: bellegi ayirir ama doldurmaz, bu ytizden
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5.2 Dizi Kurmak 137

o bellek bélgesinde 6nceden ne varsa onu gosterir. Yalniz biitiin elemanlarin hemen ardindan yazilacag:
durumlarda kullanilir.

Esit Aralikli Noktalar

Sayisal hesapta en sik kurdugumuz dizi, bir araliga esit adimlarla yayilmig noktalardir: sayisal integral,
sayisal tirev ve grafik ¢izimi hep boyle bir 1zgara tizerinde yapilir. NumPy bunun i¢in iki fonksiyon sunar;
biri adimu, 6teki nokta sayisin esas alir.

Tanim 5.3 (Adimla Verilen Izgara). np.arange(a, b, h), a’dan baglayip h adimiyla ilerleyen ve b’ye
varmadan duran

a, a+h, a+2h, .., a+ (N —1)h, N:’Vb;a-‘

dizisini verir. Bitis noktasi b dahil degildir. Tek argiimanla yazilan np.arange(n) ise 0,1, ..., n — 1 dizisidir.

Yani arange, Python’in range fonksiyonunun dizi déndiiren ve ondalik adim da kabul eden bicimidir.
Eleman sayist IV, araligin uzunlugunun adima orani yukar: yuvarlanarak bulunur.

Tanim 5.4 (Nokta Sayisiyla Verilen Izgara). np.linspace(a, b, N),[a,b] araligin1 N — 1 egit parcaya
bdlen

T, =a+kh, h=

noktalarin verir. Iki u¢ nokta da dahildir.

Yani linspace ile adimi degil nokta sayisini seceriz; adim kendiliginden hesaplanir ve istenirse
retstep=True argimaniyla geri alinir. Sayisal integralde ve grafik ciziminde u¢ noktalarin da hesaba
girmesi gerektiginden ¢cogu zaman tercih edilen budur.

import numpy as np

print(np.arange(5))

print(np.arange(2, 11, 3))
print(np.arange(0, 1, 0.25))
print(np.linspace(0, 1, 5))

x, h = np.linspace(0, 1, 5, retstep=True)
print("adim:", h)

Cikti:

[06123 4]

np.arange(2, 11, 3) 2'den baslayip 3’er artar ve 11'e varmadan durur. Aym [0, 1] aralif1 ve ayn1 0,25
adimi i¢in linspace bes, arange dort nokta verir; fark, bitis noktasimin alinip alinmamasidir. Asagidaki
sekil bu iki 1zgaray1 ve hemen ardindan ele alacagimiz bir tuzag: gosteriyor.
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np.linspace(0, 1, 5)

5 nokta, 1 dahil

@ L 4 @ @ L
0 0,25 0,5 0,75 1
np.arange(0, 1, 0.25) 4 nokta, 1 dahil degil
@ @ @ ® O
0 0,25 0,5 0,75 1

np.arange(1, 1.3, 0.1)
L @

4 nokta, sonuncusu 1,3000000000000003

@ @
1,2 13

1 1,1

Sekil 5.2: Ustte linspace nokta sayisiyla calisir ve iki ucu da alir. Ortada arange ayni adimla 1'e varmadan

durur. Altta ondalik adimli arange: eleman sayisi (1,3 — 1)/0,1 oraninin yukar: yuvarlanmasiyla belirlenir;

bu oran yuvarlama hatas: yiiziinden 3 degil 3,0000000000000004 ¢iktig1 icin dordiincii bir nokta eklenir
ve o nokta 1,3'lin biraz sagindadir.

Ondalik adimla arange kullanmayin

arange eleman sayisini (b — a)/h oranindan hesaplar. 0,1 gibi ondalik adimlar ikili sistemde tam
temsil edilemedigi i¢in (bkz. Niimerik Analiz) bu oran bir tamsayiya ¢ok yakin ama ondan biraz bityiik
cikabilir; o zaman yukar1 yuvarlama fazladan bir nokta ekler.

import numpy as np

X = np.arange(l, 1.3, 0.1)
print(x)

print(x[-11)

print((1.3 - 1) / 0.1)
print(np.linspace(1l, 1.2, 3))

# son eleman 1.3'ten blyuk
# eleman sayisini belirleyen oran

Ciktr:

[1. 1.1 1.2 1.3]
1.3000000000000003
3.0000000000000004
[1. 1.1 1.2]

(1,3 —1)/0,1 oram 3 yerine 3,0000000000000004 ¢ikt151 i¢in dizi dort elemanlidir ve son eleman b =
1,3 siurmin biraz sagindadir. Ondalik adim gerektiginde linspace kullanip nokta sayisini kendiniz
verin; arange fonksiyonunu tamsay1 adimlara saklayin.

Ornek 5.1 (Bir Polinomun Deger Tablosu). f(z) = 2> — 2z polinomunun [—2, 2] araligindaki esit
aralikl1 9 noktada deger tablosunu ¢ikariniz ve tablodan f’nin kéklerinin nerede oldugunu okuyunuz.

Cozim.

Dokuz nokta istendigi i¢in np. linspace(-2, 2, 9) kullaniriz; adim h = 4/8 = 0,5’tir. Bir dizi iizerine
yazilan x**3 - 2 * x ifadesi her elemana ayr1 ayr1 uygulanir; bunun ayrintilarini bir sonraki bolimde
gorecegiz. zip iki diziyi eleman eleman egler, f-string de sayilar1 hizali basar.

import numpy as np

X
y

np.linspace(-2, 2, 9)
X*¥*3 - 2 * x
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for xk, yk in zip(x, y):
print(f"{xk:6.2f} {yk:8.3f}")

Ciktr:
-2.00 -4.000
-1.50 -0.375
-1.00 1.000
-0.50 0.875
0.00 0.000
0.50 -0.875
1.00 -1.000
1.50 0.375
2.00 4.000

f stirekli oldugundan isaret degistirdigi her aralikta bir kokii vardir (bkz. Niimerik Analiz). Tablo
f(0) = 0 degerini dogrudan gésteriyor. Ayrica f, [—1,5; —1] araliginda —0,375’ten 1’e, [1; 1,5] arali-
ginda da —1’den 0,375’e gecerek isaret degistiriyor. Gercekten z3 — 2z = x (2% — 2) oldugundan
kokler 0 ve +1/2 ~ £1,414’tiir. Béyle bir tablo, ikiye bolme metoduna baslangi¢ araligi secmenin en
basit yoludur. m

Veri Turu

Bir dizinin biitiin elemanlar1 ayni tiirden oldugundan tiir, tek tek elemanlarin degil dizinin bir 6zelligidir
ve dtype niteliginde saklanir.

Tanim 5.5 (Veri Tiirit). Bir dizinin veri tiirii (dtype), elemanlarinin bellekte nasil kodlandigini ve her
birinin kag bayt tuttugunu belirler. En sik kullanilanlar int64 (64 bitlik isaretli tamsay1), float64 (IEEE
754 ¢ift duyarlikli kayan noktali say1), complex128 (gercel ve sanal kismi birer float64 olan karmagik
say1) ve bool (True ya da False) tiirleridir.

Yani float64 dizisinin her elemani, Python’in float tiiriiyle ayn1 64 bitlik makine sayisidir (bkz. Niimerik
Analiz). int64 ise Python’mn sinirsiz int tiiriinden farklidir: yalniz —2%3 ile 263 — 1 arasindaki tamsayilar
tutabilir.

np.array tiirii elemanlara bakarak kendisi secer. Elemanlar karisik tiirdeyse hepsini tasiyabilen ortak
ture yiikseltir: tamsayilarla ondalik sayilar birlikte float64, bunlarla karmasgik sayilar birlikte complex128
olur. Tamsayidan float64 tiiriine gecis ancak mutlak degeri 2°3’ii asmayan tamsayilar icin kesindir; daha
biiyiik tamsayilarin son basamaklar1 yuvarlanabilir (bkz. Python ile [lk Adimlar). Tiirii dtype argiimaniyla
kendimiz de verebilir, var olan bir diziyi astype ile bagka bir tiire cevirebiliriz.

import numpy as np

a = np.array([1, 2, 31)

b = np.array([1, 2.5, 3])
c = np.array([1, 2 + 1j])
print(a, a.dtype)
print(b, b.dtype)
print(c, c.dtype)

d = np.array([1, 2, 3], dtype=float)
print(d, d.dtype)
print(b.astype(int)) # ondalik kisim atilar

Ciktr:

[1 2 3] int64
[1. 2.5 3. ] float64
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[1.40.] 2.+1.j] complex128
[1. 2. 3.] float64d
[12 3]

astype yeni tiirde bir kopya iiretir. Ondaliktan tamsay1iya gecerken ondalik kisim yuvarlanmaz, atilir: 2,5
degeri 2 olur. Tirlerin siurlarim np.iinfo (tamsayilar) ve np. finfo (ondalik sayilar) verir.

import numpy as np

print(np.iinfo(np.int64) .max)
print(np.finfo(np.float64).eps)
print(np.finfo(np.float64) .max)

Cikt1:

9223372036854775807
2.220446049250313e-16
1.7976931348623157e+308

flk say1 263 — 1, ikincisi float64 i¢cin makine epsilonu olan 2752 (bkz. Python ile {lk Adimlar), ii¢iinciisii
de temsil edilebilen en bityiik sayidir (bkz. Niimerik Analiz).

Tamsay1 dizilerinin iki tuzagi

Tasma sessizdir. Python’in int tiirii istendigi kadar biiytiyebilir; ama int64 dizisindeki bir sonug
263 — 1’i agarsa NumPy hata vermez. Sonuc 254 modiiliine gore sarilir ve anlamsiz, hatta negatif bir
say1 ¢ikar (bkz. Niimerik Analiz).

import numpy as np

a = np.array([10])

print(a**18, a**19) # 10**19 int64'e sigmaz
print(10**19) # Python int'i sinirsizdir
Ciktu:

[1000000000000000000] [-8446744073709551616]
10000000000000000000

Tamsay1 dizisine yazilan ondalik say1 kesilir. Bir dizinin tiirti kurulurken belirlenir ve sonradan
degismez. Tamsayilarla kurulmug bir diziye ondalik bir deger atanirsa deger sessizce tamsayiya
kesilir.

import numpy as np

p = np.array([1, 2, 3]) # int64 dizisi

plO] = 0.75 # 0.75 sessizce 0'a kesilir
print(p)

q = np.array([1.0, 2, 3]) # float64 dizisi

q[0] = 0.75

print(q)

Cikt:

[0 2 3]
[0.75 2. 3. 1

Bir iterasyonun ara degerlerini saklayacaginiz diziyi bu ytizden bastan ondalik kurun: np.zeros(n)
yadanp.array([1.0, 2, 3]) gibi.
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Sekil ve Yeniden Sekillendirme

Ayni elemanlar farkl sekillerde okunabilir: on iki say1 bir satir, 3 X 4 bir matris ya da 2 x 2 x 3 bir tablo
olabilir. Dizinin verisine dokunmadan seklini degistirmek NumPy’da ¢ok sik basvurulan bir iglemdir.

Tanim 5.6 (Yeniden Sekillendirme). a.reshape(s),a dizisinin elemanlarini degistirmeden onlar1 yeni
s sekliyle okuyan diziyi verir; bunun i¢in s seklindeki sayilarin ¢arpimi a.size degerine esit olmalidir.
Elemanlar indeks demetlerinin sozliik sirasiyla, yani satir 6ncelikli (row-major, C order) sirayla yerlesir:
son indeks en hizly, ilk indeks en yavas degisir.

Yani np.arange(12).reshape(3, 4) once ilk satir1 0, 1, 2, 3 ile, sonra ikinci satir1 4, 5, 6, 7 ile doldurur;
tipk1 bir metni satir satir okur gibi. Sekil demetindeki sayilardan biri -1 yazlabilir; NumPy onu eleman
sayisindan kendisi hesaplar.

import numpy as np

a = np.arange(12)

A = a.reshape(3, 4)
print(A)
print(a.reshape(2, -1))

T = a.reshape(2, 2, 3)
print(T.shape, T[1, 0, 2])
print(A.T)
print(A.ravel())

# -1 yerine 12 / 2 = 6 hesaplanir

# transpoze, sekli (4, 3)
# yeniden tek boyut

Ciktr:
[[O® 1 2 3]
[ 4 5 6 7]
[ 8 910 11]]
[[fO 1 2 3 4 5]
[6 7 8 910 11]]
(2, 2, 3) 8
[[ © 4 8]
[ 1 5 9]
[ 2 6 10]
[ 3 7 11]]
[6 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11]

A.T, A matrisinin transpozesidir (bkz. Lineer Cebir); ravel ise diziyi satir 6ncelikli sirayla yeniden tek
boyuta indirir. U¢ boyutlu T dizisinde T[1, 0, 2] elemanmm 8 ¢ikmasinin nedeni agagidaki dnermedir.

Onerme 5.1 (Satir Oncelikli Sirada Konum). Sekli (ng, nq, ...,ny_1) olan bir dizinin (i, iy, ...,54_1)
indeksli elemana, satir oncelikli sirada (sayma 0’dan baglar)

D =19 N N Ng 1 + 1y NoyNg_y
ety oNg g T lg

konumundadir. Ozel olarak m x n bir matrisin (i, j) elemanip = in + j konumundadr.

Ispat.

Bir elemanin konumu, sozlitk sirasinda ondan once gelen indeks demetlerinin sayisidir.

Once matris durumunu gorelim. (i,j) demetinden once, ilk indeksi 0,1, ...,5 — 1 olan i tam satwr gelir;
her satirda n eleman oldugundan bunlar in tanedir. [lk indeksi i olanlar arasinda da (i,0), ..., (i, — 1)
olmak iizere j demet (i, j) ‘den once gelir. Toplam p = in + j eder.

Genel durumu d iizerinden tiimevarimla kuralim. d = 1 igin p = i, ’dw. d > 2 olsun. Ilk indeksi i\, ’dan
kiigiik olan demetler i, tane tam alt dizi olusturur ve her biri nyny---n,_; demet icerir. Ilk indeksi i,
olan demetler ise sekli (ny, ...,ny_4) olan bir alt diziyi olusturur ve kendi aralarinda yine sozliik sirasiyla
dizilir. Tiimevarim hipotezine gore (i, ...,1,_,) demetinden énce bu alt dizide

1Ny Ng_y o+ lg_9Ng 1 T g
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demet vardw. Iki sayiin toplami iddiadaki p’dir. m

Bu konum bilgisi bellekte de aynen gegerlidir. NumPy her eksen i¢in bir adim (stride) tutar: o eksende
indeksi bir artirmak i¢in bellekte kag bayt ilerlenecegi. 8 baytlik elemanlardan olusan 3 x 4 bir matriste
bir stitun saga gitmek 8, bir satir agag1 inmek 4 - 8 = 32 bayttir. Béylece A[i, j] elemani blogun bagindan
3244 85 = 8(4i + j) bayt otededir; bu, Onerme 5.1 ile bulunan konumun tam 8 katidur.

import numpy as np

A = np.arange(12).reshape(3, 4)

print("strides:", A.strides)

i, 3 =2,1

print("konum:", i * 4 + j, "eleman:", A[i, jl)

offset = 1 * A.strides[0] + j * A.strides[1]

print("bayt:", offset, "=", offset // A.itemsize, "eleman")

Ciktr:

strides: (32, 8)
konum: 9 eleman: 9
bayt: 72 = 9 eleman

bellekteki blok: 12 x 8 bayt

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88

satir 0 satir 1 satir 2

A = np.arange(12).reshape(3, 4)

0 1 2 3
eksen 0
32 bavt 4 5 6 7
+32 ba
4 A[2,1]=9
8 9 10 11 2:32 + 1-8 = 72 bayt

eksen 1: +8 bayt

Sekil 5.3: np.arange(12).reshape(3, 4) dizisinin verisi bellekte tek bir bloktur; sekil yalniz bu blogun

nasil okunacagini belirler. Satir 6ncelikli sirada 6nce 0. satirin dort elemanu, sonra 1. ve 2. satirmkiler gelir.

Bir siitun saga gitmek 8, bir satir asag1 inmek 4 - 8 = 32 bayt ilerlemektir; bu iki say1 dizinin strides
degeridir ve A[2, 1] elemamn blogun bagindan 2 - 32 + 1 - 8 = 72 bayt 6tede baglar.

Bir boyutlu bir dizi ne satir ne de siitun matrisidir; sekli yalnizca (3,) olur ve transpozesi kendisidir.
Lineer cebirdeki satir ve siitun matrisleri (bkz. Lineer Cebir) gerektiginde reshape ile acikca kurulur.

import numpy as np

X = np.array([5, 6, 0])

row = x.reshape(1l, -1)

col = x.reshape(-1, 1)

print(x.shape, row.shape, col.shape)

print(col)

print(x.T.shape) # 1B dizide transpoze bir sey degistirmez

Ciktr:
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(3,) (1, 3) (3, 1)
[[5]
[6]
[ol1]
(3,)

Ornek 5.2 (U¢ Boyutlu Bir Dizide Konum). T = np.arange(24).reshape(2, 3, 4) dizisinin T[1,
0, 2] elemaniny, diziyi yazdirmadan, Onerme 5.1 yardimiyla bulunuz.

Cozim.
Sekil (ng, nq,ny) = (2,3,4), indeks de (ig,i1,45) = (1,0,2) dir. Onermeye gére

p=ignng +ing+i;=1-124+0-44+2=14
olur. np.arange(24) dizisinin 14 numarali konumunda 14 sayist durdugundan T[1, 0, 2] elemam

14'tir. Kodla dogrulayalim; T[11, ilk indeksi 1 olan 3 x 4 alt diziyi verir.

import numpy as np

T = np.arange(24).reshape(2, 3, 4)

n®@, nl, n2 = T.shape

ie, i1, i2 =1, 0, 2

p=10 * nl * n2 + i1 * n2 + i2
print("formdl:", p, " dizi:", T[i0, i1, i2])
print(T[1])

Ciktr:

formil: 14 dizi: 14
[[12 13 14 15]

[16 17 18 19]

[20 21 22 23]]

14, bu alt dizinin ilk satirimin ii¢lincti elemanidir. m

5.6 Indeksleme ve Dilimleme

Listelerde bir elemana x[1] ile, bir parcaya x[basla:dur:adim] ile ulasiyorduk (Veri Yapilar: ve Compre-
hension). NumPy ayni sézdizimini her eksen i¢in ayr1 ayri, virgiille ayirarak kullanir.

import numpy as np

A = np.arange(20).reshape(4, 5)

print(A)

print("A[2, 3] =", A[2, 3])

print("A[-1, 0] =", A[-1, 0O]) # son satir, ilk situn

print("A[1] =", A[1]) # ikinci satirin tamami

print("A[:, 2] =", A[:, 2]) # Ucuncl sdtunun tamami
Ciktr:

[l 1 2 3 4]
[5 6 7 8 9]
[10 11 12 13 14]
[15 16 17 18 19]]

Al2, 3] =13

A[-1, 0] = 15
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Al1] [56 7 8 9]
Al:, 2] =1[ 2 7 12 17]

A[2, 3] tglincii satirin dordiincti elemanidir, yani matematikteki as,. Negatif indeksler sondan sayar.
Tek bir indeks verilirse ilk eksen secilir: A[1] ikinci satirin tamamidir. A[:, 2] yazimindaki : isareti “bu
eksende hepsi” demektir. A[2] [3] yazimi da ayni elemani verir, ama 6nce biitiin satir1 ayirip sonra iginden
sectigiicin A[2, 3] tercih edilir.

Tanim 5.7 (Cok Boyutlu Dilimleme). d boyutlu bir dizi, késeli parantez iginde virgiille ayrilmig en
cok d indeksle secilir. k-inc1 yerdeki indeks ya bir tamsay1 ya da basla:dur:adim biciminde bir dilimdir
(slice). Tamsayi, k ekseninde tek bir konumu secer ve bu ekseni sonugtan kaldirir. Dilim, k£ ekseninde
basla, basla + adim, ... konumlarini dur degerine varmadan secer ve ekseni korur. Yazilmayan sondaki
eksenler icin : (hepsi) varsayilir.

Yani tamsay1 indeks boyutu distiriir, dilim diigiirmez: A[1, :] (kisaca A[1]) ikinci satir1 sekli (5,) olan
bir boyutlu dizi olarak, A[1:2, :] ise ayni satir1 sekli (1, 5) olan bir matris olarak verir. Dilimin sinirlar
listelerdeki gibidir: basla dahil, dur harigtir; yazilmayan basla 0, dur eksenin sonu, adim 1 demektir. iki
boyutlu bir dilim, satirlar1 ve stitunlari esit araliklarla se¢ilmis bir alt matristir (bkz. Lineer Cebir).

Al1] Al 2]

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
5 6 7 8 9 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 15 16 17 18 19

sekil (5,) sekil (4,)

Al1:3, 1:4] Al:2, 2]

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
5 6 7 8 9 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 15 16 17 18 19

sekil (2, 3) sekil (2, 3)

Sekil 5.4: A = np.arange(20).reshape(4, 5) dizisinden dort secim. Tek bir tamsay1 indeks (A[1], A[:,
2]) o ekseni ortadan kaldirir ve bir boyutlu bir dizi verir; dilimler eksenleri korur. A[::2, ::2] her iki
eksende ikiger atlayarak secer.

import numpy as np
A = np.arange(20).reshape(4, 5)

print(A[1:3, 1:4])
print(A[::2, ::2])
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print(A[1, :].shape, A[1:2, :].shape)

print(A[::-1, 0]) # ilk sltun, ters sirada
Ciktr:
[[ 6 7 8]
[11 12 13]]
[[ 6 2 4]
[10 12 14]]
8p) (1L, 3)
[15 16 5 0]

Negatif adim siray: ters cevirir: A[::-1, 0] ilk siitunu agagidan yukariya okur. Dilimlere atama da
yapilabilir: A[0, :] = 0 ilk satir1 sifirlar, A[:, -1] = [1, 2, 3, 4] son situnu verilen degerlerle
doldurur. Atanan tek bir sayiysa secilen her konuma yazilir.

Ornek 5.3 (Satrang Tahtas1 Deseni). 8 x 8 bir tamsay1 matrisinde i + j toplamu tek olan (i, j) konum-
larina 1, otekilere 0 yazimiz (indeksler 0’dan baslar). Matrisi eleman eleman dolagan bir déngiiyle degil,
iki dilim atamasiyla kurunuz.

Cozim.
1 + j toplaminin tek olmasi icin indekslerden biri ¢ift, 6teki tek olmalidir. Cift indeksler : :2 dilimiyle

(0, 2, 4, 6), tek indeksler 1: :2 dilimiyle (1, 3, 5, 7) secilir. Dolayisiyla 1 yazilacak konumlar iki par¢adir:
cift satirlarin tek siitunlar: ve tek satirlarin ¢ift situnlari.

import numpy as np

Z = np.zeros((8, 8), dtype=int)

Zlas2, lgs2] = 1 # cift satir, tek situn
213382, 532] = il # tek satair, cift situn
print(Z)
Cikt1:
[[6>1 061010 1]
[L6O10606106010]
[61 061010 1]
[106106061010]
[61061060101]
[L610606106010]
[610610101]
[L6O10606106010]]

Sol iist kogedeki (0,0) konumunda 0 + 0 = 0 ¢ift oldugundan 0, onun sagindaki (0, 1) konumunda 1
durur. m

Ornek 5.4 (Bir Matrisi Bloklara Ayirmak). M, satir satir 1,2, ..., 16 sayilariyla doldurulmus 4 x 4
matris olsun. M matrisini dort tane 2 x 2 bloga ayiriniz:

Cozim.
Blok matris kavramu icin bkz. Lineer Cebir. Satirlar :2 (0 ve 1) ile 2: (2 ve 3) dilimlerine, siitunlar da
ayni bicimde ikiye ayrilir; her blok bir satir diliminin ve bir siitun diliminin kesigimidir.

import numpy as np
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M = np.arange(l, 17).reshape(4, 4)
M11, M12 = M[:2, :2], M[:2, 2:]
M21, M22 = M[2:, :2], M[2:, 2:]
print (M)
print(M11
print(M12
print(M21
print(M22

—~ o~ o~ —~

)
)
)
)

Ciktr:

[[ 1 2 3 4]
[ 5 6 7 8]
[ 9 10 11 12]
[13 14 15 16]]

[[1 2]

[5 6]1]

[[3 4]

[7 8]]

[[ 9 10]

[13 14]]

[[11 12]

[15 16]]
Ornegin M,,, ilk iki satirin son iki situnudur: (I; g). Bu bloklar kurulurken hicbir say1 kopyalanmaz;

bunun ne demek oldugunu bir sonraki kisimda goriiyoruz. m

5.7 Goruniim ve Kopya

Dilimleme hizlidir, ¢linkit NumPy secilen elemanlar1 kopyalamaz; yeni dizi eski dizinin belleginin bir
bolimiine bakar. Bu, listelerden aligtigimiz davranigin tersidir ve dikkat ister.

import numpy as np

a = np.arange(6)

s = a[l:4] # dizi dilimi: goérunim
s[0] = 100
print("a =", a)

lst = list(range(6))

t = lst[1:4] # liste dilimi: kopya
t[0] = 100

print("lst =", 1lst)

Cikt1:

a [ 01606 2 3 4 5]
st = [0, 1, 2, 3, 4, 5]

Liste dilimi yeni bir liste kurdugu icin st degismedi. Dizi dilimi s ise a ile ayn1 bellegi paylasir; bu ytizden
s[0] = 100 atamasi dogrudan a[1] elemanini degistirdi.
Tanim 5.8 (Goriiniim ve Kopya). Bir dizinin gériiniimii (view), kendi verisi olmayan ve bagka bir
dizinin belleginin bir boliimiint kendi sekli ve adimlariyla okuyan dizidir. Kopya (copy) ise verisi yeni
bir bellek bloguna yazilmis, 6ncekinden bagimsiz dizidir.
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Yani bir gériiniim tizerinden yapilan atama asil diziyi de degistirir, bir kopya tlizerinden yapilan degis-
tirmez. Temel dilimleme, . T ve mimkiin oldugunda reshape ile ravel goriiniim verir; copy(), astype ve
asagida gorecegimiz fancy ve boolean indeksleme ise kopya tiretir.

s = a[1:4]: goriiniim, ayni1 bellek

0 1 2 3 4 5

a = np.arange(6) 0 1 2 3 4 5
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
I I I
v M v

¢ = a[1:4].copy() 1 2 3 kopya: yeni bellek

Sekil 5.5: s = a[1:4] kendi verisi olmayan bir gériiniimdiir: a'nin 1, 2 ve 3 numarali hiicrelerine bakar, bu
ylizden s[0] = 100 atamas1 a[1]'i degistirir. ¢ = a[1:4].copy() ise ayni degerleri yeni bir bloga yazar;
c uzerinde yapilan degisiklik a'ya ulagmaz.

iki dizinin bellek paylasip paylasmadigini np.shares memory séyler. Bir gériiniimiin base niteligi de
verisini 6diing aldig1 diziyi gosterir; kendi verisi olan bir dizide bu nitelik None olur.

import numpy as np

a = np.arange(6)
s = al[l:4]
c = all:4].copy()

print(np.shares memory(a, s), s.base is a)
print(np.shares memory(a, c), c.base is None)
c[o] = -1

print("a =", a, " ¢ =", )

Cikti:

True True
False True
a=[012345] c=1[-1 2 3]
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Eski degeri saklamak i¢in copy kullanin

Listelerde x[ : ] bir kopya verir ve eski degeri saklamanin alisilmig yoludur. NumPy dizisinde ise x[ : ]
biitiin diziye bakan bir goriiniimdiir; dizi yerinde giincellenince “eski” deger de degisir.

import numpy as np

X = np.array([1.0, 2.0, 3.0])

x old = x[:] # listelerdeki gibi kopya sanilir
x[:] =x/ 2 # yerinde glincelleme
print(x old) # x old da degisti

y = np.array([1.0, 2.0, 3.0])

y old = y.copy() # gercek kopya
yl:1 =y /2
print(y old)
Cikti:
[0.5 1. 1.5]
[1. 2. 3.]

Iterasyonlarda bir dnceki adimin degerini x_old = x.copy() ile saklaymn. x = x / 2 gibi bir atama
yeni bir dizi kurup x adin1 ona baglar ve eski diziye dokunmaz; tehlike, x[:] = ... yadax += ...
gibi yerinde giincellemelerdedir.

Ornek 5.5 (Transpoze Bir Goriiniimdiir). A = np.zeros((2, 3), dtype=int) ve B = A.T olsun.
B[2, 0] = 5 atamasindan sonra A matrisi ne olur?

Coziim.
A.T veriyi kopyalamaz; ayni bellegi eksenlerin yerini degistirerek okur. Yani B[i, j]ile A[j, i] ayni
bellek hiicresidir. Dolayisiyla B[2, 0] = 5 atamasi A[0, 2] elemanini 5 yapar.

import numpy as np

A = np.zeros((2, 3), dtype=int)
B =A.T

B[2, 0] =5

print(A)

print(np.shares memory(A, B))

Ciktr:

[[06 0 5]
[0 0 0]]
True

Matematikte B = A yazip B matrisini degistirmek A’y1 etkilemez, ¢iinkii B yeni bir matristir.
NumPy’da bagimsiz bir transpoze gerekiyorsa A.T.copy () yazilir. B

5.8 Fancy Indeksleme

Dilimler yalnizca esit aralikli konumlar segebilir. Konumlari istedigimiz sirada, gerekirse tekrarlayarak
secmek icin indeks olarak bir tamsay: listesi ya da dizisi veririz.

Tanim 5.9 (Tamsay1 Dizisiyle Indeksleme). x bir boyutlu bir dizi, idx de tamsayilardan olusan bir
dizi ya da liste olsun. x[idx], k-1nc1 elemani x[idx[k]] olan ve sekli idx ile ayni olan yeni bir dizidir. Bu
secime fancy indeksleme (fancy indexing) denir.
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Yani x konumlardan degerlere, idx de konumlardan konumlara giden birer fonksiyon olarak distintiliirse
x[idx] dizisi x oidx bileskesidir. Indeksler tekrar edebilir, siralar1 serbesttir ve sonuc her zaman bir
kopyadir.

0 1 2 3 4 konum

x[idx] 40 10 40 20

idx 3 0 3 1

Sekil 5.6: x[idx] ile idx = [3, ©, 3, 1]:sonucun k-mci1 elemani x[idx[k]]'dir. Indeksler istenen sirada
verilebilir ve tekrar edebilir; 3 numarali konum iki kez secilmistir. Sonug, x'ten bagimsiz yeni bir dizidir.

import numpy as np

X = np.array([106, 20, 30, 40, 50])

idx = np.array([3, 0, 3, 1])

print(x[idx])

print(x[[0, -111) # ilk ve son eleman

A = np.arange(12).reshape(3, 4)
print(A[[2, 0]]) # Ucuncl ve birinci satir
print(A[[0, 1, 21, [3, 2, 1]11) # (0,3), (1,2), (2,1) elemanlaris

Ciktr:

[40 10 40 20]
[10 50]

[[ 8 9 10 11]
[0 1 2 3]]
[3 6 9]

Iki boyutlu bir dizide tek bir indeks listesi satirlar1 secer: A[[2, 0] iiciincii ve birinci satirlar1 bu sirayla
dizer. Iki indeks listesi verilirse NumPy onlari ¢ift ¢ift esler: A[[0, 1, 21, [3, 2, 1]] bir alt matris degil,
(0,3), (1,2) ve (2,1) konumlarindaki ii¢ elemandir. Segilen satirlarla siitunlarin biitiin kesigimlerinden
olusan alt matris i¢in np.ix kullanilir.

Ornek 5.6 (Bir Alt Matrisin Secilmesi). Asagidaki A matrisinde ikinci satir1 ve ikinci ile dordiincii
siitunlari silerek elde edilen alt matrisi (bkz. Lineer Cebir) NumPy ile bulunuz.

1
A=|-5
0

N = DN

0
3
1

~ o

Coziim.

Silinmeyen satirlar birinci ve {i¢linct, silinmeyen stitunlar da birinci ve ti¢iinciidiir; 0'dan sayinca satir
indeksleri [0, 2], siitun indeksleri de [0, 2] olur. np.ix (rows, cols) secilen satirlarla situnlarin
biitiin kesisimlerini alir. Ayni sonug once satirlari, sonra siitunlar secerek iki adimda da bulunur.
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import numpy as np

A = np.array([[1, 2, 0, 4],

[-5, 1, 3, 0],
e, 2, 1, 711)
rows = [0, 2] # kalan satirlar
cols = [0, 2] # kalan sutunlar
print(A[np.ix (rows, cols)])
print(A[lrows][:, cols]) # ayni sonug, iki adimda
print(A[rows, colsl]) # dikkat: yalniz (0,0) ve (2,2)
Ciktr:
[[1 o]
[0 171
[[1 o]
[0 1]]
[11]

Alt matris ( (1) (1)> ’dir. Bu 6rnekte A[::2, ::2] dilimi de ayni sonucu verirdi; ama silinen satir ve siitunlar

diizensiz oldugunda fancy indeksleme gerekir. Son satir tipik bir hatay1 gosteriyor: A[rows, cols]
indeksleri ¢ift ¢ift esledigi icin yalniz (0, 0) ve (2, 2) konumlarindaki elemanlar1 verir. m

Boolean indeksleme

Cogu zaman elemanlar1 konumlarina gére degil bir kosula gore se¢mek isteriz: pozitif olanlar, 3’e bola-
nenler, bir araliga diisenler. Bir dizinin bir sayiyla kargilastirilmas: her eleman icin ayr1 bir True ya da
False degeri uretir ve bu bool dizisi bir indeks olarak kullanilabilir.

import numpy as np

X = np.arange(l, 13)

mask = X % 3 == 0

print(mask)

print(x[mask])

print(x[(x > 4) & (x %2 == 1)]) # 4'ten buyuk tekler

print(x[~mask]) # 3'e bolunmeyenler
(

print("kac tane:", mask.sum())
Ciktr:

[False False True False False True False False True False False True]
[ 3 6 9 12]

[ 5 7 9 11]
[1 2 4 5 7 8 10 11]
kag tane: 4

Tanim 5.10 (Maske ve Boolean indeksleme). x ile ayn1 sekilde ve bool tiiriinde bir m dizisine maske
(mask) denir. x[m], x dizisinin m maskesinin True oldugu konumlardaki elemanlarini satir 6ncelikli sirayla
toplayan, bir boyutlu yeni bir dizidir. Maskeye atama, yani x[m] = c, yalniz bu konumlar1 degistirir.

Yani maske bir alt kiimeyi gosterir: S = {k : m;, = True} ise x[m] dizisi ), (k € S) elemanlarini sirayla
verir. Kogullar & (ve), | (veya) ve ~ (degil) islecleriyle birlestirilir ve her kosul paranteze alinir, ¢tinkii &
ile | kargilagtirmalardan 6nce uygulanir. True degeri 1, False degeri 0 sayildigindan mask.sum() kosulu
saglayan eleman sayisini verir.
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and, or ve not dizilerle ¢calismaz

Python’in and, or ve not sozciikleri tek bir dogruluk degeri bekler. Bir diziye uygulandiklarinda
NumPy dizinin biitiin olarak dogru mu yanlis m1 sayilacagina karar veremez ve hata verir.

import numpy as np

X = np.arange(1l, 13)
try:
print(x[x > 4 and x < 9])
except ValueError as e:
print("Hata:", str(e).split(".")[0]) # mesajin ilk climlesi
print(x[(x > 4) & (x < 9)1])

Cikt:
Hata: The truth value of an array with more than one element is ambiguous
[5 6 7 8]

Dizilerde her zaman &, |, ~ isleglerini ve parantezi kullanin.

Maskeye atama, bir kosulu saglayan elemanlar: topluca degistirmenin en kisa yoludur. Asagida —5 ile
5 arasinda rastgele tamsayilar tretip negatif olanlar1 sifirliyoruz. np.random.default rng(1) sabit bir
tohumla (seed) bir rastgele say: tireteci kurar; boylece kod her ¢alistiginda ayni sayilar ¢ikar. Ayrintilar
Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri bolimiinde gorecegiz. rng.integers(-5, 6, size=10)
cagrisy, Ust sinir hari¢ olmak iizere 10 tamsay1 liretir.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(1l)

y rng.integers(-5, 6, size=10)
print(y)
yly < 0] =0 # negatifleri sifirla
print(y)
Cikt1:

[6 6 3 5-5-4 4 5-3-2]
[6003500450 0]

Ornek 5.7 (Eratosthenes Kalburu ile Asallar). Veri Yapilari ve Comprehension béliimiinde listeyle

kurdugumuz Eratosthenes kalburunu bu kez bir bool dizisi tizerinde kurarak 100’e kadar olan asal sayilar:
bulunuz. Asagidaki sekil, ¢6ziimdeki kodun trettigi maskeyi 10 x 10 bir tablo olarak gosteriyor.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 32 83 84 35 86 87 38 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Sekil 5.7: Kalburdan sonra is_prime[1:].reshape(10, 10) maskesi: 1'den 100'e kadar sayilar satir satir
dizilmig, maskenin True oldugu 25 asal vurgulanmistir. 2 ve 5 disindaki asallarin hepsi 1, 3, 7 ya da 9 ile
biten stitunlarda durur.

Cozim.

Algoritma liste siiriimiindekiyle aynidir: p? < N olan her asal p igin p?, p? + p, p? + 2p, ... konumlar1
elenir. NumPy ii¢ yerde isi kisaltir. Birincisi, is_prime bir liste degil, np.ones(N + 1, dtype=bool) ile
kurulan ve biitiin elemanlar: True olan bir bool dizisidir. Ikincisi, dilime tek bir deger atanabildiginden
is prime[p * p::p] = False yazmak yeter; sag tarafta dilimle ayni uzunlukta bir liste kurmak
gerekmez. Uciinciisii, asallar bir comprehension ile toplanmaz; np.arange (N + 1) dizisinden dogrudan

maskeyle segilir.

import numpy as np

N = 100

is prime = np.ones(N + 1, dtype=bool)
is prime[:2] = False

for p in range(2, int(N**0.5) + 1):

if is prime[p]:

is prime[p * p::p]l = False
primes = np.arange(N + 1)[is prime]

print(primes)

print("asal sayisi:", primes.size)
print(is prime[l:].reshape(10, 10).astype(int))

Cikt1:

# 0 ve 1 asal degil

# p*p, p*p + p,

. elenir

[ 2 3 5 711 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89

971
asal sayisi:
[[611010
[101000

2

5
100 0]
1010]
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[60010000010]
[100000100 0]
[101000100 0]
[060100000610]
[10006060100 0]
[10100600010]
[60010000010]
[6000O00010060]]

Liste siirimiiyle ayni 25 asal bulunur. Son ¢ikti, maskenin 1'den 100’e kadar olan kisminin satir satir
10 x 10 okunusudur; sekildeki tablo da budur. m

Dizileri Birlestirme

Biiyiik dizileri ¢ogu zaman kiigiik parcalardan kurariz: vektorleri bir matrisin satirlar1 ya da stitunlar:
olarak yan yana koyar, blok matrisleri bloklarindan birlestiririz.

Tanim 5.11 (Bir Eksen Boyunca Birlestirme). np.concatenate([A, B, ...], axis=k), dizileri k
ekseni boyunca ug uca ekler. Dizilerin gekilleri ¥ digindaki buitiin eksenlerde ayni olmalidir; sonucun &
eksenindeki uzunlugu, parcalarin bu eksendeki uzunluklariin toplamidir.

Yani iki 2 x 3 matris axis=0 ile alt alta konup 4 x 3, axis=1 ile yan yana konup 2 x 6 bir matris verir. Bu
iki durumun kisa yollari np . vstack (dikey y1gma) ve np. hstack (yatay yigma) fonksiyonlaridir. np. stack
ise parcalar1 yeni bir eksen boyunca iist tiste koyar: iki 2 x 3 matristen sekli (2, 2, 3) olan bir dizi ¢ikar.

A B
1 2 3 7 8 9
4 5 6 10 11 12
np.vstack([A, B]) np.hstack([A, B])
1 2 3 1 2 3 7 8 9
4 5 6 4 5 6 10 11 12
eksen 0
7 8 9 >
eksen 1
10 11 2| sekil (2, 6)
sekil (4, 3)

Sekil 5.8: ki 2 x 3 dizi. np.vstack onlar1 0 ekseni boyunca alt alta koyar ve 4 x 3 bir dizi verir; np. hstack
1 ekseni boyunca yan yana koyar ve 2 x 6 bir dizi verir. Birlegtirilen eksen disindaki uzunluklar ayni
olmalidir.

import numpy as np

A = np.array([[1, 2, 3],
[4, 5, 611)
np.array([[7, 8, 9],
[10, 11, 121])
print(np.vstack([A, B]))

w
1l
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print(np.hstack([A, Bl))
print(np.concatenate([A, B], axis=1).shape)

print(np.stack([A, B]).shape) # yeni eksen: (2, 2, 3)
Cikt1:
[[1 2 3]
[ 4 5 6]
[ 7 8 9]
[16 11 12]]
[[1 2 3 7 8 9]
[ 4 5 6 10 11 12]]
(2, 6)
(2, 2, 3)

Bir boyutlu vektorlerle caligirken np. column_stack vektorleri siitun, np.vstack satir olarak dizer. Birles-
tirmenin tersi np.split fonksiyonudur: diziyi verilen konumlardan keserek parcalarinin listesini verir.

import numpy as np

X = np.array([1, 2, 3])

y = np.array([4, 5, 6])
print(np.column_stack([x, yl))
print(np.vstack([x, yI1))
print(np.split(np.arange(10), [3, 71))

Ciktr:

[[1 4]

[2 5]

[3 6]1]

[[1 2 3]

[456]]

[array ([0, 1, 2]1), array([3, 4, 5, 6]), array([7, 8, 91)]

np.split(np.arange(10), [3, 7]) diziyi 3 ve 7 numarali konumlardan keser; parcalar [0:3], [3:7] ve
[7:10] dilimleridir.

Ornek 5.8 (Vandermonde Matrisi). =z = (1,2,3,4) noktalar1 icin (i, ;) bileseni wf olan (i,j =
0,1,2,3) 4 x 4 Vandermonde matrisini siitunlarini yan yana koyarak kurunuz.

Coziim.

Matrisin siitunlar1  vektériiniin kuvvetleridir: z° = (1,1,1,1), z, 2% ve z3. Bir dizinin kuvveti
her elemana ayr1 uygulandigindan x**2 gibi ifadeler bu siitunlar1 dogrudan verir; np.column_stack
da onlar1 siitun olarak dizer. Sonucu NumPy’in hazir np.vander fonksiyonuyla karsilastiriyoruz;
increasing=True kuvvetlerin artan sirada dizilmesini ister. Karsilagtirmay1 yapan np.array_equal, iki
dizinin sekli ve biitiin elemanlar1 ayniysa True verir.

import numpy as np
X = np.array([1, 2, 3, 4])
V = np.column_stack([x**0, x, x**2, x**3])

print(V)
print(np.array equal(V, np.vander(x, increasing=True)))

Ciktr:
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[ 1 4 16 64]]
True

Bu matris, verilen noktalardan gegen polinomu bulma probleminin katsay1 matrisidir ve Polinomlar,
Interpolasyon ve Egri Uydurma béliimiinde yeniden karsimiza ¢ikacak. m

Ornek 5.9 (Blok Matrisin Transpozesi). Ornek 5.4 6rnegindeki 4 X 4 matris M ve bloklar1 verilsin.
np.block ile

Mt M
Mt = 11 M1
(Mfg M)

esitligini dogrulayiniz.

Cozim.

np.block, i¢ ige bir listeyle verilen bloklar1 blok matris diizeninde birlestirir; i¢ listeler blok satirlaridir.
Once bloklardan M matrisinin kendisinin geri geldigini, sonra transpoze bloklarla kurulan matrisin
M.T ile ayni oldugunu np.array equal ile kontrol ediyoruz.

import numpy as np

M = np.arange(l, 17).reshape(4, 4)

M11, M12 = M[:2, :2], M[:2, 2:]

M21, M22 = M[2:, :2], M[2:, 2:]

N = np.block([[M11, M12], [M21, M22]])
print(np.array equal(N, M))

MT = np.block([[M11.T, M21.T], [M12.T, M22.T]1])
print(np.array equal(MT, M.T))

print (MT)
Ciktr:
True
True
[[ 1 5 9 13]
[ 2 6 10 14]

[ 3 7 11 15]
[ 4 8 12 16]]

Iki kargilastirma da True verir. Kuralin nedeni sudur: transpoze, (i,5) konumundaki elemani (3, 1)
konumuna tasir. Bu, bloklarin yerini kdsegene gore degistirir (M, ile M, yer degistirir) ve her blogun
kendi i¢inde de transpozesini alir. m

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarin her birinin ¢6ziimii, kodu ve caligtirilmig ¢iktisiyla birlikte verilmistir; 6nce
kendiniz deneyip sonra karsilastirin.

Alistirma 5.1 (Esas Kosegen ve Iz). A = np.arange(1, 26).reshape(5, 5) matrisinin esas kosegenini
fancy indekslemeyle seciniz ve késegen elemanlarinin toplami olan izi hesaplayimiz.

Coziim.

Adim 1. Esas kégegen (bkz. Lineer Cebir) (0, 0), (1,1), ..., (4, 4) konumlaridir. Iki indeks dizisi ¢ift ¢ift
eslendiginden satir ve siitun indeksi olarak ayni k = np.arange(5) dizisini vermek tam bu konumlar1
secer.

Adim 2. Iz, secilen elemanlarin toplamudir; dizilerin sum metodu elemanlari toplar.
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Adim 3. Sonucu NumPy’1n hazir fonksiyonlariyla kargilastiririz: np.diag bir matrise uygulandiginda
kosegenini ¢ikarir, np. trace izi verir.

import numpy as np

A = np.arange(l, 26).reshape(5, 5)

k = np.arange(5)

d = Alk, K] # (0,0), (1,1), ..., (4,4)
print(d)

print("iz:", d.sum())

print(np.array equal(d, np.diag(A)), np.trace(A))
Cikt1:

[ 1 7 13 19 25]
iz: 65
True 65

Elle de kontrol edebiliriz: kdsegen elemanlari a;;, = 5k + k+ 1 =6k + 1 (k =0, ..., 4) oldugundan iz
147413419425 =65'tir. m

Alistirma 5.2 (Cerceve Matrisi). Kenarlarindaki elemanlar: 1, icindeki elemanlar1 0 olan 6 x 6 bir
tamsay1 matrisini tek bir dilim atamasiyla kurunuz ve matristeki 1'lerin sayisini bulunuz.

Coziim.

Adim 1. Biitiin elemanlar1 1 olan np.ones((6, 6), dtype=int) matrisiyle baslariz.

Adim 2. I¢ kisim, ilk ve son satir ile ilk ve son siitun disinda kalan 4 x 4 bloktur. Her iki eksende 1: -1
dilimi ilk ve son konumu disarida birakir; bu bloga 0 atariz.

Adim 3. 1'lerin sayisini elemanlarin toplamu verir.

import numpy as np

Z = np.ones((6, 6), dtype=int)
Z[1:-1, 1:-1] = 0O # icteki 4 x 4 blok
print(Z)
print("birlerin sayisi:", Z.sum())
Ciktr:

[[111111]

[1060001]

[1060001]

[100001]

[100001]

[111111]]

birlerin sayisi: 20

Sayim elle de yapilabilir: 36 elemandan 4 - 4 = 16 tanesi i¢ kisimdadir, geriye 36 — 16 = 20 eleman
kalir. m

Aligtirma 5.3 (Ondalik Adimin Eleman Sayis1). np.arange(0.1, 0.4, 0.1) ¢agrisinin ka¢ eleman
verdigini Tanim 5.3 tanimindaki formiille a¢iklayimiz.

Coziim.
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Adim 1. Tam aritmetikte N = [(0,4 — 0,1)/0,1] = [3] = 3 olur ve dizi 0,1; 0,2; 0,3 noktalarindan
olusur; 0,4 dahil degildir.

Adim 2. Makinede ise 0,1 ve 0,4 tam temsil edilemez. Cikarma ve bolme yuvarlama hatasi tagir ve
oran 3 degil, ondan biraz biiytk bir say1 ¢ikar. Yukar: yuvarlama bu durumda N = 4 verir.

Adim 3. Kodla gorelim; ayni araliktaki ti¢ noktay: giivenle veren linspace ¢agrisini da ekliyoruz.

import numpy as np

X = np.arange(0.1, 0.4, 0.1)
print(x, x.size)

print((0.4 - 0.1) / 0.1)
print(np.linspace(0.1, 0.3, 3))

Ciktr:

[0.1 0.2 0.3 0.4] 4
3.0000000000000004
[0.1 0.2 0.3]

Oran 3,0000000000000004 ¢iktig1 icin dizi dort elemanlidir ve digarida kalmas: gereken 0,4 de diziye
girer. np.linspace(0.1, 0.3, 3) ise nokta sayisin1 dogrudan verdigimiz i¢in bu sorunu yasamaz. B

Alistirma 5.4 (U¢ Boyutlu Bir Dizide indeks). T = np.arange(60).reshape(3, 4, 5) dizisinde 37
sayist hangi (g, 47, i) indeksinde durur?

Cozim.
Adim 1. np.arange(60) dizisinde 37 sayist 37 numarali konumdadir. Onerme 5.1 geregi sekil (3, 4, 5)
iken

37 =200y 4+5i; +iy, 0<i;<4, 0<iy<5b

olmalidir.

Adimm 2. 54, +1i, < 5-3+4 =19 < 20 oldugundan ¢;, 37'nin 20’ye bélimudiir: 37 = 20 - 1 + 17,
yani ¢y = 1.

Adim 3.Kalan 17 = 54, + i, ve 0 < i, < 5 oldugundan i, 17'nin 5’e bélimiidiir: 17 = 5 - 3 4 2, yani
1 =3 vei, = 2.

Adim 4. Bélme adimlarimi Python’mn divmod fonksiyonu (béliim ve kalani birlikte verir) ile yapip
sonucu dogrulariz. NumPy’mn np.unravel index fonksiyonu da tam bu déniisimi yapar; c¢iktisini
okunakli olsun diye Python tamsayilarina geviriyoruz.

import numpy as np

T = np.arange(60).reshape(3, 4, 5)

i0, r = divmod(37, 4 * 5)

il, i2 = divmod(r, 5)

print(io, il, i2)

print(T[i0, i1, i2])

print([int(t) for t in np.unravel index(37, T.shape)])

Ciktr:

132
37
[1, 3, 2]

37 say1s1 T[1, 3, 2] konumundadir. m
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Aligtirma 5.5 (Goriiniitm mii, Kopya m1?). a = np.arange(6) dizisindenb = a[::2] ve c = a[[1,
311 dizileri kuruluyor, ardindan b[0] = 100 ve c[0] = 200 atamalar1 yapiliyor. Bu atamalardan sonra a,
b ve c dizileri ne olur? Once kodu caligtirmadan tahmin ediniz.

Cozim.

Adim 1.b = a[::2] temel bir dilimdir, dolayisiyla bir gériiniimdiir: b dizisi a dizisinin 0, 2 ve 4 numaral
hiicrelerine bakar. b[0] = 100 atamas1 a[0] hiicresine yazar.

Adim 2. c = a[[1, 3]] fancy indekslemedir, dolayisiyla bir kopyadir: ¢ kurulurken 1 ve 3 degerleri
yeni bir bloga yazilir. c[0] = 200 atamas1 yalniz bu yeni blogu degistirir.

Adim 3. Buna gore a dizisinde yalniz ilk eleman 100 olur, b dizisi [100, 2, 4], c dizisi [260, 3] olur.
Kodla dogrulayalim.

import numpy as np

a = np.arange(6)

b = al::2]

c =all[l, 3]]
b[0] = 100

c[0] = 200
print("a =", a)
print("b =", b)
print(“c =", c)

)
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=
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w
N

5]

(@]
|
N
(<)
(<)
w

Alistirma 5.6 (Ugiin ya da Besin Katlar1). 1000’den kiiciik olup 3'e ya da 5’e béliinen dogal sayilarin
toplamini bir maskeyle hesaplayimiz.

Cozim.
Adim 1. np.arange(1000) ile 0,1, ..., 999 sayilarini kurariz; 0 toplam: degistirmez.
Adim 2. “3’e boluntr” kogulu x % 3 == 0, “5’e boliniir” kosulu x % 5 == 0 maskesidir. “Ya da” baglac1

| isleciyle kurulur ve her kosul paranteze alinir.

Adim 3. Maskeyle secilen elemanlar1 sum ile toplariz.

Adim 4. Sonucu icerme-digsarma ilkesiyle (bkz. Veri Yapilari ve Comprehension) denetleriz. n’yi
agmayan k’nin katlar &, 2k, ..., mk (m = |n/k|) oldugundan toplamlar1 k m(m + 1)/2’dir. Hem 3'iin
hem 5’in kat1 olanlar 15in katlaridir ve iki kez sayllmamalari icin bir kez ¢ikarilirlar. n = 999 i¢in m
swrasiyla [999/3] = 333, [999/5] = 199 ve |999/15| = 66 olur:

.334 199 -2 .
523.333233 L5 992 00_15'66 67

= 166 833 + 99500 — 33165 = 233 168.

import numpy as np

def multiples sum(k, n=999):
"""n'yi asmayan k'nin katlarinin toplami.
m=n// Kk
return kK *m * (m + 1) // 2
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X = np.arange(1000)

mask = (x % 3 ==0) | (x %5 ==0)
print(x[mask][:10])
print("toplam:", x[mask].sum())
print("“formul:", multiples sum(3) + multiples sum(5)
- multiples sum(15))
Cikt1:

[6 3 5 6 9 10 12 15 18 20]
toplam: 233168
formil: 233168

Maske ile formiil ayni sonucu, 233 168’1 verir. B

Alistirma 5.7 (Bir Permiitasyonun Tersi). perm = np.array([2, 0, 3, 1]) dizisi {0,1,2,3}
kiimesinin ¢ — perm][i] permiitasyonunu (bkz. Lineer Cebir) gostersin. Ters permiitasyonu tek bir fancy
indeksleme atamasiyla bulunuz.

Coziim.

Adim 1. Ters permiitasyon inv, her i icin inv[perm[i]] = i kosuluyla belirlenir: perm, i’yi perm[i]’ye
gotiirityorsa ters permiitasyon perm|[i]’yi i’ye geri gotiiriir.

Adim 2. Fancy indeksleme atamaya da uygulanir: inv[perm] = v atamasi her ¢ igin inv[perm[i]] =
v[i] yazar.v = np.arange(4) alinirsa Adim 1’deki kosulun hepsi tek satirda saglanir.

Adim 3. Dogrulama: y = x[perm] bir diziyi permiitasyona gore yeniden dizer; y[inv] ise eski siray1
geri getirmelidir. Ayrica np.argsort(perm), perm dizisini siralayan konumlar: verdigi i¢in o da tersi
bulmalidur.

import numpy as np

perm = np.array([2, 0, 3, 11)

inv = np.zeros like(perm)

inv[perm] = np.arange(perm.size) # inv[perm[i]] = 1
print("ters:", inv)

X = np.array([10, 20, 30, 40])

y = x[perm]

print(y, y[inv])

print(np.array equal(inv, np.argsort(perm)))

Cikt1:

ters: [1 3 0 2]
[30 10 40 20] [10 20 30 40]
True

Elle:0 — 2,1+ 0,2 = 3, 3 = 1 oldugundan ters permiitasyon 2 — 0,0 — 1,3 = 2,1 = 3, yani [1,
3, 0, 2] dizisidir. m

Alistirma 5.8 (Pascal Matrisi). (4, 5) bileseni (;) olan (j > i i¢in 0) 6 x 6 alt iiggensel Pascal matrisini,
her satirini bir 6nceki satirdan tek bir dilim toplamasiyla elde ederek kurunuz.

Cozim.

Adim 1. Pascal tiggenini Veri Yapilar1 ve Comprehension boliimiinde listelerle satir satir kurmustuk;
burada ayni kurali bir matrisin satirlarina uyguluyoruz. 1 < j < i i¢in Pascal 6zdesligi (bkz. Analiz 1)
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) =1. + )
j j—1 J
der. Ayrica her 7 i¢in ((’)) = 1’dir.

Adim 2. i-inci satirin 1, ..., ¢ konumlar:1 P[1, 1:i + 1] dilimidir. Sag taraftaki ilk terimler j — 1 =
0,...,4—1i¢inP[i - 1, 0:i],ikinci terimler j = 1,...,4i¢cin P[1i - 1, 1:i + 1] dilimidir. Bu ikinci
dilimin son elemani (i:.l) = (’dir ve matris sifirlarla baglatildig: i¢in zaten 0’dur.

Adim 3. {Ik siitunu 1 yapip satirlar sirayla doldururuz, sonra her bileseni math. comb ile karsilastiririz.
math.comb(i, j),j > ¢icin 0 verir.

import math
import numpy as np

n==6
P np.zeros((n, n), dtype=int)
P[:, 0] =1
for i in range(1, n):
# C(i, j) = C(i-1, j-1) + C(i-1, j), 1]
P[i, 1:1i + 1] = P[i - 1, 0:i] + P[i - 1,
print(P)
ok = all(P[i, j] == math.comb(i, j)
for i in range(n) for j in range(n))
print("math.comb ile ayni:", ok)

Ciktr:

[[l1 6 06 0 0 0]
[1 1 0 0 0 0]
[1 2 1 0 0 0]
[1 3 3 1 0 0]
[1 4 6 4 1 0]

[ 1 510 106 5 1]]
math.comb ile ayni: True

Satirlar Pascal iiggeninin satirlaridir; drnegin son satir 1,5, 10, 10, 5, 1 sayilari, yani (a + b)® agiliminin
katsayilaridir. m

12
3 4

u-(49

blok kosegen matrisini np.block ile kurunuz. Burada O uygun boyutlu sifir matrislerdir.

Alistirma 5.9 (Blok Késegen Matris). A = ( ) ve B = 515 olmak iizere

Cozim.

Adim 1. Ayni blok satirindaki bloklarin satir sayilari, ayni blok siitunundaki bloklarin siitun sayilari
esit olmalidir. Sag ustteki O, A ile ayni satir sayisina (2), B ile ayni siitun sayisina (3) sahiptir, yani 2 x
3 tipindedir; sol alttaki O da ayni nedenle 3 x 2 tipindedir.

Adim 2. B = 5], skaler matrisini 5 * np.eye(3, dtype=int) verir. Sifir bloklari np. zeros ile, tamsay1
turiinde kurariz.

Adim 3. Sonucun geklinin (2 + 3) x (2 4+ 3) = 5 x 5 oldugunu ve kdsegen bloklarinin dilimlerle geri
okundugunu kontrol ederiz.

import numpy as np

A = np.array([[1, 21,
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[3, 411)

B =5 * np.eye(3, dtype=int)

M = np.block([[A, np.zeros((2, 3), dtype=int)],
[np.zeros((3, 2), dtype=int), B]])

print (M)

print(M.shape)
print(np.array equal(M[:2, :2], A), np.array equal(M[2:, 2:]1, B))

Cikti:

[[1
[3
[0
[0
[0

(5, 5)

True True

UuUo oo h~N
© O Uuo o
o U oo
SHOFSROIS

Aligtirma 5.10 (Faktoriyel ve Tasma). np.prod(np.arange(l, n + 1)) ifadesi n! degerini int64
aritmetigiyle hesaplar (np . prod bir dizinin elemanlarini ¢arpar). Bu ifadenin yanlis sonug verdigi en kiicitk

n degerini math. factorial ile karsilagtirarak bulunuz.

Cozim.

Adim 1. int64 en cok 2% — 1 ~ 9,22 - 10'® degerini tutabilir. Carpim bu sinir1 astig1 anda sonug

sessizce sarilir.

Adim 2. 20! ~ 2,43 - 108 s altinda, 21! = 21 - 20! ~ 5,11 - 10'? ise iistiindedir. Bu yiizden ilk

hatali degerin n = 21 olmasini bekleriz.

Adim 3. n =18,...,22 i¢cin NumPy sonucunu, Python’in sirsiz tamsayilariyla tam hesap yapan

math.factorial ile karsilastiririz.

import math
import numpy as np

for n in range(18, 23):

p = np.prod(np.arange(1l, n + 1))

print(n, p, p == math.factorial(n))
print("int64 Ust siniri:", np.iinfo(np.int64).max)

Cikt1:

18 6402373705728000 True

19 121645100408832000 True

20 2432902008176640000 True

21 -4249290049419214848 False

22 -1250660718674968576 False

int64 Ust siniri: 9223372036854775807

n = 21 i¢in sonu¢ negatif c¢ikiyor: tahmin dogrudur. Biyiik tamsayilarla tam hesap gerektiginde

NumPy yerine Python’mn int tiirii ya da math modiili kullanilmalidir. m

Bu boliimde NumPy dizilerini kurmayi, sekillerini ve veri tiirlerini okumayi ve pargalarini se¢meyi gordiik.
Sekil yalniz verinin nasil okunacagini belirler; dilimleme gériiniim, fancy ve boolean indeksleme kopya
verir. Dizilerin asil giicii ise onlar tizerinde dongii yazmadan hesap yapmaktir. Bir sonraki bolim Vekto-
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rizasyon ve Broadcasting, evrensel fonksiyonlari, bir eksen boyunca toplamalar: ve farkli sekillerdeki
dizilerin birlikte nasil islendigini anlatiyor.
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6.1

6. Vektorizasyon ve Broadcasting

Matematikte bir fonksiyonu bir say1 kiimesinin her elemanina uygularken “her i i¢in y; = 2 — sinx,”

deyip geceriz; kimse bunu tek tek yazmaz. Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar bélimiinde ayni isi bir
for dongiisityle yapmistik. NumPy Dizileri bolimiinde ise dizileri kurmayi, sekillerini degistirmeyi ve
indekslemeyi 6grendik. Bu boliimde dizilerle dongii yazmadan hesap yapacagiz:

import math
import numpy as np

# DOonglyle: her eleman ayri ayri islenir
xs = [0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0]
ys = []
for v in xs:
ys.append(v**2 - math.sin(v))
print([round(v, 8) for v in ys]) # NumPy gibi 8 basamakla yazdir

# Vektorel: bitin dizi tek ifadeyle islenir
X = np.array(xs)

y = x**2 - np.sin(x)

print(y)

Ciktr:

[0.0, -0.22942554, 0.15852902, 1.25250501, 3.09070257]
[ 0. -0.22942554 0.15852902 1.25250501 3.09070257]

Iki hesap ayni sayilar1 verir, ama ikincisi matematikteki yazilisa cok daha yakindir. Bir dizinin biitiin
elemanlarini tek bir ifadeyle isleme teknigine vektorizasyon (vectorization) denir. Vektorel kod hem
kisadir hem de ¢ok hizlidir, ¢linkii elemanlar iizerindeki dongii Python yorumlayicisinda degil, NumPy’in
derlenmis C kodunda déner. Bélimiin ikinci bitytiik konusu broadcasting kurallaridir: sekilleri farkl iki
diziyi, 6rnegin bir matrisle bir satiri, kopya olusturmadan birlikte iglemeyi saglarlar.

Evrensel Fonksiyonlar

Vektorel hesabin yapi tasi, bir diziye eleman eleman uygulanan fonksiyonlardir.

import numpy as np

X = np.linspace(0, np.pi, 5)
print(x)
print(np.sin(x))

a = np.array([1, 2, 3, 4])
b = np.array([10, 20, 30, 40])

print(a + b, np.add(a, b)) # ayni islem, iki yazilis
print(a * b, a**2 / b)
print(np.maximum(a, 3)) # her i icin max(a[i], 3)
print(np.sqrt(a))

Ciktr:
[0. 0.78539816 1.57079633 2.35619449 3.14159265]

[0.00000000e+00 7.07106781e-01 1.00000000e+00 7.07106781e-01
1.22464680e-16]
[11 22 33 44] [11 22 33 44]
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[ 10 40 90 160] [0.1 0.2 0.3 0.4]
[3 3 3 4]
[1%% 1.41421356 1.73205081 2. ]

np.sin(x) bes elemanim besinin de siniisiinii verdi. Son deger sin m = 0 olmas1 gerekirken 1,22 - 1016
cikti: np.pi sayist 7w'nin kendisi degil, ona en yakin makine sayisidir (bkz. Python ile ilk Adimlar). Bu
kiigik sayiy1 da gosterebilmek igin NumPy ikinci satirdaki butiin diziyi bilimsel gosterimle yazdi. a + b
ile np.add(a, b) ayniislemdir; +, *, **, / islecleri NumPy dizilerinde arka planda bu fonksiyonlar1 ¢agirir.

Tanim 6.1 (Evrensel Fonksiyon). Ayni sekle sahip dizilere eleman eleman uygulanan ve sonucu yine
ayni sekle sahip bir dizi olarak veren NumPy fonksiyonuna evrensel fonksiyon (universal function,
kisaca ufunc) denir. Tek girdili bir ufunc f i¢in y = f(x) dizisinin elemanlar1 y, = f(x;), iki girdili bir g
icin z = g(z, y) dizisinin elemanlan z, = g(z;, y;) olur.

Yani bir ufunc, sayilar i¢in taniml bir fonksiyonu dizilere “kendiliginden” genisletir; dongiyi biz degil,
NumPy kurar. Girdi tek bir say1 da olabilir; o zaman sonug da tek bir sayidir. En sik kullanilanlar sunlardur:

Tir Evrensel fonksiyonlar

Aritmetik np.add (+), np.subtract (-), np.multiply (*),
np.divide (/), np.floor divide (//), np.mod (%),
np.power (**)

Ustel ve logaritma np.exp, np.log, np.log2, np.1loglo, np.sqrt

Trigonometrik np.sin, np.cos, np.tan, np.arcsin, np.arctan,
np.arctan2, np.hypot, np.sinh, np.cosh

Yuvarlama ve isaret np.abs,np.sign, np.floor, np.ceil, np.rint (en
yakin tamsay1ya)
Karsilagtirma np.maximum, np.minimum, np.greater (>),

np.less (<), np.equal (==)

Sik kullanilan np. round (verilen basamaga yuvarlama) ve np.isclose (yaklagik esitlik) da eleman eleman
caligir, ama ufunc degildir. Bu ylizden ufunc’larin birazdan gérecegimiz reduce, accumulate gibi yontem-
leri onlarda yoktur.

Python ile Ik Adimlar boliimiindeki math modiiliiniin fonksiyonlar1 ise yalniz tek bir say1 kabul eder:

import math
import numpy as np

x = np.linspace(0, 1, 3)

try:

math.sin(x) # math yalniz tek sayi kabul eder
except TypeError as err:

print("Hata:", err)

print(np.sin(x)) # np.sin dizinin her elemanina uygulanir
print(math.sin(0.5), np.sin(0.5))

Ciktr:

Hata: only 0-dimensional arrays can be converted to Python scalars
[0. 0.47942554 0.84147098]
0.479425538604203 0.479425538604203

Kural basittir: dizilerle ¢alisirken matematik fonksiyonlari np i¢inden alin. Tek bir say1 i¢in math.sin
ile np.sin ayni degeri verir.
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Gecersiz islemler hata vermez, nan ve inf tiretir

Python’damath.sqrt(-1) yadal / 0 hata verip programi durdurur. NumPy ise dizinin geri kalanim
hesaplamaya devam eder. Gegersiz sonucun yerine nan (“not a number”, say1 degil), sifira bélmede ya
da tagsmada inf veya -inf yazar ve yalmz bir RuntimeWarning uyarisi basar. Asagida np.errstate
bu uyarilar1 susturuyor ki ¢ikt: yalmiz sonuglari gostersin:

import numpy as np

X = np.array([4.0, 1.0, 0.0, -1.0])

with np.errstate(divide="ignore", invalid="ignore"):
r = np.sqrt(x)
1g = np.log(x)
inv =1/ x

print(r)

print(lg)

print(inv)

print(np.isnan(r), np.isfinite(1lg))

Cikt:
[ 2. 1. 0. nan]
[1.38629436 0. -inf nan]
[ .25 1. inf -1. ]

[False False False True] [ True True False False]

nan sonraki her isleme bulagir: nan + 1 de, nan iceren bir dizinin toplami da nan’dir. Siipheli sonuclar1
np.isnan ve np.isfinite ile ayiklayim; x == np.nan her zaman False verir.

Iki girdili ufunc’larin birkac yararl yéntemi de vardir. reduce islemi biitiin diziye art arda uygulayp tek
saylya indirir, accumulate ara sonuglar1 da tutar, outer ise biitiin (z;, y;) ciftleri icin tablo kurar:

import numpy as np

n = np.arange(1l, 8)

print(np.add.reduce(n)) #1+2+ ... +7
print(np.add.accumulate(n)) # kismi toplamlar
print(np.multiply.accumulate(n)) # 10, 2V, ..., 7!
print(np.multiply.outer(n[:4], n[:4]))

Ciktr:
28

[1 3 6 10 15 21 28]
[ 1 2 6 24 120 720 5040]

[l 1 2 3 4]
[2 4 6 8]
[ 3 6 9 12]
[ 4 8 12 16]]

np.multiply.accumulate ilk yedi faktoriyeli, np.multiply.outer ise kiiciik bir ¢arpim tablosunu tek
satirda verdi. Uygulamada np.add.reduce yerine esdegeri olan np.sum, np.add.accumulate yerine
np.cumsum yazilir; bunlari birazdan indirgeme islemleriyle birlikte gérecegiz.

Ornek 6.1 (Kartezyenden Kutupsal Koordinatlara). (1,1), (0,2), (—1,0), (—1,—1) ve (3,—4)
noktalarinin kutupsal koordinatlarini, yani r = /22 + y? uzakligini ve (—m, 7] araligindaki 6 agisim
dongii kullanmadan hesaplayin.

Cozim.

Apsisleri ve ordinatlar1 iki ayr1 dizide tutariz. 7 igin np.hypot(x, y) evrensel fonksiyonu \/z? + y?
degerini her nokta i¢in hesaplar. A¢iigin np.arctan(y / x) kullanamayiz. z = 0 olan (0, 2) noktasinda
sifira bolmiis oluruz. Ayrica arctan yalmz (—m /2, /2) araliginda deger aldigindan (—1,—1) ile (1,1)
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noktalarina ayni ag1y1 verir. np.arctan2(y, x) ise noktanin hangi bélgede olduguna da bakarak dogru
aglyl verir.

import numpy as np

X = np.array([1.0, 0.0, -1.0, -1.0, 3.0])

y = np.array([1.0, 2.0, 0.0, -1.0, -4.0]1)

r = np.hypot(x, y) # sqrt(x**2 + y**2)

theta = np.arctan2(y, x) # (-pi, pi] araliginda aci
print(r)

print(np.round(np.degrees(theta), 2))

# Geri donlsim: x = r cos(theta), y = r sin(theta)
print(np.allclose(r * np.cos(theta), x),
np.allclose(r * np.sin(theta), vy))

Ciktr:
[1.41421356 2. 1. 1.41421356 5. ]
[ 45. 90. 180. -135. -53.13]
True True

Agcilar derece cinsinden 45°,90°, 180°, —135° ve yaklasik —53,13°’dir. (—1, —1) noktast ii¢iincii bolgede
oldugu i¢in agis1 —135° ¢ikty, (1, 1) ile karigmadi. Son satir x = r cos 0 ve y = r sin 6 ile geri déniisiimiin
biitiin noktalar i¢in tuttugunu np.allclose ile dogruluyor. Bu fonksiyon iki dizinin eleman eleman
yuvarlama hatasi kadar yakin olup olmadigin siar. m

Indirgeme Islemleri ve axis Parametresi

Bir dizinin toplami, en biiyiik elemani ya da ortalamas: gibi sayilar, diziyi tek bir sayiya indirgeyen
islemlerle bulunur.

import numpy as np

v = np.array([3.0, -1.0, 4.0, 1.0, -5.0, 9.0])
print(v.sum(), v.prod(), v.mean()
print(v.min(), v.max(), v.argmin(
print(v.std(), np.median(v))
print(np.cumsum(v))

— —

, Vv.argmax())

Ciktr:
11.0 540.0 1.8333333333333333
-5.0 9.0 45
4.336537277085896 2.0
[ 30 20 BGo 7o 2o Lil.]

argmin ve argmax en kiiciik ve en bityiik elemanin degerini degil, indeksini verir: en bityiik eleman olan 9,
dizinin 5 numarali yerindedir. cumsum kismi toplamlari, std standart sapmay:1 verir. std varsayilan olarak
n’ye boler; 6rneklem standart sapmasiigin v. std (ddof=1) yazilir. Tamsay1 dizilerinde prod kolayca int64
smurint agar. NumPy Dizileri bolimiinde gérdigiimiiz gibi bu tasma sessizdir ve érnegin 21! negatif bir
say1 olarak cikar.

Cok boyutlu dizilerde ¢ogu zaman biitiin elemanlarin toplamini degil, satir ya da stitun toplamlarini isteriz.
Hangi eksen boyunca toplanacagini, yani NumPy Dizileri boliimiinde tanidigimiz eksenlerden hangisinin
kullanilacagini axis parametresi belirler.

Tanim 6.2 (Bir Eksen Boyunca Indirgeme). Sekli (ngy,n;,...,n ;) olan bir A dizisinin k£ numarali
eksen boyunca toplamy, A. sum(axis=k), k-inc1 indeks iizerinden toplanarak elde edilen dizidir. Bu dizinin
sekli, A’'nin seklinden n,, c¢ikarilarak bulunur. Bir matris (d = 2) icin A.sum(axis=0) dizisinin j’inci
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elemam } A, .,
i

A.sum(axis=1) dizisinin ’inci elemaniise ) . Aij olur. prod, mean, std, min, max, argmin

ve argmax da axis parametresini ayni anlamda kullanir. axis verilmezse biitiin elemanlar tizerinden tek

bir sonug hesaplanir.

Yani axis ile ad1 verilen eksen sonuctan kaybolur. Bir matriste axis=0 satir indeksi ¢’yi yok eder: her
siitun asag1 dogru toplanir ve stitun sayis1 kadar sonug ¢ikar. axis=1 ise siitun indeksi j’yi yok eder ve

her satirin toplamini verir.

A.sum(axis=0)

0 1 2 3
eksen 0 4 5 6 7
8 9 10 11

R

12 15 18 21

(3.4) = (4)

A.sum(axis=1)

0 1 2 3 —_— 6
4 5 6 7 —_— 22
8 9 10 11 —_— 38
eksen 1
(3.4)—3)

Sekil 6.1: A = np.arange(12).reshape(3, 4) matrisinde iki indirgeme. Solda axis=0: toplama 0. eksen
boyunca, yani satirlar tizerinden yapilir, her siitun tek sayiya iner (ilk siitun 0 + 4 + 8 = 12) ve sonug (4,)
seklindedir. Sagda axis=1: her satir tek sayiya iner (ilk satir 0 + 1 + 2 + 3 = 6) ve sonug (3,) seklindedir.

Adi verilen eksen sonuctan kaybolur.

import numpy as np

A = np.arange(12).reshape(3, 4)

print(A)

print(A.sum(axis=0)) # slttun toplamlari, sekil (4,)
print(A.sum(axis=1)) # satir toplamlari, sekil (3,)
print(A.sum()) # bitlin elemanlarin toplami
print(A.max(axis=0), A.argmax(axis=1))

print(A.sum(axis=1, keepdims=True))

print(A.cumsum(axis=1)) # kismi toplamlar, sekil (3, 4) korunur

B = np.arange(24).reshape(2, 3, 4)
print(B.sum(axis=1).shape, B.sum(axis=(0, 2)))

Ciktr:

0 1
4 5 6 7]
8 9 10 11]]
[12 15 18 21]

[ 6 22 38]

66

[ 8 910 11] [3 3 3]
[[ 6]

[
[
[
1

[22]
[38]]
[l 1 3 6]
[ 4 9 15 22]
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[ 8 17 27 38]]
(2, 4) [ 60 92 124]

keepdims=True verilirse kaybolan eksen silinmez, uzunlugu 1 olarak kalir: satir toplamlari (3,) yerine (3, 1)
seklinde bir siitun olarak gelir. Bu, birazdan gérecegimiz broadcasting ile birlikte ¢ok ige yarar. cumsum ve
cumprod ise indirgeme degildir: axis ile verilen eksen boyunca kismi toplamlar1 (¢arpimlari) hesaplarlar
ve dizinin seklini korurlar. Yukarida A. cumsum(axis=1) her satirin kismi toplamlarini verdi ve sonug yine
(3, 4) seklinde ¢ikt1. axis verilmezse dizi 6nce diizlestirilir; A. cumsum() 12 elemanli, tek eksenli bir dizidir.
Son satirda ti¢ boyutlu bir dizi var. axis=1 ortadaki uzunlugu 3 olan ekseni yok ettigi icin sonug (2, 4)
seklindedir. axis=(0, 2) ise iki ekseni birden yok eder.

Ornek 6.2 (Diirer’in Sihirli Karesi). Albrecht Diirer’in 1514 tarihli Melencolia I graviiriindeki

karesinde biitiin satir ve stitun toplamlarinin, iki kosegenin toplaminin ve dort 2 x 2 kose blogunun
toplamlarinin 34 oldugunu NumPy ile gosterin.

Cozim.

Satir toplamlar1 axis=1, siitun toplamlar1 axis=0 ile gelir. Késegen toplami izdir (np.trace). Ters
kosegen icin matrisi np. fliplr ile soldan saga ¢evirip izini aliriz. Dort koge blogu igin 4 x 4 matrisi
reshape(2, 2, 2, 2) ile dort indeksli bir diziye ceviririz. Yeni dizide Mij elemani, 7 = 2a + b ve
j = 2¢ + e olmak tizere (a, b, ¢, €) konumundadur. (a, ¢) hangi blokta oldugumuzu, (b, ) blok i¢indeki
konumu gosterir. Blok ici indeksler 1 ve 3 numarali eksenlerdir, bu ytizden onlar izerinden toplariz.

import numpy as np

M = np.array([[16, 3, 2, 13],
[5, 10, 11, 8],

[9, 6, 7, 12],
[4, 15, 14, 1]1])
print("satirlar :", M.sum(axis=1))
print("sttunlar :", M.sum(axis=0))
print("kosegen :", np.trace(M))
print("ters kos. :", np.trace(np.fliplr(M)))
print("ceyrekler :", M.reshape(2, 2, 2, 2).sum(axis=(1, 3)).ravel())
Ciktr:

satirlar : [34 34 34 34]
suitunlar : [34 34 34 34]
kdsegen 1 34
ters kos. : 34
ceyrekler : [34 34 34 34]

Hepsi 34’tiir. Bu say rastgele degildir: 1, 2, ..., 16 sayilarinin toplami 136’dir. Dort satirin toplami esitse
ortak deger zorunlu olarak 136/4 = 34 olur. Yani 1’den 16’ya kadar sayilarla kurulan her 4 x 4 sihirli
karenin sabiti 34’tiir. m

Ornek 6.3 (Basel Serisinin Kismi Toplamlari). S, = ZZ: Y k? kismi toplamlarinin hepsini n =
10%’ya kadar tek bir cumsum cagrisiyla hesaplayn. n = 10, 100, ..., 10® igin 72 /6 — S,, farkin1 yazdirip
farkin nasil kiigildiigiinii yorumlayin.

Coziim.
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Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar boliimiinde bu toplamlar i¢ ice dongilerle, her n icin bastan hesap-
lamistik. Simdi hepsini tek seferde buluruz. k = 1,2, ..., 10° dizisini np.arange ile kurariz. 1.0 / k**2
dizisi serinin terimlerini, bunun cumsum’t da biitin kismi toplamlar: verir. Python indeksleri 0’dan
basladig1 icin S,, degeri S[n - 1] konumundadir.

import numpy as np

10**6

np.arange(1l, N + 1)

np.cumsum(1.0 / k**2) # S[n - 11 =1+ 1/4 + ... + 1/n"2
arget = np.pi**2 / 6

N
k
S
t

for n in [10, 100, 1000, 10**4, 10**5, 10**6]:
gap = target - S[n - 1]
print(f"n = {n:>7} S n={S[n - 1]:.16f} "
f'fark = {gap:.3e} n * fark = {n * gap:.4f}")

Ciktr:
n = 10 S n = 1.5497677312 fark = 9.517e-02 n * fark = 0.9517
n = 100 S n = 1.6349839002 fark = 9.950e-03 n * fark = 0.9950
n 1000 S n = 1.6439345667 fark = 9.995e-04 n * fark = 0.9995
n = 10000 S n = 1.6448340718 fark = 1.000e-04 n * fark = 1.0000
n = 100000 S n = 1.6449240669 fark = 1.000e-05 n * fark = 1.0000
n = 1000000 S n = 1.6449330668 fark = 1.000e-06 n * fark = 1.0000

Son siitundakin - (72/6 — S,,) degerleri 1’e gidiyor, yani kalan yaklasik 1/n’dir. Bu, integral testinden
gelen
1 w2

<
n+1 6

-5, <

S|

kestirimiyle uyumludur (bkz. Analiz 2). Seri yavas yakinsar: bir milyon terimden sonra bile hata 10~¢
mertebesindedir. B

Boolean Maskeler ve np.where

Kargilagtirma iglecleri de evrensel fonksiyondur ve sonuglari True/False degerlerinden olusan boolean
dizilerdir. Boyle bir maskeyle eleman se¢meyi (x[mask]), kosullar1 & (ve), | (veya), ~ (degil) ile birlestir-
meyi ve mask.sum() ile saymay1 NumPy Dizileri bélimiinde gormiistiik. Maskenin sayag olarak birkag
kullanimi daha vardir:

import numpy as np

X = np.arange(-3, 4)

mask = x > 0

print(mask)

print(mask.sum(), mask.mean()) # True saylsl ve orani
print(np.any(x > 2), np.all(x > -5))

Cikt1:

[False False False False True True True]
3 0.42857142857142855
True True

True degeri 1, False degeri 0 sayildigindan mask.sum() kosulu saglayan eleman sayisini, mask.mean()
ise bunlarin oranini verir: yedi elemanin tigii pozitiftir ve oran 3/7 ~ 0,43’tiir. np.any en az bir elemanin,
np.all biitiin elemanlarin kosulu saglayip saglamadigini séyler.
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Parantezsiz kosul zinciri de hata verir

NumPy Dizileri boliimiinde and, or ve not sdzciiklerinin dizilerle calismadigini gérmistiik. Parantezi
unutmak da ayn1 hataya gotiiriir. & islecinin 6nceligi karsilagtirmalardan yiiksek oldugu icin x > -2
& x < 2ifadesix > (-2 & x) < 2 diye okunur. Bu bir zincirleme karsilastirmadir ve Python onu
iceride and ile ¢6zer. Yani yine bir dizinin biitiin olarak dogru olup olmadigini sormus oluruz:

import numpy as np

X = np.arange(-3, 4)

try:
X[x > -2 & x < 2] # parantez yok: -2 & x once hesaplanir
except ValueError as err:
print("Hata:", str(err).split(".")[0]) # mesajin ilk climlesi
print(x[(x > -2) & (x < 2)1) # dogrusu: her kosul parantez iginde
Ciktr:

Hata: The truth value of an array with more than one element is ambiguous
[-1 0 1]

Maskeyle eleman se¢mek diziyi kisaltir. Cogu zaman ise dizinin sekli korunsun, kosulu saglayan ve
saglamayan elemanlar farkli degerler alsin isteriz. Parcali tanimli fonksiyonlar tam olarak boyledir.

Tanim 6.3 (np.where ile Eleman Eleman Secim). c bir boolean dizisi, a ve b ayn1 sekle sahip diziler
ya da sayilar olsun. np.where(c, a, b) ¢agrisy, her ¢ igin

. = Jaic dogru ise,
k b;, diger durumlarda

elemanlarindan olusan z dizisini verir. Tek argiimanla cagrilan np.where(c) ise ¢’nin dogru oldugu
indeksleri dondiiriir.

Yani np.where, “eger ... ise ... degilse .. kalibinin eleman eleman caligan bigimidir. Ornegin

f(iL’)_ 1—.’1)2,|-’E|S1,
10, diger durumlarda

fonksiyonu tek satirda hesaplanir:

import numpy as np

x = np.linspace(-2, 2, 9)
f = np.where(np.abs(x) <=1, 1 - x**2, 0.0)
print(x)
print(f)
print(np.where(x > 0)) # tek argiman: kosulun dogru oldugu indeksler
print(np.where(x > 0, x, -x) == np.abs(x))
Cikt1:

[-2. -1.5 -1. -0.5 0. 0.5 1. 1.5 2. ]

[0. 0. 0. 0.75 1. 0.75 0. 0. 0. 1]
(array([5, 6, 7, 81),)

[ True True True True True True True True Truel]

Son satir, np.where(x > 0, x, -x) ifadesinin tam olarak mutlak deger oldugunu dogruluyor. Tek
argiimanli cagri bir demet dondiriir. Dizinin her ekseni igin bir indeks dizisi vardir, burada eksen tek
oldugu icin demetin tek elemani var.

Acik Matematik - acik-matematik.com 170 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

6.3 Boolean Maskeler ve np.where 171

Ornek 6.4 (Parcali Fonksiyonun Integrali). Yukaridaki f fonksiyonunun [—2, 2] araligindaki integ-
ralini, aralign n = 4000 esit parcaya bélen orta nokta toplamiyla hesaplayin ve kesin deger 4/3 ile
karsilagtirin.

Cozim.

h = (b — a)/n olmak tizere alt araliklarin orta noktalari m; = a + (¢ + 1/2)h, i = 0,1, ...,n — 1 nok-
talaridir. Orta nokta toplami A 3 0 f(m;)’dir (Riemann toplamu i¢in bkz. Analiz 2). Orta noktalarin hepsi
bir dizide, fonksiyon degerleri np.where ile, toplam da sum ile bulunur:

import numpy as np

n = 4000

a, b=-2.0, 2.0

h=1(b-a)/n

m=a + h * (np.arange(n) + 0.5) # alt araliklarin orta noktalari
f = np.where(np.abs(m) <=1, 1 - m**2, 0.0)

approx = h * f.sum()

print(approx, 4 / 3, abs(approx - 4 / 3))
Ciktr:
1.3333335 1.3333333333333333 1.66666666689963e-07

Kesin deger f_ll(l — x?) dz = 4/3’tiir. Hata yaklagik 1,67 - 10~"°dir. Hata yalniz f’nin sifir olmadig1
[—1, 1] aralifindan gelir. Orta nokta kuralinin bu araliktaki hatasi, araligin uzunlugu L olmak iizere
Lh? | f” | /24 formiilityle verilir. Burada L = 2, h? = 107® ve | f” | = 2 oldugundan bu formiil tam
olarak 1,67 - 10~" degerini verir. Kirllma noktalar1 41 1zgaranin diigiimlerine denk geldigi i¢in fazladan
bir hata da olugmad:. m

np.where iki kolu da hesaplar

np.where(c, a, b) cagrilmadan 6nce a ve b dizileri biitiinityle hesaplanir; secim ondan sonra
yapilir. np.where(x >= 0, np.sqrt(x), 0.0) yazinca karekok negatif sayilar icin de alinir. Sonug
dogru ¢ikar ama bir uyar1 basilir. Asagida np.errstate(invalid="raise") uyariy1 hataya cevirerek
bunu gériiniir kiliyor. Gegersiz degerler fonksiyona hi¢ gonderilmemelidir: ya girdi 6nceden diizeltilir
(np.maximum(x, 0))ya da ufunc’in where= parametresi kullanilir.

import numpy as np

X = np.array([-4.0, -1.0, 0.0, 1.0, 4.0])
with np.errstate(invalid="raise"): # uyariy1i hataya cevir
try:
y = np.where(x >= 0, np.sqrt(x), 0.0)
except FloatingPointError as err:
print("Hata:", err)

yl = np.sqrt(np.maximum(x, 0.0))
y2 = np.sqrt(x, out=np.zeros like(x), where=x >= 0)
print(yl)
print(y2)
Cikti:

Hata: invalid value encountered in sqrt
[0. 0. 0. 1. 2.]
[0. 0. 0. 1. 2.]
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172 Boliim 6. Vektorizasyon ve Broadcasting

Maskelerin giizel bir uygulamasi, bir olayin olasilifini rastgele denemelerle kestirmektir. [0,1) x [0, 1)
karesine diizgiin dagilimla nokta atarsak bir noktanin z2 + y? < 1 ceyrek dairesine diisme olasilig
alanlarin oran, yani /4 olur. Oyleyse iceri diisen noktalarin oraninin 4 kati  icin bir kestirimdir:

import numpy as np

rng = np.random.default rng(2024)

n = 1000
P = rng.random((n, 2)) # birim karede n nokta, sekil (n, 2)
inside = (P**2).sum(axis=1) <= 1.0 # ceyrek dairenin iginde mi?

print(inside[:8])
print(inside.sum(), 4 * inside.mean())

for n in [10**4, 10**5, 10**6]:
P = rng.random((n, 2))
print(n, 4 * np.mean((P**2).sum(axis=1) <= 1.0))

Ciktr:

[ True True False True True True True True]
776 3.104

10000 3.162

100000 3.1472

1000000 3.141404

rng.random((n, 2)) her satir1 bir nokta olan n x 2 bir dizi iiretir. (P**2).sum(axis=1) her noktanin
22 + 32 degerini verir, karsilastirma bunu maskeye cevirir ve mean icerideki noktalarin oranini hesaplar.
Noktalar iizerinde hi¢bir déngii yok; tek dongii, denenen n degerleri iizerindedir. Kestirim n biyiiditkge
m’ye yaklagir, ama yavas: hata kabaca 1/+/n ile kiiciiliir. Rastgele say1 iiretecini, bu hata hizin1 ve Monte
Carlo yontemlerini Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri béliimiinde ayrintil ele alacagiz.
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6.3 Boolean Maskeler ve np.where 173

@® iceride: 776 ® disarida: 224

Sekil 6.2: default_rng(2024) ile iiretilen ilk 1000 nokta. x* + y* < 1 maskesi 776 noktada dogrudur (mavi).
Ceyrek dairenin alani /4 oldugundan 4 - 776/1000 = 3,104 degeri 7 i¢in bir kestirimdir.

Ornek 6.5 (Kaydirilmis Maskelerle kiz Asallar). p ile p + 2 sayilarinin ikisi de asalsa bu cifte ikiz
asal cifti denir. Ikisi de 105°dan kiiciik olan ikiz asal ciftlerinin sayisini, Eratosthenes kalburunun maskesini
kaydirarak dongiistiz bulun.

Cozim.

Kalbur maskesini NumPy Dizileri béliimiindeki gibi kurariz; yalmiz N bu kez 10®dir. is_prime[p]
degeri p’nin asal olup olmadigini séyler. Python déngiisii yalmiz p < 1000 igin doner; asil is, yani
yaklagik 2,1 milyon silme, vektorel dilim atamalarinda yapilir.

Yeni olan kisim ikiz asallardir. is prime[:-2]1dilimip = 0,1,..., N — 3i¢inp’nin, is prime[2:] dilimi
ise ayn1 konumda p + 2'nin asal olup olmadigm sdyler. Iki dilim ayni uzunluktadir, bu yiizden & ile
birlesimleri tam olarak p ile p + 2’nin ikisinin de asal oldugu konumlarda True olur. np. flatnonzero,
tek argiimanli np.where gibi, maskenin True oldugu indeksleri verir.

import numpy as np

N = 10*%*6
is prime = np.ones(N, dtype=bool) #0, 1, ..., N -1 icin bayrak
is prime[:2] = False # 0 ve 1 asal degil

for p in range(2, int(N**0.5) + 1):
if is prime[p]:
is prime[p * p::p] = False # p*p, p*p + p, ... siliniyor
print(is prime.sum()) # N'den kiiglik asallarin sayisi
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174 Boliim 6. Vektorizasyon ve Broadcasting

twin = is prime[:-2] & is prime[2:] # twin[p]: p ve p + 2 asal m1?
first = np.flatnonzero(twin) # her ¢iftin kiglik elemani
print(first[:8], first[-2:1])

print(twin.sum())

Ciktr:

78498
[ 3 511 17 29 41 59 71] [999611 999959]
8169

106°dan kiiciik 78498 asal ve 8169 ikiz asal cifti vardir. Ilk sekiz ¢ift, Siniflar, Hata Yakalama ve Dosyalar
bélimiinde 80’e kadar deneme bélmesiyle buldugumuz (3, 5), (5, 7), ..., (71, 73) ciftleridir; sonuncusu
(999959, 999961)’dir. Orada her say1 ayr1 ayr1 sinaniyordu. Burada bir milyon sayinin hepsi tek bir &
islemiyle siandu. Ikiz asal ciftlerinin sonsuz sayida olup olmadig1 hala acik bir sorudur. m

6.4 Broadcasting

Simdiye kadar ya ayni sekildeki iki diziyi ya da bir diziyle bir say1y1 isledik. A + 5 yazinca 5 sayisi A’nin
her elemanina eklendi. Sekilleri farkli iki dizi icin de benzer bir kural vardir:

import numpy as np

A = np.arange(12).reshape(3, 4)
row = np.array([100, 200, 300, 400]) # sekil (4,)
col = np.array([[1000], [2000], [3000]]) # sekil (3, 1)
print(A + 5)
print(A + row)
print(A + col)
try:

A + np.array([1, 2, 3]) # sekil (3,)
except ValueError as err:

print("Hata:", err)

Cikti:

[[5 6 7 8]
[ 9 10 11 12]
[13 14 15 16]]
[[160 201 302 403]
[104 205 306 407]
[108 209 310 4111]]
[[1000 1001 1002 1003]
[2004 2005 2006 2007]
[3008 3009 3010 3011]]
Hata: operands could not be broadcast together with shapes (3,4) (3,)

(4,) sekilli row dizisi matrisin her satirina, (3, 1) sekilli col siitunu ise her siitununa eklendi. (3,) sekilli
bir dizi ise eklenemedi. Hangi sekillerin birlikte islenebilecegini asagidaki kurallar belirler.

Tanim 6.4 (Broadcasting Kurallar1). Sekilleri (ay,...,a,) ve (by,...,b,) olan iki dizi bir ufunc ile
birlikte islenirken su adimlar izlenir:

1. Kisa olan seklin soluna 1'ler eklenerek iki dizinin eksen sayusi esitlenir.

2. Sekiller sagdan sola eksen eksen karsilagtirilir. Her eksende iki uzunluk ya esit olmali ya da biri 1
olmalidir. Aksi halde igslem ValueError hatasi verir.

3. Sonucun her eksendeki uzunlugu iki uzunlugun biyiigiidiir. Uzunlugu 1 olan eksen, o uzunluga kadar
kopyalanmuis gibi davranir; bu kopyalar bellekte olusturulmaz.

Bu kurallara broadcasting (yayma) denir. Bir say1, sekli () olan bir dizi gibi islem goriir.
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6.4 Broadcasting 175

Yani kiigiik dizi, bityiik dizinin gekline “yayilir”. Uzunlugu 1 olan bir eksen istenen uzunluga kadar uzatilir,
eksik eksenler sola eklenir. Yukarida (3, 4) ile (4,) sekilleri uyumluydu: (4,) 6nce (1, 4) olur, sonra satir ii¢
kez kopyalanmug gibi davranur. (3, 4) ile (3,) ise uyumsuzdur, ¢iinki (3,) dizisi (1, 3) olur ve son eksende 4
ile 3 catigir. Iki dizi aymi anda da yayilabilir. (3, 1) ile (4,) sekillerinden (3, 4) sekilli bir sonug cikar:

0 0 1 2 3 0 1 2 3
10 5 + 5 = 10 | 11 | 12 | 13
20 5 5 20 | 21 | 22 | 23
a:(3,1) b:(4,) — (1,4) a+ b:(3,4)
— (3,4) — (3,4)

Sekil 6.3: Broadcasting ile (3, 1) sekilli a ve (4,) sekilli b toplanir. Once b'nin sekli soldan 1 eklenerek (1,
4) olur. Sonra uzunlugu 1 olan eksenler kars: tarafin uzunluguna uzatilir: a'min siitunu saga, b'nin satir
asag1 kopyalanmug gibi davranir. Kesikli ¢izilen kopyalar bellekte yoktur. Sonug, a + b ¢iktisindaki (3, 4)

sekilli dizidir.
import numpy as np
a = np.array([[0], [10], [20]1]) # sekil (3, 1)
b = np.arange(4) # sekil (4,)

print(a + b)

print(np.broadcast shapes((3, 1), (4,)))
print(np.broadcast shapes((5, 3), (3,)))
print(np.broadcast shapes((8, 1, 6, 1), (7, 1, 5)))

Cikt1:

[[lo 1 2 3]
[10 11 12 13]
[20 21 22 23]]

(3, 4)
(5, 3)
(8, 7, 6, 5)

np.broadcast_shapes bir hesap yapmadan yalniz sonucun seklini séyler. Kurallarin adim adim uygulanisi
sOyledir:

Birinci Ikinci Hizalanmusg sekiller Sonug
(3,1 4, (3, 1) ve(1,4) (3, 4)

(5,3) (3,) (5,3)ve(1,3) (5, 3)
(8,1,6,1) (7,1,5) (8,1,6,1)ve(1,7,1,5 (87 6,5)
(3,4) (3, (3,4) ve (1, 3) hata: 4 ile 3

Broadcasting’den yararlanmak i¢in ¢ogu zaman tek eksenli bir diziyi siitun ya da satir sekline cevirmek
gerekir. Bunun i¢in dizinin indeksine np.newaxis (ya da onun kisaltmasi olan None) yazilir. Bu, o konuma
uzunlugu 1 olan yeni bir eksen ekler:

import numpy as np

X = np.array([1l, 2, 31])
print(x.shape, x[:, np.newaxis].shape, x[np.newaxis, :].shape)
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print(x[:, None].shape, x.reshape(-1, 1).shape)
print(x[:, None] - x) # D[1i, j] = x[1] - x[]j]

(3,) (3, 1) (1, 3)
(3, 1) (3, 1)
[(re-1-2]

[1 0 -1]

[ 2 1 0]]
x[:, None] - xifadesinde (3, 1) ile (3,) sekilleri (3, 3) sekline yayilir ve D;; = x; — x; farklarinin tablosu
cikar. Bu “stitun eksi satir” kalibi, biitiin ¢iftler izerinden yapilan hesaplarin temelidir.

Ornek 6.6 (Carpim Tablosu). 1,2,...,9 sayilarinin 9 x 9 carpim tablosunu broadcasting ile kurun.
Tablonun elemanlar1 toplaminin (1 + 2 + - 4+ 9)% = 2025 oldugunu ve tablonun simetrik oldugunu
dogrulayin.

Coziim.

n dizisini siitun yapariz: n[:, Nonel (9, 1), n ise (9,) seklindedir. Carpimlar1 (9, 9) sekline yayilir ve

T;; = n;n; olur.
import numpy as np

n = np.arange(1l, 10) # sekil (9,)

T = n[:, None] * n # (9, 1) ile (9,) -> (9, 9)
print(T[:4, :6])

print(T.shape, T.sum(), n.sum()**2)

print(np.array equal(T, np.outer(n, n)), np.array equal(T, T.T))
Cikt1:
[l1 2 3 4 5 6]
[ 2 4 6 8 10 12]
[ 3 6 9 12 15 18]
[ 4 8 12 16 20 24]]

(9, 9) 2025 2025
True True

oldugundan iki toplam esit ¢ikti. np.outer ayni tabloyu kuran hazir fonksiyondur. Simetri 7' = T
esitligidir; T.T matrisin transpozudur. B

Ornek 6.7 (Bir Veri Matrisini Standartlastirma). Her satir1 bir élgiim, her siitunu bir degisken
olan 6 x 3 bir X veri matrisinde her stitundan o stitunun ortalamasin ¢ikarip sonucu siitunun standart
sapmasina boliin. Bu isleme standartlastirma, sonuglara z-degerleri denir. Elde edilen Z matrisinin her
siitununun ortalamasinin 0, standart sapmasinin 1 oldugunu dogrulayn.

Cozim.

Siitun ortalamalar1 X.mean (axis=0) ile gelir ve (3,) seklindedir. (6, 3) sekilli X ten ¢ikarilinca (1, 3)
sekline, oradan da (6, 3) sekline yayilir. Yani her satirdan ayni ortalama vektorii ¢ikarilir. Standart
sapmalara bélme de ayni bicimde ¢aligir:

Xij = #y

9

Z; =
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Ornek veriyi rng.normal ile iiretiyoruz. Bu ¢agri normal dagilimli rastgele sayilar verir: loc ortalamayn,
scale yayilimi (standart sapmayi) belirler. Burada ikisi de (3,) sekilli birer dizidir ve size=(6, 3) sekline
yayilir. Boylece her siitun kendi ortalamasi ve yayilimiyla tiretilir.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(7)
X = rng.normal(loc=[10.0, 50.0, -3.0], scale=[1.0, 8.0, 0.5],

size=(6, 3)) # 6 O0lcim, 3 degisken
mu = X.mean(axis=0) # sekil (3,): situn ortalamalari
sigma = X.std(axis=0) # sekil (3,): sltun std sapmalari
Z = (X - mu) / sigma # (6, 3) ile (3,) -> (6, 3)

print(np.round(X, 2))
print(np.round(Z, 3))
print(np.allclose(Z.mean(axis=0), 0), np.allclose(Z.std(axis=0), 1))

Ciktr:

[[10. 52.39 -3.14]
[ 9.11 46.36 -3.5 ]
[10.06 60.72 -3.25]
[ 9.38 53.92 -2.82]
[10.11 42.56 -3.01]
[10.7 39.25 -3.23]]
[[ 0.211 0.439 0.097]
[-1.512 -0.391 -1.623]
[ 0.325 1.587 -0.426]
[-0.99 0.65 1.61 ]
[ 0.413 -0.915 0.684]
[ 1.553 -1.37 -0.343]]
True True

Siitunlarin ortalamalari (yaklasik 10, 50 ve —3) ve yayilimlari ¢ok farkliydi. Standartlagtirmadan sonra
¢t de ayn 6lcege geldi. Ortalamalar yuvarlama hatasi kadar sifira yakin oldugundan karsilagtirmay
== ile degil np.allclose ile yaptik. B

(n,) ile (n, 1) ayn1 sey degildir

Broadcasting hata vermesi gereken bazi yerlerde sessizce ¢alisir. En sik goriilen durum, (n,) sekilli bir
vektorle (n, 1) sekilli bir siitunun farkidir. fkisi de “n elemanli bir vektér” gibi gériiniir, ama farklart
(n, n) sekilli bir tablo olur:

import numpy as np

y = np.array([1.0, 2.0, 3.0, 4.0]) # sekil (4,)
y hat = np.array([[1.1], [1.9], [3.2], [3.811) # sekil (4, 1)
r=y -y hat
print(r.shape) # (4,) beklenirken (4, 4)
r =y -y hat.ravel() # ya da y hat[:, 0]
print(r.shape, r)
Ciktu:
(4, 4)

(4,) [-6.1 0.1 -0.2 0.2]

Bir hesabimn sonucu beklenmedik bicimde biiytik ¢ikiyorsa ilk i ara sonuglarin .shape degerlerini
yazdirmaktir.
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Iki degiskenli bir fonksiyonu bir 1zgarada hesaplamak broadcasting’in en dogal kullanimudir. = degerleri
satir, y degerleri siitun yapilirsa F;; = f(z;,y;) tablosu tek ifadeyle gikar. Ayni tabloyu np.meshgrid ile
de kurabiliriz. Bu fonksiyon iki koordinat dizisini tam 1zgara sekline kopyalar; Matplotlib ile Grafik Cizimi
béliimiindeki es yiikselti egrileri ve ylizeyler bu dizileri kullanir.

import numpy as np

x = np.linspace(-1, 1, 5) # sekil (5,)

y = np.linspace(0, 1, 3) # sekil (3,)

F = x[np.newaxis, :]**2 + y[:, np.newaxis] # sekil (3, 5)

print(F)

X, Y = np.meshgrid(x, vy) # ikisi de sekil (3, 5)

print(X.shape, np.array equal(F, X**2 + Y))
Ciktr:

[[1. 0.25 0. 0.25 1. ]
[1.5 0.75 0.5 0.75 1.5 ]
[2. 1.25 1. 1.25 2. 11

(3, 5) True

Burada f(z,y) = 2% + y’dir. Tablonun satirlar1 y’ye, siitunlari 2’e karsilik gelir; meshgrid de varsayilan
olarak bu diizeni kullanir. Broadcasting stiriimii (3, 5) sekilli iki tam diziyi bellekte olusturmaz, bu yiizden
biiyiik 1zgaralarda daha az bellek harcar.

Ornek 6.8 (Bir Cemberin Icindeki Kafes Noktalari). z%+ y? < r? esitsizligini saglayan (z,y)
tamsay ciftlerinin sayis1 N(r) olsun. 7 = 10, 100, 1000 i¢in N (7)’yi broadcasting ile hesaplaymn ve 772
ile karsilastirin.

Cozim.

Kontrol Yapilar1 ve Fonksiyonlar bélimiinde N(r)’yi i¢ ice iki dongiiyle » = 20’ye kadar saymustik.
Simdi dongiilerin yerini bir tablo alir. Hem = hem y, —r, ..., r tamsayilarindan birini alir. k£ bu tamsa-
yilarin dizisi olsun. k[:, None]**2 + k**2 ifadesi (2r + 1) x (2r + 1) sekilli bir tabloda biitiin 22 +
y? degerlerini verir. Bunu 72 ile karsilastirip maskedeki True degerlerini sayariz:

import numpy as np

for r in [10, 100, 1000]:
k = np.arange(-r, r + 1) # sekil (2r + 1,)
inside = k[:, None]**2 + k**2 <= r**2 # sekil (2r+1, 2r+1)
N = inside.sum()
print(f"r = {r:>4} N(r) = {N:>7} pi r*2 = {np.pi * r**2:12.2f}"
" fark = {N - np.pi * r**2:8.2f}")

Ciktr:
r= 10 N(r) = 317 pi r"2 = 314.16  fark = 2.84
r= 100 N(r) = 31417 pi r*2 = 31415.93 fark = 1.07
r =1000 N(r) = 3141549 pi r*2 = 3141592.65 fark = -43.65

Orada birim karelerle gerekcelendirdigimiz N (r) ~ mr? yaklasimi ¢cok daha biiyiik r degerlerinde de
tutuyor: fark, 772 nin yaninda cok kiiciiktiir. Farkin biiyiime hizi1 Gauss cember problemi olarak bilinen
iinli bir ac¢ik sorudur. 7 = 1000 igin tablo yaklasik 4 milyon elemanlidir ve yine de bir anda hesaplanir.
u
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Uygulama: Uzaklik Matrisi

Broadcasting’in en ¢ok kullanilan uygulamalarindan biri, bir nokta kiimesindeki buitiin ¢iftlerin uzaklhk-
larini tek seferde hesaplamaktir. Diizlemde m nokta m x 2 sekilli bir P dizisinde, her satir bir nokta olacak
bicimde tutulsun. Oklid uzaklig1 (bkz. Analiz 4)

D;; = ”B - PJH = \/(P‘l —P)?+ (By — Py)?

7 (2

formiilityle verilir. Burada F,; ve F,, 7’inci noktanin iki koordinatidir. P[:, None, :] (m, 1, 2),
P[None, :, :]ise (1, m, 2) seklindedir. Farklar1 (m, m, 2) sekline yayilr: diff[i, j] dizisi F, — F;
vektoridiir. Son eksen tizerinden kareler toplanip karekok alininca (m, m) sekilli uzaklik matrisi gikar.

import numpy as np
from scipy.spatial.distance import cdist

rng = np.random.default rng(5)

P = np.round(10 * rng.random((6, 2)), 1) # 6 nokta, sekil (6, 2)
diff = P[:, None, :] - P[None, :, :] # sekil (6, 6, 2)

D = np.sqrt((diff**2).sum(axis=-1)) # sekil (6, 6)

print(P)

print(np.round(D, 2))
print(np.allclose(D, D.T), np.allclose(D, cdist(P, P)))

E = D.copy()
np.fill diagonal(E, np.inf) # kendisi aday olmasin
print(E.argmin(axis=1)) # en yakin komsular
Ciktr:
[[ 8.1 8.1]
[ 5.2 2.9]
[ 0.5 3.8]
[ 4.1 0.5]
[ 0.5 10. ]
[ 6.5 2.3]]
[[ ©. 5.95 8.73 8.59 7.83 6.02]
[ 5.95 0. 4.79 2.64 8.51 1.43]
[ 8.73 4.79 0. 4.88 6.2 6.18]
[ 8.59 2.64 4.88 0. 10.16 3. ]
[ 7.83 8.51 6.2 10.16 O. 9.761]
[ 6.02 1.43 6.18 3. 9.76 0. 1]
True True
[151121]

Matris simetriktir ve kdsegeni sifirdir. SciPy’in cdist fonksiyonu da ayni sonucu verdi. En yakin komguyu
bulmak icin her satirin kosegen disindaki en kiigiik elemaninin yerini arariz. Késegeni np.inf yaparsak
bir nokta kendisini secemez ve argmin(axis=1) her nokta i¢in en yakin komsunun indeksini verir.
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Y noktalar ve en yakin komsular DIi, j] = |P[i] - P[j]|
0 1 2 3 4 5
10| @4
0 0,00 5,95 8,73 8,59 7,83 6,02
0
[ ]
1 5,95 0,00 4,79 2,64 8,51 1,43
2 8,73 4,79 0,00 4,88 6,20 6,18
—
2 3 8,59 2,64 4,88 0,00 10,16 3,00
2
o 1
\ ° 4 | 783 8,51 6,20 10,16 | 0,00 9,76
5
\.
5 6,02 1,43 6,18 3,00 9,76 0,00

Sekil 6.4: Solda default_rng(5) ile tiretilen alti nokta; her ok bir noktadan en yakin komsusuna gider (1

ile 5 birbirinin en yakin komsusudur). Sagda broadcasting ile hesaplanan uzaklik matrisi D: uzaklik kiiciil-

ditk¢e hiicre koyulasir, her satirda késegen disindaki en kiigtik eleman cercevelidir. Cerceveli siitunlar
E.argmin(axis=1) sonucu olan [15 11 2 1] dizisidir.

Bu yontemin bir bedeli vardir: ara dizi diff m2d eleman tutar (d uzayin boyutudur). m = 10* nokta ve
d = 3 igin bu 3 - 108 say1, yani 2,4 GB bellek eder. Vektorizasyon hizi cogu zaman bellekle satin alir. Cok
biiyiik nokta kiimelerinde hesap parcalara boliiniir ya da cdist gibi ara dizi kurmayan hazir fonksiyonlar
kullanilir.

Dongii mii, Vektor mii?

Vektorel kodun daha hizli oldugunu soyledik; simdi bunu 6l¢elim. Python’un timeit modiili bir ifadeyi
bir¢ok kez calistirip siiresini 6lger. Bilgisayarda ayni anda ¢alisan bagka isler 6l¢iimii yalniz yavaglata-
bilecegi i¢in tekrarlarin en kiicigiinii almak adettir. Bir milyon saymin karelerinin toplamini {i¢ yolla
hesaplayalim:

import timeit
import numpy as np

n = 10**6
X = np.random.default rng(0).random(n)
xs = x.tolist() # ayni sayilar, Python listesi olarak

def sum squares index(a):
total = 0.0
for i in range(len(a)): # dizinin elemanlarina tek tek eris
total += a[i] * a[il
return total

def sum squares loop(values):
total = 0.0
for v in values:
total += v * v
return total

print(sum squares index(x), sum squares loop(xs), np.sum(x * x))
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def best time(f, number):
return min(timeit.repeat(f, number=number, repeat=7)) / number

t index = best time(lambda: sum squares index(x), 1)

t loop = best time(lambda: sum squares loop(xs), 1)

t vec = best time(lambda: np.sum(x * x), 10)
print(f"dizi Uzerinde dongu : {t _index * 1e3:6.0f} ms")
print(f"liste lzerinde dongu : {t loop * 1e3:6.0f} ms")

print(f"vektorel : {t vec * 1e3:6.1f} ms")
Ciktr:

333560.6157428297 333560.6157428297 333560.61574281874

dizi Uzerinde déngu : 128 ms

liste lzerinde dongu : 19 ms

vektorel : 1.4 ms

Ug yéntem de ayni toplami verdi. Déngiiniin sonucuyla np.sum’inki son basamaklarda farklidir. np.sum
sayilar1 gruplara ayirip dnce grup toplamlarim alir (ikili toplama), bu ytizden yuvarlama hatasi daha az
birikir. Stireler bu bélimiin yazildig: bilgisayarda ol¢iilmiistiir; sizin makinenizde farkli ¢ikacaktir, ama
oranlarm mertebesi genellikle benzer kalir. Vektorel toplam liste tizerindeki dongiiden yaklasik 14 kat,
dizi tizerindeki dongiiden yaklasik 90 kat hizlidir.

Dizi tizerindeki dongiiniin listeden bile yavas olmasi sasirtict gériinebilir. Bunun nedeni, a[i] ile her
erisimde NumPy’in makine sayisini bir Python nesnesine sarmak zorunda olmasidir. Déngii her elemanda
bu paketlemeyi, tiir denetimini ve yorumlayicinin igini tekrarlar. Vektorel kodda ise bu masraf dizi bagina
bir kez 6denir ve elemanlar tizerindeki dongii derlenmis kodda, bellekte art arda duran sayilar tizerinde
doner. Farkin n ile nasil degistigini gérmek icin 6l¢imi farkli boyutlarda tekrarlayalim. Tabloya bir de
np.vectorize ile “vektorlestirilmis” bir Python fonksiyonu ekleyelim:

import timeit
import numpy as np

def sum squares loop(values):
total = 0.0
for v in values:
total += v * v
return total

square = np.vectorize(lambda v: v * v)
rng = np.random.default rng(0)
print(" n dongu (s) vectorize (s) vektorel (s)")
for n in [10, 100, 10**3, 10**4, 10**5, 10**6]:
X = rng.random(n)
xs = x.tolist()
reps = max(1l, 10**5 // n)
times = []
for f in [lambda: sum squares loop(xs),
lambda: np.sum(square(x)),
lambda: np.sum(x * x)]:
t = min(timeit.repeat(f, number=reps, repeat=5)) / reps
times.append(t)
print(f"{n:>7} {times[0]:9.1e} {times[1]:11.1e}"
" {times[2]:11.1e}")

Ciktr:
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n dongll (s) vectorize (s) vektorel (s)

10 2.6e-07 5.7e-06 1.4e-06

100 2.0e-06 1.2e-05 1.4e-06
1000 2.0e-05 7.6e-05 2.0e-06
10000 2.1e-04 7.0e-04 5.0e-06
100000 2.0e-03 8.0e-03 1.6e-04
1000000 1.9e-02 8.4e-02 1.5e-03

stire (saniye)
-1

107 | »

liste iizegifide dongii

np.sum(x * x)

1077 n
10! 10° 10° 10? 10° 10°

Sekil 6.5: Zaman taramasi kodunun tablosu, iki ekseni de logaritmik dlcekte. Déngiintin stiresi n ile

dogru orantili butyiir (egim 1). Vektorel toplamin kii¢iik n i¢in yaklagik 1 mikrosaniyelik sabit bir baglangi¢

maliyeti vardir, bityiik n'de de dongiiden 10 ile 40 kat arasinda hizlidir. np.vectorize igeride yine

Python dongiisii calistirdigy icin diiz dongtiden de yavagtir. Sayilar makineye gére degisir; egrilerin bi¢imi
degismez.

Tablo ti¢ sey soyliyor. Birincisi, cok kiigik dizilerde (10 eleman) vektorel kodun yaklasik 1 mikrosaniyelik
sabit baslangic maliyeti dongiiden pahalidir; vektorizasyon biiyiik dizilerde kazandirir. Tkincisi, n > 103
i¢in vektorel kod yaklasik 10 ile 40 kat hizlidir. Vektorel egrinin 10# ile 10° arasindaki sicramasi, x * x ara
dizisi i¢cin bellek ayirma ve 6nbellek etkilerinden gelir; 6l¢timiin makineden makineye, hatta ¢aligtirmadan
calistirmaya en ¢ok degisen kismi budur. Ugiinciisii, np.vectorize hi¢ hizlandirmaz.

np.vectorize bir hizlandirma araci degildir

np.vectorize(f), tek say1 alan bir Python fonksiyonunu dizilere uygulanabilir hile getirir. Ama
bunu iceride bir Python dongiisiiyle yapar. Kodu kisaltir, ama yukaridaki tabloda goriildiigii gibi diiz
dongiiden bile yavastir. Gergek vektorizasyon, hesab1 ufunc’lar, dilimler, maskeler ve broadcasting ile
yeniden yazmaktur.

Uygulama: Sayisal Tiirev

Tiirev tanimundaki fark bolimii, kaydirilmis dizilerin fark: olarak tek satirda yazilabilir. [0, 27 araligini
16 esit parcaya bolen x,zq, ..., £14 noktalarinda y, = sinx, degerleri bilinsin ve h = 27/16 olsun.
np.diff(y) dizisi y;,; — v, farklarimi verir; bu farklar 17 degil 16 tanedir. y[2:]1 - y[:-2] ise y;,1 —
y;_4 farklaridir; bunlar i¢ noktalara aittir ve sayilar1 15'tir.
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import numpy as np

n =17
X = np.linspace(0, 2 * np.pi, n) # 16 esit alt aralik
h = x[1] - x[0]
y = np.sin(x)
d fwd = np.diff(y) / h # n - 1 deger
d cen = (y[2:] - y[:-2]) / (2 * h) # n - 2 deger, x[1:-1] icin
mid = (x[:-1] + x[1:]) / 2 # alt araliklarin orta noktalari
print(round(h, 4), len(d fwd), len(d cen))
print(np.abs(d fwd - np.cos(x[:-1])).max()) # sol uca yazilirsa
print(np.abs(d fwd - np.cos(mid)).max()) # orta noktaya yazilirsa
print(np.abs(d cen - np.cos(x[1:-1])).max()) # merkezi fark

Ciktr:
0.3927 16 15

0.19383917874071455
0.006289921998797743
0.025504641595567312

Hleri fark bolimii (y;,; — y;)/h, z; noktasindaki tiireve ancak O(h) dogrulukla yaklasir (bkz. Niimerik
Analiz). Ayni say1 z; ile x;,, arasindaki orta noktadaki tiireve ise O(h?) dogrulukla yaklasir. Yani
hangi degerin hangi noktaya ait oldugu, hesabin kendisi kadar 6nemlidir. Ayni 16 say1 sol uglara yazilinca
en bityiik hata 0,19, orta noktalara yazilinca 0,0063 ¢iktr. Merkezi fark formiilii (y;,, — y;_1)/(2h) i¢
noktalarda yine O(h?) dogruluk verir (bkz. Niimerik Analiz).

A O sol ucta: x[:-1]
1q @® orta noktada

Sekil 6.6: sin x fonksiyonunun [0, 27t] araligindaki 17 noktalik 1zgarada np.diff(y) / h ile bulunan 16

fark bolimii (h = 0,39). Degerler alt araliklarin sol u¢larina yazilinca (bos daireler) cos x egrisinin yarim

adim soluna kayar, en bilyiik hata 0,19 olur. Ayni sayilar orta noktalara yazilinca (dolu daireler) egrinin
iistiine oturur, en biiyiik hata 0,0063'e iner.

O Dizi iizerinde fark formiilii u¢ adimda

1. Noktalar1 bir x dizisinde kur ve h adimini belirle. Fonksiyon degerlerini tek ifadeyle hesapla: f(x),
f(x + h),...yadaizgaraday = f(x).

2. Formiilii kaydirilmus dizilerle yaz: 1zgarada y[1:1, y[:-1], y[2:] gibi dilimlerle, fonksiyon bilini-
yorsa f(x + h) - f(x - h) gibi ifadelerle. Birden ¢ok h degerini ayni anda denemek icin h’yi
sutun yap.

3. Sonucun hangi noktalara ait oldugunu belirle (x[1:-1], orta noktalar, ...). Kesin tiirev biliniyorsa
farkin mutlak degerinin en biiyiigiinii uygun axis lizerinden al.
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Ornek 6.9 (Merkezi Farkin Hatas1 ve Adim Boyu). f(z) = sin x i¢in merkezi fark formiilii ( f(x +
h) — f(z —h) ) /(2h) ile [0, 27] araligmndaki 201 noktada tirevi h = 10~",1072,10~% adumlariyla he-
saplayin. Her h icin en biiyiik hatay1 bulun ve hatanin h? ile orantih kiiciildiigiinii gésterin.

Cozim.

1. adim. x (201,) sekilli 1zgaradur. h ise (3, 1) seklinde bir siitun olarak kurulur.

2. adim. np.sin(x + h) ifadesinde (3, 1) ile (201,) sekilleri (3, 201) sekline yayilir. Boylece her satir bir
h degeri icin 201 noktadaki fark béliimlerini tutar.

3. adim. Sonug¢ x noktalarinin kendisine aittir. Kesin tiirev cos z’ten farkin mutlak degeri axis=1
boyunca, yani her h i¢in ayr1 ayr1 en biiyiige indirgenir.

import numpy as np

X = np.linspace(0, 2 * np.pi, 201) # sekil (201,)
h = np.array([le-1, 1le-2, 1le-3])[:, None] # sekil (3, 1)
D = (np.sin(x + h) - np.sin(x - h)) / (2 * h) # sekil (3, 201)
err = np.abs(D - np.cos(x)).max(axis=1) # sekil (3,)
for hk, ek in zip(h.ravel(), err):
print(f"h = {hk:.0e} en buyuk hata = {ek:.3e}"
f" h~2/6 = {hk**2 / 6:.3e}")
print(err[:-1] / err[1:])
Cikt1:
h = 1e-01 en bilyik hata = 1.666e-03 h"2/6 = 1.667e-03
h = 1e-02 en bilyik hata = 1.667e-05 h"2/6 = 1.667e-05
h = 1e-03 en biyik hata = 1.667e-07 h"2/6 = 1.667e-07
[99.95051153 99.99943903]
Merkezi farkin hatasi %2 7 (€)dir ve | f” | =|cos| < 1 oldugundan en biiyiik hata h?/6 civarinda

beklenir. Tablo bunu ¢ok iyi dogruluyor. h on kat kii¢iiliince hata yiiz kat kiiciilliyor (son satirdaki
oranlar), yani yontem ikinci mertebedendir. ~’yi ¢ok kii¢iiltmenin bir sinir1 da vardir, ¢iinkii bir nokta-
dan sonra yuvarlama hatasi baskin ¢ikar. Bunu Sayisal Tiirev ve Integral boliimiinde inceleyecegiz. m

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda dongi yerine ufunc’lar, indirgemeler, maskeler ve broadcasting kullanacagz.
Her ¢6ztim, kodu ve calistirilmis ¢iktisiyla birlikte verilmistir; dnce kendiniz deneyip sonra karsilagtirin.

o 4k?

Alistirma 6.1 (Wallis Carpimi). Wallis carpimi g = H 1 esitligini soyler (bkz. Analiz 2). W,, =
k=1 -

2 H:: L 4;%{1 kismi garpimlarini n = 10°’e kadar np.cumprod ile hesaplayin ve 7 — W, farkinin n ile

nasil kic¢ildigini bulun.
Coziim.

k bir tamsay: dizisidir, ama / bolmesi tamsay1 dizilerinde de float sonug verir; bu ytizden carpanlar
dogru hesaplanir. np. cumprod biitiin kismi ¢carpimlari verir; W, degeri W[n - 1] konumundadir.

import numpy as np

k = np.arange(1l, 10**5 + 1) #1, 2, ..., 1075
factors = 4 * k**2 / (4 * k**2 - 1)
W = 2 * np.cumprod(factors) # W[n - 1]: ilk n carpan

for n in [10, 100, 1000, 10**4, 10**5]:
gap = np.pi - W[n - 1]
print(f'n = {n:>6} Wn={Wn- 1]:.8f} "
f"fark = {gap:.3e} n * fark = {n * gap:.4f}")
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Ciktr:
n = 10 W n = 3.06770381 fark = 7.389e-02 n * fark = 0.7389
n 100 W n = 3.13378749 fark = 7.805e-03 n * fark = 0.7805
n = 1000 W n = 3.14080775 fark = 7.849e-04 n * fark = 0.7849
n = 10000 W n = 3.14151412 fark = 7.853e-05 n * fark = 0.7853
n = 100000 W n = 3.14158480 fark = 7.854e-06 n * fark = 0.7854

Son siitun n - (m —W,,) degerinin 0,7854 ~ 7/4 sayisina yaklagtigini gosteriyor. Yani m — W, ~

4—’dir. Wallis carpimi da Basel serisi gibi 1/n hiziyla, yavas yakinsar: 10 carpandan sonra bile hata
n

yaklagik 8 - 107%"dir. m

Aligtirma 6.2 (Situnlarin En Biiyiik Elemanlar1). rng = np.random.default_rng(3) ireteciyle
rng.integers(0, 100, size=(5, 4)) matrisini kurun. Her siitunun en biiyiik elemanini ve bu elemanin
bulundugu satirin indeksini déngii kullanmadan bulun.

Cozim.

Siitun boyunca indirgeme axis=0 ile yapilir. A.max(axis=0) en biiyiik degerleri, A.argmax(axis=0)
bunlarin satir indekslerini verir. Bir stitunda en biiyiik deger birden ¢ok kez gecerse argmax ilkinin
indeksini déndirir. Son satirda fancy indeksleme yaparak (bkz. NumPy Dizileri) Aij ; elemanlarin
aliyor ve sonucun en biiyiik degerlerle ayni oldugunu dogruluyoruz.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(3)

A rng.integers(0, 100, size=(5, 4))

print(A)

print(A.max(axis=0)) # her slUtunun en biliylik elemani
print(A.argmax(axis=0)) # bu elemanlarin satir indeksleri

cols = np.arange(A.shape[l])
print (A[A.argmax(axis=0), cols])

Cikti:

[[81 8 17 23]
[18 80 86 58]
[ 3 9 33 43]
[62 47 26 15]
[69 73 3 1111

[81 80 86 58]

[0111]

[81 80 86 58]

Siitunlarin en bityiikleri 81, 80, 86, 58’dir. Ilki 0 numaral satirda, diger {icii 1 numarali satirdadir. m

Alistirma 6.3 (Satirlar1 Normallestirme). Elemanlar1 negatif olmayan

W =

_= O N

1
3
1

D = =

matrisinin her satirini kendi toplamina bolerek satir toplamlari 1 olan bir P matrisi kurun. Béyle matris-
lere satir stokastik matris denir; Markov zincirlerinin ge¢is matrisleri bu tiirdendir.

Cozim.
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Satir toplamlar1 W.sum(axis=1) ile bulunur, ama bu (3,) sekilli bir dizidir. (3, 3) sekilli W’yi buna
bélersek (3,) dizisi (1, 3) sekline yayilir ve j’inci siitun s;’ye béliiniir; istedigimiz bu degildir. Toplam1
keepdims=True ile (3, 1) seklinde bir siitun olarak tutarsak ¢’inci satir s,’ye boluniir:

import numpy as np

W

np.array([[2.0, 1.0, 1.0],
[6.0, 3.0, 1.0],
[1.0, 1.0, 6.0]])
s = W.sum(axis=1, keepdims=True) # sekil (3, 1)

P=W/s # her satir kendi toplamina bolindr

print(s.ravel())

print(P)

print(P.sum(axis=1))

print(W / W.sum(axis=1)) # yanlis: j. sUtun s j'ye bolindr
Cikti:

[4. 4. 8.]

[[6.5 0.25 0.25 ]
[0. 0.75 0.25 ]
[0.125 0.125 0.75 1]

[lo o o]

[[6.5 0.25 0.125]
[0. 0.75 0.125]
[0.25 0.25 0.75 1]

Satir toplamlari 4, 4, 8'dir. P’nin her satirinin toplami 1 ¢ikti. Son ¢ikt: yanlig yolun sonucudur. Hata
vermedi, ¢linkii matris karedir ve gekiller uyumludur. Ama sonug, érnegin ilk satir1 (0,5; 0,25; 0,125),
istedigimiz matris degildir. m

Alistirma 6.4 (Sonucun Seklini Onceden Bulmak). A = np.ones((6, 1, 4)) ve B =
np.arange(5).reshape(5, 1) dizilerii¢in A + B toplaminin seklini broadcasting kurallariyla elle bulun,
sonra kodla dogrulayin.

Cozim.

1. kural. B’nin sekli (5, 1) iki eksenlidir; soluna 1 eklenince (1, 5, 1) olur.

2. kural. Sagdan sola karsilagtiririz: son eksende 4 ile 1, ortada 1 ile 5, ilk eksende 6 ile 1. Her ciftte ya
uzunluklar esit ya da biri 1'dir, yani sekiller uyumludur.

3. kural. Her eksende bitytik uzunluk alinir: sonug (6, 5, 4) seklindedir.

import numpy as np

A np.ones((6, 1, 4))

B np.arange(5).reshape(5, 1)

C=A+8B

print(C.shape, np.broadcast shapes(A.shape, B.shape))
print(C[0]) # C[i, j, kl =1 + B[], 0]

Ciktr:

[fdhe Lo
[2. 2.
[3. 3
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(TGN
SR
o
GRS

C[i, j, kI = A[i, 0, k] + B[j, 0] = 1 + j oldugundan her C[i] dilimi, j’inci satir1 1 + j olan
5 % 4 bir matristir. ®

Alistirma 6.5 (Isaret Degisimiyle Kok Araligi). f(z) = z® — 2z — 5 fonksiyonunu [—3, 3] araliginda
0,25 adimli 1zgarada hesaplayin ve isaretin degistigi alt araliklar1 dongii kullanmadan bulun.

Cozim.

np.sign(f) her degerin isaretini (—1, 0 ya da 1) verir. Komgu iki degerin isaretleri farkliysa ¢carpimlar
negatiftir: s[:-1] * s[1:] < 0 maskesi [z;,;,,] aralginda isaret degisimi olan ¢ indekslerinde
dogrudur. np. flatnonzero bu indeksleri listeler.

import numpy as np

X = np.linspace(-3, 3, 25) # adim 0.25
x¥*¥3 - 2 * x - 5
np.sign(f)
idx = np.flatnonzero(s[:-1] * s[1:] < 0)
print(idx)
for i in idx:
print(x[i]l, x[i + 11, f[i], f[i + 11)

Ciktr:

[20]
2.0 2.25 -1.0 1.890625

Isaret yalniz [2; 2,25] araliginda degisir: f(2) = —1 < 0, f(2,25) = 1,890625 > 0. f siirekli oldugun-
dan Ara Deger Teoremi (bkz. Nimerik Analiz) geregi bu aralikta bir kék vardir (bu kok yaklagik
2,0946°dir). Boyle bir aralik, ikiye bolme gibi kok bulma yontemleri i¢in iyi bir baslangigtir; bkz. Kok
Bulma ve Optimizasyon. B

Alistirma 6.6 (Izgarada Yerel Maksimumlar). f(z) = e ?/®sinz fonksiyonunu [0, 20] araliginda

0,01 adimli 1zgarada hesaplayin. Iki komgusundan da biiyiik olan i¢ 1zgara noktalarini déngii kullanmadan
bulun ve f’(z) = 0 kogulundan gelen kesin yerel maksimum noktalariyla karsilagtirin.

Cozim.

1. adim. Once kesin yerleri bulahm. f’(z) = e~*/° (cosz — ising ) oldugundan kritik noktalar
tanz = 5, yani ¢ = arctan 5 4+ k7 noktalaridir. Parantezdeki ifadenin tiirevi —sinz — %cos T’tir. k
ciftken sin z ve cos x pozitif oldugundan bu tiirev negatiftir. Yani f’ artidan eksiye gecer ve nokta bir
yerel maksimumdur (bkz. Analiz 2). k tekken ayni akil yiiriitme yerel minimum verir. [0, 20] araligina
arctan 5 + 2m bi¢imindeki maksimumlardan m = 0,1, 2 i¢in olanlar diser; m = 3 i¢in = &~ 20,22
araligin diginda kalir.

2. adim. Ayrik maksimumlar1 kaydirilmis dilimlerle buluruz. y[1:-1] i¢ noktalari, y[:-2] sol komsu-
lary, y[2:] sag komsulari hizalar. (y[1:-1] > y[:-2]) & (y[1:-1] > y[2:]) maskesi iki komsusundan
da biiyiik olan i¢ noktalarda dogrudur.

3. adim. Maske x[1: - 1] noktalarina aittir. Bu yiizden np . flatnonzero ile bulunan indekslere 1 ekleyip
x ve y icindeki indeksleri elde ederiz.

import numpy as np

X = np.linspace(0, 20, 2001) # adim 0.01
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y = np.exp(-x / 5) * np.sin(x)

peak = (y[1:-1] > y[:-2]) & (y[1l:-1] > y[2:]) # ic noktalar igin
i = np.flatnonzero(peak) + 1 # x ve y icindeki indeksler
print(x[i])

print(np.round(y[i], 4))

exact = np.arctan(5) + 2 * np.pi * np.arange(3)
print(np.round(exact, 4))

print(np.abs(x[i] - exact).max())

Ciktr:

[ 1.37 7.66 13.94]
[0.7451 0.212 0.0604]

[ 1.3734 7.6566 13.9398]
0.003413925875397794

Izgara ii¢ yerel maksimum buldu. Bunlarin kesin noktalardan en bityiik uzakligr yaklagik 0,0034 tiir,
yani yarim adimdan (0,005) azdir. Maksimum degerler her seferinde ayni oranda kiigiiliir: f(z + 27) =
e~27/5 f () oldugundan ardisik iki maksimumun orani e ~27/® & 0,285’tir. Gergekten 0,2120/0,7451 ~
0,285’tir. m

Alistirma 6.7 (Taylor Polinomunu Vandermonde Matrisigle Hesaplamak). e™” fonksiyonunun
0 etrafindaki ticiincii dereceden Taylor polinomu p(z) = ijo c;v?, ¢; = (—1)? /4! olsun. p’yi = =
0;0,25; 0,5; 0,75; 1 noktalarinda, V; = x] matrisini broadcasting ile kurarak hesaplayn ve | p(z) — e |

hatasin1 z* /24 siniriyla karsilastirin.

Cozim.

x[:, None] (5, 1), k = np.arange(4) ise (4,) seklindedir. x[:, None]**k ifadesi (5, 4) sekline yayilir
ve Vi, = x] kuvvetler tablosunu verir. Bu, NumPy Dizileri boliimiinde siitunlari yan yana koyarak
kurdugumuz Vandermonde matrisidir; broadcasting onu tek ifadeyle verir ve sonucu yine np.vander
ile karsilastirabiliriz. (4,) sekilli ¢ ile carpim satirlara yayilir. axis=1 boyunca toplam her nokta i¢in
Ej c;x; = p(x;) degerini verir.

import math
import numpy as np

X = np.linspace(0, 1, 5) # sekil (5,)
k = np.arange(4) # sekil (4,)
c = np.array([(-1)**j / math.factorial(j) for j in k])
V = x[:, None]**k # sekil (5, 4): V[i, j] = x 1i"j
p=(V* c).sum(axis=1) # p(x 1) = sum j c j x i%j
print(V)
print(np.array equal(V, np.vander(x, 4, increasing=True)))
print(p)
print(np.abs(p - np.exp(-x)))
print(x**4 / 24)
Cikt1:
[[1. 0. 0. 0. |
[1. 0.25 0.0625 0.015625]
[1. 0.5 0.25 0.125 ]
[1. 0.75 0.5625 0.421875]
[1. 1. 1. 1. 11
True
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[1. 0.77864583 0.60416667 0.4609375 0.33333333]
[0. 0.00015495 0.00236399 0.01142905 0.03454611]
[0. 0.00016276 0.00260417 0.01318359 0.04166667]

Taylor teoremine gore kalan Rq(z) = %m‘l’tﬁr (bkz. Niimerik Analiz). Burada f®*)(¢) = e € <1
oldugundan | R5(z) | < z*/24 olur. Son iki satir1 karsilastirinca her noktada gergek hatanin bu smirin
altinda kaldig1 gorilir. En buyiik hata = 1°de, 0,0345 < 0,0417°dir. m

Aligstirma 6.8 (En Yakin Nokta Cifti). rng = np.random.default rng(11) ireteciyle birim karede
rng.random( (200, 2)) noktalarini iretin. Birbirine en yakin iki noktay1 uzaklik matrisiyle bulun ve
sonucu i¢ ice iki dongiiyle dogrulayin.

Coziim.
Uzaklik matrisini broadcasting ile kurariz. Her ¢ift matriste iki kez gecer (D;; = D);) ve késegen sifirdr.

Bu yiizden kosegeni ve altim1 np.tril_indices ile np.inf yapariz; geriye yalmz ¢ < j ciftleri kalir.
D.argmin() diizlestirilmis dizideki indeksi verir, np.unravel index bunu (satir, siitun) ciftine ¢evirir.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(11)

P = rng.random( (200, 2)) # sekil (200, 2)

diff = P[:, None, :] - P[None, :, :] # sekil (200, 200, 2)

D = np.sqrt((diff**2).sum(axis=-1)) # sekil (200, 200)
D[np.tril indices(len(P))] = np.inf # 1 >= j ciftleri disarida

i, j = np.unravel index(D.argmin(), D.shape)
print(i, j, D[i, jI1)

# Kontrol: i¢ ice iki déngui, 19900 cift
best, pair = np.inf, None
for a in range(len(P)):
for b in range(a + 1, len(P)):
d = np.hypot(P[a, 0] - P[b, 0], P[a, 1] - P[b, 1])
if d < best:
best, pair = d, (a, b)
print(pair, best == D[i, j1)

Ciktr:

40 83 0.001200238111042671
(40, 83) True

En yakin cift 40 ve 83 numarali noktalardir; aralarindaki uzaklik yaklagik 0,0012’dir. Dongii aym ¢ifti
ve ayni uzakligr buldu, ama 19900 cifti tek tek dolagarak. Vektorel ¢oziim bunun i¢in 200 x 200 x 2
elemanli bir ara dizi kurdu. m

Alistirma 6.9 (Birim Kiirenin Hacmi). rng = np.random.default rng(42) iireteciyle [—1,1]3
kiipiinde 10¢ diizgiin dagilimli nokta iiretin. Birim kiirenin icine diisen noktalarin oranindan kiirenin
hacmini kestirin ve 47/3 ile kargilagtirin.

Coziim.

rng.uniform(-1, 1, size=(n, 3)) her satir1 kiipte bir nokta olan bir dizi tretir. (P**2).sum(axis=1)
<= 1 maskesi noktanin kiirenin i¢inde olup olmadigini soyler. Kiipiin hacmi 8 oldugundan kiirenin
hacmi yaklagik 8 - (igerideki oran)’dir.
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import numpy as np

rng = np.random.default rng(42)

n = 10**6
P = rng.uniform(-1, 1, size=(n, 3)) # [-1, 1]73 kipl, hacmi 8
inside = (P**2).sum(axis=1l) <= 1.0

V = 8 * inside.mean()
print(inside.sum(), V)
print(4 * np.pi / 3, abs(V - 4 * np.pi / 3))

Cikti:

523685 4.18948
4.1887902047863905 0.0006897952136091234

Bir milyon noktanin 523685’i kiireye diistii. Kestirim 4,18948, gercek deger 47/3 ~ 4,18879 ve fark
yaklagik 7 - 10~*’tiir. Bir noktanin kiireye diisme olasilig1 p = 7/6’dr. Icerideki noktalarin orani p
ise kestirim 8’dir ve standart sapmasi 8+/p(1 — p)/n ~ 4 - 10~%’tiir. Bulunan fark bu beklenen hata
diizeyinin rahatga i¢indedir. m

Alistirma 6.10 (Ikinci Tiirev I¢in Fark Formiilii). [0, 1] araliginda 0,01 adimli 1zgarada f(z) = €®
degerleri verilsin. I¢ noktalarda f”(z;) ~ (y;41 — 2y; + y;_1)/h? yaklasimini dilimlerle hesaplaym. En
bityiik hatay1 h2e/12 siniriyla karsilagtirm.

Coziim.

y[2:1,y[1:-1] ve y[:-2] dilimleri sirasiyla y;_ ;, y; ve y;_; degerlerini i¢ noktalar i¢in hizalar. Sonug
x[1:-1] noktalarina aittir ve 99 elemanlidir.

import numpy as np

X = np.linspace(0, 1, 101)

h = x[1] - x[0]
y = np.exp(x)
d2 = (y[2:]1 - 2 * y[1:-1] + y[:-2]) / h**2 # x[1:-1] noktalarinda

err = np.abs(d2 - np.exp(x[1:-1]))
print(len(d2), err.max(), x[1l:-1][err.argmax()])
print(h**2 / 12 * np.e)

Cikti:

99 2.242702939581065e-05 0.99
2.2652348570492043e-05

Formiiliin hatasi % (@) (¢)°dir (bkz. Niimerik Analiz). [0,1] araliginda f®*(z) = e* < e oldugundan
hata en ¢ok h?e/12 ~ 2,27 - 1075 olabilir. Bulunan en biiyiik hata 2,24 - 10~°’tir ve e%’in en biiyiik

oldugu sag uca yakin z = 0,99 noktasinda olusur. m

Bu bolumde dongiileri dizi islemlerine ¢evirmeyi 6grendik. Evrensel fonksiyonlar eleman eleman hesap
yapar, axis parametresi indirgemenin yoninii seger, maskeler ve np.where kosullar1 dongiisiiz isler.
Broadcasting ise sekilleri farkli dizileri kopyalamadan birlestirir. Siradaki NumPy ile Lineer Cebir boli-
miinde ayni dizileri matris ve vektor olarak ele alacak, matris ¢arpimu, lineer sistemler ve 6zdegerler icin
NumPy’in hazir araglarini kullanacagz.
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7.1

7. NumPy ile Lineer Cebir

Bilimsel hesaplamadaki problemlerin buiyiik ¢ogunlugu sonunda bir lineer cebir problemine déniisiir. Bir
diferansiyel denklemi sayisal olarak ¢ézmek, bir veri kiimesine egri uydurmak ya da bir optimizasyon
problemini ¢6zmek ¢ogu zaman bir Ax = b sistemini ¢6zmeye ya da bir matrisin 6zdegerlerini bulmaya
varir. Kagit iizerinde 3 x 3 bir sistemi Gauss yontemiyle birka¢ dakikada ¢6zeriz; bilgisayar 2000 x 2000
bir sistemi, bu bolimde 6l¢ecegimiz gibi, saniyenin onda biri kadar bir siirede ¢ozer.

NumPy’in numpy.linalg modilii bu hesaplar: onlarca yildir gelistirilen ve sinanan LAPACK kiitiipha-
nesine devreder. Bu boliimde Lineer Cebir notlarindan tanidigimiz islemleri (matris ¢carpimi, ters matris,
determinant, rank, 6zdegerler) NumPy ile yapacagiz. Tanimlar1 ve ispatlari yeniden anlatmayacagiz;
gerektiginde Lineer Cebir notlarina baglanti verecegiz. Dizilerin nasil kuruldugunu NumPy Dizileri,
eleman eleman iglemleri ve broadcasting’i Vektorizasyon ve Broadcasting bolumiinde gordiik.

Asil dikkatimiz, kayan noktali sayilarla hesap yapmanin getirdigi farklarda olacak. Tekil bir matrisin
determinanti 0 yerine 6,7 - 1078 ¢ikabilir; solve hicbir uyar1 vermeden bilesenleri 10*® mertebesinde
olan anlamsiz bir ¢6ziim dondiirebilir; ters matrisle ¢ozmek hem daha yavas hem de daha az dogrudur. Bu
olgular1 aciklayan kavram kosul sayisidir. Bolimi en kiiciik kareler problemi ve tekil deger ayrisimiyla
kapatacagz.

Matris Carpimi ve Temel Islemler

NumPy’da bir matris, iki eksenli bir dizidir: birinci eksen satirlari, ikinci eksen siitunlar sayar. Matema-
tikteki AB carpiminin Python’daki karsilig: @ islecidir.

import numpy as np

A = np.array([[1, 2],
[3, 411)
np.array([[0, 1],
[1, 011)

B

print(A @ B) # matris carpimi
print(B @ A) # sira degisince sonug degisir
print(A * B) # eleman eleman carpim: matris carpimi DEGIL

Cikt1:

[[2 1]
[4 311
[[3 4]
[12]]
[re 2]
[3 0]]

B matrisi A’y1 sagdan carpinca A’nin siitunlarinin, soldan carpinca satirlarinin yerini degistirir; bu
ytuzden AB # BA’dir. Son satirdaki A * B ise matris ¢carpimu degildir: karsilikli elemanlar: ¢arpar.

Tanim 7.1 (Matris Carpimui Isleci). A dizisinin sekli (m, n), B dizisinin sekli (n, p) olsun. A @ B ifadesi,
elemanlar1

(AB)ij = Z a’ikbkj
k=1

olan (m, p) sekilli diziyi verir. A’nin siitun say1s1 B’nin satir sayisina esit degilse islem ValueError hatasi
verir. np.matmul(A, B) ayni islemin fonksiyon bi¢imidir.
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Yani @, Lineer Cebir notlarindaki matris carpiminin ta kendisidir. Asagidaki sekil bu boyut kuralini
gosteriyor: ¢carpimin her elemani, A’nin bir satir1 ile B’nin bir sitununun i¢ ¢arpimidir.

by;

A:(3,4) B: (4,2) C:(3,2)

Cij = ailblj + ai2b2j + ai3b3j + ai4b4j

i¢ boyutlar esit olmali: Anin 4 siitunu, B'nin 4 satir

Sekil 7.1: A @ B i¢in boyut kurali: (3, 4) sekilli A ile (4, 2) sekilli B'nin ¢arpimu (3, 2) sekillidir. Cnin i. satur,
Jj. situndaki elemani, A'nin i. satir1 ile B'nin j. siitununun i¢ ¢arpimidir. Bu yiizden A'nin siitun sayis1 B'nin
satir sayisina esit olmak zorundadir.

Yildiz isareti matris carpimi degildir

A * B, aym sekilli iki diziyi eleman eleman carpar. Sekiller farkliysa broadcasting kurallar1 devreye
girer ve hicbir hata almadan beklenmedik bir sonug elde edilebilir: 6rnegin (3, 3) sekilli A ile uzunlugu
3olan vicin A * v hata vermez ama Av degildir. Matematikte AB yazdigimiz her yerde kodda A @ B
yazilir. Eski kodlarda goriilen np.dot (A, B) iki eksenli dizilerde ayni sonucu verir; np.matrix smifi
ise artik 6nerilmez ve yeni kodda kullanilmaz.

Tek eksenli bir dizi ne satir ne de siitun vektoriidiir; yalnizca bir say: listesidir. @ isleci onu baglama gore
yorumlar: A @ v carpiminda v bir siitun vektorii, w @ A carpiminda w bir satir vektorii gibi davranir. Aym
uzunluktaki iki vektoriin u @ v garpimu ise standart i¢ carpimdir. Transpoz A. T ile alinir.

import numpy as np

A = np.array([[2, -1, O],
[1, 3, 41]) # 2 x 3 matris

v = np.array([1, 0, -2]) # uzunlugu 3 olan vektor

w = np.array([1, 11) # uzunlugu 2 olan vektor

print(A @ v) # A v: v situn gibi davranir

print(w @ A) # w”T A: w satir gibi davranir

print(v @ v) # ic carpim: 1 + 0 + 4

print(A.T.shape) # transpoz

print(A @ A.T) # 2 x 2 ve simetrik

print(np.trace(A @ A.T)) # kosegen toplami (iz)
Ciktr:

[ 2-7]

[3 2 4]

5

(3, 2)

[[5-1]
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[-1 26]]
31

AAT her zaman simetriktir, ciinkii (AAT)T = (AT)TAT = AATdir. np.trace koésegen eleman-
larin toplamuini, yani izi verir. m X n birim matris np.eye(n) ile, bir kare matrisin k. kuvveti
np.linalg.matrix_power(A, k) ile kurulur.

Ornek 7.1 (Fibonacci Sayilar1 ve Matris Kuvveti). Fibonaccisayilari iy =0, F} =1ve F, ., = F, +

E,_; ile tanimlanir. Q) = 1 é) matrisinin kuvvetlerini kullanarak Fj, ve Fj, sayilarini hesaplayiniz.
Coziim.
Once n > 1 icin

F F
n __ n+1 n

oldugunu timevarimla gérelim. n = ligin F; = 1, F; = 1, Fj = 0 oldugundan esitlik dogrudur. Esitlik

n i¢in dogruysa
E .+ E F E_, F
n+l _ OHne) — n+1 n “n+l | _ n+2 “n+l
@ _QQ_<Fn—l—Fn1 F>_(F+1 F)

n n n

olur. Demek ki E,, @™’ nin birinci satir, ikinci siitundaki elemanidir; Python’da bu eleman [0, 1]
indeksiyle okunur.

import numpy as np

Q = np.array([[1, 1T,
[1, 011)
print(np.linalg.matrix power(Q, 10))

Q100 = np.linalg.matrix power(Q, 100)
print(Ql00[0, 1]) # int64 tasti!

Q obj = Q.astype(object) # elemanlar Python tamsayisi olur
print(np.linalg.matrix power(Q obj, 100)[0, 1])

Cikt1:

[[89 55]

[55 34]1]
3736710778780434371
354224848179261915075

Q%un kosegen dist elemanindan Fj, = 55 okunur. Fj,, icin ilk sonug yanlstir; dogru deger son
satirdaki 354224 848179261 915075 sayisidir. NumPy tamsayi dizilerini varsayilan olarak 64 bitlik
int64 tiiriinde tutar. Bu tiiriin en biiyiik degeri 262 — 1 ~ 9,22 - 10'¥'dir ve F); bu sinir1 agar. Sinir1 asan
bir tamsay1 islemi hata vermez: sonug 264’e gore kalani alinarak sessizce “basa sarar”. astype (object)
ile elemanlar, biyiikliigli sinirsiz olan Python tamsayilarina cevrilir; hesap yavaslar ama tam dogru
olur. m

Acik Matematik - acik-matematik.com 193 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.2

194 Boliim 7. NumPy ile Lineer Cebir

Tamsay1 tagmasi sessizdir

Python’in kendi tamsayilar istedigi kadar biiyiiyebilir (Python ile Ilk Adimlar), NumPy’m int64
dizileri buiyliyemez. Ayrica solve, inv, det ve eig gibi LAPACK’e dayanan fonksiyonlar hesab1 her
zaman kayan noktali sayilarla ya{ar. Tamsay: dizileri 6nce float64 tiiriine cevrilir ve sonug yine

yuvarlama hatas: tagir: drnegin (] , ) tamsayl matrisinin determinanti 5.000000000000001 ¢ikar.

object turiindeki diziler ise bu fonksiyonlarda hata verir. Tam aritmetikle matris hesab: gerekiyorsa
SymPy ile Sembolik Hesap boliimiindeki matrisler kullanilir.

Lineer Sistemlerin Cozimii

Lineer cebirin merkezindeki problem, A bir n X n matris ve b € R™ iken lineer denklem sistemini Az =
b biciminde ¢ozmektir. A regiiler ise ¢6ztiim tektir ve NumPy’da tek satirla bulunur: np. linalg.solve(A,
b).

solve, elle yaptigimiz Gauss yontemini bir matris ayrigimi olarak diizenler. Satir degisimleriyle birlikte
A’y1 bir alt icgensel L ve bir iist ticgensel U matrisinin ¢arpimina ayirir, sonra iki tiggensel sistemi
ileriye ve geriye dogru yerine koyarak ¢ézer. Bu LU ayrisimi yaklasik %n?’ aritmetik islem gerektirir.
Her adimda siitundaki mutlak degerce en biiyiik elemani kosegene getirmek (kismi pivotlama, partial
pivoting) yuvarlama hatalarinin bityiimesini 6nler.

@ Bir lineer sistemi ii¢c adimda ¢c6zmek

1. Katsayilar matrisini A, sag tarafi b olarak kayan noktal1 diziler bigiminde kurun.

2. x = np.linalg.solve(A, b) ile ¢oziin.

3. Saglama yapin: np.allclose(A @ x, b) ifadesi True olmali, r = b — Az artik (residual) vektori
sifira yakin olmalidur.

Ornek 7.2 (U¢ Bilinmeyenli Bir Sistem).

20 +y—32=5
3r—2y+2z=5
S5z —3y —z =16

sistemini solve ile ¢ozliniiz ve ¢6zimil saglayimiz.
Coziim.

Ug adimi sirayla uyguluyoruz: katsayilari ve sag tarafi kuruyor, solve ile ¢dziiyor, sonra saglama yapip
artig1 hesapliyoruz.

import numpy as np

A = np.array([[2.0, 1.0, -3.0],
[3.0, -2.0, 2.0],
[5.0, -3.0, -1.0]11)
b = np.array([5.0, 5.0, 16.0])

X = np.linalg.solve(A, b)

print(x)

print(np.allclose(A @ x, b)) # saglama
print(b - A @ x) # artik vektori

Ciktr:

[ 1. -3. -2.]
True
[0. 0. 0.]
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Cozim (z,y, z) = (1,—3,—2)’dir. Gergekten 2 —3+6=5,34+6—-4=5ve 5+ 9+ 2 = 16’dir. Bu
sistem Lineer Cebir notlarinda Gauss yontemiyle elle ¢6ziilen sistemlerden biridir ve orada da aym
¢oziim bulunur. Artigin tam sifir gikmasi bu kiicitk drnege 6zgiidiir; genelde 10716 mertebesinde sayilar
goririz. |

solve’un ikinci argiimani bir matris de olabilir. Bu durumda her siitun ayr1 bir sag taraf sayilir ve sonug,
sttunlar1 kargilik gelen ¢oziimler olan bir matristir. LU ayrisimi yalnizca bir kez yapildig: i¢in bu yol,
sistemleri tek tek cozmekten ucuzdur.

import numpy as np

A = np.array([[4.0, 1.0],
[2.0, 3.0]])
B = np.array([[1.0, 0.0, 9.0],
[6.0, 1.0, 7.0]1) # Uc¢ sag taraf, situn situn
X = np.linalg.solve(A, B)
print(X)
Ciktr:
[[ 6.3 -0.1 2. ]
[-0.2 0.4 1. 1]

[lk iki sag taraf birim matrisin siitunlar1 oldugundan ¢6ziimiin ilk iki siitunu A~1’in siitunlaridir:

1/3 -1
-1 _ -
AT =1 (—2 4 )
Ugiincii siitun, (9, 7) sag tarafinin ¢6ziimii olan (2, 1)’dir.

A tekil oldugunda solve ¢ogu zaman LinAlgError hatasi verir. Bu hatay:r Simiflar, Hata Yakalama ve
Dosyalar boliimiindeki try/except yapisiyla yakalayip sistemi rank 6l¢iitiiyle inceleyebiliriz.

Ornek 7.3 (Sonsuz Coziimlii Bir Sistem).
r+2y—32=256
20 —y+4z=2
dr+3y—2z=14

sistemini solve ile ¢c6zmeyi deneyiniz; basarisiz olursa sistemin ¢oziilebilir olup olmadigina rank ol¢iitiiyle
karar veriniz.

Coziim.
np.column_stack katsayilar matrisinin yanina b’yi bir siitun olarak ekler ve genisletilmis matrisi kurar.

import numpy as np

A = np.array([[1.0, 2.0, -3.0],
[2.0, -1.0, 4.0],
[4.0, 3.0, -2.0]1)
b = np.array([6.0, 2.0, 14.0])
try:

x = np.linalg.solve(A, b)
except np.linalg.LinAlgError as err:
print("solve basarisiz:", err)

Ab = np.column stack([A, b]) # genisletilmis matris [A | b]
print(np.linalg.matrix _rank(A), np.linalg.matrix rank(Ab))
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Ciktr:

solve basarisiz: Singular matrix
22

solve hata verdi, ¢iinkii katsayilar matrisi tekildir. matrix_rank hem A’nin hem de [A | b] genisletilmis
matrisinin rankini 2 buldu. Coéztlebilirligin rank olciitiine gore iki rank esit oldugundan sistem ¢ozii-
lebilirdir. Homojen sistemin ¢oziim uzay1 3 — 2 = 1 boyutludur, yani bir serbest degisken ve sonsuz
¢ok ¢oziim vardir. Gauss yontemiyle bulunan genel ¢6ziim a € R olmak iizere (2 — a, 2 + 2a, a)’dir;
ornegin a = 1i¢in (1,4, 1) sistemi saglar: 1 +8 —3=6,2—4+4=2,4+12—-2=14.m

7.3 Ters Matris, Determinant ve Rank

Lineer Cebir'de bir kare matrisin tersini, determinantini ve rankini elle hesaplamay1 6grendik.
NumPy’daki karsiliklar: np.linalg.inv, np.linalg.det ve np.linalg.matrix rank fonksiyonlaridir.

import numpy as np

A = np.array([[2.0, 1.0, 1.0],
[1.0, 3.0, 2.0],
[1.0, 0.0, 0.0]])
A inv = np.linalg.inv(A)
print(A inv)
print(np.linalg.det(A))
print(np.linalg.matrix rank(A))
print(np.allclose(A @ A inv, np.eye(3)))
Cikt1:
[[ 6. 0. 1.
[-2. 1 3.]
[ 3. -1. -5.]]
-1.0
3
True

inv ve det de LU ayrisimina dayanir: determinant, U’nun kosegen elemanlarmin carpimidir ve satir
degisimlerinin sayisi tekse isaret degistirir. Bu matrisin determinanti —1 oldugu ve elemanlar1 tamsay1
oldugu igin tersinin elemanlar1 da tamsayidir (Lineer Cebir, tersin ek matrisle formlii). Elle hesabin
aksine bilgisayar her adimda yuvarlama yapar. Bu kiiciik 6rnekte gériiniir bir hata olusmadi, ama genel
durumda A @ A_inv birim matrise yalnizca yaklagik olarak esittir; karsilastirmayi bu yiizden == ile degil
np.allclose ile yapiyoruz.

Ornek 7.4 (Sessizce Yanlis Bir Coziim).
0,1 0,2 0,3

A=1040506]| b=
0,7 0,8 0,9

S O

olsun. Az = b sisteminin ¢éziimii olmadigini gosterip solve’un bu sisteme verdigi yanit1 inceleyiniz.

Cozim.
A’nin satirlar1 Ry, Ry, Rg olsun. R; — 2R, + R birlesiminin bilesenleri
0,1-0,8+0,7=0, 02—-1+0,8=0, 03—12+09=0
oldugundan satirlar lineer bagimhdir ve A tekildir. Ayni birlesimi denklemlere uygularsak sol taraf 0,

sag taraf 1 —2-0+4 0 =1 olur. 0 = 1 celiskisi sistemin ¢6ztimii olmadigini gosterir. $imdi NumPy’a
soralim:
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import numpy as np
A np.array([[0.1, 0.2, 0.3],
[0.4, 0.5, 0.6],
[0.7, 0.8, 0.9]])
b = np.array([1.0, 0.0, 0.0])

x = np.linalg.solve(A, b) # hata vermiyor!
print(x)

print(A @ x) # b'ye hic benzemiyor
print(np.linalg.det(A))

print(np.linalg.matrix rank(A))

Cikt1:

[-4.50359963e+15 9.00719925e+15 -4.50359963e+15]
[ 0.85 0.2 -0.45]
6.661338147750926e-18
2

solve hata vermedi ve bilesenleri 10'5 mertebesinde olan bir “¢6ziim” dondiirdii. Saglama yapinca
Ax’in b’ye hi¢ benzemedigi goriililyor. Determinant da 0 degil, 6,7 - 10718 cikt1. Sebep, 0,1, 0,2, ...
sayilariin ikili sistemde tam olarak gosterilememesidir (Niimerik Analiz). Bellekteki matris, tekil
matrisin ¢ok kii¢lik bir bozulmasidir ve tam olarak tekil degildir. LU ayrisimi 0 olmasi gereken yerde
1,1 - 107!° bityiikliigiinde bir pivot bulur ve ona béler. matrix_rank ise dogru yaniti, 2'yi verdi; bu
karar1 nasil verdigini tekil deger ayrisimi kisminda gorecegiz. B

Tekilligi determinantla sinamayin

det(A) == 0 smamasi kayan noktali sayilarla anlamsizdir. Yukaridaki tekil matrisin determinanti
0 ¢ikmadi. Tersine, 0,1 I, matrisinin determinanti 10722’dir, ama bu matrisle sistem ¢6zmek son
derece kolaydir. Determinant matrisin dl¢egine baglidir ve matrisin tekillige ne kadar yakin oldugunu
6lgmez. Dogru araclar matrix_rank ve asagida tamimlayacagimiz kosul sayisidir.

Vektor ve Matris Normlari

Bir hesabin ne kadar dogru oldugunu soyleyebilmek i¢in vektorlerin ve matrislerin buytiklagunii tek bir
say1yla 6lgmemiz gerekir. Vektor normlarini Analiz 4 notlarinda tanimladik: Oklid normu || z ||, 1-normu

2
| z |=>| z; | ve maksimum normu || z || = max| z, | (p-normlar1). Hepsini np.linalg.norm hesaplar;
1 oo

ikinci argliman normun tiiriini secer.

import numpy as np

X = np.array([3.0, -4.0, 12.0])

print(np.linalg.norm(x)) # Oklid normu (2-normu)

print(np.linalg.norm(x, 1)) # mutlak degerler toplami

print(np.linalg.norm(x, np.inf)) # en blyiuk mutlak deger
Cikt1:

13.0

19.0

12.0
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Gergekten || ||— VI+16+144 =13, || = ||— 3+4+12=19 ve || = || = 12’dir. Matrisler icin en

kullanigh normlar bir vektér normundan turetllenlerdlr

Tamim 7.2 (Dogal Matris Normu). R"™ ve R™ {izerinde aym tiirden bir || - || vektdr normu verilsin
(6rnegin ikisinde de Oklid normu). m x n bir A matrisi i¢in (z € R", Az € R™)

|| Az |
A l= = max || Az ||
o Tl ~ el
sayisina bu vektor normunun tirettigi dogal matris normu denir. || || Il - || ve || - || vektér normlarinin

oo

x || esitsizligi, buradan da || AB ||<|| A || || B || esitsizligi ¢ikar. Dogal normlarin yaninda, elemanlarin
kareleri toplamindan gelen bir norm da sik kullanilir.

Tanim 7.3 (Frobenius Normu). m X n bir A matrisinin Frobenius normu

I ALL: (zm:ia»lﬂ

i=1 j=1

sayisidir.

Yani Frobenius normu, matrisi mn bilesenli uzun bir vektér gibi diisiiniip aldigimiz Oklid normudur.

Bir vektdr normundan tiiretilmez, ama her z igin || Az ||<|| A || || = || esitsizligini saglar. 1- ve sonsuz
2 F2
normlarinin ise basit formiilleri vardir.

Onerme 7.1 (Bir ve Sonsuz Normlarinin Formiilleri). n x n bir A matrisi icin

I A= max Z\ a |, I A ||= max ZI a;
o]

dir. Yani || A || mutlak degerlerle en bilyiik siitun toplami, | A || en biiyiik satir toplamidr.
1

o0

ispat.
Sonsuz normu. || x || =1 olsun. Her j i¢in | z; | < 1 oldugundan her i icin
o0

A.’E |_|Za1jj‘<2|a1]|‘x|<2|a

olur; demek ki || Az || en biiyiik satir toplamini asmaz. Esitli§i gostermek igin en biiyiik toplamin

bulundugu satir k olsun ve a; > 0isex; = 1, degilse v; = —1 segelim. O zaman || x || =1 ve (Az), =

oo
Zj| ay; | olur.

1-normu. Her x igin

| Az ||—
1

Qi ’<Z‘ Zj |Z| a13‘<(maxz‘ 27 |)||1,‘||

dir. En biyiik siitun toplami k. siitundaysa x = e,, i¢in esitlik saglanir, ¢iinkii Aey,, A’nin k. siitunudur. m

|| A | icin bu kadar basit bir formiil yoktur; onu tekil deger ayrigimi kisminda A’nin en bitytik tekil

2
degeri olarak taniyacagiz. np.linalg.norm matrislerde de ikinci argiimanla ¢alisir. Dikkat: ikinci argiiman
verilmezse matrisin 2-normu degil Frobenius normu hesaplanur.
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import numpy as np

A = np.array([[1.0, -2.0],

[3.0, 4.011)

print(np.linalg.norm(A, 1)) # en blylUk sutun toplami

print(np.linalg.norm(A, np.inf)) # en blylk satir toplami

print(np.linalg.norm(A, 2)) # 2-normu

print(np.linalg.norm(A)) # varsayilan: Frobenius normu
Ciktr:

6.0

7.0

5.116672736016927

5.477225575051661

A’nin mutlak degerlerle siitun toplamlar1 1 + 3 = 4 ve 2 + 4 = 6, satir toplamlar1 1 +2 =3 ve3 +4 =
7’dir. Bu yiizden || A ||=6 ve | A ||= 7’dir. Frobenius normu || A ||=+/1+4+ 9 + 16, yani v30 ~
1 0o F

5,4772dir.

Kosul Sayis1

Sessizce yanls ¢coziim rneginde (Ornek 7.4) veride 10717 mertebesindeki yuvarlama hatalari, ¢éziimii
olmayan bir sistemden bilesenleri 10'® mertebesinde olan bir “céziim” iiretti. Bir sistemin verisindeki
kiiciik degisikliklerin ¢6ztimii ne kadar degistirebilecegini 6lgen say1 kosul sayisidur.

Tanim 7.4 (Kosul Sayis1). Regiiler bir A kare matrisinin, bir dogal matris normuna gére kosul sayis1
(condition number)

K(A) = A A7

sayisidir. A tekil ise k(A) = oo kabul edilir NumPy’da np.linalg.cond(A) 2-normuna gére kogul
sayisini, np.linalg.cond(A, 1) venp.linalg.cond(A, np.inf) oteki iki normdakini verir.

Yani kosul say1s1 A ile A=Y ’in bityiikliiklerinin ¢arpimidir ve hi¢bir zaman 1°den kiigiik olmaz: 1 =|| I ||=||
AATH IS A ||l A7 |- Kosul sayisi 1’e yakin matrislere iyi kosullu, ok biiyiik olanlara kétii kosullu
denir. Kosul sayisinin neyi 6l¢tiigiinii su 6nerme soyler.

Onerme 7.2 (Sag Taraftaki Hatanin Bityiimesi). A regiiler, b # 0, Ar = b ve A(z + 6x) = b+ b
olsun. O zaman

|| 6 |
Il |l

&b
<s(4) 137

dir.

ispat.
Iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak A §z = &b, yani 5z = A~16b olur ve buradan || 5z ||<|| A7 || || §b ||
bulunur. Ote yandan || b ||=|| Az ||<|| A |||| z || oldugundan

Lo _ 14l

S_
(K2

dir (b # 0 oldugundan x + 0°dwr). Bu iki esitsizligi taraf tarafa ¢arparsak

I &= | 1y ol 19 |
<[ AfAT = r(4)
Iz | 1ol o]

elde edilir. m
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Yani sag taraftaki goreli hata ¢oziimde en fazla x( A) katina gikabilir; A’nin kendisindeki kiigiik hatalar i¢in
de benzer bir sinir kanitlanabilir. Kayan noktali bir sayinin goreli hassasiyeti € &~ 2,2 - 10716 oldugundan
(Python ile [lk Adimlar) veri zaten bu bityiiklitkte hatalarla saklanir. Bu yiizden pratik kural sudur: x(A4)
10* ise ¢oziimiin yaklagik 16 anlamli basamagindan k tanesi kaybedilir.

Ornek 7.5 (Neredeyse Paralel Iki Dogru). = +y = 2,2 —y = Osistemindevez +y =2,z + 1,1y =
2,1 sisteminde ikinci denklemin sag taraf1 0,1 artirildiginda ¢6ztimlerin ne kadar degistigini karsilagtiriniz
ve sonucu kosul sayisiyla agiklayimniz.

Cozim.
iki sistemi ve degistirilmis sag taraflar1 ayn1 déngiide céziiyoruz. Her satirda énce 6zgiin, sonra
degismis sistemin ¢6ztimi yaziliyor.

import numpy as np

A good = np.array([[1.0, 1.0],

[1.0, -1.0]]) #Xx+y=2, x-y=20
A bad = np.array([[1.0, 1.0],

[1.0, 1.1]1) #X+y
b good = np.array([2.0, 0.0])
b bad = np.array([2.0, 2.1])
db = np.array([0.0, 0.1]) # ikinci bilesene 0.1 ekleniyor

2, x+ 1.1y = 2.1

for A, b in [(A good, b good), (A bad, b bad)]:
x = np.linalg.solve(A, b)
x2 = np.linalg.solve(A, b + db)
print(x, x2)

[k sistemde ¢6ziim (1, 1)’den (1,05; 0,95)’e, yani sag taraftaki degisiklikle ayn1 mertebede kaydu. Ikinci
sistemde ayn1 degisiklik ¢6ziimii (1, 1)’den (0, 2)’ye tagidi. Ikinci sistemi kosul sayisiyla inceleyelim:

import numpy as np

A = np.array([[1.0, 1.0],
[1.0, 1.111)
b = np.array([2.0, 2.1])

b2 = np.array([2.0, 2.2])

x = np.linalg.solve(A, b)
x2 = np.linalg.solve(A, b2)

kappa = np.linalg.cond(A)

rel b = np.linalg.norm(b2 - b) / np.linalg.norm(b)
rel x = np.linalg.norm(x2 - x) / np.linalg.norm(x)
print(f"kosul sayisi : {kappa:.4f}")
print(f"b'deki goéreli dedgisim : {rel b:.4f}")
print(f"x'teki goreli degisim : {rel x:.4f}")
print(f"onermedeki ust sinir : {kappa * rel b:.4f}")
Ciktr:
kosul sayisi 1 42.0762

b'deki goreli degisim : 0.0345
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x'teki goreli degisim : 1.0000
onermedeki ist sinir : 1.4509

b’deki %3,4’likk degisiklik z’te %100°liik bir degisiklige yol act1. Biiyiime katsayisi 1/0,0345 ~ 29°dur
ve 6nermedeki iist sinir1 (Onerme 7.2), yani x(A) ~ 42 katin1 agmaz. {lk sistemin katsayilar matrisinin
stitunlar dik ve ayn1 uzunlukta oldugundan kosul say1s1 1’dir. m

Asagidaki sekil iki durumu geometrik olarak gosteriyor. Tki dogru dik acryla kesistiginde birini biraz
kaydirmak kesisim noktasini da biraz kaydirir. Dogrular neredeyse paralel oldugunda ise kesisim noktasi
cok hassastir: kii¢tik bir kayma onu dogrular boyunca uzaga tasir.

fyi kosullu: ¥ = 1 Y Kotii kosullu: « ~ 42

(0,2)
x+11y=2,1

x+1,1y=22

x-y=0,1

,05; 0,95)

Sekil 7.2: Her iki sistemde de ikinci denklemin sag tarafi 0,1 artirildi: ikinci dogru, kesikli konumuna
kayar. Solda dogrular dik aciyla kesistigi icin ¢6ziim (1, 1)'den yalnizca (1,05; 0,95)'e gider. Sagda dogrular
neredeyse paraleldir; ayni kiigiik kayma kesisim noktasini (1, 1)'den (0, 2)'ye tasar.

Determinantin bu hassasiyeti 6l¢medigini gérmek i¢in 0,1 I, matrisine bakalim.

import numpy as np

D =0.1* np.eye(20)

print(np.linalg.det(D)) # neredeyse sifir ..
print(np.linalg.cond(D)) # ... ama kosul sayisi en iyi degerde
print(np.linalg.solve(D, np.ones(20))[:4])

Ciktr:

1.0000000000000135e-20
1.0
[10. 10. 10. 10.]

Determinant 10~2%°dir, ama kosul say1s1 miimkiin olan en iyi deger olan 1’dir ve sistem tam olarak ¢oziiliir.
Simdi kosul say1st ¢cok hizli bitytiyen tinlii bir matris ailesine bakalim.

Ornek 7.6 (Hilbert Matrisi). Elemanlar1 hij = ﬁ
i+j—

matrisi denir ve H,, ile gosterilir. n = 5,6, ...,12 i¢in gercek ¢oziimii z = (1,1,...,1) olan H,z = b

sistemini kurup solve ile ve inv(H) @ b ile ¢6zliniiz; iki yontemin hatalarin ve artiklarini kargilastirimiz.

(1,7 =1,...,n) olan n X n matrise Hilbert

Coziim.
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Gergek ¢oziim birlerden olugsun diye b = H, 1 aliyoruz. Matrisi broadcasting ile kuruyoruz (Vektori-

zasyon ve Broadcasting): 1[:, Nonel + i[None, :] ifadesi i+ j degerlerinden olusan n x n diziyi

verir. Hatalar1 goreli olarak él¢iiyoruz: hata | 2 —z || / || = ||, artik || H,2 — b || / || b ||’dir; burada &
2 2 2

2
hesaplanan ¢6ziimdilr.

import numpy as np

def rel err(approx, exact):
"""Goreli hata: ||approx - exact|| / ||exact]|].
return np.linalg.norm(approx - exact) / np.linalg.norm(exact)

print(" n kosul hata:solve hata:inv artik:solve artik:inv")
for n in range(5, 13):
i = np.arange(l, n + 1)
H=1.0 / (i[:, None] + i[None, :] - 1) # Hilbert matrisi
X _true = np.ones(n)
b =H@x true
x1 = np.linalg.solve(H, b)
x2 = np.linalg.inv(H) @ b
print(f"{n:2d} {np.linalg.cond(H):8.1le}"
f" {rel err(x1l, x true):9.1le} {rel err(x2, x true):8.1le}"
f" {rel err(H @ x1, b):10.1e} {rel err(H @ x2, b):9.1le}")

Cikti:
n kosul hata:solve hata:inv artik:solve artik:inv
5 4.8e+05 1.3e-12 2.7e-11 7.9e-17 2.3e-13
6 1.5e+07 4.1le-11 9.7e-10 1.5e-16 8.le-12
7 4.8e+08 1.8e-09 1.0e-08 6.5e-17 9.2e-10
8 1.5e+10 6.7e-08 4.8e-07 1.6e-16 2.7e-08
9 4.9e+1l 3.0e-06 8.4e-05 7.9e-17 1.9e-06
10 1.6e+13 1.2e-05 2.4e-03 1.6e-16 3.4e-05
11 5.2e+14 1.1e-03 1.0e-01 6.7e-17 4.6e-04
12 1.6e+16 1.3e-01 2.7e+00 1.1e-16 4.6e-02

Tablodan ii¢ sonug okunuyor.

« Kosul sayis1 n bir arttikca yaklasik 33 katia cikiyor ve n = 12’de 10'6°ya, yani 1/¢ diizeyine ulagiyor.
Bu noktada kogsul sayisinin kendisi bile ancak kabaca hesaplanabilir; yiiksek duyarlikli bir hesap
gercek degerin 1,7 - 1016 oldugunu gosterir.

« Iki yontemin de hatasi kosul sayisiyla birlikte bityiiyor ve kabaca x(H,,) € diizeyinde kaliyor; 6ner-
menin (Onerme 7.2) séyledigi budur. inv ile bulunan ¢dziimiin hatasi her satirda daha biiyiik.

« Asil fark artikta. solve’un artig1 her n icin 1071¢ civarinda kalirken inv’inki kosul sayisiyla biiyiiyor;
n = 12’de inv ile bulunan ¢6ziim denklemi ancak %5 civarinda bir hatayla sagliyor. m

Neden Ters Matrisle Cozmiiyoruz?
Matematikte Az = b’nin ¢oziimiinii x = A~'b diye yazmak dogaldir ve dogrudur. Kodda bunu

np.linalg.inv(A) @ b diye yazmak ise hem daha az dogru hem de daha yavastir. Hilbert 6rneginin
(Ornek 7.6) sonuglar1 agagidaki sekilde 6zetleniyor.
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Goreli hata Goreli artik
10° solve 10° solve
inv inv
o4 | T K(Hy)xe 1074

6 7 8 9 10 11 12 5 6 7 8 9 10 11 12

5

Sekil 7.3: Hilbert sistemleri H,x = bigin solve ve inv ile bulunan ¢éztimler (dikey eksen logaritmik). Solda
goreli hata: ikisi de kosul sayisiyla bityiir; kesikli ¢izgi k(H,)-¢ kaba tahminidir. Sagda goreli artik |H,x -
bl/|b|: solve'un artig1 107 diizeyinde kalir, inv'inki kosul sayisiyla birlikte bityiir.

Artiktaki farkin sebebi sudur. solve’un kullandig1 kismi pivotlamali LU y6ntemi pratikte geriye dogru
kararhidir (backward stable): buldugu Z, A’ya ¢ok yakin bir A + § A matrisiigin (|| A || / || A || orami e
mertebesinde) sistemin tam ¢éziimidiir. Bu yizden b — A% = 0 A £ artig1 her zaman ¢ mertebesindedir.
Hata ise bu kiigiik bozulmanin kosul sayisiyla biiylimesinden gelir ve hicbir yéntem onu ortadan kaldi-
ramaz. inv ile hesaplanan ters matris de yaklagik olarak dogrudur, ama & = A~! b ¢arpimi bu giivenceyi
tagimaz: art11 kosul sayisiyla bityir.

Hiz farkini gormek icin rastgele bir 2000 x 2000 sistemi iki yolla ¢ozelim. rng.standard_normal((n, n))
elemanlar: standart normal dagilimdan, yani ortalamasi 0 ve standart sapmasi 1 olan normal dagilimdan
gelen n x n bir dizi tretir. time.perf counter() saniye cinsinden bir saat degeri verir; her yontemi bes
kez calistirip en kisa siireyi aliyoruz.

import time
import numpy as np

rng = np.random.default rng(1l)
= 2000

rng.standard normal((n, n))
= rng.standard normal(n)

T > >
]

def best time(f, repeat=5):
"""f'yi birkac kez calistirip en kisa slreyi saniye cinsinden verir."""
times = []
for _ in range(repeat):
t0 = time.perf counter()
()
times.append(time.perf counter() - t0)
return min(times)

t solve = best time(lambda: np.linalg.solve(A, b))
t inv = best time(lambda: np.linalg.inv(A) @ b)
print(f"solve : {t_solve:.1g} s")
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print(f"inv ve @ : {t inv:.1lg} s")

print(f"oran : yaklasik {round(t inv / t solve)}")
Ciktr:

solve : 0.1 s

invve@ :0.4s

oran : yaklasik 4

Bu siireler bu bilgisayarda, tek is parcacigiyla 6l¢iildii; bagka bir makinede farkli sayilar ¢ikar. Oran ise
kabaca sabittir: LU ayrisimi yaklagik §n3, tersi hesaplamak yaklasik 2n? islem gerektirir; yani inv yaklasik
ii¢ kat is yapar. Olciilen oranin bundan biraz biiyiik ¢ikmasi, siireyi yalnizca islem sayisinin degil, bellege
erisim gibi uygulama ayrintilarinin da belirlemesindendir.

Ters matris yerine solve

Kodda A~'b goriirseniz onu np.linalg.solve(A, b) olarak yazin. Ters matris yalnizca matrisin
kendisi gercekten gerektiginde (6rnegin elemanlar1 yorumlanacaksa) hesaplanir. Aym1 A ile bir¢cok
sistem coziilecekse sag taraflar1 bir matrisin siitunlarina koyup solve(A, B) ¢agirin ya da SciPy’daki
scipy.linalg.lu_factor ile ayrigimi bir kez hesaplayip scipy.linalg.lu_solve ile tekrar tekrar
kullanin.

Ozdegerler ve Ozvektorler

Ozdeger ve 6zvektor kavramlarini Lineer Cebir’den biliyoruz: v # 0 ve Av = Av. Elle hesapta énce
karakteristik polinomun koklerini buluruz. Sayisal hesapta bu yol kullanilmaz, ¢iinkii bir polinomun
kokleri katsayilardaki kiigiik hatalara ¢cok duyarlidir. LAPACK bunun yerine, matrisi benzerlik donii-
simleriyle adim adim tiggensel bicime yaklagtiran QR algoritmasini kullanir. NumPy’daki karsilig:
np.linalg.eig’dir.

import numpy as np

A = np.array([[2.0, 1.0],

[1.0, 2.0]])
w, V = np.linalg.eig(A)
print(w) # O6zdegerler
print(V) # sutunlar: birim 6zvektorler
print(np.allclose(A @ V, V * w)) # her 1 icin Avi=wivi
print(np.real if close(w)) # sanal kisimlar sifirsa at
Ciktr:

[3.40.] 1.+40.7]

[[ 0.70710678+0.] -0.70710678+0.j]
[ 0.70710678+0.] 0.70710678+0.j11

True

[3. 1.]

eig iki dizi dondiiriir: w[i] 6zdegerine V[:, i] siitunu kargihik gelir, satir1 degil. Ozvektérler birim
uzunluktadir, isaretleri keyfidir ve 6zdegerler belli bir siraya dizilmez. V * w ¢arpimu broadcasting ile
V’nin ¢. siitununu w[1i] ile carpar; béylece biitiin Av;, = A, v, esitlikleri tek satirda sinanir.

Ciktidaki +0. j kisimlar1 sonucun karmagik tiirde (complex128) geldigini gosteriyor. Eski NumPy siiriim-
leri, sanal kisimlarin hepsi sifir oldugunda gercel tiirde bir dizi déndiirirdi. Kullandigimiz NumPy 2.5
sirimunde ise eig sonucu, 6zdegerlerin hepsi gergel olsa bile her zaman karmasik tiirde verir; NumPy
belgelerindeki eig 6rnekleri de bunu gosterir. Sanal kisimlar sifirsa np. real_if close diziyi gergel tiire
cevirir; kodun her siirtimde ayni sonucu vermesi i¢cin bundan sonra bu adimi ekleyecegiz.
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© Ozdeger hesabim ii¢c adimda dogrulamak

1. Ozdeger w[i] ise ona ait 6zvektér V[:, i] stitunudur.

2. np.allclose(A @ V, V * w) ile biitin Av, = \,;v; esitliklerini simayn.

3. Kosegenlestirme i¢in np.linalg.cond(V) degerine bakin: makul bityiiklitkkteyse V regiilerdir ve
VLAV késegendir.

Ornek 7.7 (Bir Matrisin Kosegenlestirilmesi).

matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini eig ile bulup V"1 AV matrisinin késegen oldugunu dogrula-
yiniz.

Cozim.
U¢ adim1 uyguluyoruz. D = V1AV matrisini ters almadan, VD = AV sistemini solve ile ¢ozerek
hesapliyoruz.

import numpy as np
A = np.array([[1.0, -3.0, 3
[3.0, -5.0, 3
[6.0, -6.0, 4

.01,
0]1
.011)

w, V = np.linalg.eig(A)

w, V = np.real if close(w), np.real if close(V)

print(w)

print(np.allclose(A @ V, V * w)) # 2. adim: Av i=wivi
print(np.linalg.cond(V)) # 3. adim: V regiler mi?

D = np.linalg.solve(V, A @ V) # V~{-1} AV, ters almadan

print(np.allclose(D, np.diag(w)))

Cikti:
[ 4. -2. -2.]
True
4.300625249463308
True

Ozdegerler 4, —2 ve —2'dir; —2 iki kathdir. V’nin kosul sayisi yaklasik 4,3 oldugundan siitunlar
rahatca bagimsizdir ve V-1 AV = diag (4, —2, —2) esitligi saglanir. Bu matris Lineer Cebir notlarinda
elle kosegenlestirilmigti. Oradaki P matrisinin stitunlar1 buradaki V’nin siitunlarindan farklidir, ¢iinkii
iki katli 6zdegerin 6z uzay: iki boyutludur ve bu uzayda sonsuz ¢ok taban secilebilir. m

Ornek 7.8 (Kosegenlestirilemeyen Bir Matris).

—-31-1
B=|-75-1
—6 6 —2

matrisinin karakteristik polinomu bir 6nceki érnekteki A’ninkiyle aynidir, ama B kdsegenlestirilemez.
eig’in bu matrise verdigi yaniti inceleyiniz.

Cozim.
Ozdegerleri, 6zvektorleri ve V' nin kosul sayisini yazdiralim:
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import numpy as np

B = np.array([

[-3.0, 1.0
157/60), 2al; =150,
[-6.0, 6.0, -2.0]])

w, V = np.linalg.eig(B)

w, V = np.real if close(w), np.real if close(V)
print(w)
print(V)
print(np.linalg.cond(V))
Ciktr:
4. -1.99999996 -2.00000004]

[
[[ 8.80956881e-17 -7.07106781e-01 7.07106781e-01]
[-7.07106781e-01 -7.07106781e-01 7.07106781le-01]
[-7.07106781e-01 2.62505234e-08 2.62505208e-08]]

71765775.70757502

Tam aritmetikte 6zdegerler yine 4, —2 ve —2’dir, ama —2’nin 6z uzay1 tek boyutludur (Lineer Cebir).
NumPy’1mn sonucunda iki sey dikkat ¢ekiyor.

« Iki katl 6zdeger —1,99999996 ve —2,00000004 olarak, yani yalnizca 8 basamak dogrulukla bulundu.
Kosegenlestirilemeyen bir matrisin katli 6zdegeri, verideki ¢ bityiikliigiindeki hatalar1 /g ~ 1078
buytklugiine ¢ikarir.

+ V’nin son iki siitunu neredeyse ayni dogrultudadir: ikisi de (1, 1,0) dogrultusuna ¢ok yakindir ve
biri 6tekinin yaklagik —1 katidir. Bu yiizden V nin kosul say1s1 7 - 107 civarindadur.

Sayisal hesapta kosegenlestirilemezligi, V"’ nin tam olarak tekil ¢ikmasindan degil, kosul sayisinin ¢ok
biiyiik olmasindan anlariz. m

Gergel bir matrisin 6zdegerleri karmasgik da olabilir. Lineer Cebir notlarindaki (; j) matrisinin karak-

teristik polinomu ¢2 + 1’dir ve 6zdegerleri +4’dir. Python’da sanal birim 17 ile yazilr.

import numpy as np

B = np.array([[1.0, -1.01,
[2.0, -1.0]1)
= np.linalg.eig(B)
print(w)
print(V[:, 0])
print(np.allclose(B @ V, V * w))

w, V

Ciktr:
[-9.71445147e-17+1.j -9.71445147e-17-1.17]
[0.40824829+0.40824829j 0.81649658+0. j ]
True

Gergel kisimlardaki —9,7 - 10717, tam olarak 0 olmas: gereken bir saymin yuvarlama hatasidir. i dzdege-

rine ait 6zvektor %, 1) vektoriintin birim uzunluga 6l¢eklenmis halidir: bu vekt6riin uzunlugunun

karesi % +1= % oldugundan 6l¢ek carpani 1/2/3 ~ 0,8165’tir.

Simetrik Matrisler

Uygulamada en sik karsilagilan matrisler simetriktir: kuadratik formlarin matrisleri, ikinci tiirev (Hesse)
matrisleri, kovaryans matrisleri. Simetrik matrislerin 6zdeger problemi ¢ok daha iyi huyludur.
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Teorem 7.1 (Simetrik Matrisler icin Spektral Teorem). A gercel ve simetrik (AT = A) birn x n
matris olsun. O zaman A’min biitiin 6zdegerleri gerceldir ve siitunlart A’nin 6zvektorlerinden olusan, QTQ =
I esitligini saglayan bir Q) matrisi vardir:

A=QAQT, A=diag (\,...,\,).

Aqy =3q,

A'nin goriintiisii

Sekil 7.4: A = [[2, 1], [1, 2]] birim ¢cemberi (kesikli) elipse gotiiriir. Elipsin eksenleri A'nin dik 6zvektorleri
boyuncadir:q; = (1, 1)/v2 dogrultusu 3 kat uzar, q, = (-1, 1)/v2 dogrultusu oldugu gibi kalir. Ozvektor olmayan
x = (1, 0) ise Ax = (2, 1)'e gider ve dogrultusu degisir.

Yani simetrik bir matris, birbirine dik 7 dogrultunun her birini kendi 6zdegeri kadar uzatir ya da kisaltir;
21
12

larimi kullanacagz.

Simetrik matrisler igin np.linalg.eigh kullanilir. eigh matrisin yalnizca alt Gicgenini okur, eig’den
daha hizlidir, 6zdegerleri gercel tiirde ve kiigikten biiytige sirali dondiriir ve 6zvektorlerin dik olmasim
garanti eder. Matris simetrik degilse eigh uyar1 vermeden yanlig sonug verir; bu yiizden yalnizca simetrik
matrislerde kullanilmalidir.

Ornek olarak, ikinci tiirevin sonlu farklarla yaklasiminda ortaya ¢ikan matrisi alalim. z, < z; < ... <
x, 41 esit aralikli noktalar ve h = x; ; — =, ise i¢ noktalarda

(@) ~ 1) — 2];5;’71) + f(®i41)

sekil bunu ( ) matrisi i¢in gosteriyor. Teoremin ispati i¢ ¢carpim uzaylarinmin konusudur; burada sonug-

yaklagimi kullanilir (sonlu fark yaklagimlarinmi Sayisal Tiirev ve Integral béliimiinde inceleyecegiz).
Uclarda f(zy) = f(z,,41) = 0 ise bu yaklasimlar1 ¢ = 1, ..., n icin alt alta yazmak, i¢ noktalardaki deger-
lerin vektdriinii —L/h? matrisiyle carpmak demektir. L'nin kdsegeninde 2, kdsegenin hemen iistiinde ve
altinda —1, 6teki yerlerinde 0 bulunur. n = 3 igin:
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import numpy as np

L = np.array([[2.0, -1.0, 0.0],
[-1.0, 2.0, -1.0],
[0.0, -1.0, 2.0]])
w, Q = np.linalg.eigh(L)
print(w) # kiglkten bliyige, gercel
print(2 - np.sqrt(2), 2 + np.sqrt(2)) # beklenen uc degerler
print(np.allclose(Q.T @ Q, np.eye(3))) # Q ortogonal
print(np.allclose(Q @ np.diag(w) @ Q.T, L)) #L=QANQT

Cikt1:
[0.58578644 2. 3.41421356]
0.5857864376269049 3.414213562373095
True
True

Bu matrisin 6zdegerleri 2 — V2, 2 ve 2 + /2'dir; eigh bunlari sirayla verdi. QTQ =1ve L =QAQT
esitlikleri de saglaniyor.

En Kiiciik Kareler

Denklem sayisi bilinmeyen sayisindan fazla olan bir Az = b sisteminin (A m X n ve m > n) genellikle
¢oziimii yoktur. Olciim verisine bir dogru ya da egri uydururken karsilastigimiz durum budur. Niimerik
Analiz notlarindaki en kiiciik kareler yontemi, denklemleri tam saglamaya calismak yerine hatalarin
kareleri toplamini en kii¢iik yapar.

Tanim 7.5 (En Kiigiik Kareler Coziimii). A bir m X n matris ve b € R™ olsun. || Az — b || degerini

2
en kiiciik yapan bir £ € R™ vektoriine Ax = b sisteminin en kiiciik kareler ¢oziimii (least squares
solution) denir.

Yani &, r = b — A% artik vektoriiniin bilesenlerinin kareleri toplamuini en kii¢iik yapar. A’nin stitunlar
lineer bagimsizsa (rank A = n) £ tektir ve AT A = ATb normal denklemlerinin ¢éziimiidiir. Dogru
uydururken kurulan normal denklemler bunun n = 2 halidir. NumPy’da np.linalg.lstsq(A, b) dort
sey dondirir: ¢6zim, artik kareleri toplami, A’nin ranki ve A’nin tekil degerleri.

Ornek 7.9 (Dort Noktaya Dogru Uydurma). (—1;1), (—0,1;1,099), (0,2; 0,808) ve (1; 1) noktalarina
en kiigtik kareler anlaminda en iyi uyan y = ax + b dogrusunu lstsq ile bulunuz.

Cozim.
Her nokta bir az; + b = y, denklemi verir. Bilinmeyenler a ve b oldugundan katsayilar matrisinin
sttunlar1 x; degerleri ve birlerdir:

-1 1 1
—0,1 1| (a) _|1,099
0,2 1 (b)N 0,808
1 1 1

import numpy as np

X
y

np.array([-1.0, -0.1, 0.2, 1.0])
np.array([1.0, 1.099, 0.808, 1.0])

A = np.column stack([x, np.ones like(x)]) # situnlar: x ve 1
coef, rss, rank, sv = np.linalg.lstsq(A, y)

a, b = coef

print(f"a = {a:.9f}, b = {b:.9f}")
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print("hata kareleri toplami:", rss)
print("rank:", rank)
print("tekil degerler:", sv)

Cikti:

a = -0.022454212, b = 0.977311355

hata kareleri toplami: [0.04347042]
rank: 2

tekil degerler: [2.00127829 1.42999483]

Dogru y ~ —0,022454x + 0,977311°dir. Bu veri Numerik Analiz notlarinda normal denklemlerle
elle ¢ozlilmiistii; orada bulunan a = —0,022454212 ve b = 0,977311355 degerleriyle dokuz basamak
uyusuyor. Hata kareleri toplami da oradaki E ~ 0,0435 degeridir. m

Ornek 7.10 (Giiriiltiilii Veriye Parabol Uydurma). [0,4] araliginda esit aralikli 15 noktada y = 1 +
2t — 0,5t? degerlerine standart sapmasi 0,3 olan normal dagilimli giiriiltii eklenerek bir veri iiretiliyor.
Bu veriye y = ¢, + ¢;t + ¢4t paraboliinii en kiiciik kareler yéntemiyle uydurunuz.

Coziim.

rng.normal(@, 0.3, t.size) ortalamasi 0, standart sapmasi 0,3 olan normal dagilimdan t.size tane
say1 Uretir (Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri); tohum sabit oldugu icin her ¢aligtirmada
ayni veri cikar. Model katsayilara gore lineerdir, bu yiizden 1, ¢, ¢? siitunlarindan olusan 15 x 3 bir M
matrisiyle M ¢ & y sistemini kuruyoruz.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(7)
t = np.linspace(0, 4, 15)
y=1+2%*1t-0.5* t¥2 + rng.normal(0, 0.3, t.size)

M = np.column_stack([np.ones like(t), t, t**2]) # sutunlar: 1, t, t72
c, rss, rank, sv = np.linalg.lstsq(M, y)

print("katsayilar:", c)

r=y-Ma@c # artiklar
print("artik normu:", np.linalg.norm(r))

print("kosul sayilari:", np.linalg.cond(M), np.linalg.cond(M.T @ M))

Ciktr:

katsayilar: [ 0.92977395 2.02839706 -0.50492187]
artik normu: 0.7047186321326601
kosul sayilari: 31.06032228313357 964.7436203321174

Uydurulan parabol y ~ 0,930 + 2,028t — 0,505t2dir; giiriiltilye ragmen katsayilar verinin iiretildigi
1, 2 ve —0,5 degerlerine yakin cikti. Son satir énemli bir gozlem igeriyor: M T M nin kosul sayist
M ninkinin karesidir, 31,062 ~ 964,7. m

Uydurulan parabol, verinin tretildigi egri ve artiklar asagidaki sekilde goriiliyor. Bu tiir grafikleri bir
sonraki bélimde Matplotlib ile ¢izecegiz.
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uydurulan parabol

———-1+2t-05

artiklar

Sekil 7.5: On bes guriltili veri noktasi, 1stsq ile uydurulan parabol y ~ 0,930 + 2,028 - 0,505# ve verinin
dretildigi 1 + 2t — 0,5¢ egrisi (kesikli). Dikey pargalar artiklardir; 1stsq bunlarin kareleri toplamini en
kiigk yapar.

Normal denklemleri dogrudan ¢6zmeyin

AT A% = ATb sistemini solve ile ¢ozmek kolay goriiniir, ama 2-normunda x(AT A) = k(A)? oldu-
gundan kaybedilen basamak sayisi iki katina ¢ikar (Alistirma 7.9). 1stsq normal denklemleri kurmaz,
A’nin tekil deger ayrisimini kullanir. Polinom uydurmanin hazir araglarini Polinomlar, Interpolasyon
ve Egri Uydurma bélimiinde gorecegiz.

Tekil Deger Ayrisimi

Bolum boyunca birkag kez tekil degerlere gonderme yaptik: matrix_rank, 2-normu, cond ve lstsq hep
onlara dayanir. Simdi bu ayrigimi taniyalim.

Tanim 7.6 (Tekil Deger Ayrisimi). A bir m X n gercel matris ve p = min(m,n) olsun. U (m X m)
ve V (n X n) matrisleri UTU =Ive VTV =1 esitliklerini saglasin; 3 ise kosegeninde oy > 04 > ... >
op 2 0 sayilari, 6teki yerlerinde 0 bulunan m X n bir matris olsun.

A=UxVT

yazilisina A'nin tekil deger ayrisimi (singular value decomposition, SVD), o, sayilarina A'nin tekil
degerleri, U'nun ve V’nin u,; ve v; siitunlarina sol ve sag tekil vektorler denir.

Yani her ¢ < p i¢in Av, = o;u,;’dir: A, birbirine dik v, dogrultularini birbirine dik u; dogrultularina
gonderir ve 4. dogrultuyu o, katina uzatir. Spektral teoremden farki, giris ve ¢ikis icin iki ayri dik
taban kullanilmasidir; bu sayede ayrisim her matris icin, kare olmayanlar icin bile vardir. NumPy’da
np.linalg.svd(A) tg¢ dizi dondiriir: U, tekil degerleri bityiikten kiictige iceren tek eksenli s dizisi ve V’nin
kendisi degil, transpozu olan Vt.

import numpy as np

A = np.array([[3.0, 0.0],
[4.0, 5.0]])
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U, s, Vt = np.linalg.svd(A)

print(U)
print(s) # tekil degerler, blylikten kiclge
print(Vt) # dikkat: V degil, V°T
print(np.allclose(U @ np.diag(s) @ Vt, A))

(

print(np.sqrt(45), np.sqrt(5))
Ciktr:

[[-0.31622777 -0.9486833 ]
[-0.9486833 0.31622777]1
[6.70820393 2.23606798]
[[-0.70710678 -0.70710678]
[-0.70710678 0.70710678]]

True

6.708203932499369 2.23606797749979

ATA = (;g ;g) matrisinin 6zdegerleri 45 ve 5'tir ve tekil degerler bunlarin karekokleridir: o, = 3v/5,

oy = /5. Sag tekil vektorler v; = —(1,1)/v2ve vy = (—1,1)/v/2, sol tekil vektdrler u; = —(1,3)/+/10
ve uy = (—3,1)/4/10°dur. Ornegin Av, = —(3,9)/v/2 = o, u, 'dir. Sekil ayrisimin geometrisini gosteri-
yor: A birim ¢emberi bir elipse gotiiriir ve elipsin yar1 eksenleri o uy ile oqu,’dir.

A'nin goriintiisi: elips

A y
birim ¢ember
A y 6T
V2 31
OyUy
A
»- » 1 1 1 } »-
> > i >
X -6 -3 3 6 X
v 3T
6,=3J5~6,71
0y = V5 ~ 2,24
01l

Sekil 7.6: A = [[3, 0], [4, 5]] matrisinin tekil deger ayrisiminin geometrisi. Birim ¢cemberdeki dik v,
v, vektorleri, elipsin yar1 eksenleri olan o,u, ve o,u, vektorlerine gider. Vektorlerin isaretleri svd'nin
dondirdagu gibidir; isaret se¢imi keyfidir.

Onerme 7.3 (Tekil Degerlerin Soyledikleri). Her gercel A matrisinin bir tekil deger ayrisimi vardir ve
tekil degerleri tek tiirlii belirlidir: 02, ..., af, sayilart AT A’min 6zdegerleridir (varsa AT A’nin 6teki 6zdegerleri

0°dir). Ayrica sunlar dogrudur.
(i) A’man ranka, sifirdan farkh tekil degerlerinin sayisidir.
(i) | A |= o, dir

2
(iii) A kare ve regiiler ise k(A) = o, /o, 'dir (2-normunda).

Kare olmayan bir matrisin tersi yoktur, ama (iii)‘teki oran onun i¢in de anlamlidir. Siitunlar1 lineer
bagimsiz m x n bir A matrisinin (m > n) 2-normundaki kosul sayisi k(A4) = 0, /0, olarak tanimlanir
ve np.linalg.cond kare olmayan matrislerde bu orani hesaplar. En kiiciikk kareler kisminda M igin
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yazdirdigimiz kosul sayisi budur. M7 M nin ézdegerleri o7 oldugundan x(MT M) = 0% /o2 = k(M)?
esitligi de buradan cikar.

Sessizce yanlis ¢oziim 6rnegindeki (Ornek 7.4) matrise tekil degerleriyle bakalim. compute uv=False
yalnizca tekil degerleri hesaplatir; np. finfo(float) .eps makine epsilonunu verir.

import numpy as np

A = np.array([[0.1, 0.2, 0.3],

[0.4, 0.5, 0.6],

[0.7, 0.8, 0.9]])
s = np.linalg.svd(A, compute uv=False) # yalniz tekil degerler
print(s)

tol = s.max() * max(A.shape) * np.finfo(float).eps
print(tol, np.sum(s > tol), np.linalg.matrix rank(A))
print(np.isclose(np.linalg.norm(A, 2), s[0]))
print(s[0] / s[-11, np.linalg.cond(A))

Ciktr:

[1.68481034e+00 1.06836951e-01 3.65063904e-17]
1.1223091358001955e-15 2 2

True

4.615110719530146e+16 4.615110719530146e+16

Uciincii tekil deger 3,7-10717’dir: tam aritmetikte 0 olmasi gereken bir saymin yuvarlama hatas.
matrix_rank, oy - max(m,n) - € ~ 1,1 - 10715 esiginden biiyiik tekil degerleri sayar ve ranki 2 bulur. 2-
normu en biiyiik tekil degere, kosul sayisi o, /o5 &~ 4,6 - 10'® oranina esittir. Bu kosul sayis1 1/¢’dan
biiyiik oldugundan matris sayisal olarak tekildir ve solve’un iirettigi sayilar anlamsizdir.

Tekil deger ayrisimi A’y rank: 1 olan matrislerin toplamu olarak da yazar:

A= oyupvt + oqupnl + .+ apupvg.

Tekil degerler buiyiikten kii¢iige sirali oldugundan bu toplamin ilk terimleri en 6nemli kisimdir.

Teorem 7.2 (En lyi Diisitk Rankli Yaklagim). A = USVT vek < rank A olsun.

k

_ T

Ay = E O Uy
i=1

matrisi, ranki en fazla k olan biitin B matrisleri arasinda || A — B || degerini en kiigiik yapar ve || A —
2

A !: Opy dir

Bu sonug Eckart-Young teoremi olarak bilinir. Yani A’y1 k terimle yaklagsik yazmanin en iyi yolu ayrigimin
ilk k terimini almaktir ve yapilan hata, atilan ilk tekil degerdir. m x m bir matrisin A; yaklasimini
saklamak i¢in mn yerine k(m + n + 1) say1 yeter.

Ornek 7.11 (Bir Goériintiiniin Diisitk Rankli Yaklagimi). 32 x 32 bir matrisin elemanlarmi [0, 1]
araligindaki gri tonlar olarak diisiinelim (0 zemin rengi, 1 en yogun ton). Bir halka ve onu kesen ¢apraz bir
seritten olugan goriintiiniin rank 2, 6 ve 12 yaklagimlarini hesaplayip hatalar tekil degerlerle karsilasti-
rniz.

Coziim.

Izgaray1 broadcasting ile kuruyoruz: X siitunun, Y satirin konumunu tutar. Halka ile seridin kesistigi
hicrelerde toplam 1’i asar; np.clip(z, 0, 1) bir z dizisinin 0’dan kii¢iik elemanlarini 0’a, 1’den biiytik
elemanlarini 1’e egitler. U[:, :k] * s[:k] ¢arpimi U’ nun ilk £ siitununu karsilik gelen tekil degerlerle
carpar; bunu Vt[:k] ile carpmak ayrisimun ilk & teriminin toplamini verir.

import numpy as np

Acik Matematik - acik-matematik.com 212 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

7.11

7.10 Tekil Deger Ayrisimi 213

n = 32

g = np.linspace(-1, 1, n)

X, Y = g[None, :1, gl[:, None] # broadcasting ile 1zgara
R = np.sqrt (X**2 + Y**2)

ring = np.exp(-((R - 0.6) / 0.12) ** 2) # bir halka

band = (np.abs(X - Y) < 0.15).astype(float) # capraz bir serit

img = np.clip(ring + band, 0, 1) # [0, 1] araligina kirp

U, s, Vt = np.linalg.svd(img)

print("rank:", np.linalg.matrix rank(img))

print(np.round(s[:6]1, 3))

for k in (2, 6, 12):
img k = (U[:, :Kk] * s[:k]) @ Vt[:k] # ilk k terimin toplami
err = np.linalg.norm(img - img k, 2)
print(k, f"{err:.6f}", f"{s[k]:.6f}", k * (2 * n + 1))

Cikti:

rank: 32

[12.502 5.364 4.514 3.85 3.834 3.251]
2 4.514021 4.514021 130

6 2.872318 2.872318 390

12 1.077171 1.077171 780

Keskin kenarli ¢capraz serit tek basina neredeyse tam ranklidir; bu ylizden goriintiinin rank: da tamdir
(32). Her satirda hata, Eckart-Young teoreminin (Teorem 7.2) séyledigi gibi atilan ilk tekil deger olan
041 € esit ciktl. Son siitun yaklagimi saklamak i¢in gereken say1 adedidir: 12 terim i¢in 780 say1, 6zgiin
goruntiiniin 1024 sayisindan azdir. B

Yaklagimlar: goriintii olarak cizdigimizde rank 2’nin yalnizca kaba bir desen verdigi, rank 12’nin ise
halkay1 ve seridi taniir bicimde yakaladig1 goriiliyor. Capraz serit gibi satirlara ve siitunlara paralel
olmayan ayrintilar ¢ok terim gerektirir.

6zgiin (rank 32) k=2

hata ~ 4,51 hata ~ 2,87 hata ~ 1,08

Sekil 7.7: 32 x 32 boyutlu bir matris gri tonlu bir gériintii olarak (renk ne kadar yogunsa deger o kadar

biiyiik) ve onun svd ile bulunan rank 2, 6 ve 12 yaklagimlari. Alttaki sayilar 2-normundaki hatalardir ve

sirastyla o,, 07, 045 tekil degerlerine esittir. Cizimde 0'1n altina ya da 1'in iistiine tagan degerler 0 ve 1'e
kirpildu.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar 6nce kendiniz ¢6zmeyi deneyin; ¢6ziimlerdeki kodlar NumPy 2.5 ile ¢alistirilmig
ve c¢iktilar1 oldugu gibi verilmistir.
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Aligtirma 7.1 (Cramer Kuralinin Kodu). Cramer kuralini uygulayan bir cramer(A, b) fonksiyonu
yaziniz ve Uc Bilinmeyenli Bir Sistem érnegindeki (Ornek 7.2) sistemde sonucunu solve ile karsilastiriniz.

Cozim.

Cramer kuralina gore z; = det(A,)/ det(A)’dir; A;, A'nin j. siitununun yerine b konarak elde edilir.
A.copy() ile kopya almak 6nemlidir; Aj = A yazsaydik Aj yeni bir dizi degil, ayn1 dizinin ikinci ad1
olurdu ve A'nin kendisi degisirdi (NumPy Dizileri).

import numpy as np

def cramer(A, b):
"""Ax = b sistemini Cramer kuraliyla cozer (A kare ve regiiler).
d = np.linalg.det(A)
x = np.empty(len(b))
for j in range(len(b)):

Aj = A.copy()
Ajl:, j1 =b # j. sltunun yerine b konur
x[j1 = np.linalg.det(Aj) / d

return x

A = np.array([[2.0, 1.0, -3.0],
[3.0, -2.0, 2.0],
[5.0, -3.0, -1.011)
b = np.array([5.0, 5.0, 16.0])
print(cramer(A, b))
print(np.linalg.solve(A, b))
print(np.allclose(cramer(A, b), np.linalg.solve(A, b)))

Ciktr:
[ 1. -3. -2.]
[ 1. -3. -2.]
True

Iki yéntem ayni sonucu veriyor. Ama Cramer kurali n + 1 determinant hesaplar; her biri yaklagik %n:”
islem tuttugundan toplam maliyet n* mertebesindedir. Bu yiizden yontem kuramsal olarak degerlidir,
ama buyiik sistemlerin ¢6ziimiinde kullanilmaz. m

Alistirma 7.2 (Dort Denklemli Bir Sistem).

T+2y+2z=2
3r —2y—2=25
20 —by+3z2=—4
z+4y+62=0

sisteminin ¢6ziilebilir oldugunu rank olciitityle gosterip ¢6ziimiinii 1stsq ile bulunuz.
Coziim.

Katsayilar matrisi 4 x 3 oldugundan solve kullanilamaz, ciinkii solve kare matris ister. Once ranklar
karsilastirip sonra lstsq’yu calistirtyoruz.

import numpy as np

A = np.array([[1.0, 2.0, 2.0],
[3.0, -2.0, -1.0],
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[2.0, -5.0, 3.0],
[1.0, 4.0, 6.0]1)
b = np.array([2.0, 5.0, -4.0, 0.0])

Ab = np.column_stack([A, b])
print(np.linalg.matrix rank(A), np.linalg.matrix rank(Ab))

X, rss, rank, sv = np.linalg.lstsq(A, b)
print(x)
print(np.linalg.norm(A @ x - b))

Ciktr:

33
[ 2. 1. -1.]
6.556898606395034e-15

rank A = rank [A | b] = 3 oldugundan sistem ¢oziilebilirdir; rank bilinmeyen sayisina egit oldugun-
dan ¢6ziim tektir. Coziilebilir bir sistemde en kiiciik kareler ¢6ziimii gercek ¢oziimdiir: artik normu
10715 mertebesindedir, yani denklemler yuvarlama hatasi disinda tam saglanir. Céziim (z,y,2) =

(2,1,—1)dirr2+2—-2=26-2+1=54—5—-3=—4ve2+4—6=0.m

Alistirma 7.3 (Normlar Arasindaki Iki Esitsizlik).

-2 3
4 —1
1 5

A:

N O

<Al velAl< /ATHA]

1 'S}
esitsizliklerinin saglandlglm dogrulaymlz
Coziim.
Dort normu hesaplayip iki esitsizligi siniyoruz.
import numpy as np
A = np.array([[1.0, -2.0, 3.0],
[0.0, 4.0, -1.0],
[2.0, 1.0, 5.0]1)
1 = np.linalg.norm(A, 1)
n_inf = np.linalg.norm(A, np.inf)
n2 = np.linalg.norm(A, 2)
n fro = np.linalg.norm(A, "fro")
print(nl, n inf, n2, n fro)
print(n2 <= n _fro, n2 <= np.sqrt(nl * n_inf))
Ciktr:
9.0 8.0 6.399487517369997 7.810249675906654
True True
Mutlak degerlerle siitun toplamlar1 3, 7, 9 ve satir toplamlari 6, 5, 8 oldugundan || A ||— 9ve || A ||=
o0

&dir. || A ||— V61 ~ 7,81 ve /9 -8 = /72 ~ 8,49 degerleri || A ||~ 6,40’tan buyuktur

Iki e§1ts1zhk her kare matris icin dogrudur. Birincisi tekil degerlerden gelir: Frobenius normu dik
matrislerle ¢arpinca degismediginden
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2 2 2
TAl=I2[l=0%+..+0820i=[A]
F F 2

2
dir. Tkincisi icin || A ||'nin AT A’nin en bityiik 6zdegeri oldugunu kullanalim. Mv = Av ve v # 0 ise
2
| A v||=] Mv ||<|| M |||| v || oldugundan her 6zdegerin mutlak degeri || M ||'i asmaz. M = AT A
1 1 11 1

icin bu
2
A< ATA < AT [ All=IAlllA]
2 1 1 1 oo 1

verir; son adimda A ’nin siitunlarinin A’nun satirlar oldugunu kullandik. m

Alistirma 7.4 (Vandermonde Matrislerinin Kosul Sayis1). [0,1] araliginda esit aralikli n nokta
Ty -eey T, icin (4, ) eleman xffl olan n x n Vandermonde matrisinin kogul sayisini n = 4, 8,12, 16, 20
icin hesaplayip her durumda kaybedilmesi beklenen anlamli basamak sayisini tahmin ediniz.

Cozim.
np.vander(x, increasing=True) siitunlar1 1, 2,22, ... olan Vandermonde matrisini kurar (NumPy
Dizileri). Kaybedilen basamak sayisini log; & ile tahmin ediyoruz.

import numpy as np

for n in (4, 8, 12, 16, 20):

x = np.linspace(0, 1, n)

V = np.vander(x, increasing=True) # sutunlar: 1, x, x°2,
kappa = np.linalg.cond(V)

print(f"n = {n:2d} kosul

f'"kaybedilen basamak

{kappa:8.2e} "
{np.logl@(kappa):4.1f}")

R

Ciktr:
n= 4 kosul = 9.89e+01 kaybedilen basamak = 2.0
n= 8 kosul = 2.68e+05 kaybedilen basamak = 5.4
n =12 kosul = 8.83e+08 kaybedilen basamak = 8.9
n =16 kosul = 3.12e+12 kaybedilen basamak = 12.5
n =20 kosul = 1.15e+16 kaybedilen basamak = 16.1

Kosul sayis1 n ile iistel olarak biiyliyor: n = 8’de yaklasik 5, n = 12’de yaklasik 9 basamak kaybedilir
ve n = 20’de kosul sayis1 10!6’y1 gecer; bu matrisle kurulan bir sistemin ¢éziimiinde hicbir basamaga
giivenilemez. Bu matris, verilen noktalardan gecen polinomun katsayilarimmi bulmak i¢in kurulan
sistemin matrisidir. Bu yiizden interpolasyon polinomu pratikte bu sistem ¢oziilerek degil, Lagrange
ya da Newton bi¢cimiyle hesaplanir. m

Alistirma 7.5 (Ozdegerlerle Fibonacci Sayilari). Fibonacci érnegindeki (Ornek 7.1) @ matrisini
Q = VAV~! biciminde késegenlestirip F,’yi @™ = VA"V ! formiiliiyle hesaplayiniz ve sonucu n =
10,40, 70, 80 icin tam degerle karsilastiriniz.

Coziim.

@'nun karakteristik polinomu t? — ¢ — 1’dir; 6zdegerleri p = %g ve —1/p = %g’dir‘ A kosegen
oldugundan A™’yi hesaplamak kosegen elemanlarin n. kuvvetini almaktir. () simetrik oldugundan
eigh kullaniyoruz: dondiirdiigii V ortogonaldir, yani V~! = VT dir ve ters matris hesaplamaya gerek
kalmaz. eigh 6zdegerleri kiigiikten bitytige siraladigi i¢cin once —1/¢ gelir. Tam degerleri dtype=object
ile tamsay1 matris kuvvetinden aliyoruz.
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import numpy as np

Q = np.array([[1.0, 1.0],
[1.0, 0.0]])
w, V = np.linalg.eigh(Q)
print(w) # -1/9 ve ¢

Q obj = np.array([[1, 1], [1, O]], dtype=object)
for n in (10, 40, 70, 80):
Qn = V @ np.diag(w**n) @ V.T # Q™n =V A™n VT
exact = np.linalg.matrix power(Q obj, n)[0, 1]
approx = round(Qn[0, 1])
print(n, approx, exact, approx - exact)

Ciktr:

[-0.61803399 1.61803399]

10 55 55 0

40 102334155 102334155 0

70 190392490709135 190392490709135 0

80 23416728348467740 23416728348467685 55

n = 70’e kadar sonug tam dogru. Fg, = 23416 728 348 467 685 ise 17 basamakli bir sayidir; float64
yalnizca 15 ile 16 arasi anlamli basamak tasiyabildiginden son basamaklar yanlis ¢ikar ve fark 55 olur.
Bu hesabin ifade ettigi formill F, = (o™ — (=1/¢)" ) / /5 Binet formiiliidiir. Matematikte tam olan
bu formiil, kayan noktali sayilarla bityiik n i¢in tam sonug veremez. B

Alistirma 7.6 (Kuvvet Yontemi).

A=

O~ o
— o =
[

matrisinin mutlak degerce en bilyiik 6zdegerini kuvvet yontemiyle yaklasik olarak bulup eigh ile kargi-
lagtirimiz: ¢y = (1,1, 1) vektérinden baslayip z, ., = Az, / || Az, || adimlarim tekrarlayimz ve 6zdeger
2

tahmini olarak A, = z} Az, Rayleigh béliimiinii aliniz.

Cozim.
A simetrik oldugundan 6zvektorleri dik bir gy, g4, g3 tabani olusturur. £, = ¢;q; + c9qy + €345 ise

AFzy = e)Miqy + coM5qy + e\ g3

olur. | A; | en biiyiikse ve ¢; # 0 ise ilk terim baskin ¢ikar, yani z;, birim vektorii +¢, ’e yaklagir. Her
adimda normallestirmek sayilarin tagsmasini 6nler.

import numpy as np

A = np.array([[4.0, 1.0, 0.0],

[1.0, 3.0, 1.
[0.0, 1.0, 2.0]1)

X = np.array([1.0, 1.0, 1.0])

for k in range(1l, 31):

y =AQ@Xx

X =y / np.linalg.norm(y) # her adimda birim vektore indir
lam = x @ A @ X # Rayleigh bolimi

if k %5 == 0:
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print(f"{k:2d} {lam:.12f}")

w, Q = np.linalg.eigh(A)
print("eigh:", w)

Ciktr:
5 4.729619855519
10 4.732025279744
15 4.732050539813
20 4.732050804760
25 4.732050807539
30 4.732050807569
eigh: [1.26794919 3. 4.73205081]

En biiyiik 6zdeger 3 + v/3 ~ 4,732050808 dir ve 30 adimda on iki basamak dogru bulundu. Yakinsama
hizini | Ay /Ay | = 3/4,732 & 0,634 orani belirler: Rayleigh béliimiiniin hatasi her adimda yaklagik bu
oranin karesiyle, 0,40 ile carpilir. Tabloda bes adimda hata yaklasik 0,40% ~ 0,01 katma iniyor. ki
biiyiik 6zdeger birbirine yakin olsayd: yontem ¢ok yavaslardi. m

Aligtirma 7.7 (Bir Markov Zincirinin Daimi Durumu). Gegis matrisi
(0,5 0,5
P= <0,1 0,9)
olan Markov zincirinin daimi durum olasiligini, yani 7P = 7 ve m; + w5 = 1 kosullarini saglayan 7 satir
vektoriinii eig ile bulunuz.
Coziim.
7P = 7 esitliginin transpozunu alirsak P77 = 77 olur: 77, P nin 1 6zdegerine ait bir 6zvektorii-

diir. eig birim uzunlukta bir 6zvektér dondiiriir; onu bilegenleri toplami 1 olacak bigimde 6l¢ekliyoruz.
np.argmin(np.abs(w - 1)), ’e en yakin 6zdegerin indeksini verir.

import numpy as np

P = np.array([[0.5, 0.5],

[0.1, 0.91])
w, V = np.linalg.eig(P.T) #nmP=n < PT T =n"T
w, V = np.real if close(w), np.real if close(V)
print(w)
i = np.argmin(np.abs(w - 1)) # 0zdegeri 1 olan sutun
pi = V[:, i1 / V[:, i]l.sum() # bilesenler toplami 1 olsun
print(pi)

print(np.allclose(pi @ P, pi))

Cikt1:
[0.4 1. ]
[0.16666667 0.83333333]
True

PT’nin 6zdegerleri 0,4 ve 1’dir. Daimi durum 7 = (1/6, 5/6), yani yaklasik (0,1667; 0,8333)’tiir; bu,
Raslanti Siirecleri notlarinda denklem sistemiyle bulunan sonugla aynidir. Zincir uzun vadede zamanin
altida birini birinci, altida besini ikinci durumda gegirir. m
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Alistirma 7.8 (Bir Elipsin Asal Eksenleri). 5z% + 4zy + 2y? = 1 elipsinin asal eksen dogrultularini
ve yar1 eksen uzunluklarini, denklemi u = (z,y)” olmak izere u” Su = 1 bigiminde yazip S simetrik
matrisinin 6zdeger ayrigimiyla bulunuz.

Cozim.
ul'Su = 5,72 + 28,57y + 55,y> oldugundan karma terimin katsayisi 4 kosegen disina ikiye bolii-

nerek yazilir:
52
5= (2)

Spektral teoremle (Teorem 7.1) S = QAQT yazip u’ = QT u yeni koordinatlarina gecersek denklem
A z'? + Xyy’? = 1 olur; yar1 eksenler 1/4/\; ve 1/1/\y dir.

import numpy as np

S = np.array([[5.0, 2.0],
[2.0, 2.01]) # 5x°2 + 4xy + 2y"2 = [x y] S [x yI"°T

w, Q = np.linalg.eigh(S)

print(w)

print(Q)

print(l / np.sqrt(w)) # yari eksen uzunluklari

theta = np.degrees(np.arctan(Q[1, 1] / Q[0, 1]))

print(theta) # A = 6 O0zvektoriniin x ekseniyle acisi
Cikti:

[1. 6.]

[[ 0.4472136 -0.89442719]
[-0.89442719 -0.4472136 ]]
[1. 0.40824829]

26.56505117707799

Ozdegerler 1 ve 6’dir, dolayisiyla yeni koordinatlarda denklem 2’2 + 6y’? = 1'dir. Biiyiik yar1 eksen
1 uzunlugundadir ve \ = 1’in ézvektorii (1, —2)/+v/5 dogrultusundadir. Kiiciik yar1 eksen 1/v/6 ~
0,408 uzunlugundadir ve A = 6’mn 6zvektorii (2, 1) /+/5 dogrultusundadir (eigh isaretleri keyfi secer).
(2,1) dogrultusunun z ekseniyle yaptig1 a¢1 arctan % ~ 26,57°dir. Bu, Analitik Geometri notlarindaki
tan 20 = 2a;5/(ay; — ag) = 4/3 formiiliiniin verdigi dénme acisidir. m

Alistirma 7.9 (Normal Denklemlerin Kaybettirdigi Basamaklar). [0, 1] araliginda esit aralikli 30
noktada p(t) = 1 +t + 2 + ... + t° polinomunun degerleri veriliyor. Bu veriye dokuzuncu dereceden bir
polinomu hem 1stsq ile hem de normal denklemleri solve ile ¢6zerek uydurunuz ve bulunan katsayilarin
en buyiik hatalarini karsilastiriniz.

Coziim.

Veri tam olarak bir polinomdan geldigi i¢in dogru katsayilarin hepsi 1°dir; hatay1 max;| ¢, — 1 | ile
olciiyoruz. Katsayilar matrisi M, siitunlar1 1,t, ..., olan 30 x 10 bir Vandermonde matrisidir.

import numpy as np

t = np.linspace(0, 1, 30)

M = np.vander(t, 10, increasing=True) # sttunlar: 1, t, ..., t79
c _true = np.ones(10)
y =M@ c_true # tam olarak bir polinomun degerleri

c lstsq = np.linalg.lstsq(M, y)[0]
c normal = np.linalg.solve(M.T @ M, M.T @ y)
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print(f"kosul (M) {np.linalg.cond(M):.1le}")
print(f"kosul(M~T M) {np.linalg.cond(M.T @ M):.le}")
(
(

print(f"lstsqg hatasi : {np.max(np.abs(c lstsq - c true)):.le}")
print(f"normal denk. hatasi : {np.max(np.abs(c_normal - c true)):.le}")

Ciktr:
kosul (M) = 3.5e+06
kosul (M~T M) = 1.2e+13
lstsq hatasi 1 9.2e-11

normal denk. hatasi : 9.3e-04

M’nin kosul sayist 3,5 - 10, M7 M’ninki onun karesi olan 1,2 - 10*%’tiir. 1stsq katsayilar1 10710
mertebesinde bir hatayla bulurken normal denklemlerin hatasi 10~2 mertebesine cikti: asag1 yukari
yedi basamak fazladan kaybedildi. m

Aligtirma 7.10 (Tekil Deger Ayrisimiyla Cekirdek).

M:

~N &~ =
co Ov N
© O W

matrisinin ¢ekirdegini, yani Mv = 0 denkleminin ¢6ziim uzayini tekil deger ayrisimi yardimiyla bulunuz.

Coziim.

M = UXVT ise Mv; = o,u; dir. Bu yiizden sifir olan (ya da sayisal olarak sifir sayilan) tekil degerlere
ait sag tekil vektorler cekirdegi gerer. Tekil degerler bityiikten kiigiige sirali oldugundan aranan vektor
Vt’nin son satiridir.

import numpy as np

M = np.array([[1.0, 2.0, 3.0],
[4.0, 5.0, 6.0],
[7.0, 8.0, 9.0]1)
U, s, Vt = np.linalg.svd(M)
print(s)
v = Vt[-1] # en klcguk tekil degere ait sag tekil vektor
print(v / v[0]) # ilk bileseni 1 olacak bicimde olcekle

print(np.linalg.norm(M @ v))
Ciktr:

[1.68481034e+01 1.06836951e+00 3.33475287e-16]
[ 1. -2. 1.]
5.20740757162067e-16

Ugiincii tekil deger 3,3 - 10716, yani sayisal olarak sifirdur; teki ikisi acikca sifirdan farkli oldugundan
rank M = 2 ve gekirdek bir boyutludur. Son sag tekil vektdr, ilk bileseni 1 olacak bi¢cimde olcekle-
nince (1,—2,1) cikiyor. Gergekten 1 —44+3=0,4—10+6 =0 ve 7— 16 + 9 = 0’dir; cekirdek
{t(1,—2,1) : t € R} dogrusudur. m

Alistirma 7.11 (En Iyi Rank Bir Yaklasim).
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matrisine 2-normunda en yakin olan, ranki 1 olan A; matrisini bulup || A — A, || degerini hesaplaymiz.
2

Coziim.
Eckart-Young teoremine (Teorem 7.2) gore aranan matris A, = oyu vl dir ve hata o, ’dir.
np.outer(u, v) iki vektoriin dis garpimi olan uv” matrisini verir.

import numpy as np

A = np.array([[3.0, 2.0, 2.0],
[2.0, 3.0, -2.0]1)
U, s, Vt = np.linalg.svd(A)
print(s)
Al = s[0] * np.outer(U[:, O], Vt[0O]) # ol ul vI™T
print(np.round(Al, 12))
print(np.linalg.norm(A - Al, 2))

Ciktr:

[5. 3.]
[[ 2.5 2.5 -0. ]
[ 2.5 2.5 -0. 1]
2.9999999999999996

Tekil degerler 5 ve 3’tiir; gergekten AAT = (187 187) matrisinin 6zdegerleri 25 ve 9°dur. u, = (1,1)/v/2

vev; = (1,1,0)/+/2 oldugundan (isaretler birlikte degisebilir)
1/110 2,56 250
A1_5'§(1 1 0) B (2,5 2,5 0)
bulunur. Ciktidaki -0., —10716 gibi ¢ok kiigiik negatif bir saymnin yuvarlanmasindan dogan isaretli

sifirdur; IEEE 754'te —0 ile 0 esittir. Hata || A — A, ||= 3 = 05 dir; ¢iktidaki 2,9999999999999996 yine
2

yuvarlama hatasidir. m

Bu bolimde NumPy’1n lineer cebir araglarini ve onlari giivenle kullanmanin kurallarini gérdiik: sistemleri
inv ile degil solve ile ¢6zmek, tekilligi determinantla degil rank ve kosul sayisiyla sinamak, simetrik mat-
rislerde eigh’i segmek, asir1 belirli sistemlerde normal denklemler yerine 1stsq’ya bagvurmak. Sonuglari
bu boliimde sik sik sekillerle gosterdik; bir sonraki bolimde, Matplotlib ile Grafik Cizimi béliimiinde, bu
tur grafikleri kendimiz ¢izmeyi 6grenecegiz.
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8.1

8. Matplotlib ile Grafik Cizimi

Bir fonksiyonun grafigine bakmak, ¢ogu zaman bir sayfa hesabin séyledigini tek bakigsta séyler: fonksiyon
nerede artiyor, nerede sicriyor, bir yaklasim hangi aralikta iyi, bir dizi ne hizla yakisiyor. Onceki béliim-
lerde NumPy ile bu sayilari iiretmeyi 6grendik; bu boliimde onlar1 gérmeyi 6grenecegiz.

Python’da bilimsel ¢izimin standart araci Matplotlib kiitiphanesidir. Anaconda ve Colab ile hazir
gelir; degilse pip install matplotlib komutuyla kurulur. Kitiiphanenin iki kullanim bi¢imi vardir:
kisa komutlarla “o anki” grafife ¢izen pyplot arayiizii ve ¢izimin her parcasini bir nesne olarak tutan
nesne yonelimli arayiiz. Biz bastan itibaren ikincisini kullanacagiz, ¢iinkii bir sayfaya birden ¢ok grafik
koydugumuzda hangi komutun neyi degistirdigi ancak boyle acik kalir. Once tek bir egri ¢izip grafigin
parcalarini taniyacagiz; sonra alt grafiklere, logaritmik eksenlere, parametrik ve kutupsal egrilere, sagilim
grafiklerine ve histogramlara, kontur ¢izimlerine ve ti¢ boyutlu yiizeylere gegecegiz.

Bu bolimdeki kodlar grafikleri fig.savefig(...) ile dosyaya yazar ve ¢izdikleri veriden birkac sayiy1
ekrana basar. Kodu Jupyter ya da Colab’de calistirirsaniz grafik hiicrenin altinda kendiliginden gériiniir;
bir .py betigi olarak calistiriyorsaniz grafigi bir pencerede gormek igin en sona plt.show() satirim
ekleyin. Sayfadaki sekiller, kodun trettigi verinin aynisindan sitenin temasina uygun renklerle yeniden
cizilmigtir; bu ytizden renkleri Matplotlib’in varsayilan renklerinden farklidur.

Figure ve Axes

Matplotlib’de her ¢izim iki katli bir yapiya oturur: bir tuval ve tuvalin {izerindeki koordinat sistemleri.

Tanim 8.1 (Figure ve Axes). Figure, bir ¢izimin biitiin tuvalidir; boyutu, ¢6ziintirligii ve tizerindeki
her sey ona aittir. Axes ise bir Figure igindeki tek bir koordinat sistemidir; kendi yatay ve dikey eksenleri,
tik isaretleri, eksen adlari, baglig1 ve lejant1 vardir. Bir Figure bir ya da daha ¢ok Axes tagur.

Yani Figure bir kagit, Axes o kagida ¢izilmis bir koordinat sistemidir. Egri ¢cizmek, eksenlere ad koymak,
sinirlar1 ayarlamak gibi islerin hepsi bir Axes nesnesinin metotlariyla yapilir: ax.plot, ax.set xlabel,
ax.set_xlim gibi. Figure’a yalniz biitiinle ilgili isler kalir: fig.savefigile kaydetmek yada fig.suptitle
ile biitiin ¢izime ortak bir baglik koymak gibi. Adin ¢ogul goriinmesi yaniltmasin: bir Axes tek bir
koordinat sistemidir, tek tek eksenlere ise Matplotlib Axis der.

Ikisini birlikte iireten komut plt. subplots () ‘tur; burada plt, matplotlib.pyplot modiiliiniin geleneksel
kisaltmasidir. fig, ax = plt.subplots() satir1 bir Figure ile icinde tek bir Axes olusturur ve dondiirdiigi
iki nesneyi iki degiskene agar. Internetteki 6rneklerde sik goriilen plt.plot(x, y) yadaplt.xlabel("x")
gibi komutlar ise o anda etkin olan Axes’e ¢izer. Tek grafiklik kisa betiklerde bu bicim ise yarar, ama
birden ¢ok Axes oldugunda hangisinin etkin oldugunu izlemek zorlagir; bu derste her zaman ax iizerinden
calisacagz.

© Dért adimda bir grafik

Cizilecek veriyi NumPy dizileri olarak hazirla: x = np.linspace(a, b, n) vey = f(x).
fig, ax = plt.subplots() ile bir Figure ve bir Axes olustur.

ax.plot(x, y) ile ¢iz; eksen adlarini, baghig ve lejanti ekle.

fig.savefig("ad.png") ile kaydet ya da plt.show() ile ekranda goster.

Ll e

Ornek 8.1 (Siniis ve Kosiniis Ayn1 Eksende). sinz ve cosz fonksiyonlarini [0, 27| araliginda ayni
Axes lizerinde, egrileri bir lejantla adlandirarak ¢iziniz.

Cozim.
Tarifin d6rt adimini sirayla uyguluyoruz.
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223

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#
X

#

1,

24

Veri: [0, 2n] araliginda esit aralikli 200 nokta
np.linspace(0, 2 * np.pi, 200)

Figure ve Axes

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4))

# 3. Cizim ve etiketler
ax.

ax. )5
.set xlabel("$x$")
ax. )

ax

ax.
ax.
.grid(True)

ax

plot(x, np.sin(x), label=r"$\sin x$")
plot(x, np.cos(x

linestyle="--", label=r"$\cos x$")

set ylabel("$ys$"
set title("Sinls ve kosinls")
legend()

# 4. Kaydetme
fig.savefig("sinus kosinus.png", dpi=150)

print(type(fig). name , type(ax). name )
print("Cizilen egri sayisi:", len(ax.lines))
print("Piksel boyutu:", fig.get size inches() * 150)

Cikt

1.

Figure Axes
Cizilen egri sayisi: 2
Piksel boyutu: [900. 600.]

print satirlari neyin olustugunu dogruluyor: plt.subplots bir Figure ve bir Axes dondiirdi, ax. lines
listesinde iki egri var. Figure 6 x 4 in¢ boyutunda ve in¢ bagina 150 nokta (dpi=150) ile kaydedildigi
icin PNG dosyas1 900 x 600 pikseldir. m

ax.set_title
Axes

ax.plot

ax.grid

Sekil 8.1: 1k érnekteki kodun cizdigi grafik. Kesikli cerceve biitiin tuvali, yani Figure nesnesini; icteki
cerceve tek koordinat sistemini, yani Axes nesnesini gosterir. Kenardaki etiketler her par¢ay: hangi

metodun olusturdugunu séyler.

Acik Matematik - acik-matematik.com 223

CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.2

224 Boliim 8. Matplotlib ile Grafik Cizimi

Koddaki her satirin bir gorevi var:

« np.linspace(0, 2 * np.pi, 200) aralig1 200 esit aralikli noktayla 6rnekler. Matplotlib bu noktalar:
sirayla dogru pargalariyla birlestirir; ekranda diizgiin gériinen egri aslinda 199 parcali bir kirik ¢izgidir.

« figsize=(6, 4) Figure’m boyutunu in¢ cinsinden verir.

« ax.plot(x, y) bir egri cizer. Ayni Axes’e yapilan her plot ¢agrisi yeni bir egri ekler ve Matplotlib her
birine siradaki rengi verir. label= lejantta goriinecek adi, linestyle="--" kesikli ¢izgiyi secer.

« r"$\sin x$" gibi dolar isaretleri arasindaki metinler, Matplotlib’in kendi TeX dizgicisiyle (mathtext)
matematik olarak dizilir; bunun i¢in bilgisayarda LaTeX kurulu olmasi gerekmez. Dizgideki ters bolu
bir kacis dizisi sanilmasin diye dizgiyi r 6nekiyle ham dizgi (raw string) olarak yazariz.

« ax.legend() etiketli egrilerden lejant1 kurar, ax.grid(True) 1zgara ¢izgilerini acar.

Cizgiler, Renkler ve Aciklamalar

Ik grafikte renkleri, ¢izgi kalinliklarim ve eksen smirlarim1 Matplotlib kendisi secti. Bu secimlerin her
biri plot ¢agrisinin anahtar kelimeli argiimanlariyla ya da Axes’in metotlariyla degistirilebilir. En sik
kullanilan argiimanlar sunlardir:

Argiiman Ornek degerler Anlami

color "co", "C3", "k", "tab:red" Renk; "coO"-"C9" Varsayllan
renk sirasi, "k" siyah

linestyle R L L Duz, kesikli, noktal1 ve kesik-
noktal ¢izgi

linewidth 1,2.5 Cizgi kalinlig1 (punto)

marker "N, Meh, Ay v Her veri noktasina konan isaret

markersize 4,7 [saretin buyikligii

Kisa yol olarak ii¢iincii konumsal arglimana bir bi¢im dizgisi yazilabilir: ax.plot(x, y, "ro--") kirmizi
(r), daire isaretli (o), kesikli (- -) bir ¢izgi ¢izer. Bicim dizgisinde ¢izgi stili yoksa, érnegin "o", noktalar
birlestirilmez; yalniz isaretler cizilir.

Grafigin geri kalanin1 Axes’in metotlar1 ayarlar:

« ax.set xlim(a, b) ve ax.set ylim(c, d) eksen sinirlarini sabitler. Sinirlar verilmezse Matplotlib
onlar1 veriden secer ve iki yana veri araliginin %5'i kadar pay birakur.

« ax.set_aspect("equal") iki eksende birim uzunlugu esitler; cember cember, kare kare goriiniir.

+ ax.axhline(c) ve ax.axvline(c) sirasiyla y = ¢ ve © = ¢ dogrularini ¢izer. Koordinat eksenlerini
gostermek i¢in kullanighdr.

o ax.annotate(metin, xy=(x0, y0), xytext=(x1l, yl), arrowprops=dict(arrowstyle="->")) metni
(x1,y;) noktasina yazar ve oradan (x,y,) noktasina bir ok ¢izer. Ok gerekmiyorsa ax.text(x, vy,
metin) yeterlidir.

« ax.fill_between(x, yl, y2) iki egrinin arasin boyar; where= argiimanina bir boolean dizi verilirse
yalniz kosulun saglandig1 yerler boyanir.

Ornek 8.2 (Yerel Ekstremumlari Isaretlemek). f(r) = 2® — 3z fonksiyonunun [—2,5; 2,5] araligin-
daki grafigini, kritik noktalar1 isaretlenmis ve yerel ekstremumlar: okla gésterilmis olarak ciziniz.

Cozim.

f/(z) = 3z2 — 3 = 3(z — 1)(z + 1) oldugundan kritik noktalar z = +1'dir. f”(z) = 6z oldugundan
f"(—=1) <0 ve f”(1) > 0’dir; x = —1 yerel maksimum, z = 1 yerel minimum noktasidir. Kritik
noktalar1 ayr1 bir plot ¢agrisinda "o" isaretiyle ¢iziyor, oklar1 annotate ile koyuyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
return x**3 - 3 * x
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X = np.linspace(-2.5, 2.5, 300)
crit = np.array([-1.0, 1.0]) # f'(x) = 3x"2 - 3 = 0 olan noktalar

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4))

ax.plot(x, f(x), color="C0", linewidth=2, label="$f(x) = x*3 - 3x$")

ax.plot(crit, f(crit), "o", color="C3", markersize=7,

label="kritik noktalar")

ax.axhline(0, color="k", linewidth=0.8)

ax.axvline(0, color="k", linewidth=0.8)

ax.annotate("yerel maksimum", xy=(-1, 2), xytext=(-2.4, 3.6),
arrowprops=dict(arrowstyle="->"))

ax.annotate("yerel minimum", xy=(1, -2), xytext=(-0.6, -4.2),
arrowprops=dict(arrowstyle="->"))

ax.set ylim(-5, 5)

ax.legend(loc="1lower right")

fig.savefig("ekstremum.png", dpi=150)

for ¢ in crit:
print(f"x = {c:+.0f} noktasinda f(x) = {f(c):+.0f}")

Ciktr:
X = -1 noktasinda f(x) = +2
X = +1 noktasinda f(x) = -2

f fonksiyonu NumPy islemleriyle yazildig1 i¢in hem tek bir sayiya hem bir diziye uygulanabilir: f (x)
300 degerlik egriyi, f(crit) iki kritik degeri verir. Cikt1 f(—1) = 2 ve f(1) = —2 hesabiyla uyusur.
set_ylim(-5, 5) olmasaydi dikey eksen, u¢ noktalardaki f(42,5) = 48,125 degerlerine gére secilir
ve ekstremumlar kiigiik kalirds. m

Alt Grafikler ve Logaritmik Eksenler

Birbiriyle karsilastirilacak iki grafigi ayni Figure’a yan yana koymak ¢ogu zaman en agik anlatimdir.
plt.subplots(nrows, ncols) g¢agrisi nrows satir ve ncols siitunluk bir Axes 1zgarasi kurar ve Axes
nesnelerini bir NumPy dizisi olarak dondiiriir. Tek satir ya da tek siitun varsa dizi tek boyutludur (axs[0],
axs[1], ...); yoksa iki boyutludur (axs[1, 0] ikinci satirin ilk Axes’i). Biitiin Axes’leri tek bir dongiiyle
dolasmak icin axs.flat kullanilir. Yararl {i¢ argiiman daha var: sharex=True ve sharey=True Axes’lere
ortak eksen sinirlar1 verir, layout="constrained" ise basliklarin ve eksen adlarinin birbirinin {stiine
binmemesi i¢in Axes’lerin yerini kendiliginden ayarlar.

Yan yana grafiklerin sik kullanildig: bir yer, bir yaklagimi ve onun hatasini birlikte gostermektir. Hata ise
cogu zaman bircok mertebeye yayilir; onu okunur kilan logaritmik eksendir.

Tanim 8.2 (Logaritmik Eksen). Bir eksen logaritmik 6l¢ekli ise tizerindeki v > 0 degerinin konumu
log;, v ile orantilidir. Yalmiz dikey ekseni logaritmik olcekli olan grafige yar1 logaritmik grafik, iki
ekseni de logaritmik 6l¢ekli olan grafige log-log grafik denir.

Yani logaritmik eksende 1 ile 10, 10 ile 100 ve 100 ile 1000 arasindaki uzakliklar esittir; ¢cok farkli bityiik-
litkkteki sayilar ayni resme sigar. iki 6zel durum her yerde karsimiza cikar:

« y = Ca” ise logy = log C' + x log a olur; iistel bir fonksiyon yar1 logaritmik grafikte bir dogrudur.

« y=C2zP ise logy = logC + plogx olur; bir kuvvet fonksiyonu log-log grafikte egimi p olan bir
dogrudur. Ornegin bir yontemin hatasi h? ile orantili azaliyorsa log-log grafikte egimi 2 olan bir dogru
goruriiz.

Matplotlib’de ax.semilogy(x, y) yari logaritmik, ax.loglog(x, y) log-log grafik cizer; var olan bir
Axes’in 6l¢egi ax.set_yscale("log") ile de degistirilebilir. Sifirin ve negatif sayilarin logaritmasi olma-
digindan bu degerler logaritmik eksende gosterilemez. Matplotlib onlar1 eksenin ¢ok altina yerlestirir; bu
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ylizden boyle bir noktaya giden ¢izgi dik bir sekilde asag: inip grafikten ¢ikar. ax.set_yscale("log",
nonpositive="mask") yazilirsa bu noktalar atlanir ve ¢izgi orada kesilir.

Ornek 8.3 (Siniisiin Taylor Polinomlar1 ve Hatalari). sinz fonksiyonunu ve 0 etrafindaki
T,, Ty, T, T, Taylor polinomlarini [—27, 27] araliginda bir Axes’te, | sinz — T,, () | hatalarini ise yanin-
daki ikinci Axes’te yar1 logaritmik 6l¢ekte ¢iziniz.

Cozim.
sin2’in 0 etrafindaki Taylor polinomu yalniz tek dereceli terimlerden olusur (bkz. Analiz 2). n tek
olmak tizere

JC B g (N2 g2+l
T(zx)=p— -4+ .2 — 1)
W) =T gt g R ; U G

olur. Bu toplamu bir fonksiyona yaziyor, plt.subplots(1, 2) ile yan yana iki Axes aciyoruz. Fonksi-
yondaki k, tek dereceleri 1,3, ..., n sirastyla dolagir; k = 2j + 1 icin isaret (—1)*~1/2 = (—1)7dir.

import math

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def taylor sin(x, n):
"""sin x'in @ etrafindaki n. dereceden Taylor polinomu."""
total = np.zeros like(x)
for k in range(l, n + 1, 2):
sign = (-1) ** ((k - 1) // 2)
total += sign * x**k / math.factorial(k)
return total

X = np.linspace(-2 * np.pi, 2 * np.pi, 400)
degrees = (1, 3, 5, 7)

fig, axs = plt.subplots(1l, 2, figsize=(10, 4), layout="constrained")

axs[0].plot(x, np.sin(x), "k", linewidth=2.5, label=r"$\sin x$")
for n in degrees:

axs[0].plot(x, taylor sin(x, n), label=f"$T {n}$")
axs[0].set ylim(-3, 3)
axs[0].set title("Taylor polinomlari")
axs[0].legend()

for n in degrees:
error = np.abs(np.sin(x) - taylor sin(x, n))
axs[l].semilogy(x, error, label=f"$n = {n}$")
axs[1l].set ylim(le-16, le3)
axs[1].set title(r"Hata $|\sin x - T_n(x)]|$")
axs[1].legend()

fig.savefig("taylor sinus.png", dpi=150)
print(type(axs). name , axs.shape)
for n in degrees:

e = abs(np.sin(1.0) - taylor sin(np.array([1.0]), n)[0])
print(f"n = {n}: x = 1 noktasindaki hata {e:.2e}")

Cikt1:
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ndarray (2,)

n =1: x = 1 noktasindaki hata 1.59e-01
n = 3: x = 1 noktasindaki hata 8.14e-03
n=>5:x 1 noktasindaki hata 1.96e-04
n=7:Xx 1 noktasindaki hata 2.73e-06

axs, iki Axes tutan tek boyutlu bir NumPy dizisidir; axs[0] soldaki, axs[1] sagdaki koordinat siste-
midir. Polinomlar bityiik | z | i¢in hizla bitytidiigiinden sol Axes’in dikey siurlarini set_ylim(-3, 3)
ile sabitledik; aksi halde Matplotlib 6l¢egi polinomlarin uglarda 46'ya varan degerlerine gore secer ve
sintis diimdiiz goriniirdii. Sag Axes’te de alt sinir1 10*16’ya sabitledik, ¢iinkii # = 0 yakininda hata,
cift duyarlikli sayilarin yuvarlama diizeyine iner.

Ciktidaki hatalar her adimda sirasiyla yaklasik 19, 42 ve 72 kat kiigiiliir. Bu hiz1 Lagrange kalanli Taylor
teoremi aciklar (bkz. Analiz 2). n tek oldugundan n + 1 cifttir. Siniisiin ¢ift mertebeden tiirevleri 4 sin
oldugu icin T, , ; ’e eklenen z™*! teriminin katsayis1 sin™+)(0)/(n + 1)! = 0°dur; yani T}, = T, ; 'dir.
Teoremi 7, , ;e uygularsak 0 ile  arasindaki bir c icin

~ sin™*?)(c)

sinx — T,

olur. Siniisiin her tiirevi + sin ya da 4 cos oldugundan |sin("*?)(c) | < 1’dir; bu yiizden 2 = 1 nokta-
sindaki hata 1/(n + 2)! ile siirhdir. Bu sirlar 1/3! ~ 0,167, 1/5! =~ 0,0083, 1/7! ~ 1,98 - 10~ ve
1/9! ~ 2,76 - 10~5°dir ve gercek hatalar bunlarin hemen altinda kalir. m

Taylor polinomlar: Hata [sin x — T,(x)|
3
3 10
2+ 10° -
-3
1 107

10
10
~12 |

10

10715 i

|
w
-

sin x — n=1 - n=3 —_— n=5 —_—n=7

Sekil 8.2: Alt grafik 6rnegindeki kodun ¢izdigi iki Axes. Solda kalin acik renkli egri sin x, ince egriler T;,

T;, Ts, T, Taylor polinomlaridir; derece arttikca polinom siniise daha genis bir aralikta yapisir. Sagda ayni

renklerle [sin x - T,(x)| hatalar1 logaritmik eksendedir: 0 yakininda hata 107*¢ diizeyine iner, uclarda 10?
diizeyine cikar.

Yan yana grafikler, bir ¢izimin yanls oldugunu fark etmek i¢in de iyi bir aractir. Matplotlib noktalar
sirayla birlestirdigi icin, fonksiyonun siireksiz oldugu bir yerde ne oldugunu kendisi bilemez.

Ornek 8.4 (Asimptotlar1 Olan Bir Grafik). tanz fonksiyonunu [—, 7] araliginda 1000 noktayla,
asimptotlarda diizgiin gorinecek bicimde ¢iziniz.

Coziim.
Once fonksiyonu oldugu gibi ciziyor, sonra | y | > 10 olan degerleri np.nan (Not a Number, “say1
degil”) ile degistirip yeniden ¢iziyoruz.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X
y

np.linspace(-np.pi, np.pi, 1000)
np.tan(x)

fig, axs = plt.subplots(1l, 2, figsize=(10, 4), layout="constrained")

axs[0].plot(x, y)
axs[0].set title("Dlzeltilmemis")

y cut = np.where(np.abs(y) > 10, np.nan, y)
axs[1l].plot(x, y cut)

axs[1l].set ylim(-10, 10)

axs[1l].set title(r"$|y| > 10$ olan noktalar NaN")

fig.savefig("tanjant.png", dpi=150)

print(f"En biylk |tan x| degeri: {np.max(np.abs(y)):.1f}")
print("NaN yapilan nokta sayisi:", np.isnan(y cut).sum())

Ciktr:

En buylk |tan x| degeri: 636.0
NaN yapilan nokta sayisi: 64

Soldaki grafikte iki kusur var. Ornek noktalardan biri 7/2’ye cok yakin diistiigii icin |tanx | 636'ya
ulasmig ve Matplotlib dikey 6lcegi bu degere gore segmistir; dallarin bigimi kaybolmus, her dal yatay bir
cizgi gibi goriiniir. Ayrica asimptotun solundaki bityiik pozitif degerle sagindaki biiyiik negatif deger
bir dogru parcasiyla birlestirilmis, grafikte fonksiyona ait olmayan dikey ¢izgiler belirmistir. Matplotlib
NaN olan noktalar atlar ve ¢izgiyi orada keser: sagdaki grafikte 64 nokta NaN yapildig: icin dallar
birbirinden ayrilir, set_ylim(-10, 10) de dlcegi okunur bir araliga sabitler. m

Diizeltilmemis || > 10 olan noktalar NaN

600

400

200 AJ
)

—-200 A

—400

=600 A
-10

Sekil 8.3: tan x 6rnegindeki kodun ¢izdigi iki Axes. Solda Matplotlib, asimptotun iki yanindaki noktalar:
dikey c¢izgilerle birlestirmis ve 6lcegi £600 diizeyine ¢ikarmustir; dallarin bicimi kaybolur. Sagda |y| > 10
olan degerler NaN yapildig: i¢in ¢izgi asimptotlarda kopar.
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Noktalar sirayla birlestirilir

ax.plot verilen noktalari sirayla dogru pargalariyla birlegtirir; fonksiyonun bu noktalar arasinda ne
yaptigin bilmez. Bu yiizden siireksizlik noktalarinda dikey cizgiler belirir ve nokta sayis1 azsa hizl
salinimlar kaybolur. Siireksizliklerde degerleri np.nan yapin, salian fonksiyonlarda nokta sayisim
artirin ve kugkulu bir grafigi daha sik 6rnekleyerek yeniden ¢izin.

Parametrik ve Kutupsal Egriler

Bir egri her zaman y = f(x) biciminde verilmez; diizlemde dolanan ve kendini kesen egriler bir paramet-
reyle ya da kutupsal koordinatlarla daha dogal yazilir.

z =xz(t), y = y(t), a <t < b parametrik egrisini ¢izmek i¢in énce t = np.linspace(a, b, n) dizisini
kurar, sonra iki koordinat dizisini ax.plot (x(t), y(t)) ile ¢izeriz; plot i¢in 6nemli olan yalniz noktalarin
sirasidir. Boyle egrilerde ax.set_aspect("equal") neredeyse her zaman gerekir, yoksa egri bir yonde
basik gorinir.

Kutupsal bir egri icin Axes’i projection="polar" ile kutupsal yapariz. Béyle bir Axes’te ax.plot (theta,
r) ¢agrisin ilk argimani ac1 (radyan), ikincisi yaricaptir. Bir Figure’a farkli tiirde Axes’ler koymak i¢in
Figure’1 6nce plt.figure() ile bog kurar, Axes’leri fig.add subplot(nrows, ncols, index) ile tek tek
ekleriz; index soldan saga, yukaridan asag1 1'den baglayarak sayilir.

Ornek 8.5 (Bir Lissajous Egrisi ve Kardioid). x = sin3t, y = sin 2t (0 < t < 27) parametrik egrisini
ve r = 1 + cos 0 kardioidini ayni Figure’da yan yana ¢iziniz.

Coziim.

Sagdaki Axes kutupsal olacag: icin Figure’r bos kuruyor, iki Axes’i fig.add subplot ile ekliyoruz.
Kodun sonunda kardioidin sinirladigi bélgenin alanini da yaklasik hesapliyoruz. Kutupsal bir blgenin
alani

formiilityle verilir (bkz. Analiz 2). Integrali, § 1zgarasinin sol uc noktalarindaki degerlerle kurulan bir
Riemann toplamiyla yaklasik hesapliyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

t = np.linspace(0, 2 * np.pi, 400)
fig = plt.figure(figsize=(10, 4.5), layout="constrained")

# Sol: parametrik egri, esit 0lcekli eksende
axl = fig.add subplot(1l, 2, 1)
axl.plot(np.sin(3 * t), np.sin(2 * t))
axl.set aspect("equal")

axl.set title(r"$x = \sin 3t,\ y = \sin 2t$")

# Sag: kutupsal eksen; plot(®, r) sirasiyla

ax2 = fig.add subplot(1l, 2, 2, projection="polar")
r=1+ np.cos(t)

ax2.plot(t, r)

ax2.set rticks([0.5, 1, 1.5, 2])

ax2.set rlabel position(157.5)

ax2.set title(r"$r = 1 + \cos\theta$")

fig.savefig("parametrik kutupsal.png", dpi=150)

# Kardioidin alani (1/2)J r~2 d@ icin bir Riemann toplami
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dtheta = t[1] - t[0]
area = 0.5 * np.sum(r[:-1] ** 2) * dtheta
print(type(ax2). name )
print(f"Riemann toplami: {area:.6f}")
(

print(f"3m/2 : {3 * np.pi / 2:.6f}")
Cikt1:

PolarAxes

Riemann toplami: 4.712389

3n/2 1 4.712389

3
Kardioidin alam g ~ 4,712389’dur (bkz. Analiz 2); Riemann toplami alt1 ondalik basamaga kadar bu

degeri verir. Toplamu1 r[:-1] ile kurduk, ¢linkii linspace dizisinin son elemani olan 2, ilk eleman 0
ile ayn1 acidir. set_rticks yaricap cemberlerinin yerlerini, set_rlabel position(157.5) ise yaricap
etiketlerinin yazilacag agiy1 derece cinsinden secer; etiketleri egriden uzak tutmak i¢in 157,5°°yi segtik.

||
r=1+cos 0
x = sin 3t, y = sin 2t 90°
1
0,5 -
0 0°
-0,5
,1 -

270°

Sekil 8.4: Parametrik ve kutupsal 6rnekteki kodun ¢izdigi iki Axes. Solda esit 6lcekli eksende x = sin 3¢,
y = sin 2t Lissajous egrisi; sagda kutupsal eksende r =1 + cos 6 kardioidi. Kutupsal eksende agilar derece,
yaricap cemberleri 0,5 araliklidur.

Kutupsal eksende negatif yaricap

Kutupsal koordinatlarda r < 0 iken (r,#) noktasi, (| r |,6 + 7) noktasidir. Matplotlib’in kutupsal
Axes’i bu kurali uygulamaz: negatif yaricaplar varsa merkeze r = 0’1 degil, eksenin en kiiciik r
degerini koyar ve egriyi bi¢imini bozarak ¢izer. Yaricap negatif deger alabiliyorsa egriyi = r cos 6,
y = rsin § dontsimiiyle siradan bir Axes’te ¢izin.

Sacilim Grafikleri ve Histogramlar
Simdiye kadar cizdigimiz her sey, birbirine dogru parcalariyla baglanan noktalardi. Baz1 verilerde ise

noktalar arasinda bir sira yoktur; 6nemli olan tek tek noktalarin nerede durdugu ya da say1 dogrusuna
nasil yayildigidir.
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Tek tek noktalar1 ax.scatter(x, y) gizer. s= isaretin alanini (punto kare), marker= bigimini, alpha=
saydamligini, c= rengini verir. c= bir say1 dizisi olarak verilirse her nokta kendi degerine gore bir renk
skalasindan (cmap=) boyanir ve fig.colorbar(...) bu skalayi grafigin yanina ¢izer. Biitiin noktalar1 ayni
bi¢imde ¢izmek i¢in ax.plot(x, y, "o") de yeterlidir; scatter, boyut ya da renk noktadan noktaya
degistiginde gereklidir.

Bir sacilim grafiginin ac¢iga cikardigi bir diizeni gorelim. Rastgele bir matrisin 6zdegerleri nerede
durur? Tek tek bakildiginda diizensiz goériinen bu karmagik sayilar, buyik matrislerde sasirtict bir
diizene uyar ve bunu ancak cizince fark ederiz. Ozdegerleri, NumPy ile Lineer Cebir boliimiindeki
np.linalg.eig’in yalniz 6zdegerleri dondiiren bi¢imi olan np.linalg.eigvals ile hesapliyoruz. Rastgele
sayilar1 np. random.default_rng iireteci verir; onu Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri bliimiin-
de ayrintil gorecegiz. Uretece sabit bir tohum (seed) verdigimiz icin kod her caligtirmada aym sayilart
iretir.

Ornek 8.6 (Rastgele Bir Matrisin Ozdegerleri). Girdileri bagimsiz standart normal sayilarin /300’e
bélimii olan 300 x 300’lik bir A matrisinin 6zdegerlerini, reel 6zdegerler ayri bir isaretle gosterilmek
iizere karmagik diizlemde bir sagilim grafigiyle ciziniz.

Cozim.
Reel 6zdegerleri, sanal kisminin mutlak degeri ¢cok kiigiik olanlar olarak bir boolean maskeyle ayiri-
yoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default rng(2024)
n = 300

A = rng.standard normal((n
lam = np.linalg.eigvals(A)
is real = np.abs(lam.imag)

, n)) / np.sqrt(n)
< le-12

t = np.linspace(0, 2 * np.pi, 400)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 5))

ax.plot(np.cos(t), np.sin(t), "k--", linewidth=1, label="birim cember")

ax.scatter(lam[~is real].real, lam[~is real].imag, s=12,
label="reel olmayan")

ax.scatter(lam[is real].real, lam[is real].imag, s=30, marker="s",
label="reel")

ax.set aspect("equal")

ax.set xlim(-1.5, 1.5)

ax.set ylim(-1.5, 1.5)

ax.set xlabel(r"Re $\lambda$")

ax.set ylabel(r"Im $\lambda$")

ax.legend(loc="upper right")

fig.savefig("ozdegerler.png", dpi=150)

print("0zdeger sayisi:", lam.size)

print("Reel O0zdeger sayisi:", is real.sum())

print(f"En biylk |A]|: {np.abs(lam).max():.4f}")

print(f"|A| = 1 olanlarin orani: {np.mean(np.abs(lam) <= 1):.3f}")
Cikti:

O0zdeger sayisi: 300

Reel 6zdeger sayisi: 12

En blylk |A]: 1.0453

|[A] = 1 olanlarin orani: 0.970

is real bir boolean dizidir; lam[is real] reel 6zdegerleri, lam[~is real] geri kalanlar1 secer (~
maskeyi tersine cevirir). Iki ayr1 scatter gagrisi lejantta iki ayr1 girdi verir. Resim belirgin bir diizen
gosteriyor: 6zdegerler birim diske neredeyse diizgiin dagilmis, %97'si birim ¢emberin iginde kalmugtir.
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A reel bir matris oldugundan karakteristik polinomunun katsayilar1 reeldir; bu yizden reel olmayan
6zdegerler egslenik ciftler halinde gelir ve resim reel eksene goére simetriktir. Gordigiimiiz dizen,
rastgele matris kuraminin dairesel yasa (circular law) adli sonucunun n = 300 i¢in bir gortintiisiidir:
n — oo iken boyle bir matrisin 6zdegerleri birim diskte diizgiin dagilima yaklagir. B

Im A
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R T R ..:o N
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05 /h.o..o.'o of e o’
59 7] ) ® 9
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6 o..:.. o 8.“ oo ®o°
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\ % L2 O‘po. 00 oo 0%,
b. .... ®oe ° o0 [ ]
\0 00 ¢ ...o ‘.... ‘o.. -
_ ® °
-0.5 \g® %0 o 04 .0$ 00’ ° o
N Lo 02 %00 " g 0°,
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Nle S gt
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—1 - \Q\‘:_—’(‘
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Re A
= == birim ¢ember ® reel olmayan B reel

Sekil 8.5: Sacilim &rnegindeki kodun ¢izdigi grafik: girdileri bagimsiz standart normal sayilarin v300'e
bolimii olan 300 x 300'lik bir matrisin 300 6zdegeri. Daireler reel olmayan, kareler 12 reel 6zdegerdir;
noktalar birim diske neredeyse diizgiin dagilir.

Noktalarin tek tek konumu yerine say1 dogrusuna nasil yayildiklarini gérmek istedigimizde histogram
cizeriz.

Tanim 8.3 (Histogram). =z, ...,z gercel sayilar1 ve by < b; < --- < b,,, kutu sinirlari, verilerin hepsi
[bg; by,] araliginda kalacak bicimde verilsin. j-inci kutuya, yani [b; ;,b;) arahigmna diisen veri sayist
n; olsun; son kutu [b,, 1,b,,] kapali araligidir. Her kutunun iistiine yiiksekligi n; olan bir dikdértgen
dikilerek elde edilen grafige histogram denir. Yiikseklik olarak

i

N (b;— b, )

alinirsa dikdortgenlerin alanlari toplami 1 olur; bu grafige yogunluk 6lceginde histogram denir.
Yani histogram, verinin say1 dogrusuna nasil yayildiginin resmidir. Yogunluk 6l¢eginde bir dikdortgenin
alani, verinin o kutuya diisen oranidir; bu yiizden boyle bir histogram bir olasilik yogunluk fonksiyo-

nuyla aym eksende karsilagtirilabilir (bkz. Olasilik Teorisi). Matplotlib’de counts, edges, patches =
ax.hist(data, bins=40, density=True) cagrisi histogram ¢izer; kutu ytksekliklerini (counts), kutu
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smirlarini (edges) ve cizilen dikdortgenleri (patches) dondiiriir. bins bir tam sayiysa veri aralig1 o kadar
esit kutuya boliiniir, bir diziyse kutu sinirlar1 dogrudan o dizi olur.

Ornek 8.7 (Simetrik Rastgele Bir Matrisin Ozdeger Histogrami). G, girdileri bagimsiz standart
normal sayilar olan 1000 x 1000’lik bir matris olsun. H = (G + G*')/+/2000 simetrik matrisinin 6zde-
gerlerinin 40 kutulu, yogunluk dl¢eginde histogramin

N )
ple) = 5 — T 9<a<2
T

yarim ¢ember yogunluguyla ayni eksende ¢iziniz.

Cozim.
H simetrik oldugundan 6zdegerleri reeldir. Onlar1 np.linalg.eigh’in yalmz 6zdegerleri dondiiren
bigimi olan np.linalg.eigvalsh ile hesapliyoruz; bu fonksiyon 6zdegerleri artan sirada verir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default rng(7)
n = 1000

G rng.standard normal((n,
H=(G+ G.T) / np.sqrt(2 *
lam = np.linalg.eigvalsh(H)

))
) # simetrik rastgele matris
# artan sirada reel O6zdegerler

n
n

X = np.linspace(-2, 2, 400)
semicircle = np.sqrt(4 - x**2) / (2 * np.pi)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4))

counts, edges, = ax.hist(lam, bins=40, density=True, alpha=0.6,
label="06zdegerler")

ax.plot(x, semicircle, "k", linewidth=2, label="yarim cember")

ax.set xlabel(r"$\lambda$")

ax.set ylim(0, 0.45)

ax.legend()

fig.savefig("yarim cember.png", dpi=150)

width = edges[1l] - edges[0]

print(f"En kiglk ve en biliylk 6zdeger: {lam[0]:.3f}, {lam[-1]:.3f}")
print(f"Kutu genisligi: {width:.4f}")

print(f"Dikdortgenlerin alanlari toplami: {np.sum(counts * width):.6f}")
print(f"En ylksek kutu: {counts.max():.3f}, "

f'"yarim cemberin tepesi: {1 / np.pi:.3f}")
Cikt1:

En kiiclik ve en biylk 6zdeger: -2.016, 1.975

Kutu genisligi: 0.0998

Dikddrtgenlerin alanlari toplami: 1.000000

En yuksek kutu: 0.341, yaraim cemberin tepesi: 0.318

ax.hist histogrami ¢izerken kutu yiiksekliklerini de dondiirdii. Kutular esit genislikte oldugundan
alanlarin toplami np.sum(counts * width) ile bulunur ve giktidaki gibi 1'dir. Ozdegerler [—2, 2]
aralifina yayilmis ve histogram yarim ¢cemberi yakindan izliyor. Bu, Wigner’in yarim ¢ember yasasi
(semicircle law) denen sonucunun bir gorintiisiidiir: n — oo iken boyle matrislerin 6zdeger dagilimi
p yogunluguna yaklasir. p gercekten bir olasiik yogunlugudur: V4 — 22 egrisinin alti yaricap: 2
olan yarim dairedir, alan1 27°dir ve 27’ye béliiniince 1 kalir. Yogunlugun tepe degeri p(0) = 1/7 ~
0,318’dir; en yiiksek kutunun 0,341 ¢ikmasi rastgele dalgalanmadir. m
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0.4 - [0 6zdegerler

= yarim ¢ember

Sekil 8.6: Histogram 6rnegindeki kodun ¢izdigi grafik: 1000 x 1000'lik simetrik rastgele bir matrisin
ozdegerleri 40 kutuda, yogunluk élceginde. Siyah egri V(4 - x%)/(27) yarim ¢cember yogunlugudur; dikdort-
genler onu yakindan izler.

Kontur Cizimleri

iki degiskenli bir f(z,y) fonksiyonunu diizlemde gérmenin en yaygin yolu, haritalardaki es yiikselti
egrileri gibi, f’nin sabit bir deger aldif1 egrileri ¢izmektir. Bu egriler f’nin seviye kiimeleridir (bkz. Dife-
ransiyel Geometri) ve Matplotlib’de onlar1 contour ¢izer. Kontur ¢izmek i¢in f’nin degerlerine dikdortgen
bir 1zgaranin her noktasinda ihtiyag vardir; 1zgarayr NumPy’in meshgrid fonksiyonu kurar.

Tanim 8.4 (Izgara Dizileri). z, m elemanli ve y, n elemanl iki dizi olsun. X, Y = np.meshgrid(x, y)
cagrist n X m bi¢imli iki dizi dondirir:

Xij =Ty Y;j =Y;-

(X;;,Y;;) ciftleri, z ve y degerlerinden kurulabilecek biitiin noktalari, yani dikdortgen bir 1zgaray1 dolasr.

Yani X’in her satir1 2’in bir kopyasi, Y’nin her stitunu y’nin bir kopyasidir. Satir indisi ’yi, siitun indisi
2’1 sayar; matris kdgida yazildiginda siitunlarin soldan saga dizilmesi = ekseniyle uyumludur. Kii¢iik bir
ornek:

import numpy as np

X np.array ([0, 1, 2])
y = np.array([10, 20])
X, Y = np.meshgrid(x, y)
print(X)

print(Y)

print(X + Y)

Cikti:

[[6 1 2]
[0 12]]
[[10 10 10]
[20 20 20]]
[[10 11 12]
[20 21 22]]
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Bu iki diziyle Z = f(X, Y) yazmak, f’yiizgaranin her noktasinda tek bir vektorel iglemle hesaplar. Aym
sonuca Vektorizasyon ve Broadcasting bolimiindeki kurallarla x[np.newaxis, :1 + y[:, np.newaxis]
bi¢iminde de ulagilabilir; meshgrid bunu acik ve okunur kilar.

Kontur komutlarinin levels argiimam bir tam sayiysa Matplotlib kabaca o sayida, yuvarlak degerli
seviyeleri kendisi seger (seviye sayisi istenenden biraz farkl ¢ikabilir), bir diziyse tam olarak o seviyeleri
kullanir. contour ¢izgileri, contourf ise ardisik iki seviye arasindaki bantlar1 boyar.

© Dért adimda kontur grafigi

Eksenlerdeki 6rnek noktalar1 kur: x = np.linspace(a, b, m) vey = np.linspace(c, d, n).
Izgaraylkur:X, Y = np.meshgrid(x, vy).

Fonksiyonu 1zgaranin her noktasinda hesapla: Z = f(X, Y).

Seviye egrilerini cs = ax.contour(X, Y, Z, levels=...) ile ya da boyali bantlar1 cf =
ax.contourf(X, Y, Z, levels=...) ile¢iz; ax.clabel(cs) seviyelerin degerlerini ¢izgilere yazar,
fig.colorbar(cf, ax=ax) renk skalasini ekler.

Ll e

Ornek 8.8 (Bir Tepe ve Bir Cukurun Kontur Grafikleri). f(z,y) = ze Y’ fonksiyonunun
[—2, 2] x [—2, 2] karesindeki —0,45; —0,35; ...; 0,45 seviyelerini once ¢izgilerle, sonra boyanmis bantlarla
¢ciziniz.
Cozim.
Grafigi yorumlayabilmek i¢in 6nce kritik noktalar: bulalim:
2

= (1—2z2)e @V, = 2qzye ™Y,
T Y

f» =0 denkleminden z = +1/ v/2 bulunur; bu durumda f, = 0 denklemi y = 0 verir. f sonsuzda
0’a gider ve hem pozitif hem negatif degerler alir; bu yiizden en bityiik degerini (1/v/2,0), en kiiciik
degerini (—1/+/2,0) noktasinda alir:

L) e12 1
1(a0) =7 2z

Kodun sonunda 1zgaradaki en biiyitk degeri bu sayiyla karsilastiriyoruz.

~ +0,4289.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(-2, 2, 200)

y = np.linspace(-2, 2, 200)

X, Y = np.meshgrid(x, vy)

Z = X * np.exp(-X*¥*2 - Y**2)

levels = np.linspace(-0.45, 0.45, 10)

fig, axs = plt.subplots(1l, 2, figsize=(10, 4.2), layout="constrained")

cs = axs[0].contour(X, Y, Z, levels=levels, colors="k")
axs[0].clabel(cs, fontsize=8)
axs[0].set title("contour")

cf = axs[1l].contourf(X, Y, Z, levels=levels, cmap="RdBu r")
fig.colorbar(cf, ax=axs[1l])
axs[1l].set title("contourf")

for ax in axs:
ax.set aspect("equal")

fig.savefig("kontur.png", dpi=150)

i, j = np.unravel index(np.argmax(Z), Z.shape)
print("Seviyeler:", levels.round(2))
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print(f"Izgaradaki en biylik deger: {zZ[i, jl:.4f}, "
fr(x, y) = ({X[1, j1:.3F}, {Y[i, jl:.3f})")

print(f"Gercek maksimum: {1 / np.sqrt(2 * np.e):.4f}, "
f'(x, y) = ({1 / np.sqrt(2):.3f}, 0)")

Ciktr:

Seviyeler: [-0.45 -0.35 -0.25 -0.15 -0.05 ©0.65 0.15 0.25 0.35 0.45]
Izgaradaki en bilylk deger: 0.4288, (x, y) = (0.714, -0.010)
Gercek maksimum: 0.4289, (x, y) = (0.707, 0)

np.argmax(Z) iki boyutlu diziyi duzlestirip en biyik elemanin sira numarasini verir;
np.unravel_index bu sira numarasimi (satir, situn) indis ciftine cevirir. Izgara araligi 4/199 ~
0,02 oldugundan 1zgaradaki en biiyiik deger gercek maksimumdan ancak dordiincii ondalik basamakta
ayrilir ve maksimum noktasina en yakin 1zgara noktasinda alinir. Soldaki grafikte negatif seviyeler
kesiklidir: colors="k" ile tek renk secildiginde Matplotlib negatif seviyeleri kendiliginden kesikli ¢izer.
En bityiik deger 0,4289 < 0,45 oldugundan +0,45 seviyeleri grafikte hi¢ goriinmez; renk ¢ubugu yine
de biitiin bantlar1 gosterir. m

contour contourf
2 2 l 0,45
0,35

- 0,25

r 0,15
0,05
r—0,05
- -0,15

- -0,25

l -0,35
-2 T T T -2 T T T -0,45

Sekil 8.7: Kontur érnegindeki kodun ¢izdigi iki Axes: z = xe* - ¥ fonksiyonunun -0,45, 0,35, ..., 0,45

seviyeleri. Solda contour ¢izgileri (negatif seviyeler kesikli, degerler ¢izginin istiinde), sagda contourf ile

boyanmus bantlar ve renk ¢ubugu. Sagdaki tepe (0,707; 0) noktasinda maksimum, soldaki ¢ukur (-0,707;
0) noktasinda minimumdur.

Kontur ¢izimi, kapali bicimde verilmis bir F'(z,y) = 0 egrisini ¢izmenin de en kolay yoludur: tek seviyesi
0 olan bir kontur grafigi cizmek yeter. Cizilen egrinin noktalarina da ulasabiliriz: cs.get paths() her
seviye icin bir yol (Path) nesnesi dondiiriir, bu nesnenin vertices 6zelligi de noktalar1 N x 2 bi¢imli bir
dizi olarak verir.

Ornek 8.9 (Descartes Yapragi). =3+ y® = 3zy egrisini (Descartes yapragi) kontur ¢izimiyle gizerek
egrinin dongiisii izerinde & 4 y toplamini en biiyiik yapan noktay1 bulunuz.

Cozim.
F(z,y) = 23 + y® — 3zy dersek egri, F’nin 0 seviye kiimesidir. Déngii birinci bélgededir; déngiiniin
noktalarini, kontur ¢izgisinin > 0 ve y > 0 olan noktalar1 olarak bir maskeyle se¢iyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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x = np.linspace(-3, 3, 601)
X, Y = np.meshgrid(x, x)
F = X*¥*¥3 + Y*¥*3 - 3 * X * Y

fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 5))

cs = ax.contour(X, Y, F, levels=[0], colors="C0")

ax.plot([-3, 31, [2, -4], "k:", linewidth=1) # asimptot y = -x - 1
ax.set xlim(-3, 3)

ax.set ylim(-3, 3)

ax.set aspect("equal")

fig.savefig("descartes yapragi.png", dpi=150)

path = cs.get paths()[0]
pts = path.vertices
print("Egri lzerindeki nokta sayisi:", len(pts))
loop = pts[(pts[:, 0] > 0) & (pts[:, 1] > 0)]
k = np.argmax(loop.sum(axis=1))
print(f"Donginin x + y'yi en bluyuk yapan noktasi: "
f"({loop[k, 0]:.3f}, {loop[k, 1]:.3f})")
residual = np.abs(pts[:, 0]**3 + pts[:, 1]**3 - 3 * pts[:, 0] * pts[:, 1])
print(f"En buylik |F| degeri: {residual.max():.le}")

Cikti:

Egri Gzerindeki nokta sayisi: 1642
Dongunin x + y'yi en buylk yapan noktasi: (1.500, 1.500)
En biylk |F| degeri: 2.1le-04

Buldugumuz noktay1 Lagrange carpanlar1 yontemiyle dogrulayalim (bkz. Analiz 4). x + y’nin F' =0
tizerindeki ekstremumlarinda VF, (1, 1) vektoriine paraleldir; yani F, = F, olur:

322 —3y=3y> -3z & (r—y)(z+y+1)=0.

Dongii izerinde z,y > 0 oldugundan x + y + 1 > 0’dir, dolayisiyla = y olur. Bunu F' = 0’da yerine
yazinca 2z3 = 322, yani = 3/2 bulunur. Kodun buldugu (1,5; 1,5) noktasi budur. Kontur noktalar
1zgara hiicrelerinde dogrusal interpolasyonla hesaplandigindan F' bu noktalarda tam sifir degildir;
ciktidaki en bityiik | F | degeri 2,1 - 10~*’tiir. Grafige egrinin y = —z — 1 asimptotunu da noktalt
cizgiyle ekledik. m

Uc Boyutlu Yiizeyler

Iki degiskenli bir fonksiyonun grafigi uzayda bir yiizeydir (bkz. Analiz 4). Matplotlib bir Axes’i
projection="3d" ile li¢ boyutlu yapar. Boéyle bir Axes’te plot_surface(X, Y, Z) vylizeyi,
plot wireframe(X, Y, Z) yalniz tel kafesini, plot(x, y, z) ise uzayda bir egriyi cizer. Bakis dogrultu-
sunu view_init(elev=..., azim=...) secer: elev bakis dogrultusunun zy-diizlemiyle yaptig1 ac1, azim
ise bu dogrultunun zy-diizlemindeki izdiigiimiiniin « ekseniyle yaptig1 acidir; ikisi de derece cinsindendir.
plt.show() ile acilan pencerede ii¢ boyutlu bir Axes fareyle dondiiriilebilir.

Ornek 8.10 (Bir Tepe ve Bir Cukurun Yiizeyi). Kontur érnegindeki f(z,y) = z e * %" fonksiyo-
nunun [—2, 2] X [—2, 2] iizerindeki grafigini 21 x 21’lik bir 1zgarayla yiizey olarak ¢iziniz.

Cozim.
Kontur érnegindeki 1zgaray1 daha seyrek kuruyor, Axes’i projection="3d" ile ekliyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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X = np.linspace(-2, 2, 21)
y = np.linspace(-2, 2, 21)
X, Y = np.meshgrid(x, vy)
Z = X * np.exp(-X*¥*2 - Y**2)
fig = plt.figure(figsize=(6, 5))
ax = fig.add subplot(projection="3d")
ax.plot surface(X, Y, Z, cmap="RdBu r", edgecolor="k", linewidth=0.3)
ax.set xlabel("$x$")
ax.set ylabel("$y$")
ax.set zlabel("$z$")
ax.view init(elev=25, azim=-60)
fig.savefig("yuzey.png", dpi=150)
print(type(ax). name )
print("Izgara:", Z.shape, "->", (Z.shape[0®] - 1) * (Z.shape[l] - 1),
"dortgen ylzey pargasi")
print(f"z araligi: [{Z.min():.4f}, {Z.max():.4f}]")
Ciktr:

Axes3D
Izgara: (21, 21) -> 400 dortgen ylzey parcgasi
z araligi: [-0.4218, 0.4218]

plot_surface 1zgaranin her hiicresini bir dértgenle doldurur; 21 x 21 noktali 1zgarada 20 - 20 =
400 dortgen vardir. cmap="RdBu_r" dortgenleri yiiksekliklerine gore pozitifte kirmizi, negatifte mavi
tonlarla boyar; edgecolor ve linewidth dortgenlerin kenarlarini ¢izer. Izgara araligi 0,2 oldugundan
1zgara = = 1/4/2 noktasimdan gecmez: 1zgaradaki en biiyiik deger 0,4218, gercek maksimum ise
0,4289’dur ve tepe sekilde hafifce diizlesmis goriiniir. Daha sik bir 1zgara daha diizgiin bir yiizey verir

ama ¢izimi yavaglatir. B
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0,4

Sekil 8.8: Yiizey 6rnegindeki kodun ¢izdigi grafik: z = xe™* - ¥ yiizeyi 21 x 21'lik 1zgaranin 400 dértgeniyle,
yiikseklik pozitifken kirmizi, negatifken mavi tonlarla. On sagda tepe, arka solda cukur gériiniir; kaba
1zgara ylzinden tepe hafifce diizlesmistir.

Grafikleri Kaydetmek

Bir grafigi bir rapora, sunuma ya da LaTeX belgesine koymak i¢cin dosyaya kaydederiz; bunun tek komutu
fig.savefig’tir. Dosya bicimi uzantidan anlagilir:

« .png bir piksel resmidir (raster). Piksel boyutu, Figure'in in¢ cinsinden boyutu ile dpi (in¢ bagina nokta)
degerinin ¢arpimidir.

«+ .pdf ve .svg vektor bicimleridir: ¢izgileri ve yazilar1 geometrik nesneler olarak saklar, istenildigi kadar
buiyttiliince bile bozulmaz. LaTeX belgeleri icin PDF en uygun se¢imdir.

bbox_inches="tight" resmin kenarlarindaki boslugu kirpar, transparent=True arka plani saydam yapar.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(0, 1, 100)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(4, 3))
ax.plot(x, x**2)

for dpi in (100, 200):
name = f"parabol {dpi}.png"
fig.savefig(name, dpi=dpi)
image = plt.imread(name)
print(f"dpi = {dpi}: {image.shape[l]} x {image.shape[0]} piksel")

fig.savefig("parabol.pdf")
fig.savefig("parabol.svg")

print("A¢ik figlr sayisi:", len(plt.get fignums()))
plt.close(fig)

print("Kapattiktan sonra:", len(plt.get fignums()))

Ciktr:
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dpi = 100: 400 x 300 piksel
dpi = 200: 800 x 600 piksel
Acik figur sayisi: 1
Kapattiktan sonra: 0

4 x 3 inglik Figure, 100 dpi ile 400 x 300, 200 dpi ile 800 x 600 piksel olarak kaydedilmistir. plt.imread
bir PNG dosyasini (yiikseklik, genislik, renk kanali) bicimli bir diziye okur; genisligin shape[1], yiksekli-
gin shape[0] olmasinin nedeni budur. plt.get_fignums () agik Figure’larin numaralarim listeler. pyplot,
plt.subplots ile olusturulan her Figure’r biz kapatana kadar bellekte tutar; cok sayida grafik iireten
dongiilerde her Figure kaydedildikten sonra plt.close(fig) ile kapatilmalidir. Betiklerde plt.show()
penceresi kapaninca pyplot o Figure’r da kapatir; bu ylizden 6nce savefig, sonra show ¢agrilir.

Alistirmalar

Aligtirma 8.1 (Az Noktayla Cizilen Bir Salinim). sin 20z fonksiyonunu [0, 7] araliginda énce 21,
sonra 1000 esit aralikli noktayla ¢iziniz. 21 noktali grafigin neden yanlis oldugunu, ¢izilen | y | degerle-
rinin en biiytigiine bakarak aciklayiniz.

Coziim.
Iki grafigi ortak dikey eksenli (sharey=True) iki Axes’te ciziyor, her birinde ¢izilen | y | degerlerinin
en biytgini yazdirtyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 3.5), sharey=True,
layout="constrained")

for ax, n in zip(axs, (21, 1000)):

x = np.linspace(0, np.pi, n)

y = np.sin(20 * x)

ax.plot(x, y)

ax.set title(f"{n} nokta")

print(f"n = {n:4d}: en biyuk |y| = {np.max(np.abs(y)):.2e}")
fig.savefig("ornekleme.png", dpi=150)

Ciktr:

5.88e-15
1.00e+00

n = 21: en blyiuk |y]|
1000: en bilylk |y]|

21 noktali 1zgarada 6rnek noktalar1 z;, = kx/20°dir (k =0, 1, ...,20) ve bu noktalarda sin 20z, =
sin km = 0 olur. Yani 6rnek noktalarin hepsi fonksiyonun sifirlarina denk gelmistir; ¢iktidaki 5,88 -
10~*° yalniz yuvarlama hatasidir ve grafik yatay bir dogruya doniisiir. Fonksiyonun periyodu 27 /20 =
/10 oldugundan [0, 7] araliginda 10 tam periyot vardur; bir periyodu diizgiin géstermek icin periyot
basina en az birka¢ diizine nokta gerekir. 1000 noktali 1zgarada her periyoda yaklagik 100 nokta diser
ve en biiyiik deger beklendigi gibi 1'e ¢cok yakindir. m

Alistirma 8.2 (Iki Egri Arasindaki Bolge). [0, 2] araliginda sin z > cos x olan bolgeyi fill between
ile tarayan bir grafik ciziniz ve ayni boolean maskeyle kurulan bir Riemann toplamiyla bu bélgenin alanini
yaklasik hesaplayiniz.

Cozim.
sinz > cos z esitsizligi [0, 27| araliginda tam olarak [7/4, 57 /4] lizerinde saglanir. Blgenin alani

o/
/5 4(sinar: —cosz)dr = [— coS T — sinar:]i’):/ri4 =2 (*\/5) =2V2

w/4
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olur. fill between c¢agrisina where=s >= c maskesini veriyor, Riemann toplamini ayni maskeyle
secilen noktalar tizerinden kuruyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(0, 2 * np.pi, 2001)
S, C = np.sin(x), np.cos(x)

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(x, s, label=r"$\sin x$")

ax.plot(x, c, label=r"$\cos x$")

ax.fill between(x, s, c, where=s >= c, alpha=0.3,
label=r"$\sin x \geq \cos x$")

ax.legend()

fig.savefig("sin cos alan.png", dpi=150)

dx = x[1] - x[0]

inside = s >= c

area = np.sum((s - c)[inside]) * dx
print(f"Riemann toplami: {area:.6f}")
print(f"2v2 : {2 * np.sqrt(2):.6f}")

Cikt:

Riemann toplami: 2.828425
2v2 1 2.828427

Riemann toplami 2v/2 ~ 2,828427 degerinden yalniz 2 - 10~% kadar ayrilir. where= argiimani aym
uzunlukta bir boolean dizi bekler; fill_between yalniz True olan ardisik noktalarin arasini boyar. m

Alistirma 8.3 (Chebyshev Polinomlar: Bir Izgarada). k= 1,2,3,4 icin T},(z) = cos(karccos x)
Chebyshev polinomlarini [—1, 1] araliginda 2 x 2’lik bir alt grafik 1zgarasinda ¢iziniz ve her polinomun
ornek noktalar arasinda kac kez isaret degistirdigini sayimiz.

Coziim.

2 x 2’lik axs dizisini axs. flat ile tek bir dongiide dolasiyoruz; enumerate(..., start=1) sayaci k’yi
1’den baglatir. Tki komsu érnek noktadaki degerlerin ¢arpimi negatifse aralarinda bir isaret degisimi
vardir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-1, 1, 401)
fig, axs = plt.subplots(2, 2, figsize=(8, 6), sharex=True, sharey=True,
layout="constrained")

print("axs.shape =", axs.shape)
for k, ax in enumerate(axs.flat, start=1):

T = np.cos(k * np.arccos(x))

ax.plot(x, T)

ax.axhline(0, color="k", linewidth=0.8)

ax.set title(f"$T {k}(x)$")

sign changes = np.sum(T[:-1] * T[1:] < 0)

print(f"k = {k}: isaret degisimi sayisi {sign changes}")
fig.savefig("chebyshev.png", dpi=150)

Ciktr:
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axs.shape = (2, 2)

k = 1: isaret dedisimi sayisi
2: isaret degisimi sayisi
3: isaret degisimi sayisi
4: isaret degisimi sayisi

~ X X
]
B W N B

T,.(z) = 0 esitligi karccos x = (25 — 1)7/2 demektir; yani T}, (—1,1) aralifinda

(2j —Dm ,
= =1,..,k
T; =cos o ——, J s
noktalarinda sifir olur ve her birinde isaret degistirir. Sayim tam olarak k isaret degisimi buldu.
sharex=True ve sharey=True dort Axes’e ayni eksen smirlarini verdigi icin grafikler dogrudan karsi-
lagtirilabilir. m

Alistirma 8.4 (Ustel Fonksiyon Polinomu Geger). n =1,2,...,70 icin 2" ve n'? degerlerini yari
logaritmik bir grafikte ¢iziniz. 2" > n!? esitsizligi hangi n degerinden baslayarak hep saglanir?

Coziim.

270 ~ 1,2 - 10?! sayis1 NumPy’in 64 bitlik tam sayilarina sigmaz ve 2**n tam say1 dizisi sessizce tasar.
Bu ytlizden hesab1 2. 0**n ve n.astype(float) ile ondalikli sayilarla yapiyoruz. Yari logaritmik eksende
2" bir dogru, n'? ise giderek yatiklasan bir egri olarak goriiniir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n = np.arange(1l, 71)
exp values = 2.0%*n
poly values = n.astype(float) ** 10

fig, ax = plt.subplots()

ax.semilogy(n, exp values, label="$2"ns$")
ax.semilogy(n, poly values, label="$n"{10}$")
ax.set xlabel("$n$")

ax.legend()

fig.savefig("ussel polinom.png", dpi=150)

wins = exp values > poly values
print("2”n > n”10 olan n degerleri:")
print(n[wins])
last = n[~wins].max()

(

print(f"n = {last}: 2”n = {2.0**last:.3e}, n"10 = {float(last)**10:.3e}")

Ciktr:

N
>
N = =

> n~10 olan n degerleri:
59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70]
58: 2”n = 2.882e+17, n"10 = 4.308e+17

S5 —

n = 1ligin2 > lolur,n = 2, ..., 58 i¢in n'? daha biiyiiktiir ve n = 59°dan itibaren 2" 6ne gecer. Grafik
yalniz n < 70’e kadar bakar; ge¢isin kalic1 oldugunu gérmek i¢in

g(n) =nln2—10Ilnn
fonksiyonuna bakalim. g’(n) = In2 — 10/n tirevin > 10/ In 2 ~ 14,4 i¢in pozitiftir, yani g bu bdlge-

de artandur. g(58) ~ —0,40 < 0ve g(59) =~ 0,12 > 0 oldugundan her n > 59 i¢in g(n) > 0, yani 2™ >
n'0 olur. Yanit n = 59°dur. m
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Alistirma 8.5 (Bir Serinin Yakinsama Hizi). S, = ZZ: 1/ k* kismi toplamlar1 72/6 degerine

yakinsar. n = 1, ...,10000 igin 7%/6 — S,, hatasin1 log-log grafikte ¢iziniz ve grafigin egimini tahmin
ediniz.

Coziim.
Biitiin kismi toplamlari np. cumsum (birikimli toplam) tek seferde verir. Karsilagtirma i¢in 1/n dogru-
sunu da ¢iziyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

N = 160 000
n = np.arange(l, N + 1)
partial = np.cumsum(l / n**2) #S1,S2, ..., SN

error = np.pi**2 / 6 - partial

fig, ax = plt.subplots()

ax.loglog(n, error, label=r"$\pi~2/6 - S n$")
ax.loglog(n, 1 / n, "--", label="$1/n$")
ax.set xlabel("$n$")

ax.legend()

fig.savefig("yakinsama hizi.png", dpi=150)

for m in (10, 100, 1000, 10000):
e = error[m - 1]
print(f"n = {m:5d}: hata = {e:.3e}, n * hata = {m * e:.4f}")
slope = ((np.log(error[-1]) - np.log(error[9]))
/ (np.log(N) - np.log(10)))
print(f"Egim tahmini: {slope:.4f}")

Ciktr:
n = 10: hata = 9.517e-02, n * hata = 0.9517
n = 100: hata = 9.950e-03, n * hata = 0.9950
n = 1000: hata = 9.995e-04, n * hata = 0.9995
n = 10000: hata = 1.000e-04, n * hata = 1.0000

Egim tahmini: -0.9928

Iki noktadan gecen dogrunun log-log egimi

log Eygp0 — log E
log 10000 — log 10

ile tahmin edilir (E,, = 72/6 — S,,) ve —0,99 ¢ikar: hata kabaca 1/n gibi azalir. Bunu integralle kargi-
lagtirma da gosterir. 1/2% azalan oldugundan

2 o) 1
TS D
k=n+1
1 “/'OO dz 21 /[“’dx 1
= — < E — < — = —
2 2 2
n+1 n+1$ k:n+1k n T n

olur. Ciktidaki n * hata siitununun 1'e yaklagsmasi da bunu séyler. Hata 1/n hizinda azaldig icin 106
mertebesinde bir hata bu yolla yaklagik bir milyon terim ister. m

Alistirma 8.6 (U¢ Yaprakli Giil). r = cos 36 (0 < 6 < 2) giiliinii 6nce dogrudan kutupsal bir Axes’te,
sonra x = r cos §, y = rsin § doniisiimiiyle siradan bir Axes’te giziniz. Iki grafik neden farklidir?

Cozim.
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Iki grafigi yan yana ciziyor, kutupsal Axes’in merkezine hangi yaricap degerini koydugunu
get rorigin ile soruyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, 600)
r = np.cos(3 * theta)

fig plt.figure(figsize=(10, 4.5), layout="constrained")
axl = fig.add subplot(l, 2, 1, projection="polar")
axl.plot(theta, r)

axl.set title("Kutupsal eksen, negatif r")

ax2 = fig.add subplot(1l, 2, 2)

ax2.plot(r * np.cos(theta), r * np.sin(theta))
ax2.set aspect("equal")

ax2.set title(r"$x = r\cos\theta,\ y = r\sin\theta$")
fig.savefig('"qul.png", dpi=150)

print(f"Kutupsal eksenin merkezindeki r degeri: {ax1l.get rorigin():.2f}")
print("r < 0 olan 6rnek sayisi:", np.sum(r < 0), "/", r.size)

Cikt:

Kutupsal eksenin merkezindeki r degeri: -1.10
r < 0 olan o6rnek sayisi: 300 / 600

Orneklerin yarisinda 7 < 0’dwr. Kutupsal koordinatlarda béyle bir (r, ) noktas1 (] r |,6 + ) nokta-
sidir, ama Matplotlib’in kutupsal Axes’i yaricap eksenini yaklagik [—1,1; 1,1] araligina 6lcekler ve
merkeze r = —1,10 degerini koyar. Bir noktanin merkeze uzakligi  + 1,10 olarak cizildiginden soldaki
egri aslinda p = cos 360 + 1,10 egrisidir: yapraklar: siskin ve merkezden ge¢cmeyen bagka bir egri.
Sagdaki grafik noktalar1 dogru yerlere koyar: her yaprag: merkezden gecen ti¢ yaprakl giil. cos(36 +
3m) = —cos 36, yani 7(0 + m) = —r(6) oldugundan 6 ile § + 7 aymi noktay1 verir; giiliin tamarmu
0 € [0, 7] ile ¢izilir ve [, 27] aralif1 ayni egriyi ikinci kez dolagir. Kutupsal Axes’te kalmak istenirse
axl.plot(np.where(r < 0, theta + np.pi, theta), np.abs(r)) cagrisi noktalar: kuralina uygun
olarak yerlestirir. B

Alistirma 8.7 (Collatz Adimlarinin Sacilim Grafigi). n ciftse n = n/2, tekse n — 3n + 1 kuraliyla
n’den 1’e ulagmak i¢in gereken adim sayisini n = 1, ..., 1000 i¢in hesaplayp bir sa¢ihim grafigiyle goste-
riniz. Bu aralikta en ¢cok adim gerektiren n hangisidir?

Cozim.

Adimlar1 Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar bolimiindeki gibi bir while déngiisiiyle sayiyoruz. Bu hesap
kolayca vektorellestirilemez, ¢iinkii her n’nin yolu farkli uzunluktadir; degerleri bir list comprehension
ile toplayip diziye ¢eviriyoruz. int (k) NumPy tam sayisini Python tam sayisina ¢evirir; dongii boylece
daha hizli ¢alisir ve tagma riski tasimaz. Noktalar: birlestirmek anlamsiz bir zikzak verir; bu ytizden
scatter kullaniyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def collatz steps(n):
"""n'den 1'e ulasana kadar gecen Collatz adimi sayisi."""
steps = 0
while n != 1:

Acik Matematik - acik-matematik.com 244 CC BY-NC-SA 4.0


kontrol-yapilari-ve-fonksiyonlar.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

8.9 Aligstirmalar 245

n=n//2if n %2 ==0-else 3 *n + 1
steps += 1
return steps

n = np.arange(1l, 1001)
steps = np.array([collatz steps(int(k)) for k in n])

fig, ax = plt.subplots()
ax.scatter(n, steps, s=4)

ax.set xlabel("$n$")

ax.set ylabel("adim sayisi")
fig.savefig("collatz.png", dpi=150)

i = np.argmax(steps)
print(f"En uzun yol: n = {n[i]}, {steps[il} adim")
print(f"Ortalama adim sayisi: {steps.mean():.2f}")

Cikt:

En uzun yol: n = 871, 178 adim
Ortalama adim sayisi: 59.54

1000’e kadar en uzun yol n = 871 icindir ve 178 adim siirer. Grafikte noktalar daginik degil, bantlar
halinde kiimelenir: yakin sayilarm yollar1 ¢cogu zaman birka¢ adim sonra birlesir ve aym kuyrugu
paylasir. m

Alistirma 8.8 (iki Zarin Toplamimin Histogrami). Tki zar 10 000 kez atihiyor (rng =
np.random.default rng(42)). Toplamlarin yogunluk &lceginde histogramini, her kutu tek bir tam say1
icerecek bicimde ¢izerek goreli sikliklar: gergek olasiliklarla karsilastiriniz.

Coziim.
6—|s—7

Toplam S, 2 ile 12 arasinda bir tam sayidir ve P(S = s) = “dir. Kutu smirlarmi tam

sayilarin ortasina, 1,5; 2,5; ...; 12,5 noktalarina koyarsak her kutu tek bir tam say1 igerir. Kutu genisligi
1 oldugundan yogunluk 6l¢egindeki yiikseklik dogrudan goreli sikliktir. rng.integers(1, 7, ...)
cagrisi 1, ..., 6 arasinda tam sayilar tretir; tist sinir dahil degildir. ax. hist’e verilen rwidth=0.9 ¢ubuk-
lar1 kutu genisliginin %901 kadar ¢izip aralarinda bosluk birakir; ax.set xticks(range(2, 13)) yatay
eksendeki isaretleri 2, 3, ..., 12 tam sayilarina koyar.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default rng(42)

N = 10 000

rolls = rng.integers(l, 7, size=(N, 2)) # her satir iki zar
s = rolls.sum(axis=1)

fig, ax = plt.subplots()

counts, edges, = ax.hist(s, bins=np.arange(1l.5, 13.5), density=True,
rwidth=0.9)

ax.set xticks(range(2, 13))

fig.savefig("zar toplami.png", dpi=150)

print("Kutu kenarlari:", edges)

print(" s go6reli siklik olasilik")
for value, c in zip(range(2, 13), counts):
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p = (6 - abs(value - 7)) / 36
print(f"{value:2d} {c:13.4f} {p:8.4f}")

Ciktr:

Kutu kenarlari: [ 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5 12.5]
s goreli siklik olasilik

2 0.0279 0.0278
3 0.0575 0.0556
4 0.0906 0.0833
5 0.1079 0.1111
6 0.1408 0.1389
7 0.1645 0.1667
8 0.1351 0.1389
9 0.1109 0.1111
10 0.0858 0.0833
11 0.0514 0.0556
12 0.0276 0.0278

En buyiik fark s = 4 icin yaklasik 0,007°dir; 10 000 atista bu biiytikliikte dalgalanmalar beklenir ve atig
sayist arttik¢a kiictiliir. Kutu smirlarini tam sayilara koymak bir tuzaktir: bins=10 yazsaydik smirlar
2,3, ...,12 olurdu ve son kutu [11, 12] kapali oldugu i¢in 11 ile 12 ayn1 kutuya diiserdi. m

Alistirma 8.9 (Himmelblau Fonksiyonunun Minimumlari). Himmelblau fonksiyonu
F(z,y) = (@ +y—11)* + (z +¢* = 7)?

olarak tanimlanir. Bu fonksiyonun [—5, 5] x [—5, 5] karesindeki kontur grafigini logaritmik aralikli sevi-
yelerle ¢iziniz ve her acik ceyrek dizlemde F’nin 1zgaradaki en kiigiik degerini alan noktay: grafikte
isaretleyiniz.

Cozim.

F > 0’dir; degerleri minimumlarin yakininda 0’a inerken kogelerde 250 ile 890 arasina ¢ikar. Esit
aralikli seviyeler minimumlarin ¢evresini bog birakacagindan seviyeleri np.logspace(-1, 3, 13) ile
10~ ile 103 arasinda logaritmik aralikli segiyoruz. Her ceyrekte en kiigiik degeri bulmak icin ceyregin
disindaki noktalar1 np.where ile 400 yapip argmin aliyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

x = np.linspace(-5, 5, 401)
X, Y = np.meshgrid(x, x)
F = (X¥*¥2 + Y - 11) %% 2 4+ (X + Y¥*2 - 7) ** 2

fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 5))
ax.contour(X, Y, F, levels=np.logspace(-1, 3, 13), cmap="viridis")
ax.set aspect("equal")

for sx in (1, -1):
for sy in (1, -1):

quadrant = (sx * X > 0) & (sy *Y > 0)

masked = np.where(quadrant, F, np.inf)

i, j = np.unravel index(np.argmin(masked), F.shape)

ax.plot(X[i, j1, Y[i, j1, "r*", markersize=10)

print(f" ({X[i, j1:6.3f}, {Y[i, j1:6.3f}): F = {F[i, jl:.4f}")
fig.savefig("himmelblau.png", dpi=150)
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Ciktr:
( 3.000, 2.000): F = 0.0000
( 3.575, -1.850): F = 0.0048
(-2.800, 3.125): F = 0.0024
(-3.775, -3.275): F = 0.0030

(3,2) bir 1zgara noktasidir ve orada F =0 olur: 9+2—11=0 ve 3+ 4 — 7 = 0. Fonksiyonun
oteki ti¢ minimumu da F' = 0 degerini alir, ama 1zgara noktalarina denk gelmez; 1zgara araligi 0,025
oldugundan buldugumuz noktalar gercek minimumlara 0,01’den daha yakindir ve F' degerleri sifira
yakin ama sifir degildir. Bu noktalar: tam olarak bulmay: Kok Bulma ve Optimizasyon boliimiinde
gorecegiz. &

Aligtirma 8.10 (Bir Helisin Uzunlugu). z = cost, y =sint, z =t/(2m) (0 < t < 6m) helisini {i¢
boyutlu bir Axes’te ¢iziniz ve 1000 noktali bir kirik ¢izgiyle bulunan uzunlugu tam uzunlukla kargilasti-
rmiz.

Cozim.
Hiz vektérii (—sint, cost, 1/(27))’dir ve bitytikliigii /1 + 1/(47?2) sabittir. Bu yiizden tam uzunluk

67
Vir? +1
/ i+ 7;_+ — 3472 + 1 ~ 19,086795
™

olur. Kirik ¢izginin uzunlugu ardisik noktalar arasindaki uzakliklarin toplamidir; np.diff ardisik
farklar tek seferde verir.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

t = np.linspace(0, 6 * np.pi, 1000)
X, ¥, z = np.cos(t), np.sin(t), t / (2 * np.pi)

fig = plt.fiqure()

ax = fig.add subplot(projection="3d")
ax.plot(x, y, z)

ax.set xlabel("$x$")

ax.set ylabel("s$ys$")

ax.set zlabel("$z$")
fig.savefig("helis.png", dpi=150)

dx, dy, dz = np.diff(x), np.diff(y), np.diff(z)
length = np.sum(np.sqrt(dx**2 + dy**2 + dz**2))
exact = 3 * np.sqrt(4 * np.pi**2 + 1)

print(f"Kirik ¢izginin uzunlugu: {length:.6f}")
print(f"Tam yay uzunlugu : {exact:.6f}")

Ciktr:

Kirik c¢izginin uzunlugu: 19.086519
Tam yay uzunlugu 1 19.086795

Kirik ¢izginin koseleri egrinin tizerindedir ve iki nokta arasindaki en kisa yol dogru parcas: oldugundan
kirik cizgi egriden biraz kisadir; fark yaklagik 2,8 - 10~%’tiir. m
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Alistirma 8.11 (Bir Déngiide Grafik Kaydetmek). n =1,2,3 i¢in y = 2™ fonksiyonunun [0, 1]
tizerindeki grafigini ayr1 birer dosyaya kaydeden ve is bittiginde bellekte a¢ik Figure birakmayan bir
déngii yaziniz.

Cozim.
Her turda yeni bir Figure aciyor, kaydettikten hemen sonra plt.close(fig) ile kapatiyoruz. Dosya
adlarini bir f-string ile kuruyoruz.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X = np.linspace(0, 1, 200)
names = []
for n in range(1l, 4):
fig, ax = plt.subplots(figsize=(4, 3))
ax.plot(x, x**n)
ax.set_title(f"$y = x~{n}$")
name = f"kuvvet {n}.png"
fig.savefig(name, dpi=100, bbox inches="tight")
plt.close(fig)
names.append (name)

print("Kaydedilen dosyalar:", names)
print("A¢ik figlir sayisi:", len(plt.get fignums()))

Cikt1:

Kaydedilen dosyalar: ['kuvvet 1.png', ‘'kuvvet 2.png', 'kuvvet 3.png'l]
Acik figilr sayisi: 0O

plt.close(fig) satir1 olmasaydi déngu ti¢ Figure’r bellekte birakirdi ve son satir 3 basardi. Yiizlerce
grafik tireten dongiilerde bu bellek tiiketir; Matplotlib 20'den ¢ok Figure agik kaldiginda bir uyar: verir.
bbox_inches="tight" ise kaydedilen resmin kenarlarindaki boslugu kirpar. m

Bu bolimde sayilar1 goriniir kilmay:1 6grendik: tek bir egriden alt grafiklere, logaritmik eksenlerden
kontur cizimlerine ve yiizeylere kadar. Sonraki boliimlerde yontemlerin davranisimi hep bu araclarla
cizecegiz. Once hesabin sembolik yiiziine geciyoruz: SymPy ile Sembolik Hesap boliimiinde tiirev, integral
ve limitleri sayilarla degil formiillerle hesaplayan bir kiitiiphane taniyacak, sembolik ifadeleri NumPy
fonksiyonlarina ¢evirip bu boliimdeki gibi ¢izmenin yolunu da gorecegiz.
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9. SymPy ile Sembolik Hesap

Simdiye kadar bilgisayara hep sayilarla hesap yaptirdik. Bu sayilar yaklagiktir: Python ile ilk Adimlar
bolimiinde 0,1 + 0,2 toplaminin tam olarak 0,3 ¢tkmadigini gorditk ve NumPy de ayni 64 bitlik sayilarla
calisir. Oysa matematik yaparken ¢cogu zaman bir say1 degil, bir formiil isteriz. z* fonksiyonunun tiirevini,
J ze® dx integralini ya da sinz/z oranin sifirdaki limitini kagit tizerinde harflerle ve kesin olarak
hesaplariz.

Bu tiir hesaplar1 yapan programlara bilgisayar cebir sistemi (computer algebra system) denir. SymPy,
tamamen Python ile yazilmis, agik kaynakl: bir bilgisayar cebir sistemidir. Ayri bir program degil, import
ile ytiklenen siradan bir kiitiiphanedir. Bu boliimde SymPy ile sembol tanimlamayy, ifadeleri acip ¢arpan-
larma ayirmayi, limit, tiirev, integral ve seri hesaplamayi, denklem ve diferansiyel denklem ¢6zmeyi ve
matrislerle kesin hesap yapmay1 6grenecegiz. En sonda da sembolik sonuclar1 lambdify ile NumPy’ye
aktarip sayisal hesapta kullanacagiz.

SymPy pip install sympy komutuyla kurulur; Colab gibi ¢evrim i¢i Jupyter ortamlarinda hazir gelir.
Biitiin kodlarda kiitiiphaneyi import sympy as sp kisaltmasiyla yiikleyecegiz. Analiz ve Lineer Cebir
derslerinde elle yaptiginiz hesaplari SymPy ile denetleyebilirsiniz. Yine de SymPy’nin yanitini dogru
yorumlamak, arkasindaki matematigi bilmeyi gerektirir. Bu yiizden béliim boyunca her hesabi ilgili ders
notuna baglayacagz.

Sayisal ve Sembolik Hesap

Ilk is, sembolik hesabin sayisal hesaptan nerede ayrildigini gérmek.

Tanim 9.1 (Sembolik Hesap). Sayilarin ve degiskenlerin yaklasik degerleriyle degil, kesin matema-
tiksel ifadeler olarak islendigi hesaba sembolik hesap denir. Sembolik hesabin sonucu bir ifadedir: NE)

yerine 2v/2, % + ¢ yerine 3, (sinz)’ yerine cos .

Yani sembolik hesap, kagit kalemle yaptigimiz hesabin bilgisayardaki karsiligidir. Sayisal hesapta v/2,
bellekte sonlu bir ikili agilimla tutulur (ekranda 1,4142135623730951 olarak goriiniir) ve her islemde
kiigiik bir yuvarlama hatasi birikir (bkz. Numerik Analiz). Sembolik hesapta ise /2, karesi tam olarak 2
olan say1 olarak kalir.

Farki ayni1 hesabi iki kiitiiphaneyle yaparak gérelim:

import math
import sympy as sp

print
print
print
print

math.sqrt(8))
sp.sqrt(8))

math.sqrt(2
sp.sqrt(2)

*% Q)
* 2)

—_— o~~~

)
*
Ciktr:

2.8284271247461903
2*¥sqrt(2)
2.0000000000000004
2

math.sqrt bir float déndiiriir. sp.sqrt ise v/8 = 2v/2 sadelestirmesini yapar ve sonucu kesin bicimde
saklar; bu yiizden v/2’nin karesi tam olarak 2 cikar. Kesin bir ifadenin ondalik a¢ilimini istedigimiz anda,
istedigimiz basamak sayisiyla evalf metodu ya da sp.N fonksiyonu verir. Kesirler i¢in sp.Rational
kullanilir:
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import sympy as sp

a = sp.Rational(l, 3) + sp.Rational(l, 6)
print(a)

print(sp.pi)

print(sp.pi.evalf(30))
print(sp.N(sp.sqrt(2), 50))
print(float(sp.sqrt(2)))

Ciktr:

1/2

pi

3.14159265358979323846264338328
1.4142135623730950488016887242096980785696718753769
1.4142135623730951

sp.pi sembolik 7 sayisidir; evalf(30) onun 30 anlamli basamaga dogru yuvarlanmig degerini verir. 7’nin
acilimi ...3832795... diye siirdiigiinden otuzuncu basamaktaki 7 yukar1 yuvarlanip 8 olmustur; 6ncekilerin
hepsi 7’nin basamaklariyla aynidir. Bu dogruluk tesadiif degildir: SymPy ondalik acilimi istenen duyar-
likta yeniden hesaplar. float(...) ise ifadeyi siradan bir Python float’una cevirir. Sembolik diinyadan
sayisal diinyaya ge¢menin en basit yolu budur; daha giicliistinii boliimiin sonunda lambdify ile gorecegiz.

Semboller ve Ifadeler

Sembolik hesabin ilk adimu, harflerle gosterilen degiskenleri SymPy’ye tanitmaktir.

Tanim 9.2 (Sembol). SymPy’de bir matematiksel degiskeni temsil eden nesneye sembol denir. Sem-
boller sp.symbols fonksiyonuyla olusturulur: x, y = sp.symbols("x y") satir1 adlar1 x ve y olan iki
sembol iiretir ve onlar1 ayni adli iki Python degiskenine baglar.

Yani x artik bir say1 degil, degeri belirsiz bir harftir. Semboller ve sayilar +, -, *, /, ** iglemleriyle ve sp.sin,
sp.exp, sp.log gibi SymPy fonksiyonlariyla birlestirilerek ifadeler (expression) kurulur. Bir ifadedeki
semboliin yerine bir say1 ya da bagka bir ifade koymak i¢in subs metodu kullanilir:

import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")
f = x*¥*¥2 + 2*¥x*y + sp.sin(x)
print(f)

print(f.subs(x, 1))

print(f.subs({x: 2, y: 3}))

print(f.subs(x, sp.pi))

print(f.subs(y, x**2))
Cikt1:

x**2 + 2%x*y + sin(x)
2*y + sin(1) + 1
sin(2) + 16

2*pi*y + pi**2

2¥x**¥3 + x*¥*¥2 + sin(x)

subs sonucu kendiliginden sadelestirir: z = 7 konunca sin7m = 0 terimi diiger. sin 1 ve sin 2 ise kesin
sayilar olarak kalir, ondaliga cevrilmez. Burada sp.sin yerine math.sin yazilamaz, ¢clinkiimath.sin yalniz
say1 kabul eder ve sembolle ¢cagrilinca hata verir. NumPy’nin np. sin fonksiyonu da sembollerle calismaz;
sembolik ifadelerde daima sp. 6nekli fonksiyonlar1 kullaniriz.
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Python sayilar1 SymPy’ye ulagsmadan hesaplanir

x + 1/3 yazildiginda Python 6nce kendi kuraliyla 1/3 bélmesini yapar ve bir float tiretir; SymPy
yalniz bu yaklagsik say1y1 goriir. Kesin kesir icin sp.Rational(1l, 3) yazilmalidir. Kuvvet isaretine de
dikkat: Python’da iis alma ** ile yapilir. ~ bagka bir islemdir (bitlerde dislayan veya, XOR) ve 2 ~ 3
ifadesinin degeri 1'dir.

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

print(x + 1/3)

print(x + sp.Rational(1l, 3))
print(2 ~ 3, 2 ** 3)

Ciktr:

X + 0.333333333333333
x + 1/3
138

SymPy bir ifadeyi bir metin olarak degil, bir agac olarak saklar.

Tanmim 9.3 (ifade Agaci). Bir SymPy ifadesinin ifade agaci, i¢ diigiimleri islemler ve fonksiyonlar (Add,
Mul, Pow, sin, ...), yapraklari semboller ve sayilar olan agactir. Kokteki diigiimiin tiirii func niteligiyle, alt
agaclari args niteligiyle okunur.

Yani 22 + 2y + sin z ifadesi SymPy icin “{ic terimin toplami1”dir: kokte bir Add diigiimii, onun altinda bir
kuvvet (Pow), bir ¢carpim (Mul) ve bir sin diigiimii vardir. Cikarma ve bolme i¢in ayr1 diigiim yoktur: a —
b ifadesi Add(a, Mul(-1, b)), a/b ifadesi de Mul(a, Pow(b, -1)) olarak saklanir. Her alt afacin ham
yapisini sp.srepr gosterir:

import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")

f = x**¥2 + 2*%x*y + sp.sin(x)

print(f.func)

print(f.args)

for term in f.args:
print(sp.srepr(term))

Ciktr:

<class 'sympy.core.add.Add'>

(x**2, 2*x*y, sin(x))

Pow(Symbol('x"'), Integer(2))
Mul(Integer(2), Symbol('x"'), Symbol('y'))
sin(Symbol('x"))

Ciktidan agacin tamami okunabilir:
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Add | =x*+2xy+sinx

I
o

Pow

Mul | =2xy @ = sin x
G 66 606000 06

Sekil 9.1: x* + 2xy + sin x ifadesinin agac1. Kokteki Add diiglimiiniin ii¢ alt agac1 vardir: Pow, Mul ve sin.
Yapraklar semboller (x, y) ve tam sayilardir (2). Sekil, yukaridaki sp.srepr ¢iktilarinin ¢izimidir.

subs gibi islemler bu agac1 dolasarak calisir: f.subs(x, 1) her x yapragin 1 ile degistirir, sonra diigiimleri
asagidan yukarrya yeniden hesaplar. SymPy’ nin bircok davranisi bu yapidan gelir. Ornegin iki ifadenin
“aym” olup olmadig1 sorusu, ileride gorecegimiz gibi, agaclarin ayni olup olmadig1 sorusudur.

Varsayimlar

Bir sembol hakkinda bildiklerimizi SymPy’ye séylemezsek, SymPy en genel durumu diisiiniir.

Tanim 9.4 (Varsayimm). Bir sembol olusturulurken real=True, positive=True, integer=True,
nonnegative=True gibi anahtar sozciiklerle verilen bilgilere o semboliin varsayimlari (assumptions)
denir. Varsayimi verilmemis bir sembol, keyfi bir karmagik say1y1 temsil eder.

Yani SymPy bir doniisiimii ancak semboliin alabilecegi her deger i¢in dogruysa yapar. V2 = z esitligi
& = —1 icin yanhstir. V22 = | 2 | esitligi de = = ¢ icin yanhstir: V32 = v/—1 = i iken | ¢ | = 1'dir. Bu
yiizden varsayimsiz bir sembolde v'z?2 oldugu gibi kalir; semboliin reel ya da pozitif oldugunu séyleyince
sadelesir:

import sympy as sp

= sp.symbols("z")

sp.symbols("x", real=True)

= sp.symbols("p", positive=True)

n = sp.symbols("n", integer=True)
print(sp.sqrt(z**2), sp.sqrt(x**2), sp.sqrt(p**2))
print(sp.sin(n * sp.pi), sp.cos(n * sp.pi))
print(p.is positive, x.is positive, n.is integer)

T X N
]

Ciktr:

sqrt(z**2) Abs(x) p
0 (-1)**n
True None True

n tam say1 oldugundan SymPy sinnm = 0 ve cosnm = (—1)" dontsimlerini de yapar. Son satirdaki
is_positive gibi nitelikler ti¢ degerden birini alir: True, False ya da None. None “bilinmiyor” demektir:
reel bir x pozitif de olabilir, olmayabilir de. Bir if kosulunda None yanls sayilir. Bu yiizden if
x.is_positive: blogunun ¢alismamasi “x pozitif degil” demek degildir; yalniz “pozitif oldugu bilinmiyor”
demektir.

Ornek 9.1 (Logaritmanin Carpim Kurali ve Varsayimlar). In(ab) =Ina+Inb doniisiimiini
sp.expand_log fonksiyonuyla 6nce varsayimsiz, sonra pozitif a, b sembolleriyle yaptiriniz. Sonuglarin
farkini aciklayiniz.

Cozim.
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Iki durumu ayni1 kodda deneyelim. Ikinci satirdaki sp.symbols cagrisi a ve b adlarini yeni, pozitif
sembollere baglar:

import sympy as sp

a, b = sp.symbols("a b")
print(sp.expand log(sp.log(a * b)))

a, b = sp.symbols("a b", positive=True)
print(sp.expand log(sp.log(a * b)))
print(sp.expand log(sp.log(a**3 / b)))

Cikt1:

log(a*b)
log(a) + log(b)
3*log(a) - log(b)

Varsayimsiz sembollerde ifade degismez, ciinkii kural karmagik sayilarda genel olarak yanlistir.
Ornegin a = b = —1 i¢in In(ab) = In 1 = 0’dir; oysa karmasik logaritmanin esas degeriyle In(—1) =
im oldugundan In(—1) + In(—1) = 27¢ olur. a,b > 0 oldugu bilinince kural her deger icin dogrudur
ve SymPy onu uygular; In(a3/b) = 31na — In b déniisiimii de ayn1 nedenle yapilir. Reel pozitif say1-
larla caligilacaksa sembolleri bagtan positive=True ile tanimlamak, force=True secenegiyle SymPy’yi
kurali uygulamaya zorlamaktan daha giivenlidir.

L

Ifadeleri Doniistiirmek

Ayn1 matematiksel ifadenin bircok yazilisi vardir ve SymPy’de her yazilisa gotiiren ayr1 bir fonksiyon
bulunur. En sik kullanilanlar sunlardir:

« sp.expand: carpimlari ve kuvvetleri acar.

« sp.factor: bir polinomu rasyonel katsayili indirgenemez ¢arpanlarina ayurir.

+ sp.collect: bir semboliin kuvvetlerine gore terimleri toplar.

+ sp.cancel: bir rasyonel fonksiyonu ortak carpanlari sadelesmis pay/payda bi¢imine getirir.
« sp.apart: bir rasyonel fonksiyonu basit kesirlere ayurir.

« sp.together: kesirleri ortak paydada toplar.

« sp.expand trig, sp.trigsimp: trigonometrik ifadeleri acar ya da sadelestirir.

Once polinomlarla baglayalim:

import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")

print(sp.expand((x + 1)**5))

print(sp.factor(x**4 - 1))

print(sp.factor(x**3 - x¥*2*y - xky**p 4 y**3))

print(sp.factor(x**2 - 2))

print(sp.factor(x**2 - 2, extension=sp.sqrt(2)))

print(sp.collect(sp.expand((x + y + 1)**2), x))
Ciktr:

X*¥*5 + Skx**4 + 10*x*¥*3 + 10*x**2 + 5*x + 1
(x - 1)*(x + 1)*(x**2 + 1)

(x - y)*¥*2*(x + y)

X**2 - 2

(x - sqrt(2))*(x + sqrt(2))

X¥*2 4+ X¥(2*y + 2) + y¥*¥2 + 2%y + 1
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factor, carpanlara ayirmayi rasyonel sayilar iizerinde yapar. 2 + 1 ve 22 — 2 rasyonel katsayili
carpanlara ayrilmaz; bu yiizden ilki bir ¢arpan olarak kalir, ikincisi de degismeden geri doner.
extension=sp.sqrt(2) secenegi say1 kiimesine v/2’yi ekler; o zaman 2 — 2 = (z — v/2)(z + v/2) ayrs-
mas1 bulunur.

Rasyonel fonksiyonlarda ii¢ fonksiyon birbirini tamamlar:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

r= (x*3 - 1) / (x**2 - 1)

print(r)

print(sp.cancel(r))

print(sp.apart((x**2 + 1) / (x**3 - x)))
print(sp.together(1l/x + 1/(x + 1)))

Cikt1:

(x**3 - 1)/(x**2 - 1)
(X**2 + x + 1)/(x + 1)
1/(x + 1) + 1/(x - 1) - 1/x
(2*x + 1)/(x*(x + 1))

cancel, pay ve paydadaki ortak z — 1 carpanimi sadelestirdi. Bu, £ = 1 diginda gecerli bir esitliktir;
0zgiin kesir = 1’de tanimsizdir, sadelesmis kesir degildir. apart, Analiz 2’deki basit kesirlere ayirma
algoritmasini uygular (bkz. Analiz 2). together ise bunun tersini yapar.

Trigonometrik ifadeler ve genel amacli sp.simplify i¢in:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

print(sp.expand trig(sp.sin(2*x)))
print(sp.expand trig(sp.cos(3*x)))
print(sp.trigsimp(sp.sin(x)**4 - sp.cos(x)**4))
print(sp.simplify(sp.sin(x)**2 + sp.cos(x)**2))
print(sp.simplify((x**2 - 1) / (x - 1)))

Ciktr:

2*sin(x)*cos(x)
4*cos(x)**3 - 3*cos(x)
-cos (2*x)

1

X + 1

simplify, yukaridaki doniistimlerin bir¢ogunu sirayla dener ve buldugu en kisa ifadeyi déndiiriir. Hangi
déntisimiin ige yarayacagin bilmedigimizde kullanighdir. Ama yavagtir ve “en sade bicim” kesin tanimli
bir kavram olmadigidan sonucun bi¢imi 6nceden kestirilemez. Hedef bicim belliyse (carpanlara ayrilmis,
acilmus, basit kesirlere ayrilmis) ona gotiiren 6zel fonksiyonu kullanmak daha iyidir.

iki ifadeyi kargilastirirken bir incelige dikkat etmek gerekir.

Tanim 9.5 (Yapisal Esitlik). SymPy’de a == b karsilagtirmas, iki ifadenin agaclarinin ayni olup olma-
digin1 sinar. Buna yapisal esitlik denir. Iki ifadenin matematiksel olarak esit olmasi, yani degiskenlerin
her degeri i¢in ayni1 say1y1 vermesi ayr1 bir sorudur.

Yani (z + 1)2 ile 2 + 2z 4+ 1 matematiksel olarak esit, yapisal olarak farklidir: birinin kokiinde Pow,
Otekinin kokiinde Add vardir. Matematiksel esitligi sinamak icin farki sadelestirip sifirla karsilastiririz ya
da equals metodunu kullaniriz:

import sympy as sp

sp.symbols("x")
(x + 1)**2

QX
]
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b = x*¥*2 + 2*%x + 1
print(a == b)
print(sp.expand(a) ==
print(sp.simplify(a -
print(a.equals(b))

b)
b) == 0)

Ciktr:

False
True
True
True

Q Bir 6zdesligi iic adimda dogrulamak

1. Esitligin iki tarafin1 ayr1 ifadeler olarak yazin: lhs ve rhs.

2. Farki sadelestirin: sp.simplify(lhs - rhs).

3. Sonug 0 ise 6zdeslik dogrudur. Sifirdan farkli bir ifade ¢ikarsa fark: birkag sayida subs ile hesap-
layimn: sifirdan farkli bir deger gériiliirse iddia yanlistir. Bu kontrol gereklidir, ¢tinkii simplify her
sifir1 taniyamayabilir.

Ornek 9.2 (Bir Trigonometrik Ozdeslik). (sinz + cosz)? = 1 + sin 2z 6zdesligini SymPy ile dogru-
layiniz.

Cozim.
Tarifin {i¢ adimini uygulayalim:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

lhs = (sp.sin(x) + sp.cos(x))**2
rhs = 1 + sp.sin(2*x)
print(sp.simplify(lhs - rhs))
print(lhs == rhs)

Ciktr:

0
False

Fark sifira sadelestiginden 6zdeslik her z icin dogrudur. Ikinci satir, iki tarafin yapisal olarak farkl
oldugunu hatirlatir (Tanim 9.5). Elle de kolayca gériiliir:

2

(sinx + cosx)? = sin? z + cos? x + 2sinz cosz = 1 + sin 2z.

Limit
Analiz 1'de &-§ ile tanimladigimiz limit (bkz. Analiz 1) SymPy’de tek bir fonksiyonla hesaplanir:

sp.limit(f, x, a).Sonsuz, iki ki¢iik o harfiyle sp.oo olarak yazilir.

import sympy as sp
X = sp.symbols("x")

n = sp.symbols("n", positive=True, integer=True)
print(sp.limit(sp.sin(x) / x, x, 0))
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print(sp.limit((1 - sp.cos(x)) / x**2, x, 0))
print(sp.limit((1 + 1/n)**n, n, sp.oo0))
print(sp.limit(x * sp.log(x), x, 0, dir="+"))
print(sp.limit(x**2 / sp.exp(x), x, sp.oo))

Ciktr:

/2

o O mE =

Ugiincii satirdaki E, SymPy’nin e sayisidir (bkz. Analiz 1). SymPy limitleri, degiskene kiigiik sayilar
koyarak tahmin etmez; ifadenin seri acilimlari iizerinde ¢alisan bir algoritmayla kesin olarak hesaplar. Bu
yiizden 0 - 0o ya da 0o/oo gibi belirsiz bigimler de sorun ¢ikarmaz.

Tek yonli limitler dir segenegiyle istenir: dir="+" sagdan, dir="-" soldan, dir="+-" iki yonli limit
demektir. arctan(1/x) fonksiyonunun sifirdaki davranigina bakalim:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
f = sp.atan(1l / x)
print(sp.limit(f, x, 0, dir="+"))
print(sp.limit(f, x, 0, dir="-"))
try:
print(sp.limit(f, x, 0, dir="+-"))
except ValueError:
print("Iki yénlii limit yok: sol ve sag limit farkli.")

Ciktr:
pi/2
-pi/2
Iki yénld limit yok: sol ve sag limit farkli.
x sagdan sifira yaklasirken 1 /2 — 400 oldugundan arctan(1/xz) — 7/2; soldan yaklagirken 1/x — —oo

oldugundan arctan(1/x) — —m/2 olur. Sag ve sol limit farkli oldugundan iki yénlii limit yoktur (bkz.
Analiz 1) ve SymPy ValueError hatasi verir. Hatay1 try/except ile yakaladik.

y
sag limit 7t/2

y = arctan(1/x)

sol limit -7t/2 —/2

Sekil 9.2: y = arctan(1/x) fonksiyonunun grafigi. Sagdan yaklagirken degerler m/2'ye, soldan yaklasirken
-11/2'ye gider; ici bos noktalar bu iki tek yonli limiti gosterir. Sag ve sol limit farkli oldugundan sifirda iki
yonlii limit yoktur.
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Limit fonksiyonu varsayilan olarak sag limiti alir

dir verilmezse sp.limit sag limiti hesaplar. Bu yiizden sp.limit(1/x, x, 0) sonucu oo olur, oysa
1/x fonksiyonunun sifirda iki yonlii limiti yoktur. Iki yénlii limit isteniyorsa dir="+-" yazilmali ya

da iki yon ayr1 ayr1 hesaplanmalidir:

import sympy as sp

)
/ X, x, 0))

/ X, x, 0, dir="-"))
/

X = sp.symbols(

print(sp.limit(1
print(sp.limit(1
print(sp.limit(1

Cikti:

00
-00
00

Turev

Tirev sp.diff fonksiyonuyla alinir: sp.diff(f,

X**2, x, 0, dir="+-"

))

x) birinci tiirevi, sp.diff(f,

X,

n) n’inci tirevi,

sp.diff(f, x, y) Once z’e, sonra y’ye gore kismi tiirevi verir. Tiirevin tanimi ve kurallar1 i¢in bkz.

Analiz 2.

import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")
print(sp.diff(x**x, x))
print(sp.diff(sp.sin(x)**2, x, 2))
print(sp.diff(sp.exp(x * y**2), x, y))
d = sp.Derivative(sp.atan(x), x)
print(d, "=", d.doit())

Ciktr:

x**x*(log(x) + 1)

2*%(-sin(x)**2 + cos(x)**2)

2¥y* (x*¥y**2 + 1) *exp (x*y**2)
Derivative(atan(x), x) = 1/(x**2 + 1)

flk satir, logaritmik tiirevle bulunan (z%)" = z®(In x + 1) formiiliidiir. fkinci satir (sin? z)” = 2(cos® z —

sin?

x) = 2 cos 2z sonucunu agilmis bigimde verir. sp.Derivative tiirevi hesaplamadan, yalniz gosterir;

doit metodu hesab1 yapar. Ayni ayrim integral, limit ve toplam icin de vardir: sp.Integral, sp.Limit,

sp.Sum.

Tiirevi bir noktada hesaplamak i¢in 6énce tiirev ifadesini bulur, sonra subs ile noktay1 koyariz. f(z) =
o3 — 2z egrisinin x = 1 noktasindaki tegetini bulalim. Teget dogrusu y = f(a) + f’(a)(z — a) denkle-

miyle verilir (bkz. Analiz 2):

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

f = x**3 - 2%x

a=1

slope = sp.diff(f, x).subs(x, a)

tangent = f.subs(x, a) + slope * (x - a)
print("egim:", slope)

print("teget: y =", sp.expand(tangent))
print(sp.factor(f - tangent))
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Ciktr:
egim: 1
teget: y = x - 2
(x - 1)**2%(x + 2)

Son satir ilging bir sey soyler: egri ile teget arasindaki fark (z — 1)%(z + 2)’dir. z = 1’deki ¢ift kok
tegetligi gosterir; egri dogruya bu noktada deger ama onu kesmez. Basit kok z = —2 ise tegetin egriyi
ikinci kez kestigi (—2, —4) noktasidir.

Ay

y=x -2x

(1’ _1)

Sekil 9.3: y = x*> - 2x egrisi ve x = 1'deki tegeti y = x - 2. Teget egriye (1, -1) noktasinda deger, farkin cift
koki x = 1 budur. Basit kok x = -2 ise tegetin egriyi yeniden kestigi (-2, —4) noktasini verir.

Integral

Integralkﬁntekfbnksb«n1vardu:sp.integrate(f, x) belirsiz integrali, sp.integrate(f, (x, a, b))
[a, b] tizerindeki belirli integrali hesaplar. Sinirlar sp.oo olabilir; birden ¢ok siur i¢liisii verilirse kath
integral icten diga dogru hesaplanur.

import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")

print(sp.integrate(x * sp.exp(x), X))

print(sp.integrate(l / (1 + x**2), x))

print(sp.integrate(sp.sin(x)**2, (x, 0, sp.pi)))

print(sp.integrate(sp.exp(-x**2), (x, -sp.oo, sp.00)))

print(sp.integrate(1l / x**2, (x, 1, sp.oo)))

print(sp.integrate(x * y, (y, 0, x), (x, 0, 1)))
Cikt1:

(x - 1)*exp(x)

atan(x)

pi/2

sqrt(pi)

1

1/8

dz_ — arctanz

Ik satir kismi integrasyonla bulunan [ ze®dx = (z —1)e”, ikinci satir da temel [ 1$%5 =
integralidir. Ardindan foﬂ sin? z dz = /2, Gauss integrali ffzo e d = /7 ve yakinsak bir genelleg-

tirilmis integral gelir. Son satir, 6nce y’ye gore 0’dan x’e, sonra x’e gore 0’dan 1’e alinan
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1 T 1
/ / zydydx = /
0 Yo 0

Belirsiz integralde sabit yoktur

w|8‘._Q
QL
8

Il
0| =

katli integralidir.

sp.integrate(f, x) bir ilkel fonksiyon dondiiriir, +C sabitini yazmaz. Ayrica [ dz/z igin log(x)
verir, mutlak deger koymaz. Bu, z > 0 aralifinda dogru bir ilkeldir; # < O iginilkelIn| z |’tir. Bulunan
ilkeli tirev alarak denetlemek iyi bir aligkanliktir:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

F = sp.integrate(x * sp.exp(x), X)
print(sp.simplify(sp.diff(F, x) - x * sp.exp(x)))
print(sp.integrate(l / x, x))

Ciktr:

0
log(x)

Her integralin ilkeli temel fonksiyonlarla yazilamaz. SymPy boyle durumlarda ya integralle tanimlanan
6zel bir fonksiyon kullanir ya da integrali hesaplanmamus olarak geri verir:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
print(sp.integrate(sp.exp(-x**2), x))
print(sp.integrate(sp.sin(x) / x, X))
I = sp.Integral(x**x, (x, 0, 1))
print(I.doit())

print(I.evalf(20))

Cikt1:

sqrt(pi)*erf(x)/2

Si(x)

Integral(x**x, (x, 0, 1))
0.78343051071213440706

~t* dt ile; Si siniis integrali de Si (z) = [ $2¢ d¢ jle tamumlanur.
o t

erf hata fonksiyonu, erf (z) = \/l; fom e
/ 01 x” dx icin kapali bir bicim bulunamadi ve doit integrali oldugu gibi dondiirdil. evalf(20) ise integrali
sayisal olarak 20 anlamli basamakla hesapladi. Sayisal integrali Sayisal Tiirev ve Integral béliimiinde
ayrintisiyla gérecegiz.

Ornek 9.3 (iki Egri Arasindaki Alan). y = 22 parabolii ile y = = + 2 dogrusu arasinda kalan smirli
boélgenin alanini SymPy ile hesaplayiniz.
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y=x+2

Sekil 9.4: y = x* parabolii ile y = x + 2 dogrusu arasinda kalan sinirli bolge (gélgeli). iki egri bolgenin ug
noktalarinda kesisir.

Cozim.

Once iki egrinin kesistigi noktalar1 buluruz. Bunun igin sp.solve fonksiyonunu kullanacagiz. Fonksi-
yonu Denklem Cézmek kisminda ayrintisiyla gorecegiz; burada denklemin ¢oziimlerini bir liste olarak
verir. sp.Eq(top, bottom) de iki tarafin esitligini, yani x + 2 = 22 denklemini yazar. Sonra kesisimler
arasinda istteki egriden alttakini ¢ikarip integral aliriz (bkz. Analiz 2):

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

top = x + 2

bottom = x**2

a, b = sp.solve(sp.Eq(top, bottom), x)

print("kesisimler:", a, b)

print("orta noktada fark:", (top - bottom).subs(x, (a + b) / 2))
area = sp.integrate(top - bottom, (x, a, b))

print("alan:", area, "=", area.evalf())

Ciktr:

kesigsimler: -1 2
orta noktada fark: 9/4
alan: 9/2 = 4.50000000000000

Egriler x = —1 ve x = 2’de kesigir. Aradaki bir noktada farkin pozitif ¢ikmasi, bu aralikta dogrunun
paraboliin iistiinde kaldigini dogrular. Elle hesap ayn1 sonucu verir:
2
2 2 3
x T 10 7 9
2—2?)dr = | — +2x— — =—+-=_
u/}(a%+ z%) dx 3 + 2z 3 1 3 +—6 >
~1

Acik Matematik - acik-matematik.com 260 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/analiz-2/belirli-integralin-uygulamalari.html#thm-iki-egri-arasi-alan
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

9.8

9.7 Integral 261

Seriler ve Toplamlar

Bir fonksiyonun bir nokta etrafindaki Taylor agilimui sp.series(f, x, a, n) ile bulunur. Sonug (z —
a)"~! terimine kadar olan a¢ilim ile bir O ( (z — a)™ ) kalan teriminden olusur. remove0 metodu kalan
terimini atar ve geriye Taylor polinomu kalir (bkz. Analiz 2).

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

s sp.series(sp.exp(x), x, 0, 6)
print(s)

print(s.remove0())
print(sp.series(sp.tan(x), x, 0, 8))
print(sp.series(sp.sqrt(x), x, 4, 3))

Ciktr:

1 + X + X*¥*¥2/2 + x*¥*¥3/6 + x**4/24 + x**5/120 + 0(x**6)
x*¥*5/120 + x**4/24 + x**3/6 + x**2/2 + x + 1

X + x*¥*3/3 + 2¥x**5/15 + 17*x**7/315 + 0(x**8)

1 - (x - 4)**¥2/64 + x/4 + 0((x - 4)**3, (x, 4))

n parametresi terim sayisini degil, kalanin kuvvetini belirler: sp.series(sp.exp(x), x, 0, 6) en
cok z° terimini icerir. Son satir /z’in 4 etrafindaki acilimidir. SymPy 2 + “’24;4 toplamint 1 + 7 olarak
yazdigindan agilim ilk bakista tanidik gériinmez; ama /z ~ 2 + %‘ — (zgf) ile aynidir.

Sonlu ve sonsuz toplamlar sp.summation ile hesaplanir:

import sympy as sp

k, n = sp.symbols("k n", integer=True, positive=True)

s = sp.summation(k**2, (k, 1, n))

print(s)

print(sp.factor(s))

print(sp.summation(l / k**2, (k, 1, sp.oo)))
print(sp.summation(sp.Rational(l, 2)**k, (k, 0, sp.oo)))

Ciktr:

n**3/3 + n**2/2 + n/6
n*(n + 1)*(2*n + 1)/6
pi**2/6

2

Ikihsﬂu12+21+m+nkzﬂﬁﬁ@ﬁﬂmemmMLAMmMandpmMmﬁobmkbMMn

3> 1/k? = 72 /6 esitligi ve 1/2 oranli geometrik serinin toplamu gelir.
Ornek 9.4 (e Sayisina Taylor Polinomlariyla Yaklagmak). e fonksiyonunun 0 etrafindaki n’inci
Taylor polinomu 7, olsun. | e — T}, (1) | < 10~ esitsizligini saglayan en kiiciik n’yi SymPy ile bulunuz.

Coziim.
T,(1) = ZZ:O 1/k! degerini kesir olarak hesaplayip hatay1 evalf ile élgelim:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
for n in range(4, 9):
T = sp.series(sp.exp(x), x, 0, n + 1).removeO()
value = T.subs(x, 1)
error = (sp.E - value).evalf(5)
print(n, value, error)

Cikt:
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4 65/24 0.0099485

5 163/60 0.0016152

6 1957/720 0.00022627

7 685/252 2.7860e-5

8 109601/40320 3.0586e-6

Hata n = 6 igin 2,26 - 107%, n = 7 icin 2,79 - 10~ ’tir. Istenen en kiiciik deger n = 7'dir ve e ~
Ty (1) = 8 olur. Hata kesin bir kesir olan T}, (1) ile sembolik e arasindaki farktan hesaplandigindan,
kendisi bir yuvarlama hatasi tagimaz. Benzer bir soruyu 5-10~° duyarlikla, Lagrange kalaniyla ve
hesap yapmadan 6nce ¢6zen bir 6rnek i¢in bkz. Analiz 2. Oradakie — 7T, (1) < ﬁ stnir1 bizim 1074
duyarhigimizda da n = 7 verir: sinirin 10~*’ten kiigiik olmasi icin (n + 1)! > 30000 gerekir ve 7! =
5040 < 30000 < 40320 = 8! oldugundan en kiicitk se¢cim 1 + 1 = 8dir.

Denklem Cozmek

Alan 6érneginde kisaca kullandigimiz sp.solve, SymPy’nin en ¢ok basvurulan fonksiyonlarindan biridir.
sp.solve(expr, x),expr = 0 denkleminin ¢6ziimlerini bir liste olarak verir. Denklemi iki tarafli yazmak
icin sp.Eq(lhs, rhs) kullanilir. Python’da = atama, == de yapisal esitlik oldugundan denklem icin ayrn
bir nesne gerekir.

import sympy as sp

X, a, b, ¢ = sp.symbols("x a b c")

print(sp.solve(x**2 - 5%*x + 6, X))

print(sp.solve(sp.Eq(x**3, 8), x))

print(sp.solve(x**2 + 1, x))

print(sp.solve(a*x**2 + b*x + c, X))
Cikt1:

[2, 3]

[2, -1 - sqrt(3)*I, -1 + sqrt(3)*I]

[=I, ]

[(-b - sqrt(-4*a*c + b**2))/(2*a), (-b + sqrt(-4*a*c + b**2))/(2*a)]

I, SymPy’nin sanal birimidir: 23 = 8 denkleminin bir reel, iki karmasik kokii vardir. Son satir ikinci derece
denklemin kok formilidiir. Ancak dikkat: SymPy burada a # 0 oldugunu sessizce varsaydi. solve “genel”
durumu ¢ozer; parametrelerin 6zel degerlerini ayrica incelemek bize diiger.

Coziimleri belli bir kiimede aramak i¢in sp.solveset daha uygundur. domain secenegi ¢oziim kiimesini
belirler ve sonug her zaman bir kiime olur; esitsizlikler de ¢oziilebilir:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

print(sp.solveset(x**2 + 1, x, domain=sp.S.Reals))
print(sp.solveset(sp.sin(x), x, domain=sp.Interval(0, 10)))
print(sp.solveset(x**2 - 4 > 0, x, domain=sp.S.Reals))

Cikti:

EmptySet
{0, pi, 2*pi, 3*pi}
Union(Interval.open(-00, -2), Interval.open(2, 00))

2?2 + 1 = 0 denkleminin reel ¢oziimii yoktur (EmptySet, bos kiime). [0, 10] araliginda sin 2 = 0 denkle-
minin ¢éziimleri 0, 7, 27, 37 dir. 2 > 4 esitsizliginin ¢dziimii de (—oo, —2) U (2, 00) kiimesidir.
Denklem sistemleri i¢in denklemler bir liste, bilinmeyenler ikinci bir liste olarak verilir. Bir cember ile bir
dogrunun kesigimini bulalim: 2% +y? =5,y = = + 1.
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import sympy as sp

X, y = sp.symbols("x y")
eqs = [sp.Eq(x**2 + y**2, 5), sp.Eq(y, x + 1)]
sols = sp.solve(eqs, [x, yl, dict=True)
print(sols)
for s in sols:

print(s[x], s[yl, [e.subs(s) for e in eqs])

Ciktr:

[{X: '2! y: _1}1 {X: 11 y: 2}]
-2 -1 [True, True]
1 2 [True, True]

dict=True secenegi her ¢oziimi {x: ..., y: ...} biciminde bir s6zliik olarak verir. Boylece ¢6ziim
dogrudan subs’a verilebilir. Son iki satirdaki [True, True] listeleri, iki ¢6ziimiin de iki denklemi sagla-
digin1 gosterir.

Ay y=x+1

(1,2)

Y

Sekil 9.5: x* + y* = 5 ¢emberi ile y = x + 1 dogrusu (-2, -1) ve (1, 2) noktalarinda kesisir. Bu iki nokta,
sp.solve fonksiyonunun buldugu iki ¢6ztimdiir.

Dogrusal sistemlerde sp.linsolve ¢oziim kiimesini verir; sonsuz ¢6ziim varsa onu serbest degiskenlere
bagli olarak yazar:

import sympy as sp

X, Yy, z = sp.symbols("x y z")

eqs = [x +y+2z -6, x -y +2%¥z -5, 2*x+y -2z -1]
print(sp.linsolve(egs, [x, y, z1))

print(sp.linsolve([x + y - 2, 2*x + 2*y - 4], [x, yl))
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Ciktr:
{(1, 2, 3)}
{(2 -y, y)}

flk sistemin tek ¢éziimii (1, 2, 3)’tiir. Ikinci sistemin iki denklemi ayni dogruyu verdiginden sonsuz ¢dziim
vardir: her y i¢in (2 — y, y) bir ¢éziimdir.

Her denklemin kapali bicimde bir ¢6ziimii yoktur. cos x = = denkleminin kéki temel fonksiyonlarla yazi-
lamaz ve sp.solve bunu NotImplementedError hatasiyla bildirir. Boyle durumlarda sp.nsolve, verilen
bir baslangi¢ noktasindan sayisal bir yontemle koki bulur:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
try:
sp.solve(sp.cos(x) - x, X)
except NotImplementedError:
print("solve kapali bigimde bir ¢6zim bulamadi.")
print(sp.nsolve(sp.cos(x) - x, x, 0.7))

Ciktr:

solve kapali bigimde bir ¢dézim bulamadi.
0.739085133215161

Ayn1 koki Newton-Raphson yontemiyle elle hesaplayan 6rnek igin bkz. Niimerik Analiz. Sayisal kok
bulmay1 bir sonraki béliimde SciPy ile ayrintili olarak ele alacagz.

Diferansiyel Denklem C6zmek

SymPy bazi diferansiyel denklem tiirlerini de kapali bi¢cimde c¢6zer. Bilinmeyen fonksiyon
sp.Function("y") ile tamumlanir ve y(x).diff(x) onun tirevini gosterir. Denklem sp.Eq ile kurulur,
sp.dsolve ile ¢ozuliir. Baglangi¢ kosullar1 ics sozliguyle verilir.

Birinci mertebeden dogrusal ¥’ + y = = denklemini 6nce genel olarak, sonra y(0) = 1 kosuluyla ¢6zelim:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

y = sp.Function("y")

ode = sp.Eq(y(x).diff(x) + y(x), x)
print(sp.dsolve(ode, y(x)))

sol = sp.dsolve(ode, y(x), ics={y(0): 1})
print(sol)

print(sp.checkodesol(ode, sol))

Ciktr:

Eq(y(x), Cl*exp(-x) + x - 1)
Eq(y(x), x - 1 + 2*exp(-x))
(True, 0)

Genel ¢oziim y = Cle™® + z — 1 ailesidir; C1 keyfi sabittir. y(0) = 1 kosulu C; —1 =1, yani C; =2
verir. sp.checkodesol, ¢oziimii denkleme koyar ve artigin sifir oldugunu (True, 0) ile bildirir. Ayni
sonuca elle de ulagilir. Denklemi e® integrasyon carpaniyla carparsak (bkz. Diferansiyel Denklemler)

(e®y) =ze® = ey=(r—1)e"+C;

olur. Asagidaki sekil denklemin yon alanim ve aileden birka¢ ¢oziimii gosterir:
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C=-1

Sekil 9.6: y" = x — y denkleminin y6n alani (kisa ¢izgiler her noktadaki egimi gosterir) ve y = Cie*+ x - 1
¢oziim ailesinden C, = -1, 0, 1, 2, 3 egrileri. Kalin egri, (0, 1) noktasindan gecen C, = 2 ¢dztimudir. Biitin
coziimler C, = 0 i¢in elde edilen y = x - 1 dogrusuna yaklagir.

C; = 0igin ¢6ziim y = x — 1 dogrusudur. Diger biitiin ¢oziimler Ce~* — 0 oldugundan x — oo iken bu
dogruya yaklagir. Kapali bicimde ¢6zillemeyen denklemleri Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Cozuimu
bolumiinde sayisal yontemlerle ¢c6zecegiz.

Matrisler

Lineer cebirin hesaplar1 da sembolik olarak, yani kesin kesirlerle yapilabilir. sp.Matrix ile kurulan
matrislerin girdileri kesin sayilar ya da ifadelerdir. Matris ¢carpimi * ya da @ile yapilir; . T transpozu, . det ()
determinanti, .inv () tersi, . rank() ranki verir. NumPy ile Lineer Cebir boliimiindeki np.linalg fonksi-
yonlarindan farki, sonuglarin yaklasik ondalik sayilar degil, kesin kesirler olmasidir.

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[2, 1, o], [1, 3, 11, [0, 1, 2]1)
print(A.det())

print(A.inv())

print(A * A.inv() == sp.eye(3))

Ciktr:

8
Matrix([[5/8, -1/4, 1/81, [-1/4, 1/2, -1/4], [1/8, -1/4, 5/8]1)
True

sp.eye(3) 3 X 3 birim matristir. Ters matrisin girdileri kesin kesirler oldugundan AA™! =T esitligi
yapisal olarak da tam tutar.

Satir indirgenmis merdiven bigim (bkz. Lineer Cebir) rref metoduyla, sifir uzaymn bir tabani da
nullspace metoduyla bulunur:
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import sympy as sp

B = sp.Matrix([[1, 2, 1, 1],
[2, 4, 0, 6],
(1, 2, 3, -111)
R, pivots = B.rref()
print(R)
print(pivots)
print([v.T for v in B.nullspace()])

Cikt1:

Matrix([[1, 2, O, 0], [0, O, 1, O], [0, 0, O, 1]])
(0, 2, 3)
[Matrix([[-2, 1, 0, 01]1)]

rref iki sey déndiiriir: indirgenmis matrisi ve pivot siitunlarinin indislerini. indisler Python aliskanligiyla
0’dan baslar; yani pivotlar 1., 3. ve 4. siitunlardadir. Pivotsuz tek siitun ikincisi oldugundan sifir uzayi tek
boyutludur. Tabani (—2, 1, 0, 0) vektorudir: z; + 2z, = 0,25 = x, = 0. Vektorleri tek satirda yazdirmak
i¢in transpozlarini (v.T) yazdirdik.

Ozdeger ve dzvektorler (bkz. Lineer Cebir) icin charpoly, eigenvals, eigenvects ve diagonalize
metodlar1 vardir. Karakteristik polinomun degiskeni olan A sembolini lam adli degiskene bagliyoruz,
cinkil lambda Python’da ayrilmig bir sézctktiir (bkz. Tanim 2.12):

import sympy as sp

lam = sp.symbols("lambda")

A = sp.Matrix([[4, 11, [2, 3]1)

p = A.charpoly(lam).as expr()

print(p, "=", sp.factor(p))

print(A.eigenvals())

for value, mult, vectors in A.eigenvects():
print(value, mult, [v.T for v in vectors])

P, D = A.diagonalize()

print(P, D)

print(P * D * P.inv() == A)

Ciktr:

lambda**2 - 7*lambda + 10 = (lambda - 5)*(lambda - 2)
{5: 1, 2: 1}

2 1 [Matrix([[-1/2, 111)]

5 1 [Matrix([[1, 111)]

Matrix([[-1, 11, [2, 11]1) Matrix([[2, ©], [0, 511)
True

Karakteristik polinom A2 — 7\ + 10 = (A — 2)(\ — 5)’tir. eigenvals her 6zdegeri cebirsel katiyla birlik-
te bir sozliik olarak verir. eigenvects her 6zdeger i¢in kat1 ve 6z uzayin bir tabanini listeler. diagonalize,
A = PDP~! olacak bicimde P ve kosegen D matrislerini doéndiiriir. P’nin siitunlar1 6zvektorlerdir;
SymPy (—1/2,1) 6zvektériinii 2 ile carpip (—1, 2) olarak almustir (bkz. Lineer Cebir).

Girdileri sembol olan matrislerle de calisilabilir. § ve ¢ acili iki donme matrisinin ¢arpimini hesaplayalim:

import sympy as sp
theta, phi = sp.symbols("theta phi", real=True)
def rot(a):

return sp.Matrix([[sp.cos(a), -sp.sin(a)],
[sp.sin(a), sp.cos(a)ll)
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M = sp.simplify(rot(theta) * rot(phi))
for row in M.tolist():

print(row)
print(M == rot(theta + phi))
print(sp.simplify(rot(theta).det()))

Ciktr:

[cos(phi + theta), -sin(phi + theta)]
[sin(phi + theta), cos(phi + theta)]l
True

1

Iki dénmenin bileskesi, acilar1 toplanmis donmedir. simplify bunu gormek icin cos(f + ¢) =
cos @ cos p — sinfsinp toplam formiillerini kullandi. Dénme matrisinin determinanti da cos? 6 +
) 9 7.
sin“ § = 1’dir.

Sembolikten Sayisala: lambdify

Sembolik bir sonu¢ ¢cogu zaman yolun yarisidir. Buldugumuz bir tiirevi binlerce noktada hesaplamak,
grafigini ¢izmek ya da bir sayisal yontemde kullanmak isteriz. subs ile evalf bunu yapabilir, ama her
noktada ifade agacini bagtan dolagtig1 icin yavastir.

Tanim 9.6 (Lambdify). sp.lambdify(x, expr, "numpy") cagrisi, expr ifadesini, x yerine bir say1 ya
da bir NumPy dizisi alan siradan bir Python fonksiyonuna gevirir. Uretilen fonksiyonda sp.sin, sp.exp
gibi SymPy fonksiyonlarinin yerini np.sin, np.exp gibi NumPy karsiliklar: alir.

Yani lambdify sembolik diinyadan sayisal dilnyaya gegen kopridiir: formiilit SymPy ile bir kez tiiretiriz,
sonra NumPy hiziyla bir dizinin biitiin elemanlar: tizerinde hesaplariz (bkz. Vektorizasyon ve Broadcas-
ting).

import numpy as np
import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

expr = sp.diff(x**2 * sp.exp(-x), X)
print(expr)

f = sp.lambdify(x, expr, "numpy")

xs = np.linspace(0, 4, 5)

print(f(xs))

print(f(1.0), expr.subs(x, 1).evalf())

Ciktr:

-x¥*¥2*exp(-x) + 2*¥x*exp(-x)
[ 0. 0.36787944 0. -0.14936121 -0.14652511]
0.36787944117144233 0.367879441171442

f, z2e~® fonksiyonunun (2z — z2)e~® tiirevini hesaplayan bir NumPy fonksiyonudur. Bir dizi alinca
biitiin elemanlarda birden hesaplar; tek bir sayida ise subs ve evalf ile aym degeri verir. Hiz farkim
Olgelim:

import time

import numpy as np
import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

expr = sp.exp(-x**2) * sp.cos(3 * x)
xs = np.linspace(0, 2, 2000)
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t0 = time.perf_counter(
slow = np.array([float(
tl = time.perf counter(
f = sp.lambdify(x, expr, "numpy")
t2 = time.perf counter()

fast = f(xs)

t3 = time.perf counter()

)
expr.subs(x, v)) for v in xs])
)

print(f"subs ile dongu : {1000 * (tl - tO):.0f} ms")

print(f"lambdify (lretim) : {1000 * (t2 - t1):.0f} ms")

print(f"lambdify (hesap) : {1000 * (t3 - t2):.2f} ms")

print("en buyik fark :", np.max(np.abs(slow - fast)))
Ciktr:

subs ile dongl 1 962 ms

lambdify (lGretim) : 110 ms
lambdify (hesap) : 0.05 ms
en blyik fark 1 2.220446049250313e-16

Siireler bu notlarin yazildig: bilgisayarda ol¢iilmiistiir; bagka bir bilgisayarda, hatta ayni bilgisayarda her
calistirmada biraz farkl ¢ikar. Oranlar ise kabaca aymi kalir. subs ile 2000 noktalik déngii yaklasik bir
saniye stirdii. lambdify ile iiretilen fonksiyon ayni hesabi milisaniyenin ¢ok altinda, binlerce kat hizl
yapti. Fonksiyonu tiretmenin maliyeti bir kerelik bir bedeldir: fonksiyon bir kez tretilir, sonra istenen
kadar cagrilir. Sonugclar ise neredeyse tipatip aynidir; en biiytik fark son birkag ikili basamaktaki yuvar-
lamadan gelir.

@ Sembolik sonucu sayisal hesaba ii¢ adimda tasimak

1. Formili SymPy ile tiiretin (diff, integrate, series, solve, ...).
2. sp.lambdify(x, expr, "numpy") ile ifadeyi bir Python fonksiyonuna ¢evirin.
3. Fonksiyonu NumPy dizileriyle ¢cagirip sonuclari hesaplayin ya da ¢izin.

Tarifi sinistin Taylor polinomlarina uygulayalim. T}, T3, Ty, T:; polinomlarini SymPy ile bulup NumPy
ile hesaplayacak ve Matplotlib ile Grafik Cizimi bélimiindeki gibi sin « ile ayn1 eksende cizecegiz:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
xs = np.linspace(-2 * np.pi, 2 * np.pi, 400)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 4))
ax.plot(xs, np.sin(xs), color="black", lw=2.5, label="sin x")
for n in [1, 3, 5, 7]:

T = sp.series(sp.sin(x), x, 0, n + 1).removeO() # 1. adim
T num = sp.lambdify(x, T, "numpy") # 2. adim
ax.plot(xs, T num(xs), label=f"T{n}") # 3. adam
print(f"T{n}(x) =", T)

ax.set ylim(-3, 3)

ax.axhline(0, color="gray", lw=0.5)
ax.legend()
fig.savefig("taylor-sin.png", dpi=150)

Cikti:
T1(x) = x
T3(x) = -x**3/6 + X
T5(x) = x**5/120 - x**3/6 + x
T7(x) = -x**7/5040 + x**5/120 - x**3/6 + X
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Kod, polinomlar: yazdirir ve grafigi taylor-sin.png dosyasina kaydeder. Asagidaki sekil ayni grafigin
ayni verilerle ¢izilmis halidir:

Ts T,

Sekil 9.7: sin x (kalin) ve Taylor polinomlar: T;, T;, Ts, T-; Matplotlib kodunun ¢izdigi grafigin ayni verilerle
(400 nokta, -3 < y < 3 penceresi) ¢izilmis hali. Derece arttik¢a polinom siniisii daha genis bir aralikta izler.

Biitiin polinomlar 0 yakininda sin z ile ¢akigir; derece arttikca ¢cakismanin siirdiigii aralik genigler. Uzakta
ise her polinom en yiiksek dereceli teriminin isaretine gore +oo’a gider. Taylor polinomu yerel bir
yaklasimdir ve hatas1 Lagrange kalaniyla kestirilir (bkz. Analiz 2).

Alistirmalar
Asagidaki aligtirmalar1 6nce kendiniz ¢6zmeye ¢alisin; her ¢6ziimde kod ve ¢iktis1 verilmisgtir.
Alistirma 9.1 (Kosiniisiin Dordiincii Kuvveti). cos* z —sin* z = cos 2z 6zdesligini SymPy ile dog-
rulaymiz.
Cozim.

Adim 1. 1ki tarafi ayr ifadeler olarak yazip farki sadelestiririz. Bu, 6zdeslik dogrulama tarifidir (bkz.
Ornek 9.2).
Adim 2. Sol tarafi ¢arpanlarina ayirarak 6zdegligin neden dogru oldugunu da gorelim:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

lhs = sp.cos(x)**4 - sp.sin(x)**4
rhs = sp.cos(2*x)
print(sp.simplify(lhs - rhs))
print(sp.factor(lhs))

Cikt1:

0
(-sin(x) + cos(x))*(sin(x) + cos(x))*(sin(x)**2 + cos(x)**2)

Adim 3. Fark 0 oldugundan 6zdeslik dogrudur. Carpanlara ayrilmig bicim elle ispat1 da verir. factor,

a* —b* = (a — b)(a + b)(a® + b?) ayrisimini yapty; ilk iki carpanin carpimi cos? z — sin? z = cos 2,
iiclincii carpan da 1’dir:
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cos* z — sin = (cos? x — sin? x)(cos® z + sin? x) = cos 2z - 1.
H
vV 4—-2
Aligtirma 9.2 (Koklii Bir Limit). liH(l) vete-e limitini SymPy ile hesaplayiniz ve sonucu eslenikle
T— T

carparak dogrulayiniz.

Coziim.

Adim 1. Limiti dogrudan hesaplariz.

Adim 2. Payi eslenigi vz 4+ 4+ 2 ile carpinca paydaki koklerin gittigini goriiriiz. Boylece kesir
1/(vz + 4 + 2) olur ve bunun limiti dogrudan alinir:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

f (sp.sqrt(x + 4) - 2) / x
print(sp.limit(f, x, 0))

conj = sp.sqrt(x + 4) + 2
print(sp.expand((sp.sqrt(x +
print(sp.limit(1 / conj, x, O

4) - 2) * conj))
))

Cikti:

1/4
X
1/4

Adim 3. (v +4—2)(v/z+ 4+ 2) = x oldugundan z # 0 i¢in
vr+4-2 1 1 1

== —) —_— -
T Vztia+2 2+2 4

bulunur. Iki yol ayn1 sonucu verir.
u

Alistirma 9.3 (Bir Kiibik Polinomun Yerel Ekstremumlar1). f(z) = 22 — 3z + 1 fonksiyonunun
yerel ekstremum noktalarini ve degerlerini SymPy ile bulunuz.

Cozim.

Adim 1. Kritik noktalar f'(z) = 0 denkleminin ¢oziimleridir.

Adim 2. Her kritik noktada ikinci tiirevin isaretine bakariz: f”(c) < 0 ise yerel maksimum, f”(c) >
0 ise yerel minimum vardir (bkz. Analiz 2).

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

f = x*¥*¥3 - 3*x + 1

fl = sp.diff(f, x)

f2 = sp.diff(f, x, 2)
critical = sp.solve(fl, x)

print("f'(x) =", fl1, " kritik noktalar:", critical)
for c in critical:
print(c, "f'' =", f2.subs(x, c), "f =", f.subs(x, c))
Ciktr:
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f'(x) = 3*¥x**2 - 3 kritik noktalar: [-1, 1]
-1 f'' = -6 f =3
1f''=6°f=-1

Adim 3. f'(z) = 32% — 3 = 0 denkleminin kékleri +1dir. f”(—1) = —6 < 0 oldugundan z = —1’de
yerel maksimum vardir ve degeri f(—1) = 3’tir. f”(1) = 6 > 0 oldugundan z = 1’de yerel minimum
vardir ve degeri f(1) = —1’dir.

H

1
Alistirma 9.4 (Kismi Integrasyonlu Bir Belirli Integral). / x%e® dx integralini kesin olarak
0

hesaplayiniz ve ondalik degerini veriniz.

Coziim.
Adim 1. Once ilkeli, sonra belirli integrali hesaplariz.
Adim 2. Kesin sonucu evalf ile ondaliga ¢eviririz:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

F = sp.integrate(x**2 * sp.exp(x), Xx)
print(F)

I = sp.integrate(x**2 * sp.exp(x), (x, 0, 1))
print(I, "=", I.evalf())

Ciktr:

(x**2 - 2*%x + 2)*exp(x)
-2 + E = 0.718281828459045

Adim 3. Tlkel (22 — 2z + 2)e® tir; iki kez kismi integrasyonla elle de bulunur. Sinirlar1 koyarsak
1
/ r?e®dz = (1—2+2)e—2=e—2=~0,718281828
0

olur.

. 3z +5
Alistirma 9.5 (Basit Kesirlerle Integral). / ( s dz integralini 6nce apart ile basit kesir-
x

—1(z+2)
lere ayirarak, sonra integrate ile hesaplayimniz.

Cozim.

Adim 1. apart ile kesri basit kesirlere ayiririz.
Adim 2. Integrali alir ve bulunan ilkeli tiirev alarak denetleriz:

import sympy as sp

X sp.symbols("x")
r=(3*+5) / ((x - 1) * (x +2))
print(sp.apart(r))

F = sp.integrate(r, x)

print(F)

print(sp.simplify(sp.diff(F, x) - r))
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Ciktr:

1/(3*(x + 2)) + 8/(3*(x - 1))
8*log(x - 1)/3 + log(x + 2)/3
0

Adim 3. Ayrisim
3z +5 8 1

@-1)@+2) 3@-1 3z+2

bicimindedir. Gergekten x = 1 koyunca A = 8/3, x = —2 koyunca B = (—1)/(—3) = 1/3 bulunur.
Buradan

3z +5 8 1
T e ="lfe—1|+31 2+ C
/(a:fl)(m+2) r=ghle—l]+shle+2]+

olur. SymPy mutlak degerleri ve sabiti yazmaz; bu farki Integral kismindaki uyarida gérmiistiik (bkz.
Analiz 2).

Alistirma 9.6 (Logaritmanin Taylor Polinomu). In(1+ z) fonksiyonunun 0 etrafindaki beginci

Taylor polinomu 75’i bulunuz. T5(0,1) degerinin In 1,1 sayisindan farkini hesaplayip 0,16/6 smiriyla
karsilastiriniz.

Cozim.
Adim 1. series ile 2° terimine kadar acilimi aliriz.

Adim 2. 0,1’i sp.Rational(l, 10) olarak koyariz. Boylece T5(0,1) kesin bir kesir olur; hesaplanan
fark yuvarlamadan degil, yalniz agilimin kesilmesinden gelir:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")

T5 = sp.series(sp.log(l + x), x, 0, 6).remove0()
print(T5)

h = sp.Rational(l, 10)

approx = T5.subs(x, h)

exact = sp.log(l + h)

print(approx, "=", approx.evalf(12))

print("ln(1.1) =", exact.evalf(12))

print("hata =", (approx - exact).evalf(5))

print("sinir =", (h**6 / 6).evalf(5))
Ciktr:

X*¥*5/5 - x*¥*4/4 + x*¥*3/3 - x*¥*2/2 + X
285931/3000000 = 0.0953103333333
In(l.1) = 0.0953101798043

hata = 1.5353e-7

sinir = 1.6667e-7

Adim 3. T (z) =z — m—; + %3 — %4 + %s’tir. Hata yaklagik 1,535 - 10~ "°dir ve 0,15/6 ~ 1,667 - 107
sinirinin altinda kalir. = 0,1 i¢in acilim alterne bir seridir ve terimlerin mutlak degeri azalir. Bu
yiizden hata, atilan ilk terimin mutlak degerinden kiigiiktiir; atilan ilk terim de —z°/6°dir (bkz. Analiz
2).
|
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Aligtirma 9.7 (Teleskopik Bir Toplam). Z i toplaminin kapali bi¢imini ve n — oo iken
k=1

1
k+1)
limitini SymPy ile bulunuz.

Coziim.

Adim 1. Genel terimi apart ile basit kesirlere ayiririz; ikinci argiiman k, ayrigtirmanin hangi degiskene
gore yapilacagini soyler.

Adim 2. Kismi toplami summation ile hesaplar, sonra limitini alir ve sonsuz toplamla karsilastiririz:

import sympy as sp

k, n = sp.symbols("k n", integer=True, positive=True)
a=1/(k* (k+1))

print(sp.apart(a, k))

S = sp.simplify(sp.summation(a, (k, 1, n)))

print(S)

print(sp.limit(S, n, sp.oo), sp.summation(a, (k, 1, sp.oo0)))

Ciktr:
-1/(k + 1) + 1/k
n/(n + 1)
11
Adim 3. m = % — kL_H oldugundan toplamda ardisik terimler birbirini goétiirtir:
St
“\k k+1) ~ n+l a4+l

Limiti 1°dir; serinin toplami da 1’dir (bkz. Analiz 2).
u

Alistirma 9.8 (Dogrusal Olmayan Bir Sistem). 2 + y? = 25, zy = 12 sisteminin biitiin ¢dziimlerini
SymPy ile bulunuz ve dogrulayiniz.

Coziim.

Adim 1. Denklemleri sp.Eq ile yazip solve’a veririz. Sozliik secenegi olmadan solve ¢oziimleri (z, y)
demetleri olarak dondiriir.

Adim 2. Her ¢6ziimii iki denkleme koyup hepsinin saglandigini all ile denetleriz:

import sympy as sp

X, Yy = sp.symbols("x y")
eqs = [sp.Eq(x**2 + y**2, 25), sp.Eq(x * vy, 12)]

sols = sp.solve(eqs, [x, yl)
print(sols)
print(all(e.subs({x: a, y: b}) for a, b in sols for e in eqs))

Ciktr:

[(-4, -3), (-3, -4), (3, 4), (4, 3)]
True

Adim 3. Dért ¢oziim vardir: (3,4), (4,3), (—3,—4), (—4,—3). Elle de bulunur: (z +y)? = 25 +

24 =49 ve (z — y)? = 25 — 24 = 1 oldugundan z + y = +7, z — y = +1'dir. Dért isaret segimi doért
¢Ozimi verir.
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Aligstirma 9.9 (Késegenlestirmeyle Matris Kuvveti). A = (f ;) matrisini kosegenlestirerek A™ i¢cin

genel bir formiil bulunuz ve n = 10 i¢in dogrulayniz.

Coziim.

Adim 1. diagonalize ile A = PDP~! ayrisimini buluruz.

Adim 2. A" = PD" P~V dir ve kosegen matrisin kuvveti kosegen girdilerin kuvvetidir. n’yi negatif
olmayan bir tam say1 sembolii olarak tanimlarsak SymPy formiilii sembolik olarak hesaplar:

import sympy as sp

n sp.symbols("n", integer=True, nonnegative=True)
A sp.Matrix([[2, 11, [1, 211)

P, D = A.diagonalize()

print(P, D)

An = P * D¥*n * P.inv()

print (An)

print(An.subs(n, 10) == A**10, A**10)

Cikt:

Matrix([[-1, 1], [1, 111) Matrix([[1, O], [0, 3]I)
Matrix([[3**n/2 + 1/2, 3**n/2 - 1/2], [3**n/2 - 1/2, 3**n/2 + 1/2]1])
True Matrix([[29525, 29524], [29524, 29525]1)

Adim 3. Ozdegerler 1 ve 3’tiir, 6zvektorler (—1, 1) ve (1,1)’dir. Buradan

An_l 3n4+13"—1
T 9\3n—1 3741

bulunur. n = 10 icin 3'° = 59049 oldugundan kosegen girdiler 29525, digerleri 29524 tiir ve dogrudan
hesaplanan A'? ile aynidir.
u

Eoall
= x> O

1
Alistirma 9.10 (Parametreli Bir Matrisin Tersinirligi). K = (k ) matrisinin hangi k degerleri
0

i¢in tersinir olmadigini SymPy ile bulunuz.
Coziim.
Adim 1. Bir kare matris ancak ve ancak determinant: sifirdan farkliysa tersinirdir (bkz. Lineer Cebir).

Determinant1 k’ye bagl bir ifade olarak hesaplariz.
Adim 2. Determinanti sifir yapan k degerlerini solve ile bulur, bu degerlerde rank: da denetleriz:

import sympy as sp

k = sp.symbols("k")

K = sp.Matrix([[1, k, 0], [k, 1, kI, [0, k, 11])
d = K.det()

print(d)

roots = sp.solve(d, k)
print(roots)
for r in roots:

print(r, K.subs(k, r).rank())
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Ciktr:

1 - 2%k**2

[-sqrt(2)/2, sqrt(2)/2]
-sqrt(2)/2 2

sqrt(2)/2 2

Adim3.det K = 1 —2k*>'dirve k = i%ﬁ icin sifir olur. Bu iki degerde rank 2’ye diiser, yani K tersinir
degildir. Diger biitiin k degerlerinde K tersinirdir.
L

Alistirma 9.11 (Sembolik Tiirevle Newton Yontemi). 2 — 2z — 5 = 0 denkleminin kokiinii New-
ton yontemiyle x, = 2’den baslayarak bes adimda hesaplayiniz. Tiirevi sp.diff ile bulunuz, fonksiyonlar:
lambdify ile sayisallagtiriniz ve sonucu sp.nsolve ile kargilagtiriniz.

Cozim.

Adim 1. Newton yinelemesi ;| = x,, — f(x})/f’ () dir (bkz. Nimerik Analiz). Tiirevi elle yazmak
yerine SymPy’ye bulduruyoruz.

Adim 2. f ve f”’yi lambdify ile Python fonksiyonlarina cevirip yinelemeyi siradan bir déngiiyle
yapariz:

import sympy as sp

X = sp.symbols("x")
expr = x*¥*3 - 2*¥x - 5
f = sp.lambdify(x, expr, "numpy")
fp = sp.lambdify(x, sp.diff(expr, x), "numpy")
xk = 2.0
for k in range(l, 6):
xk = xk - f(xk) / fp(xk)
print(k, xk)
print(sp.nsolve(expr, x, 2))

Cikt1:

2.1
2.094568121104185
2.094551481698199
2.0945514815423265
2.0945514815423265
.09455148154233

N U WN -

Adim 3. f'(z)=3z%—2dir. Ik adm z, =2— 33 =2,1'dir. Yineleme dérdiincii adimda
2,0945514815423265 degerine oturur ve nsolve ayni kokii verir. Dogru basamak sayisinin her adimda
kabaca ikiye katlanmasi, Newton y6nteminin karesel yakinsamasidur.

Bu béliimde SymPy ile kesin hesap yapmay1 6grendik: semboller ve varsayimlar, ifade dontistimleri, limit,
tirev, integral, seri, denklem, diferansiyel denklem ve matris hesaplari. Sembolik sonuglar1 da lambdify
ile NumPy’ye tasidik. Ancak bir¢ok problemin kapali bigimde ¢éziimii yoktur. cos z = z denkleminde
gbrdiigiimiz gibi o zaman sayisal yontemlere bagvururuz. Bir sonraki b6liim Kok Bulma ve Optimizasyon,
denklemlerin koklerini ve fonksiyonlarin minimumlarini SciPy ile sayisal olarak bulmay: anlatiyor.
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10.1

10. Kok Bulma ve Optimizasyon

Bir gezegenin yoriingedeki konumunu veren Kepler denklemi £ —esin E = M, ya da cosx = x ve
tanz = z gibi denklemlerin ¢6ziimi kapali bir formiille yazilamaz. Besinci ve daha yiiksek dereceden
polinomlar icin de genel bir kok formiilii yoktur. Bu tiir denklemleri sayisal olarak ¢6zeriz: bir baglangi¢
tahmininden yola ¢ikar, onu adim adim iyilestirir ve istedigimiz kadar basamaga ulasinca dururuz.
Optimizasyon, yani bir fonksiyonun en kiiciik ya da en buyik degerini aramak, kok bulmanin yakin
akrabasidir. Tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir i¢ noktadaki yerel ekstremumunda tiirev sifirdir; dolayi-
styla minimum aramak ¢ogu zaman tiirevin kokiinii aramak demektir. Bir kutunun hacmini en bityitk
yapan olgtiler, bir noktanin bir egriye en yakin noktasi, bir modelin verilere en iyi uyan parametreleri hep
bu tiirden sorulardir.

Bu bolimde o6nce ikiye bolme ve Newton yontemlerini kendimiz yaziyoruz. Yontemlerin teorisi
Numerik Analiz notlarindadir; burada onlarin Python’daki karsiligini kuruyoruz. Ardindan aym isleri
scipy.optimize modiililyle yapiyoruz: tek degiskenli denklemler, denklem sistemleri, tek ve cok degis-
kenli minimizasyon ve kisith problemler.

Kokleri Ayirmak: Isaret Degisimi

Bir kokii sayisal olarak aramaya baslamadan 6nce onun yaklasik nerede oldugunu bilmemiz gerekir.

Tanim 10.1 (Kék Parantezi). f, [a, b] aralifinda siirekli bir fonksiyon olsun. f(a) ile f(b) z1t isaretliyse,
yani f(a) f(b) < Oise [a,b] araligina f icin bir kok parantezi (bracket) denir.

Yani parantez, icinde en az bir kok bulundugunu kesin olarak bildigimiz bir araliktir. Bunu Bolzano
Teoremi garanti eder (bkz. Analiz 1): siirekli bir fonksiyon negatif bir degerden pozitif bir degere gecerken
sifirdan ge¢mek zorundadir. Parantezin icinde birden c¢ok kok de olabilir; teorem yalniz en az bir kok
bulundugunu soyler.

Parantez bulmanin en kolay yolu, f’yi sik bir 1zgarada hesaplayip ardisik iki degerin isaretine bakmaktir.
NumPy ile bu is tek satirdir: y[:-1] * y[1:] dizisi komsu degerlerin ¢carpimlarini verir ve bir ¢arpim
negatifse o hiicrede isaret degisir (Vektorizasyon ve Broadcasting béliimiindeki dilimleme ve vektorel
islemler). Ornek olarak f(z) = 2® — 3z + 1 polinomunu [—2,5; 2,5] araliginda, adimi 0,5 olan bir 1zga-
rada tarayalim.

import numpy as np

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

x = np.linspace(-2.5, 2.5, 11) # adim 0.5 olan 1zgara
y = f(x)
# komsu iki noktada f'nin isareti degisiyorsa arada bir kdok vardir

i = np.nonzero(y[:-1] * y[1l:] < 0)[0]
brackets = list(zip(x[i], x[i + 1]))
for a, b in brackets:
print(f"[{a}, {b}] araliginda isaret degisiyor")

Cikt1:
[-2.0, -1.5] araliginda isaret degisiyor
[0.0, 0.5] araliginda isaret degisiyor
[1.5, 2.0] araliginda isaret degisiyor
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np.nonzero(...)[0] kosulun dogru oldugu indisleri verir; i indisi, isaretin x[i] ile x[1 + 1] arasinda
degistigini soyler. Taramay1 bir grafikle de gérmek iyi bir aliskanliktir. Asagidaki kod 6nceki kodun
devamidir ve Matplotlib ile Grafik Cizimi bolimiindeki nesne y6nelimli araytizii kullanir; axvspan isaretin
degistigi araliklar1 golgeler.

import matplotlib.pyplot as plt

xx = np.linspace(-2.5, 2.5, 401)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4))
ax.plot(xx, f(xx), label="f(x) = x3 - 3x + 1")
ax.plot(x, y, "o", label="1zgara noktalari")
ax.axhline (0, color="gray", linewidth=0.8)
for a, b in brackets:

ax.axvspan(a, b, alpha=0.2) # isaret degisen araliklar
ax.set xlabel("x")
ax.legend()
fig.savefig("isaret tarama.png", dpi=150)
print("grafik isaret tarama.png dosyasina kaydedildi")

Ciktr:

grafik isaret tarama.png dosyasina kaydedildi

[-2;-1,5] [0;0,5] [1,5; 2]

fl)=x-3x+1

Sekil 10.1: f{x) = x* - 3x + 1 fonksiyonunun grafigi ve adimi 0,5 olan 1zgaranin 11 noktasi; Matplotlib
kodunun ¢izdigi grafigin aynisi. Komgu iki 1zgara noktasinda isaretin degistigi ti¢ aralik gélgelidir: her
birinde bir kok vardir.

Ug parantez bulduk. Kiibik bir polinomun en cok ii¢c kokii oldugundan biitiin kékler bu araliklardadir.
Bu polinomun kéklerini kapali bicimde de biliyoruz: 2 = 2 cos 6 yazilirsa 23 — 3z = 2(4 cos® § — 3 cos 6)
olur ve bu ifade 2 cos 30’ya esittir. Denklem cos 36 = —% haline gelir ve kokler

2 4 8
2 cos ?ﬂ ~ 1,532, 2 cos ?ﬂ- ~ 0,347, 2 cos ?ﬂ ~ —1,879

bulunur. Bu kesin degerler, b6liim boyunca yontemlerin gercek hatasini 6l¢memizi saglayacak.
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Izgara kokleri kacirabilir

Isaret taramast iki durumda kok kagirir. Birincisi, iki kék ayni hiicreye diiserse: (z — 0,1)(z — 0,3)
fonksiyonunun iki kéki de [0; 0,5] hiicresindedir, ama f(0) = 0,03 ve £(0,5) = 0,08 ayn: isaretli
oldugundan tarama higbir sey bulmaz. Ikincisi, ¢ift katli koklerde: (z — 1)? fonksiyonu x = 1°de sifir
olur ama isaret degistirmez. Izgaray1 siklagtirmak ilk sorunu hafifletir, ikincisini ¢6zmez. Bir de kok
tam bir 1zgara noktasina denk gelirse ¢arpim 0 olur ve < 0 testi onu atlar. Grafige bakmak her durumda
iyi bir kontroldiir.

10.2 Ikiye Boélme Yontemini Yazmak

Elimizde bir parantez varsa onu siirekli yariya indirerek koke istedigimiz kadar yaklagabiliriz. Yontemin
ayrintili anlatimi Nimerik Analiz notlarindadir; burada onu bir Python fonksiyonuna ¢eviriyoruz.

Q ikiye bolme dért adimda

1. f(a) f(b) < 0 oldugunu denetle; degilse dur, ¢iinkii parantez yoktur.

2. Orta nokta p = (a +b)/2’yi ve f(p)’yi hesapla.

3. f(a) ile f(p) zit isaretliyse kok [a, p] araligindadir, b = p al; degilse kék [p, b] araligindadir, a =
p al.

4. Yar1 uzunluk (b — a)/2 toleransin altina inene kadar 2. ve 3. adimlar: tekrarla; son orta noktay:
dondir.

Bu tarifi f(z) = 2® — 3z + 1 polinomunun [1,5; 2] parantezindeki kokiine, 1071 toleransla uygulayalim.

import math

def bisection(f, a, b, tol=le-10, max iter=100):
"""f'nin [a, b] parantezindeki bir kékuni ikiye bdlmeyle bulur.

(p, n) dondirir: p yaklasik kok, n hesaplanan orta nokta sayisi.
fa = f(a)
if fa * f(b) > 0:

raise ValueError("f(a) ile f(b) ayni isaretli: parantez yok")
for n in range(1l, max iter + 1):

p=(a+bhb) /2

fp = f(p)

if fp == 0 or (b - a) / 2 < tol:

return p, n

if fa * fp < 0: # kok [a, p] iginde
b=p

else: # kok [p, bl iginde
a, fa =p, fp

raise RuntimeError("istenen hassasiyete ulasilamadi")

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

p, n = bisection(f, 1.5, 2.0)

exact = 2 * math.cos(2 * math.pi / 9)

print(f"kok = {p:.12f}, {n} orta nokta")

print(f"gercek hata: {abs(p - exact):.le}")

print("ongérilen adim sayisi:", math.ceil(math.log2(0.5 / 1le-10)))

Ciktr:
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kok = 1.532088886190, 33 orta nokta
gercek hata: 4.8e-11
ongorilen adim sayisi: 33

Fonksiyon parantez kosulunu en basta denetler ve saglanmiyorsa bir ValueError firlatir (Siniflar, Hata
Yakalama ve Dosyalar). fa degerini saklayarak her adimda f’yi yalmiz bir kez cagiririz; f’nin hesabi
pahaliysa asil maliyet cagr1 sayisidir. max_iter siuri, bir hata yiiziinden sonsuz dongiiye girmeyi dnler.
Kodun son satiri, kag orta nokta gerektigini 6nceden hesapliyor. Bunu su sinir saglar.

Onerme 10.1 (ikiye Bolme Yonteminin Hata Simir1). f € Cla, b] ve f(a) f(b) < 0 olsun. Ikiye bolme
yonteminin n-inci orta noktasi p,, ise f nin [a, b] aralifindaki bir p kékii icin
b—a

2n

olur.

Ispat1 icin bkz. Niimerik Analiz. Hatanin bir € toleransindan kiiciik olmas icin b{—n“ < g, yanin > log, IFT‘L

yeterlidir. Ornegimizde b —a = 0,5 ve € = 10710 oldugundan n > log, (5 - 10%) ~ 32,2, yani n = 33
cikar. Fonksiyonun saydig1 orta nokta sayist da tam budur ve gergek hata 4,8 - 107! ile smirin altinda
kalr.

Newton Yontemini Yazmak

Ikiye bolme giivenilirdir ama yavastir: hata sinir1 her adimda yalniz yariya iner. Fonksiyonun tiirevini de
kullanirsak ¢ok daha hizli ilerleyebiliriz. Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar béliimiinde karekoki hesaplar-
ken kullandigimiz iterasyon, aslinda Newton yénteminin 22 — a = 0 denklemine uygulanmasiydi. Genel
bi¢imde yontem

fz,)

Tt = T )
n

kuraliyla ¢alisir: f yerine onun z,, noktasindaki tegetini koyar ve tegetin kokiinii bir sonraki yaklagim
olarak alir (bkz. Niimerik Analiz). Yontemlerin hizini karsilagtirabilmek icin 6nce hiz kavramini kesinles-
tirelim.

Tamim 10.2 (Yakinsama Mertebesi). (z,,) dizisi p’ye yakinsasm ve e,, = | z,, — p | olsun. Bir & > 1
ve bir A > 0 sabiti igin

e

. 1

lim 2L — )\
n—o00 e%

ise dizi p’ye @ mertebesinden yakinsar denir. & = 1 ise (bu durumda A < 1 istenir) yakinsama dogrusal,
o = 2 ise kareseldir.

Yani dogrusal yakinsamada hata her adimda kabaca sabit bir oranla kii¢iiliir ve dogru basamak sayist her
adimda sabit bir miktar artar. Karesel yakinsamada ise yeni hata eski hatanin karesiyle orantilidir; hata
10~* iken bir sonraki adimda 1078 civarina iner, yani dogru basamak sayisi her adimda yaklasik iki katina
cikar.

Teorem 10.1 (Newton Yonteminin Karesel Yakinsamasi). f, p’yi iceren bir aralikta iki kez siirekli
tiirevlenebilir, f(p) = 0 ve f'(p) # 0 olsun. =y, p ye yeterince yakin segilirse Newton dizisi pye yakinsar ve
hi¢bir adimda x,, = p olmuyorsa

hm | :LI’I’H’]. _p2‘ — f /(p)
noo |z, —p | 2f(p)

olur. Dolayisiyla f” (p) # 0 ise yakinsama karesel, f” (p) = 0 ise karesel yakinsamadan da hizlidur.

ispat.
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Yakinsama Niimerik Analiz notlarinda ispatlanmistir; burada yalniz hizi gosteriyoruz. Taylor Teoremi’ne
gore p ile x,, arasinda bir §,, icin

0= f(p) = f(z,) + f(z,)(p—z,) + d

olur. Bu esitligi f'(x,,) e boliip }c,<(”;")) =z

— &, esitligini kullanirsak

Tpny1 —P= 2‘9/((27:1)) (xn _p)

n
2

bulunur. x,, — p oldugundan &, — p’dir. ' ile f” siirekli oldugundan f'(z,)) — f'(p) ve f"(§,) —
f”(p) olur. Her iki tarafin mutlak degerini | x,, — p |?ye béliip limite gegmek iddiay: verir. m

Teoremi kodla gozleyelim. Asagidaki newton raphson fonksiyonu biitiin iterasyonlar1 bir listede saklar;
boylece her adimin hatasini gercek kok p = 2 cos %’T ile karsilastirabiliriz.

import math

def newton raphson(f, df, x0, tol=le-12, max iter=50):
"""Newton yontemi: (yaklasik kdk, butin iterasyonlar) dondurtr."""

xs = [x0]

for in range(max iter):
X = xs[-1]
d = df(x)
if d == 0:

raise ZeroDivisionError(f"x = {x} noktasinda tirev sifir")
xs.append(x - f(x) / d)
if abs(xs[-1] - x) < tol:
return xs[-1], xs
raise RuntimeError("Newton yontemi yakinsamadi")

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

def df(x):
return 3*x**2 - 3

p =2 * math.cos(2 * math.pi / 9) # gercek kok
root, xs = newton raphson(f, df, 2.0)
e = [abs(x - p) for x in xs]
for n, (x, err) in enumerate(zip(xs, e)):

print(f"n={n} x n={x:.15f} hata={err:.le}")
for n in range(1l, 4):

print(f"e {n+1} / e {n}"2 = {e[n+l] / e[n]**2:.4f}")
print("ongérilen oran:", round(p / (p**2 - 1), 4))

Cikt1:

n=2.000000000000000 hata=4.7e-01
n=1.666666666666667 hata=1.3e-01
n=1.548611111111111 hata=1.7e-02
n=1.532390161865380 hata=3.0e-04
n=1
n=1
n=1

.532088989397224 hata=1.0e-07
.532088886237968 hata=1.2e-14
.532088886237956 hata=0.0e+00

333:"!333
SO Ul WNRFEO
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e 2/ e1% =0.9123
e 3/ e?2"2=1.1036
e 4/ e 3”2 =1.1365
ongoriulen oran: 1.1372

Hata siitunu 1071, 1072, 1074, 1077, 10~!* mertebelerinden gegiyor: iis her adimda yaklasik iki katina
cikiyor. Altinci adimda hata 0’dir: z¢, gercek kokiin float olarak hesaplanan degerine esittir ve makine
duyarhigina ulagilmustir. e,, . | /e2 oranlari da teoremin sdyledigi sabite yaklastyor: f”(z) = 6z ve f'(z) =
3z% — 3 oldugundan

f"|_ 6  p
2f’(p)‘ = = ~ 1,1372

2(3p2 —3) p2-—1

bulunur.
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Newton her zaman yakinsamaz

Teorem 10.1, x,'in koke yeterince yakin olmasini ister. Uzak bir baglangicta yontem dongiiye girebilir
ya da iraksayabilir. Asagidaki kodun ilk yaris1 f(z) = 3 — 2z + 2 icin x, = 0’dan, ikinci yarisi
f(z) = arctan z i¢in ¢y = 1,5’ten baglar.

import math

def f(x):
return x**3 - 2*x + 2

def df(x):
return 3*x**2 - 2

X = 0.0

for n in range(1, 5):
x =x - f(x) / df(x)
print(f"x {n} = {x}")

x = 1.5 # arctan ig¢in Newton
for n in range(1l, 6):

X = x - math.atan(x) * (1 + x**2)

print(f"x {n} = {x:.69}")

Ciktr:
x1=1.0
X2 =0.0
x3=1.0
x4 =20.0
x 1 = -1.69408
X 2 = 2.32113
X 3 = -5.11409
X 4 = 32.2957
x 5 = -1575.32

Ik denklemde z; = 0 — 2 =1 ve z, = 1 — 1 = 0 oldugundan iterasyon 0 ile 1 arasinda sonsuza

kadar déner. fkincisinde arctan’imn tiirevi Tlgﬂ uzaklarda ¢ok kii¢iik oldugundan tegetler neredeyse
yataydir ve her adim bir 6ncekinden daha uzaga savrulur. (| z, |, yaklasik 1,3917452 olan bir esigin

istiindeyse iterasyon 1raksar, altindaysa 0’a yakinsar.)

-
-
-
~

kok -1,769

Sekil 10.2: flx) = x> - 2x + 2 i¢in Newton yontemi x, = 0'dan baglayinca: 0'daki teget ekseni 1'de,
1'deki teget ekseni yeniden 0'da keser. Iterasyon 0 ile 1 arasinda doner ve —1,769 civarindaki koke hic

yaklagmaz.
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SciPy ile Tek Degiskenli Denklemler

Kendi fonksiyonlarimiz yontemleri anlamak icin degerlidir; gercek iste ise scipy.optimize modilinin
test edilmis ve kenar durumlar: diisiniilmiis fonksiyonlarini kullaniriz. Tek degiskenli denklemler icin ti¢
arac taniyacak, sonra yontemlerin hizlarini kargilastiracagz.

brentq: parantezli ve hizli

brentq(f, a, b) ¢agrisi Brent yontemini uygular. Yontem kokii hicbir zaman parantezin digina birakmaz,
ama mimkiin oldugunda yariya bélmek yerine sekant ve ters karesel interpolasyon adimlari atar. Boylece
ikiye bélmenin givenilirligini sekant yonteminin hiziyla birlegtirir. Durma toleranslar1 xtol (varsayilan
2-10712) ve rtol (varsayilan degeri makine epsilonunun dért kati, yaklasik 8,9 - 1071¢) parametrele-
ridir. full_output=True verilirse kokiin yaninda, iterasyon ve fonksiyon cagrisi sayilarini tasiyan bir
RootResults nesnesi de doner.

import numpy as np
from scipy.optimize import brentq

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

brackets = [(-2.0, -1.5), (0.0, 0.5), (1.5, 2.0)]
exact = 2 * np.cos(2 * np.array([4, 2, 1]) * np.pi / 9)
for (a, b), p in zip(brackets, exact):
r, info = brentq(f, a, b, full output=True)
print(f"[{a}, {b}]: kok = {r:.15f}, hata = {abs(r - p):.le}, "
f'{info.function calls} f cagrisi")

Ciktr:

[-2.0, -1.5]: kok = -1.879385241571423, hata = 3.9e-13, 8 f cagrisi
[0.0, 0.5]: kOk = 0.347296355333861, hata = 1.1le-16, 8 f cagrisi
[1.5, 2.0]: kok = 1.532088886237956, hata = 0.0e+00, 8 f cagrisi

Uc kékiin her biri yalniz 8 fonksiyon cagristyla bulundu. Kendi ikiye bélme fonksiyonumuz 1010 hassa-
siyet icin iki u¢ nokta ve 33 orta nokta, toplam 35 ¢agri harcamist1. Ik kokteki 3,9 - 10713 hata xtol
toleransinin altindadir; daha fazla basamak gerekirse xtol kiiciiltiilebilir.

root_scalar: biitiin yontemlere tek kap1

root scalar fonksiyonu farkli yontemlere tek bir araylizden ulagtirir. Parantezli yontemler (bisect,
brentq) bracket ister, acik yontemler ise bir baglangic noktas1 x0 ister. Sekant yontemi istege bagl
ikinci bir nokta x1 de alir; verilmezse SciPy onu x0'1n hemen yaninda kendisi secer. Newton yonteminde
tirev fprime ile verilir; verilmezse SciPy tiirevi sonlu farklarla yaklagik hesaplar. Halley yontemi ise hem
fprime hem de ikinci tiirev fprime2 ister. Asagida bes yontemi ayni koke uyguluyoruz. root_scalar(f,
**kw) yazimi sozlikteki anahtarlar: isimli argimanlar olarak gecirir; 6rnegin ilk satir root_scalar(f,
method="bisect", bracket=[1.5, 2.0]) ¢agristyla aynidur.

from scipy.optimize import root scalar

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

def df(x):
return 3*x**2 - 3
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def d2f(x):
return 6*x

# her yontemin istedigi bilgiler bir sozlukte
calls = [
{"method": "bisect", "bracket": [1.5, 2.0]},
{"method": "brentq", "bracket": [1.5, 2.0]},
{"method": "secant", "x0": 2.0, "x1": 1.9},
{"method": "newton", "x0": 2.0, "fprime": df},
{"method": "halley", "x0": 2.0, "fprime": df, "fprime2": d2f},

for kw in calls:
sol = root scalar(f, **kw)
print(f"{kw['method']:7s} kdk={sol.root:.15f} "
f'"iterasyon={sol.iterations:2d} c¢agri={sol.function calls}")

Cikt1:

bisect kok=1.532088886238853 iterasyon=38 cagri=40
brentq kok=1.532088886237956 iterasyon= 7 cagri=8
secant kok=1.532088886237956 iterasyon= 7 c¢agri=8
newton kok=1.532088886237956 iterasyon= 6 c¢agri=12
halley kok=1.532088886237956 iterasyon= 4 cagri=12

SciPy’m bisect yéntemi varsayilan xtol = 2 - 10712 toleransina inmek igin 38 adim atiyor. Newton 6
iterasyonda bitiyor, ama her iterasyonda hem f’yi hem f”’yi ¢agirdigindan 12 ¢agr yapiyor. Halley
yontemi ikinci tiirevi de kullanir ve tiglincii mertebeden yakinsar; 4 iterasyonda, her birinde ii¢ ¢cagriyla
biter. Hangi yontemin “ucuz” oldugu, tirevleri hesaplamanin f’yi hesaplamaya gore ne kadar pahali
olduguna baglhdir.

newton: bircok baslangi¢c noktasi birden

scipy.optimize.newton(f, x0, fprime=None, fprime2=None) fonksiyonu tiirev verilmezse sekant
fprime verilirse Newton, ikisi de verilirse Halley yontemini kullanir. Asil giicii sudur: x@ bir NumPy dizisi
olursa her bilesen i¢in ayr1 bir Newton iterasyonu, hepsi birlikte ve vektorel olarak yiiratalir.

import numpy as np
from scipy.optimize import newton

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

def df(x):
return 3*x**2 - 3

print(newton(f, 2.0, fprime=df)) # tek baslangic¢ noktasi
x0 = np.linspace(-3, 3, 12) # 12 baslangi¢ noktasi birden
roots = newton(f, x0, fprime=df)
for a, r in zip(x0, roots):
print(f"x0 = {a:6.3f} -> {r:9.6f}")

Cikt1:

1.532088886237956

x0 = -3.000 -> -1.879385
x0 -2.455 -> -1.879385
x0 -1.909 -> -1.879385
x0 = -1.364 -> -1.879385
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x0 = -0.818 -> 1.532089
x0 = -0.273 ->  0.347296
x0 = 0.273 -> 0.347296
x0 = 0.818 -> 0.347296
x0 = 1.364 -> 1.532089
x0 = 1.909 -> 1.532089
x0 = 2.455 -> 1.532089
x0 = 3.000 -> 1.532089
Baslangi¢ noktalarimin ¢ogu kendisine en yakin koke gidiyor, ama z, = —0,818 en yakin kok olan

—1,879’a degil, en uzaktaki 1,532’ye gidiyor. Sebep, bu noktanin f’(z) = 0 olan z = —1’e yakin olma-
sidir: orada teget neredeyse yataydir ve = eksenini ¢ok uzakta keser. Ayni kodu [—3; 3] araligindaki 1201
noktalik bir 1zgarada (tiirevin sifir oldugu ve Newton’un hi¢ baglayamadigi x = 41 noktalari ¢ikarilarak)
calistirip her baslangi¢ noktasini vardigi kokiin rengine boyarsak asagidaki sekli elde ederiz.

kokler: [ -1,879 W 0347 W 1532

Sekil 10.3: Ustte flix) = x* - 3x + 1 ve ii¢ kokil. Alttaki seritte [-3; 3] araligindaki her x, baslangi¢ noktas,

newton fonksiyonunun oradan vardigi kokiin rengine boyanmugtir (1201 noktalik 1zgara); seridin altindaki

12 nokta, metindeki kodun baglangic noktalaridir. Tirevin sifir oldugu x = +1 yakininda renkler birbirine
karigr.

Newton yonteminde baslangi¢ noktasi yalniz yakinsayip yakinsamamay: degil, hangi koke yakinsandigini
da belirler. Belirli bir kokii istiyorsak parantezli bir yéontem kullanmak en giivenlisidir.

Yakinsama hizlarinin karsilagtirilmasi

Tanim 10.2 ile tanimladigimz hizi ii¢ yontem igin yan yana gorelim. Asagidaki kod ikiye bolmenin,
sekantin (z, = 2, ; = 1,9) ve Newton’un (z, = 2) ilk alt1 adiminin hatalarini, yine p = 2 cos %’T kokiine
gore yazdirir. Sekant yontemi Newton’un tiirevi yerine son iki noktadan gecen kirisin egimini kullanir
(bkz. Niimerik Analiz). Iki baslangi¢ noktasiyla basladigindan sekantin n-inci adimi z,,,’i iiretir; bu
ytzden kod sec[n + 1] degerini yazdirir ve tablonun her satirinda ii¢ yontemin de n adim sonraki hatasi
yer alir.

import math

def f(x):
return x**3 - 3*x + 1

def df(x):
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return 3*x**2 - 3

p =2 * math.cos(2 * math.pi / 9)

bis, a, b =[], 1.5, 2.0
for in range(6):
m=(a+b) /2
bis.append(m)
if f(a) * f(m) < 0:

b=m
else:
a=m
sec = [2.0, 1.9]

for _in range(6):

u, v = sec[-2], sec[-1]

# gercek kok

# ikiye bolme: orta noktalar

# sekant:

sec.append(v - f(v) * (v - u) / (f(v) - f(u)))

nwt = [2.0]
for _in range(6):
X = nwt[-1]

nwt.append(x - f(x) / df(x))

print(" n ikiye bdlme
for n in range(1l, 7):

sekant

print(f"{n:2d} {abs(bis[n - 1]

" {abs(nwt[n]
Cikt1:

n ikiye bdlme sekant
1 2.2e-01 1.1e-01
2 9.3e-02 3.2e-02
3 3.0e-02 3.6e-03
4 8.4e-04 1.3e-04
5 1.5e-02 5.2e-07
6 7.0e-03 7.6e-11
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# Newton:

Newton")
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hata

ikiye bolme
—&— sekant
10712 —&— Newton

=== smir (b- a)/2"

10716 n

Sekil 10.4: Ayni kok (5 — 3x + 1 = 0'mn 1,532 civarindaki kokii) i¢in ii¢ yontemin n adim sonraki hatasi,
logaritmik 6lcekte; tablodaki sayilarin aynist. Ikiye bélmenin hatasi sinirim altinda kalir ama inisi yavastir;
sekantin ve Newton'un egrisi giderek diklesir. Newton'un hatasi 0 olan 6. adimui ¢izilmedi.

Logaritmik eksende dogrusal yakinsama bir dogru, daha yiiksek mertebeden yakinsama ise giderek
diklesen bir egri verir. fkiye bélmenin hatasi tek tek adimlarda biiyiiyebilir (4. adimda orta nokta tesadiifen
kéke ¢ok yakin diigmiistiir), ama hicbir zaman Onerme 10.1 sinirin1 agmaz ve sinir her adimda yariya iner.
Sekant yonteminin mertebesi altin oran %g =~ 1,618dir; Newton un mertebesi ise 2'dir.
Ornek 10.1 (Kepler Denklemi). Bir gezegenin yoriingedeki konumu, yoriingenin dis merkezligi e ve
ortalama anomali M verildiginde Kepler denkleminin

E—esinE=M
¢6ziimii olan E agisidan (dis merkez anomaliden) hesaplanir. e = 0,5i¢in M = 0, 7, 7, %Tﬂ’
karsilik gelen E degerlerini tek bir newton ¢agrisiyla bulunuz.

m degerlerine

Cozim.

Denklemi kok problemine ¢evirmek. g(E) = E —esin E — M diyelim. ¢'(E) = 1 — ecos E ol-
dugundan ¢'(E) > 1 —e = 0,5 > 0’dur ve g kesin artandir; her M icin tek bir kok vardir ve Newton
yonteminde tiirev hicbir zaman sifir olmaz.

Baslangi¢ noktasi. e sin E terimi en ¢ok 0,5 oldugundan E, M’den fazla uzaklasmaz; dogal baslangi¢
E, = M’dir.

Kod. kepler fonksiyonu M dizisini kullandigindan dizi hélindeki bir E icin biitiin hesaplar bilesen
bilesen yapilir; newton her bilesene kendi iterasyonunu uygular.

import numpy as np
from scipy.optimize import newton

e =0.5 # dis merkezlik
M np.linspace(0, np.pi, 5) # ortalama anomaliler

def kepler(E):
return E - e * np.sin(E) - M

def dkepler(E):
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return 1 - e * np.cos(E)

E = newton(kepler, M, fprime=dkepler) # baslangic: EO = M
for m, val in zip(M, E):

print(f"M = {m:.6f} -> E = {val:.12f}")
print(f"en blylk artik: {np.max(np.abs(kepler(E))):.1le}")

Cikti:
M = 0.000000 -> E = 0.000000000000
M= 0.785398 -> E = 1.261703055253
M = 1.570796 -> E = 2.020979938090
M = 2.356194 -> E = 2.609753954400
M = 3.141593 -> E = 3.141592653590
en blyuk artik: 2.2e-16

Kontrol. M =0 ve M = 7 i¢in sin £ = 0 oldugundan F = M Kkesin ¢6ziimdir ve kod da bunlar1
verdi. M = F igin

2,020980 — 0,5 sin(2,020980) ~ 1,570796 ~

vl

bulunur. Biitiin denklemlerin artig1 2,2 - 10716 civarindadir. m

Denklem Sistemleri

Birden ¢ok bilinmeyenli denklem sistemlerinde de aym fikir isler; tiirevin yerini Jacobi matrisi alir. F' :
R™ — R"™ i¢in F(x) = O sistemini ¢6zmek istiyoruz. F’nin x;, noktasindaki dogrusal yaklagimi F'(x;,) +
J(x;)(x — x;,)’dir; burada J, F’nin Jacobi matrisidir (bkz. Analiz 4). Bu yaklagimu sifir yapan nokta bir
sonraki iterasyondur:

J(xy,) 8, = —F(xy,), Xyl = X + Sp.

Her adimda ters matris hesaplamak yerine bir lineer sistem ¢6zeriz; NumPy ile Lineer Cebir bolimiinde
solve’un inv’den neden daha iyi oldugunu gérmiistiik. Ornek olarak

z2 4+ =4, ef+y=1

sistemini ele alahm. F'(z,y) = (2 + y? — 4, €% 4+ y — 1) i¢in Jacobi matrisi
_ (2z 2y
s = (2 %)

olur. (1, —1) noktasindan baglayalim.

import numpy as np

def F(v):
X, Y=V
return np.array([x**2 + y**2 - 4, np.exp(x) +y - 1])

def J(v):
X, Yy =V
return np.array([[2*x, 2*y],
[np.exp(x), 1.011])
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v = np.array([1.0, -1.0]) # baslangi¢ noktasi

for k in range(1, 7):
s = np.linalg.solve(J(v), -F(v)) # J s = -F sistemini ¢0z
V=V+S5s

print(f"{k}: x = {v[0]:.12f}, y = {v[1]:.12f}, "
f'|s| = {np.linalg.norm(s):.1le}")

Ciktr:
1: x = 1.075765685480, y = -1.924234314520, |s| = 9.3e-01
2: x = 1.009470792611, y = -1.737844860783, |s| = 2.0e-01
3: x = 1.004188579849, y = -1.729653231335, |s| = 9.7e-03
4: x = 1.004168738694, y = -1.729637287086, |s| = 2.5e-05
5: x = 1.004168738475, y = -1.729637287026, |s| = 2.3e-10
6: x = 1.004168738475, y = -1.729637287026, |s| = 0.0e+00

Adim uzunluklari | s, | tek degiskenli durumdaki gibi karesel hizla kiiciilityor: 1072, 1075, 10719,

SciPy’da ayniisi fsolve ve root yapar. fsolve(F, x0, fprime=J), Newton yontemini uzak baslangi¢larda
da saglam kalacak bicimde degistiren “hybrid” (Powell) yontemini kullanir; Jacobi matrisi verilmezse onu
sonlu farklarla kendisi hesaplar. root(F, x0, jac=J) ayn yontemi daha diizenli bir araytzle sunar ve
sonucu, basarinin ve fonksiyon c¢agrist sayisinin da icinde oldugu bir OptimizeResult nesnesi olarak

dondirir.

import numpy as np
from scipy.optimize import fsolve, root

def F(v):
X, Yy =V
return np.array([x**2 + y**2 - 4, np.exp(x) +y - 1])

def J(v):
X, Yy =V
return np.array([[2*x, 2*y],
[np.exp(x), 1.01])

for start in ([1.0, -1.0], [-1.0, 1.0]):
v = fsolve(F, start, fprime=J)
print(f"fsolve, baslangi¢ {start}: x = {v[0]:.12f}, "
f'y = {v[1]:.12f}")

sol = root(F, [-1.0, 1.0], jac=]) # varsayilan yontem: "hybr"
print(sol.success, sol.message)

print("x =", sol.x, nfev =", sol.nfev)
print("F(x) =", F(sol.x))

Ciktr:

fsolve, baslangi¢ [1.0, -1.0]: x
fsolve, baslangic [-1.0, 1.0]: x
True The solution converged.

x = [-1.81626407 0.8373678 ] nfev = 10
F(x) = [-2.91411340e-12 -2.17825757e-13]

1.004168738475, y = -1.729637287026
-1.816264068824, y = 0.837367799891
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2+ y2 =4
(-1,816; 0,837)

(1,004; -1,730)

e+y=1

Sekil 10.5: x* + y* = 4 cemberi ile e*+ y = 1 egrisinin iki kesisim noktasi. Kesikli oklar Newton yonteminin
(1; -1) ve (-1; 1) baglangi¢ noktalarindan attig1 ilk adimlardir; her baglangi¢ kendisine yakin olan ¢éziime
gider.

Iki farkli baslangic noktasi, sistemin iki farkli ¢oziimiinii verdi; sekil, cemberle egrinin tam iki noktada
kesistigini gosteriyor. fsolve yakinsamadifinda yalniz bir uyar1 yazar ve yine bir dizi dondirir. Bu
ytizden sonucu F’ye koyup artig1 denetlemek ya da root kullanip sol.success degerine bakmak iyi bir
aligkanliktir.

Tek Degiskenli Optimizasyon

Simdi kok bulmadan minimum bulmaya geciyoruz. Yerel ve mutlak minimum kavramlar1 Analiz 2 notla-
rindadir. Fermat Teoremi'ne gore tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir i¢ noktadaki yerel ekstremumunda
turev sifirdir (bkz. Analiz 2).

minimize scalar(f) tek degiskenli bir fonksiyonun yerel minimumunu tiirev kullanmadan arar. Varsa-
yilan Brent yontemi, altin oran aramasini parabolik interpolasyonla birlestirir. Aramanin nereden
baslayacag1 bracket ile secilebilir; method="bounded" ve bounds=(a, b) ise aramay1 bir araliga hapseder.
Sonug bir OptimizeResult nesnesidir: x minimum noktasi, fun oradaki deger, nfev fonksiyon cagrisi
sayisidir. SciPy’da yalniz minimize eden fonksiyonlar vardir; f’nin maksimumu, —f’nin minimumu
olarak bulunur.

Ornek olarak iki yerel minimumu olan f(z) = z* — 422 + x fonksiyonunu ii¢ farkli cagriyla minimize
edelim.

from scipy.optimize import minimize scalar

def f(x):
return x**4 - 4*x*¥*2 + x

rl = minimize scalar(f) # varsayilan: Brent
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r2 = minimize scalar(f, bracket=(-3, -2))
r3 = minimize scalar(f, bounds=(0, 3), method="bounded")
for name, r in [("varsayilan", rl), ("bracket=(-3, -2)", r2),
("bounds=(0, 3)", r3)1]:
print(f"{name:16s} x = {r.x:.6f} f(x) = {r.fun:.6f} "
f'nfev = {r.nfev}")

Ciktr:
varsayilan x = 1.346997 f(x) = -2.618556 nfev = 15
bracket=(-3, -2) x = -1.472998 f(x) = -5.444192 nfev = 14
bounds=(0, 3) x = 1.346998 f(x) = -2.618556 nfev = 12

Ay

fl)=x" -4+ x

yerel maksimum

\ 4

yerel minimum
(1,347; -2,619)

mutlak minimum
(~1,473; -5,444)

bounds=(0, 3)

Sekil 10.6: flx) = x* - 4x” + x fonksiyonunun iki yerel minimumu. bracket=(-3, -2) ile yapilan arama
soldaki mutlak minimumu, varsayilan arama ve bounds=(0, 3) ile yapilan arama sagdaki yerel minimumu
bulur.

Varsayilan arama (0, 1) ciftinden baslayip yokus asagi ilerler ve sagdaki vadiye diiger: f(1,347) ~ —2,619
yalniz bir yerel minimumdur. bracket=(-3, -2) aramay: soldan baglatir ve asil, mutlak minimumu
f(—1,473) ~ —5,444’1i bulur. bounds=(0, 3) ise aramayi [0, 3] aralifiyla sinirladifi icin yine sagdaki
minimumu verir. Yontem, bagladig1 vadinin dibini bulur; vadiyi se¢cmek bize kalir.

Kok bulma ile optimizasyon arasindaki bagi kodda da gérelim: f/(z) = 423 — 8z + 1 tiirevinin koklerini
isaret taramasi ve brentq ile bulup ikinci tiirev f”(z) = 1222 — 8 ile smiflandiralim.

import numpy as np
from scipy.optimize import brentq

def f(x):
return x**4 - 4*x**2 + x

def df(x):
return 4*x**3 - 8*x + 1

def d2f(x):
return 12*x**2 - 8
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x = np.linspace(-3, 3, 61)
d = df(x)
for i in np.nonzero(d[:-1] * d[1:] < 0)[0]:
c = brentq(df, x[i], x[i + 11)
kind = "minimum" if d2f(c) > 0 else "maksimum"
print(f"x = {c:9.6f} f(x) = {f(c):9.6f} yerel {kind}")

Ciktr:

x = -1.472998 f(x) -5.444192  yerel minimum
X 0.126000 f(x) 0.062748 yerel maksimum
X = 1.346997 f(x) = -2.618556 yerel minimum

Tiirevin ti¢ kokii vardir: iki yerel minimum ve aralarinda bir yerel maksimum. minimize scalar sonugclari
bu tablodaki minimumlarla bes ondalik basamaga kadar ortiisiiyor.

Cok Degiskenli Optimizasyon

Cok degiskenli bir f : R™ — R fonksiyonunu minimize etmek i¢in minimize fonksiyonu kullanilir. Bir
yerel minimumda gradyan sifirdir (bkz. Analiz 4); Hessian matrisi pozitif tanimli olan bir kritik nokta ise
kesin yerel minimumdur (bkz. Analiz 4).

Yontemleri sinamak igin klasik bir 6rnek Rosenbrock fonksiyonudur:

f(z,y) = (1 —2)% +100 (y — 22)2.

Iki karenin toplami oldugundan f > 0’dir ve minimum deger f(1,1) = 0’dir. Say1sal olarak zor olmasinin
sebebi, minimumun y = x2 parabolii boyunca uzanan dar ve kivrik bir vadinin dibinde olmasidir: yén-
temler vadiye cabuk iner, ama vadinin i¢inde minimuma dogru yavas ilerler. Alisilmis baslangi¢ noktasi
(—1,2; 1)’dir.

Ik yéntem Nelder-Mead’dir. Tiirev kullanmaz: diizlemde bir ii¢geni (genel olarak n + 1 késeli bir
simpleksi) yansitma, genigletme ve biizme hamleleriyle fonksiyonun azaldig: yone kaydirir.

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def f(v):
X, Yy =V
return (1 - x)**2 + 100 * (y - x**2)**2
X0 = np.array([-1.2, 1.0]) # alisilmis baslangi¢ noktasi

res = minimize(f, x0, method="Nelder-Mead")
print(res.message)

print("x =", res.x, " f(x) =", res.fun)
print("iterasyon:", res.nit, " f cagrisi:", res.nfev)
Cikt1:

Optimization terminated successfully.
x = [1.00002202 1.00004222] f(x) = 8.177661197416674e-10
iterasyon: 85 f cagrisi: 159

Nelder-Mead minimumu buldu, ama 159 fonksiyon cagrisiyla ve ancak 10~* mertebesinde bir dogrulukla;
varsayilan durma toleranslari xatol ve fatol 10~*’tiir. Ikinci yontem BFGS’tir: gradyani kullanir ve
Hessian matrisinin bir yaklagimini adim adim giincelleyen bir yari-Newton yontemidir. Gradyan

Vi(z,y) = (—2(1 —z) —400z(y — z?), 200(y —z?) )

olarak jac parametresiyle verilebilir; verilmezse SciPy onu sonlu farklarla yaklasik hesaplar. Asagidaki
kod 6nceki kodun devamudir.
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def grad(v):
X, Y=V
return np.array([-2 * (1 - x) - 400 * x * (y - x**2),
200 * (y - x**2)1])

ri minimize(f, x0, method="BFGS") # gradyan verilmedi
r2 = minimize(f, x0, method="BFGS", jac=grad) # gradyan verildi
for name, r in [("gradyansiz", rl), ("gradyanli", r2)]:
print(f"{name:10s} x = {r.x} nit = {r.nit} "
f"nfev = {r.nfev} njev = {r.njev}")

Ciktr:

[0.99999328 0.99998655] nit = 31 nfev
[0.99999997 0.99999995] nit = 32 nfev

114 njev = 38
39 njev = 39

gradyansiz X
gradyanli x

Sonugtaki nit iterasyon sayisi, njev ise gradyanin kac kez hesaplandigidir. Gradyan verilmeyince SciPy
her gradyani sonlu farklarla yaklagik hesaplar ve bunun i¢in iki ek fonksiyon ¢agrisi yapar. Burada f
38 noktada hesaplanmis, her noktada gradyan icin 2 ¢agr1 daha yapilmistir: 38 4 2 - 38 = 114. Gradyan
verilince fonksiyon ¢agrisi 39’a diiser ve sonug daha dogrudur. Gradyani biliyorsak vermek neredeyse her
zaman kazanctr; elle tiirev almak zahmetliyse SymPy ile Sembolik Hesap boliimiindeki diff ve lambdify
bu isi yapar.

Yontemlerin izledigi yolu gérmek i¢in callback parametresi kullanilir: SciPy her iterasyondan sonra bu
fonksiyonu o anki noktayla cagirir. Asagidaki kod yine 6ncekilerin devamidir.

paths = {}
for method, jac in [("Nelder-Mead", None), ("BFGS", grad)]:
path = [x0]

minimize(f, x0, method=method, jac=jac,

callback=1lambda xk: path.append(xk.copy()))
paths[method] = np.array(path)
print(f"{method:11s}: {len(path)} nokta, son nokta {path[-11}")

Ciktr:

Nelder-Mead: 85 nokta, son nokta [1.00002202 1.00004222]
BFGS : 33 nokta, son nokta [0.99999997 0.99999995]

Nokta sayilarinda kii¢iik bir ayrint1 var. BFGS yolunda 32 iterasyonun noktalarina x0 eklenince 33 nokta
olur. Nelder-Mead ise baslangic simpleksini de bir iterasyon sayar; bu yiizden 85 iterasyonda callback 84
kez cagrilir ve x0 ile birlikte 85 nokta olur.

xk.copy() 6nemlidir: optimizasyon fonksiyonu ayni diziyi yerinde giincelleyebilir, kopyalamadan ekle-
nen biitiin liste elemanlar: sonunda aymi diziyi gosterebilir.
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. Nelder-Mead: 85 nokta y BFGS, gradyanli: 33 nokta

1 ’ Y (1;1)

Sekil 10.7: Rosenbrock fonksiyonunun es yiikselti egrileri (f=1, 4, 16, 64, 256) ve kesikli y = x* vadisi. Solda

Nelder-Mead yonteminin, sagda gradyani verilen BFGS yonteminin callback ile kaydedilen noktalari;

ikisi de i¢i bos daireyle gosterilen (-1,2; 1) noktasindan baslayip muz bicimli vadiyi izleyerek (1; 1)
minimumuna varir.

Son olarak bulunan noktanin gercekten minimum oldugunu denetleyelim: gradyan sifira yakin olmali,
Hessian pozitif tanimli olmalidir. Bu kod da 6ncekilerin devamidir.

def hessian(v):
X, Y=V
return np.array([[2 - 400 * (y - x**2) + 800 * x**2, -400 * x],
[-400 * x, 200.0]1)

print("gradyan:", grad(r2.x))

H = hessian(np.array([1.0, 1.0]))

print(H)

print("ozdegerler:", np.linalg.eigvalsh(H))
print("kosul sayisi:", np.linalg.cond(H))

Cikti:

gradyan: [-1.70451579e-06 8.23259305e-07]
[[ 802. -400.]

[-400. 200.]1]
O6zdegerler: [3.99360767e-01 1.00160064e+03]
kosul sayisi: 2508.009601277225

Gradyan 10~% mertebesindedir ve Hessian’in iki 6zdegeri de pozitiftir; (1,1) kesin yerel minimumdur.
Kosul sayisinin yaklasik 2508 olmasi, es yiikselti egrilerinin bir yonde digerine gore ¢cok uzamis oldugunu
soyler. Dar vadinin sayisal karsiligi budur (NumPy ile Lineer Cebir béliimiindeki kosul sayisi).

Optimizasyon yerel minimum bulur

Bu bolumdeki biitiin yontemler baslangi¢ noktasinin ¢evresindeki bir yerel minimumu arar. Fonksi-
yonun birden ¢cok minimumu varsa hangisinin bulunacagi x0'a baghdir (alistirmalardaki Himmelblau
fonksiyonu buna bir 6rnektir). Mutlak minimum i¢in birkag farkli baglangigtan calistirip en iyi sonucu
secmek basit ve etkili bir yoldur; SciPy’da ayrica differential evolution, basinhopping ve shgo
gibi kiiresel arama yontemleri de vardir. Konveks fonksiyonlarda ise her yerel minimum mutlak

minimumdur.
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Kisitli Optimizasyon

Gergek problemlerde degiskenler ¢ogu zaman serbest degildir: uzunluklar pozitif olmaly, biitge agilmamals,
hacim sabit kalmalidir. Bu tiir problemleri 6nce genel bir bicimde yazalim.

Tanim 10.3 (Kisitlh Optimizasyon Problemi). f,gy,...,9,,, b1, .., by : R" — R fonksiyonlar veril-
sin.

en kiigiikk yap:  f(x)
kisitlar: g;(x) >0, i=1,..,m,

bicimindeki probleme kisith optimizasyon problemi denir. f amag fonksiyonu, g;(x) > 0 kogullar
esitsizlik kisitlari, b ;(x) = 0 kosullar1 esitlik kisitlaridur. Biitiin kisitlari saglayan noktalarin kiimesine
uygun bolge denir.

Yani amag¢ fonksiyonunu yalniz uygun bolgedeki noktalar arasinda en kii¢iik yapmaya calisiriz. SciPy’in
minimize fonksiyonu kisitlar1 tam bu bi¢imde bekler: {"type": "ineq", "fun": g} sézligi g(x) > 0,
{"type": "eq", "fun": h} sdzligi h(x) = 0 anlamina gelir. Degiskenlerin alt ve iist sinirlar1 ayrica
bounds ile, her degisken icin bir (alt, Ust) cifti olarak verilir; None o yénde smur olmadigini séyler.
Kisitli problemler icin en ¢ok kullanilan yontem, her adimda problemi karesel bir alt probleme yaklastiran
SLSQP’dir; trust-constr yontemi de ayni isi LinearConstraint ve NonlinearConstraint nesneleriyle
yapar.

Ornek olarak f(z,y) = (z — 2)? + (y — 1)? fonksiyonunu z + y < 2, z > 0, y > 0 {icgeninde minimize
edelim. Geometrik olarak bu, liggenin (2, 1) noktasina en yakin noktasini aramaktir. z + y < 2 kisitini
once SciPy’1in istedigi bicime, 2 — z — y > 0 bigimine ceviriyoruz.

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def f(v):
X, Y=V
return (x - 2)**2 + (y - 1)**2

def g(v): # X +y <=2 yerine 2 - x -y >=0
return 2 - v[0O] - v[1]

cons = [{"type": "ineq", "fun": g}l
bounds = [(0, None), (0, None)] #x>=0, y>=0
res = minimize(f, x0=[0.0, 0.0], method="SLSQP",
bounds=bounds, constraints=cons)
print(res.message)
print(f"x = {res.x[0]:.6f}, y = {res.x[1]:.6f}, f = {res.fun:.6f}")
print(f"g(x, y) = {g(res.x):.1le}")
print("f'nin gradyani:", 2 * (res.x - [2, 11))

Ciktr:

Optimization terminated successfully

x = 1.500000, y = 0.500000, f = 0.500000
g(x, y) = -3.3e-16

f'nin gradyani: [-1. -1.]
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Sekil 10.8: Uygun bolge x + y < 2, x, y = 0 tiggenidir. Kesikli cemberler (2; 1) merkezli eg yiikselti egrileridir;
minimum, iggene degen en kii¢iik ¢emberin degme noktasi (1,5; 0,5)'tir. Orada -Vf'= (1; 1) vektori x + y
= 2 dogrusuna diktir.

(2,1) noktasi uygun bélgede degildir (2 + 1 > 2). Bu yiizden minimum ii¢genin  + y = 2 kenari iizerin-
dedir: (2, 1)’in bu dogru tizerindeki dik izdiigiimii (1,5; 0,5) noktasidir ve f = 0,5 olur. Kisitin degeri 0’dir
(yazdirilan —3,3 - 10716 yuvarlama hatasidir), yani kisit sinirdadir. Optimum noktada V f = (—1,—1),
kisit dogrusunun normali (1, 1) ile paraleldir: Vf + AV (z + y — 2) = 0 esitligi A = 1 ile saglanr. Bu,
Lagrange ¢arpanlari koguludur (bkz. Analiz 4).

Esitsizligin yoni

SciPy’da "ineq" her zaman g(x) > 0 demektir. x + y < 2 kisitin1 ¢evirmeden "fun": lambda v:
v[0] + v[1l] - 2 diye yazarsak x + y > 2 problemini ¢ézmiig oluruz. Bu yeni problemde (2,1)
uygundur, ¢oziici kisitsiz minimumu (2,1)’i bulur ve “bagarili” der. Hata mesaji ¢ikmaz; yanls
problemin dogru ¢éziimiini aliriz.

Ornek 10.2 (En Az Malzemeli Silindir Kutu). Hacmi 1000 cm® olan kapakli bir silindir kutunun
ylizey alanini en kiiciik yapan r yaricapini ve h yiiksekligini minimize ile bulunuz.

Coziim.
Problemi kurmak. Yiizey alani iki daire ile yan yiizeyin toplamidir:

A(r,h) = 27r? + 27rh.

V = 1000 olmak iizere hacim kosulu 7r?h —V = 0 esitlik kisitidir. Uzunluklar pozitif olmalidir;
bounds ile r, h > 0,1 istiyoruz.
Gradyan. % = 4mr + 2mh ve % = 2mr’dir. Gradyani jac ile veriyoruz.
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import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

V = 1000.0 # hacim, cm3

def area(v):
r, h=yv
return 2 * np.pi * r*¥*2 + 2 * np.pi * r * h

def area grad(v):
r, h=v
return np.array([4 * np.pi * r + 2 * np.pi * h, 2 * np.pi * r])

def volume gap(v): #nr2h-V=0olmaly
r, h=v
return np.pi * r**2 * h -V

res = minimize(area, x0=[5.0, 10.0], jac=area grad, method="SLSQP",
bounds=[(0.1, None), (0.1, None)],

constraints=[{"type": "eq", "fun": volume gap}])
r, h = res.x
print(f"r = {r:.4f} cm, = {h:.4f} cm, alan = {res.fun:.2f} cm?")
print(f'h / r = {h / r: f} )
r exact = (V / (2 * np. p1)) xk (/8 3)
print(f"kapalil bigim: = {r _exact:.4f}, h = {2 * r_exact:.4f}")

Ciktr:

= 5.4193 cm, h = 10.8385 cm, alan = 553.58 cm?
h/ r=2.0000
kapalil bigim: r = 5.4193, h = 10.8385

Kapal1 bicimle kar§1la§t1rma Kisittan h = - cekilirse A(r) = 2mr? + 2% olur. A’ ( )= 471'7‘ —
=0 denkleminden r3 , yani r = {/V/(27) ~ 5,4193 bulunur. Bu durumda 73 = ¥ oldu-
gundan h= ﬂﬂ = 2r’dir: en,ekononnk kutunun yiiksekligi capina esittir. Sayisal sonu¢ bununla
yazdirilan biitiin basamaklarda ortiistiyor.

Bir uyari. Ayni ¢agri jac=area grad olmadan, yani gradyan sonlu farklarla hesaplanarak yapilirsa
SLSQP bu baslangi¢c noktasindan r & 5,5242, h = 10,4306 noktasinda durur ve yine “bagarili” der.
Sayisal bir optimizasyonun sonucunu her zaman bagimsiz bir yolla, burada kapali bicimle, denetlemek

gerekir. m

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda bolimiin araglarini yeni denklemlere ve optimizasyon problemlerine uyguluyo-
ruz; her ¢6ziimde kod ve calistirilmis ¢iktist verilmistir.

,MwmmamlathdmﬂkAmmSwmo;E—x—Q—Okm%mmmUQMm@mﬁhmhmu
1078 hassasiyetle bulmak i¢in ikiye bolme yénteminin kag orta nokta hesaplamasi gerektigini Onerme
10.1 ile 6nceden belirleyiniz ve boliimdeki bisection fonksiyonuyla dogrulayiniz.

Cozim.

Parantez. f(z) = 2> —z — 2 igin f(1) = —2 < 0 ve f(2) =4 > 0 oldugundan [1, 2] bir kok paran-
tezidir.
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Ongorii. 271 < 1078, yani 2" > 10% olmalidir. log, 108 ~ 26,58 oldugundan n = 27 orta nokta yeter-
lidir.
Dogrulama.

import math

def bisection(f, a, b, tol=le-10, max iter=100):
"""f'nin [a, b] parantezindeki bir kokini ikiye bdlmeyle bulur.
fa = f(a)
if fa * f(b) > 0:
raise ValueError("f(a) ile f(b) ayni isaretli: parantez yok")
for n in range(1l, max_iter + 1):
p=(a+bh)/2
fp = f(p)
if fp == 0 or (b - a) / 2 < tol:
return p, n
if fa * fp < 0:
b=p
else:
a, fa =p, fp
raise RuntimeError("istenen hassasiyete ulasilamadi")

def f(x):
return x**3 - x - 2

print("ongdrilen n:", math.ceil(math.log2((2 - 1) / 1le-8)))
p, n = bisection(f, 1.0, 2.0, tol=le-8)
print(f"p = {p:.10f}, n = {n}, f(p) = {f(p):.le}")

Cikt1:

ongorilen n: 27
p = 1.5213797018, n = 27, f(p) = -3.0e-08

Fonksiyon da 27 orta noktada durdu. Denklemin Cardano formiliinden gelen gergek kokii

\3/1 +1/26/27 4+ {0'/1 —4/26/27 ~ 1,5213797068

sayisidir; bulunan degerin hatasi yaklasik 5 - 10~ olup 10~¥’in altindadir. m

Alistirma 10.2 (Tanjant Denkleminin ilk Pozitif Kokii). tanz = z denkleminin en kiiciik pozitif
kokini brentq ile bulunuz.

Cozim.
Kokiin yeri. g(x) = tanz — z diyelim. (0, 5) araliginda tanz > 2 oldugundan kék yoktur. (5, )

araliginda tan z < 0 < z oldugundan yine kok yoktur. (7r 3—”) araliginda g(7) = —7 < 0’dir ve z —

37”_ iken g(x) — 400 olur; g bu aralikta siirekli ve artan ol(fugundan tam bir kok vardir.

Tuzak. [1,2] araliginda da isaret degisir: g(1) ~ 0,557 ve g(2) ~ —4,185. Ama bu aralikta tan z’in 7
kutbu vardir; g stirekli olmadigindan Tanim 10.1 kosulu saglanmaz.

Kod. Once yanlis parantezin ne verdigine, sonra dogru paranteze bakalim. Sag uc, kutbun 10~ solunda

secildi.
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import numpy as np
from scipy.optimize import brentq

def g(x):
return np.tan(x) - x

# yanlis parantez: [1, 2] iginde tan x'in kutbu m/2 var
bad = brentq(g, 1.0, 2.0)
print(f"[1, 2]: x = {bad:.10f}, g(x) = {g(bad):.2e}")

# dogru parantez: (m, 3m/2), sag u¢ kutbun hemen solunda
a, b =np.pi, 1.5 * np.pi - le-6

print(f"g(a) = {g(a):.4f}, g(b) = {g(b):.4e}")

r = brentq(g, a, b)

print(f"x = {r:.12f}, g(x) = {g(r):.1le}")

Cikt:

[1, 2]: x = 1.5707963268, g(x) = 1.44e+l12
g(a) = -3.1416, g(b) = 1.0000e+06
X = 4.493409457909, g(x) = 8.9e-16

brentq yanlis parantezde 5 ~ 1,5707963268 noktasini1 déndiirdii; orada g’nin degeri 10'2 mertebesin-
dedir, yani bu bir kok degil kutuptur. Isaret degisimi ancak siirekli bir fonksiyon icin kok garantisi
verir; sonucu g’ye koyup denetlemek bu tiir hatalar1 yakalar. Dogru parantezde en kiigiik pozitif kok

T &~ 4,493409457909 bulunur. m

Alistirma 10.3 (Kosiniis Denklemi icin U¢ Yontem). cosz = x denkleminin kokiinii root scalarile
brentq ([0, 1] parantezi), sekant (z, = 0, z; = 1) ve Newton (z, = 1) yontemleriyle bulunuz ve iterasyon
ile fonksiyon ¢agrisi sayilarini karsilastiriniz.

Cozim.

Hazirlik. f(z) = cosz — z i¢in f(0) =1 > 0 ve f(1) = cos1l—1= —0,460 < 0 oldugundan [0, 1]
bir parantezdir. Tirev f’(x) = —sinz — 1’dir ve [0, 1] araliginda —1,85 ile —1 arasinda kalur, hig sifir
olmaz.

Kod.

import numpy as np
from scipy.optimize import root scalar

def f(x):
return np.cos(x) - x

def df(x):
return -np.sin(x) - 1

for kw in [{"method": "brentq", "bracket": [0.0, 1.01},
{"method": "secant", "x0": 0.0, "x1": 1.0},
{"method": "newton", "x0": 1.0, "fprime": df}]:
sol = root scalar(f, **kw)
print(f"{kw['method']:7s} x = {sol.root:.15f} "
f"iterasyon = {sol.iterations} c¢agri = {sol.function calls}")
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Ciktr:
brentqg x = 0.739085133215156 iterasyon = 7 c¢agri = 8
secant x = 0.739085133215161 iterasyon = 6 c¢agri = 7
newton x = 0.739085133215161 iterasyon = 4 cagri = 8

Karsilastirma. Uc yontem de kok = ~ 0,739085133215 igin anlagiyor; brentq sonucunun son basa-
magndaki fark xtol toleransinin igindedir. Newton en az iterasyonu (4) yapiyor, ama her iterasyonda f
ve f’ cagrildigindan toplam 8 ¢agr1 harciyor. Sekant 6 iterasyonda 7 ¢agriyla bitiyor; tiirevi hesaplamak
pahaliysa sekant en ekonomik segenektir. B

Aligtirma 10.4 (Siniis ile Dogrunun Biitiin Kesisimleri). sinz = % denkleminin biitiin reel kokle-

rini bulunuz.

Coziim.

Kokler nerede olabilir? | sin z | < 1 oldugundan bir kokte | 5| < 1, yaniz € [—10, 10] olmalidir. Bu
sonlu aralig1 taramak yeterlidir.

Izgara secimi. x = 0 bir koktiir. 201 noktali bir 1zgara (—10,—9,9, ...,10) 0’1 tam igerir; o noktada
f = 0 olur, carpim testi < 0 saglanmaz ve kok kacar. Bu yiizden 0'1 igermeyen 200 noktalik bir 1zgara
aliyoruz. Adim yaklasik 0,1 oldugundan iki kokiin ayni hiicreye diismesi de beklenmez.

import numpy as np
from scipy.optimize import brentq

def f(x):
return np.sin(x) - x / 10

X = np.linspace(-10, 10, 200) # adim 20/199 = 0.1
y = f(x)
i = np.nonzero(y[:-1] * y[1:] < 0)[0]
roots = [brentq(f, x[k]l, x[k + 11) for k in i]
print(len(roots), "kok:")
for r in roots:

print(f" {r: .10f} f = {f(r): .1le}")

Ciktr:
7 kok:
-8.4232039324 f =-3.2e-15
-7.0681743581 f =-2.2e-16
-2.8523418945 f= 9.2e-14
0.0000000000 f = 1.2e-17
2.8523418945 f=-9.2e-14
7.0681743581 f = 2.2e-16
8.4232039324 f = 3.2e-15

Sonug. Denklemin 7 kokii vardir: 0, 42,8523418945, +7,0681743581 ve +8,4232039324. f tek fonk-
siyon oldugundan kokler 0’a gore simetriktir. B

Alistirma 10.5 (Dongiiye Giren Newton Iterasyonunu Kurtarmak). z3 — 2z + 2 = 0 denkleminin
reel kokiinii, SciPy’mn newton fonksiyonunun z, = 0 baslangicinda neden basarisiz oldugunu da goste-
rerek givenilir bir yontemle bulunuz.
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Cozim.

Kag reel kok var? f(z) = 23 — 2z + 2 i¢in f’(z) = 322 — 2 tiirevi z = ++/2/3 ~ +0,816 noktala-
rinda sifirdir. Yerel minimum degeri f ( 2/3 ) ~ 0,911 > 0 oldugundan f, z > —0,816 i¢in hic sifir
olmaz; tek reel kok sol taraftadir.

Newton neden basarisiz? “Newton her zaman yakinsamaz” uyarisinda gordigiimiz gibi, z, = 0’dan
baslayan iterasyon 0,1,0, 1, ... dongiisiine girer. SciPy 50 iterasyon sonra bir RuntimeError firlatir;
bunu try/except ile yakaliyoruz.

Parantezle ¢oziim. f(—2) = —2 < 0 ve f(—1) = 3 > 0 oldugundan [—2, —1] bir parantezdir.

from scipy.optimize import brentq, newton

def f(x):
return x**3 - 2*¥x + 2

def df(x):
return 3*x**2 - 2

try:
newton(f, 0.0, fprime=df)
except RuntimeError as err:
print("Newton, x0 = 0:", err)

print("f(-2) =", f(-2.0), " f(-1) =", f(-1.0))

r = brentq(f, -2.0, -1.0)

print(f"brentq: {r:.15f}")

print(f"Newton, x0 = -2: {newton(f, -2.0, fprime=df):.15f}")

Ciktr:

Newton, x0 = 0: Failed to converge after 50 iterations, value is 0.0.
f(-2) = -2.0 f(-1) = 3.0

brentq: -1.769292354238632

Newton, x0 = -2: -1.769292354238631

Kok z ~ —1,769292354239’dur. Parantezin bir ucundan, , = —2’den baslatilan Newton da ayni1 kéke
yakisiyor: baglangi¢ dogru secilince Newton yine hizli ve dogrudur. m

2
Aligtirma 10.6 (Elips ile Paraboliin Kesisimi). % + y? = 1elipsiile y = 22 — 1 paraboliiniin biitiin

kesisim noktalarini fsolve ile bulunuz ve sonucu kesin degerlerle kargilastiriniz.

Cozim.

Kesin ¢oziim. y = 22 — 1 elips denklemine konursa %2 + (22 —1)2 = 1 olur. u = 22 dersek u? —
%u =0,yaniuv =0yadau = % bulunur. Kesigsim noktalar1 (0, —1) ve (:I:g, %) tir.

Sayisal ¢6ziim. Baslangi¢ noktalarini kaba bir ¢izimden okuyoruz: kesisimlerden biri elipsin alt tepesi
yakininda, ikisi sagda ve solda iist yar1 diizlemdedir. Bu yiizden (0,5; —1,5), (2,1) ve (—2, 1) noktala-

rindan baslhyoruz.

import numpy as np
from scipy.optimize import fsolve

def F(v):
X, Yy =V
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return np.array([x**2 / 4 + y**2 - 1, y - x*¥2 + 1])

found = []
for start in ([0.5, -1.5], [2.0, 1.0], [-2.0, 1.0]):
v = fsolve(F, start)
found.append(v)
print(f"baslangi¢ {start}: x = {v[0]: .12f}, y = {v[1]: .12f}")

print("v7/2 =", np.sqrt(7) / 2)
Ciktr:

baslangi¢ [0.5, -1.5]: x = 0.000000014406, y = -1.000000000000
baslangi¢ [2.0, 1.0]: x = 1.322875655532, y = 0.750000000000

baslangi¢ [-2.0, 1.0]: x = -1.322875655532, y = 0.750000000000
V7/2 = 1.3228756555322954

Karsilagtirma. Yan noktalar 4 ~ 1,322875655532 ve y = 0,75 ile biitiin basamaklarda ortiigiiyor.
(0, —1) noktasinda ise x yalmz 1,4 - 10~® dogrulukla bulundu. Sebep, iki egrinin bu noktada birbirine
teget olmasidir: elipsin alt tepesi ile paraboliin tepesi ayni yatay tegete sahiptir. Jacobi matrisi

J(@,y) = (féi 21y)

(0, —1) noktasinda tekildir ve Newton tiirii yontemler orada yalniz dogrusal hizla yakinsar. Bu, tek
degiskenli durumdaki ¢ift katli kokiin (u = 2 = 0) sistemlerdeki karsiligidir. m

Alistirma 10.7 (En Bityitk Hacimli A¢ik Kutu). 30 x 20 cm’lik bir kartonun dort kdgesinden kenari
x olan kareler kesilip kenarlar yukari katlanarak iistii acik bir kutu yapiliyor. Kutunun hacmini en biiyiik
yapan z degerini minimize scalar ile bulunuz.

Cozim.
Model. Kutunun tabam (30 — 2z) x (20 — 2x), yiiksekligi « tir:

V(z) = z(30 — 2x)(20 — 2z), 0 <z < 10.
Maksimum i¢in minimum. V’nin maksimumu —V’nin minimumudur. Aralik bilindiginden

method="bounded" ve bounds=(0, 10) kullaniyoruz.

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize scalar

def volume(x):
return x * (30 - 2*x) * (20 - 2*x)

res = minimize scalar(lambda x: -volume(x), bounds=(0, 10),
method="bounded")

print(f"x = {res.x:.6f} cm, hacim = {volume(res.x):.4f} cm3")

x_exact = (25 - 5 * np.sqrt(7)) / 3

print(f"kapalil bigim: x = {x exact:.6f}, hacim = {volume(x exact):.4f}")

Cikti:
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= 3.923748 cm, hacim = 1056.3059 cm3
kapalil bigim: x = 3.923748, hacim = 1056.3059

Kapall big¢im. V (z) = 423 — 10022 + 600z ve V' (x) = 1222 — 200z + 600’diir. V' (x) = 0 denkle-
mi 322 — 50z + 150 = 0 olur; kékleri = = 25i5‘[’ iir. 25%‘[ ~ 12,74 aralflgm digindadir. V(0) =
V(10) = 0 ve araligin icinde V' > 0 oldugundan kalan kr1t1k nokta z = 25=2 3,923748 cm maksi-
mumdur; hacim yaklasik 1056,31 cm®’tiir. Sayisal sonug bununla 6rt1'1§uy0r |

Alistirma 10.8 (Parabole En Yakin Nokta). y = z? paraboliiniin (3, 0) noktasina en yakin noktasini
ve bu en kisa uzaklig1 bulunuz.

Cozim.

Amac fonksiyonu. Paraboliin (z, 22) noktasinn (3, 0)’a uzakligmin karesi d(z) = (z — 3)% + 2* tiir.
Karekok artan bir fonksiyon oldugundan uzakligi ve karesini ayni « en kigiik yapar; karekokten
kurtulmak hesabi kolaylagtirir.

Kod. minimize scalar ile minimumu buluyor, sonra ayni noktay1 d’(z) = 4z + 2(z — 3) tiirevinin
kokii olarak brentq ile dogruluyoruz.

import numpy as np
from scipy.optimize import brentq, minimize scalar

def dist2(x): # (x, x?) ile (3, 0) arasi uzakligin karesi
return (x - 3)**2 + x**4

res = minimize scalar(dist2)
print(f"x = {res.x:.8f}, nokta = {res x:.6f}, {res.x**2:.6f})")
print(f"uzaklik = {np.sqrt(res.fun):.8f}, V5 = {np.sqrt(5):.8f}")

= brentq(lambda x: 4*x**3 + 2*(x - 3), 0, 2) # dist2'nin tlrevi
print("tdrevin koéku:", c)

Ciktr:

x = 1.00000000, nokta = (1.000000, 1.000000)
uzaklik = 2.23606798, V5 = 2.23606798
tlirevin koki: 1.0

Kesin sonug. d’(z) = 0 denklemi 223 + z — 3 = 0, yani (z — 1)(222 + 2z + 3) = 0 olur. Ikinci ¢ar-
panin diskriminant: 4 — 24 < 0 oldugundan tek kritik nokta z = 1’dir. En yakin nokta (1, 1), en kisa

uzaklik /(1 — 3)2 4 12 = /5 ~ 2,2361°dir. m

Alistirma 10.9 (Karesel Bir Fonksiyonun Minimumu). f(z,y) = 22 + zy + y?> — 3z fonksiyonu-
nun minimumunu gradyani vererek minimize ile bulunuz ve sonucu V f = 0 lineer sistemini ¢6zerek
dogrulaymiz.

Cozim.
Gradyan ve Hessian. V f(z,y) = (2z + y — 3,  + 2y)’dir. Vf = 0 kosulu

21\ (z\ (3
12/\y)  \o
lineer sistemidir. Katsay1 matrisi ayni zamanda f’nin Hessian matrisidir.

Kod.
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import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def f(v):
X, Y=V
return x**2 + x*y + y**2 - 3*x

def grad(v):
X, Y=V
return np.array([2*x + y - 3, x + 2*y])

res = minimize(f, x0=[0.0, 0.0], jac=grad, method="BFGS")

print("minimize:", res.x, " f =", res.fun, " nit =", res.nit)
A = np.array([[2.0, 1.0], [1.0, 2.0]]) #Vf =0 <= Av=~>b
b = np.array([3.0, 0.0])
print("solve :", np.linalg.solve(A, b))
print("Hessian 6zdegerleri:", np.linalg.eigvalsh(A))
Ciktr:

minimize: [ 2.00000101 -1.00000124] f = -2.9999999999986944 nit =5
solve [ 2. -1.1]
Hessian 6zdegerleri: [1. 3.]

Sonug. Lineer sistemin ¢oziimii (2, —1)’dir ve f(2,—1) =4 — 2+ 1 — 6 = —3 olur. Hessian’in dzde-
gerleri 1 ve 3 pozitif oldugundan (2, —1) kesin yerel minimumdur; f konveks bir karesel fonksiyon
oldugundan bu aymi zamanda mutlak minimumdur. BFGS ayni noktay: 5 iterasyonda, varsayilan
gradyan toleransinin izin verdigi 10~% dogrulukla buldu. m

Alistirma 10.10 (Himmelblau Fonksiyonunun Minimumlari). Himmelblau fonksiyonu adiyla
bilinen

flz,y) = (@®+y—11)% + (x +¢* —7)°

fonksiyonunu minimize ile (1,1), (—1,1), (—1,—1) ve (1, —1) baslangi¢ noktalarindan minimize ediniz
ve bulunan minimumlar1 kargilagtiriniz.

Cozim.

Gradyan.a = 2% +y — 11 ve b = z + y? — 7 dersek f = a® + b? ve zincir kuraliyla
ﬁ:4aca—|—2b, g:2a+4yb
Ox oy

bulunur.

Kod.

import numpy as np
from scipy.optimize import minimize

def f(v):
X, Yy =V
(

return (x**2 + y - 11)**2 + (x + y**2 - 7)**2
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def

for

Cikt1:

grad(v):

X, Yy =V

a, b=x*2+y - 11, x + y**2 - 7

return np.array([4*x*a + 2*b, 2*a + 4*y*b])

start in ([1, 1], [-1, 1], [-1, -11, [1, -1]):
res = minimize(f, start, jac=grad, method="BFGS")

print(f"baslangi¢ {str(start):8s} -> x = {res.x[0]:

f'y = {res.x[1]: .6f}, f = {res.fun:.le}")

baslangi¢ [1, 1] -> X = 3.000000, y = 2.000000, f
baslangi¢ [-1, 1] -> x = -2.805118, y = 3.131312, f
baslangi¢ [-1, -1] -> x = -3.779310, y = -3.283186, f
baslangi¢ [1, -1] -> x = 3.584428, y = -1.848127, f

6}, "

2.1le-17
7.8e-14
4.4e-13
7.2e-16

Karsilastirma. Dort baslangic noktasi dort farkli minimum verdi. Her birinde f ~ 0’dur. f iki karenin
toplam1 oldugundan f > 0’dir; dolayisiyla dért noktanin dérdii de mutlak minimumdur. Ornegin (3, 2)
icina=942—11=0veb=3+44—7 = 0’dir. ninimize hangi minimumun “havzasinda” baslarsa
onu bulur; baglangic noktasini degistirmek farkli minimumlar: kesfetmenin basit bir yoludur. m

Aligtirma 10.11 (Diizleme En Yakin Nokta). z 4 2y + 3z = 14 diizleminin orijine en yakin noktasim
kisitli optimizasyonla bulunuz.

Cozim.
Problem. Uzakligin karesini, f(v) = 22 + y% + 22 = v - v'yi, n - v — 14 = 0 esitlik kisit1 altinda en

kii¢iik yapiyoruz; burada n = (1, 2, 3) diizlemin normalidir. Gradyan V f = 2v’dir.

impo

rt numpy as np

from scipy.optimize import minimize

def

n =
cons
RES

prin

print(f"uzaklik = {np.sqrt(res.fun):.10f}, V14 = {np.sqrt(14):.10f}")

Cikt:

nokt

f(v):
return v @ v # X2 + y?2 + z2
np.array([1.0, 2.0, 3.0]) # duzlemin normal vektori

= [{"type": "eq", "fun": lambda v: n @ v - 14}]

= minimize(f, xO0=np.zeros(3), jac=lambda v: 2 * v,
method="SLSQP", constraints=cons)

t("nokta:", res.x)

a: [1.00000013 2.00000006 2.99999989]

uzaklik = 3.7416573674, V14 = 3.7416573868

Kesin sonug. Lagrange kosulu 2v = An, en yakin noktanin normal dogrultusunda oldugunu soyler:
v =tn. Kisittan ¢ (n - n) = 14¢ = 14, yani ¢t = 1 bulunur. En yakin nokta (1,2, 3), uzaklik v14 ~
3,7416573868 dir. SLSQP bunu varsayilan toleransinin izin verdigi yaklasik 10~7 dogrulukla verdi. m
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Bu béliimde gradyanlar ya elle yazdik ya da SciPy’in sonlu farklarla yaklasik hesaplamasina biraktik.
Sonlu farklarin ne kadar dogru oldugu ve integrallerin sayisal olarak nasil hesaplandig1 bir sonraki
béliimiin, Sayisal Tiirev ve Integral béliimiiniin konusudur.

Acik Matematik - acik-matematik.com 306 CC BY-NC-SA 4.0


sayisal-turev-ve-integral.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.1

11. Sayisal Tiirev ve Integral

Analiz derslerinde tiirev ve integral, kurallar ve formiillerle hesaplanir. Uygulamada ise fonksiyon ¢ogu
zaman bir formil olarak degil, bir 6lciim tablosu ya da bagka bir programin ¢iktisi olarak elimizdedir.
Formiil olsa bile ilkel her zaman bulunamaz: e~ ve sin z /x fonksiyonlarinin ilkelleri elementer fonksi-
yonlarla yazilamaz. SymPy ile Sembolik Hesap bolimiinde SymPy’nin bu integraller i¢in erf ve Si adl
6zel fonksiyonlara bagvurdugunu gérmustik. Boyle durumlarda tiirev ve integral, fonksiyonun sonlu
sayida noktadaki degerlerinden sayisal olarak hesaplanir.

Bu bolimde 6nce fark boliimleriyle tiirev alacagiz ve hatanin adim boyuna bagl davranisini inceleyecegiz:
adimi kiictiltmek bir noktaya kadar ige yarar, sonra sonucu bozar. Ardindan 1zgara verisinin tiirevini veren
np.gradient fonksiyonunu, yamuk ve Simpson kurallarini (6nce kendi kodumuzla, sonra np. trapezoid
ve scipy.integrate.simpson ile), SciPy’nin hata tahmini de veren uyarlamali quad fonksiyonunu ve
katli integraller i¢in dblquad ile tplquad fonksiyonlarini kullanacagiz. Formiillerin tiiretilmesi ve hata
terimlerinin ispati Niimerik Analiz notlarindadir (bkz. Niimerik Analiz ve Niimerik Analiz). Burada onlar1
Python’da uygulayip siniyoruz.

Vektorizasyon ve Broadcasting bolimitinde fark boliimlerini dizilerle hesaplamig ve merkezi farkin hata-
sinin h? ile kiigiildiigiinii gormiistiik. Simdi ayni formiillerin ne kadar dogru olabilecegini ve dogrulugu
neyin smirladigini soruyoruz.

Fark Boliimleriyle Tiirev

Tiirevin tamimindaki limiti kii¢iik ama sifir olmayan bir adimda durdurmak, akla gelen ilk yaklagimdur.

Tanim 11.1 (ileri ve Geri Fark Boliimii). f, 2’i iceren bir aralikta tanimli ve h > 0 olsun.

Dy f(x) = w Dy f(z) = w

sayillaria f’nin z’teki ileri fark boliimii ve geri fark boliumii (forward and backward difference
quotient), h sayisina da adim (step size) denir.

Yani ileri fark «’in sagindaki, geri fark ise solundaki bir noktayla kurulan kirisin egimidir. h — 0 iken
ikisi de f’(x)’e yaklagir; tiirevin tanimi tam olarak budur.

Tanim 11.2 (Merkezi Fark Boliimii). f, i iceren bir aralikta tanimli ve h > 0 olsun.

flz+h)— flz—h)

D, f(z) = oh

sayisina f’nin x’teki merkezi fark boliimii (central difference quotient) denir.

Yani merkezi fark, z’in iki yaninda esit uzakhiktaki noktalardan gecen kirigin egimidir. {leri ve geri fark
boliimlerinin aritmetik ortalamasina esittir:

Duste) = DI+ Difte)

Iki formiilii Python fonksiyonu olarak yazip f(x) = e” i¢in z = 1°de deneyelim. Kesin tiirev f/(1) = e’dir.

import math

def forward diff(f, x, h):
"inileri fark bolimi: (f(x + h) - f(x)) / h."""
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return (f(x + h) - f(x)) / h

def central diff(f, x, h):
"""Merkezi fark bolumi: (f(

x + h) - f(x - h)) / (2h)."""
return (f(x + h) - f(x - h)) / (

2 * h)

X = 1.0
exact = math.exp(x) # (e™x)' = e™x
print(" h ileri fark hatasi merkezi fark hatasi")

for h in [0.1, 0.01, 0.001]:
e fwd = abs(forward diff(math.exp, x, h) - exact)
e cen = abs(central diff(math.exp, x, h) - exact)
print(f"{h:6.0e} {e fwd:17.3e} {e _cen:19.3e}")

Cikt1:

h ileri fark hatasi merkezi fark hatasi
le-01 1.406e-01 4.533e-03
le-02 1.364e-02 4.530e-05
le-03 1.360e-03 4.530e-07

Hata ileri farkta A ile, merkezi farkta h2 ile orantili kiigtlityor: h on kat kigiiliince birinci stitun on kat,
ikinei stitun yiiz kat kiigiilityor. Bunun nedeni Taylor a¢ilimidur.

Onerme 11.1 (Fark Boliimlerinin Kesme Hatasi). h > 0 olsun.
1 f,[z,x + h] aralginda C? sinifindaysax < £ < x + h olan bir £ igin

h

5 76

D; f(@) — f () = 3

olur.
2. f,[x — h,z + h] arabginda C? siifindaysax —h < 1 < = + h olan birn igin

D,f(@)~ f'(x) =% 57 )

olur.

Birinci esitligin ispati i¢in bkz. Niimerik Analiz. Ikinci esitlik oradaki iig-nokta orta nokta formiiliidiir (bkz.
Niimerik Analiz).

Yani hata ifadesindeki h’nin kuvveti yaklagimin mertebesini (order) verir: ileri fark boliimiintin hatasi
O(h), merkezi farkinki O(h?)’dir (bkz. Niimerik Analiz). Ileri farka birinci mertebeden, merkezi farka
ikinci mertebeden bir yaklagim denir. f(z) = e® i¢in f” = f” = €® oldugundan x = 1 civarinda hatalar
yaklasik £h ve %hQ’dir. h = 0,001 icin bunlar yaklasik 1,36 - 1073 ve 4,53 - 107 eder; tablodaki sayilarla

uyusur.

Adimi Se¢cmek: Kesme ve Yuvarlama Hatasi

Hata formilleri, h’yi olabildigince kiicik se¢meyi Onerir gibidir. Deneyelim: aym tirevi h =
101,102, ..., 107! adimlariyla hesaplayalim.

import math

X = 1.0
exact = math.exp(x)
print(" h ileri fark hatasi merkezi fark hatasi")

for k in range(1l, 16):
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h = 10.0%*-k
fwd = (math.exp(x + h) - math.exp(x)) / h
cen = (math.exp(x + h) - math.exp(x - h)) / (2 * h)
print(f"{h:6.0e} {abs(fwd - exact):17.3e}"
f {abs(cen - exact):19.3e}")

Ciktr:

h ileri fark hatasi merkezi fark hatasi
le-01 1.406e-01 4.533e-03
le-02 1.364e-02 4.530e-05
le-03 1.360e-03 4.530e-07
le-04 1.359%e-04 4.531e-09
le-05 1.359e-05 5.859%¢e-11
le-06 1.359e-06 1.635e-10
le-07 1.399e-07 5.859%e-11
le-08 6.603e-09 6.603e-09
le-09 2.154e-07 6.603e-09
le-10 1.548e-06 6.727e-07
le-11 3.263e-05 1.043e-05
le-12 4.323e-04 2.103e-04
le-13 4.559¢e-04 4.559¢e-04
le-14 9.338e-03 9.338e-03
le-15 3.903e-01 1.683e-01

Tablo beklenmedik bir sey séylityor. Ileri farkin hatasi h = 10~%’e kadar kiigiilityor, sonra biiyiimeye
basliyor; h = 10715°te tiirevin ilk ondalik basamag bile yanls. Merkezi fark en iyi sonucunu h = 107°
civarinda veriyor; h = 10~ "’de aym kiigiikliikte bir hatanin ¢ikmasi ise bir rastlantidir ve nedenini
birazdan gorecegiz. Bozulmanin kaynag: paydaki ¢ikarmadir:

import math

h = le-12

a = math.exp(1.0 + h)

b = math.exp(1.0)

print(f"e~(1 + h) = {a:.17f}")

print(f"e”1 = {b:.17f}")

print(f"fark = {a - b:.6e}")

print(f'"e * h = {math.e * h:.6e}")

print(f"(1 + h) - 1 = {(1.0 + h) - 1.0:.6e}")
Cikt1:

e™(1 + h) = 2.71828182846176380

el = 2.71828182845904509

fark = 2.718714e-12

e * h = 2.718282e-12

(1 +h) -1=1.000089%-12

e!*" ile e'’in ilk on ondalik basamag1 aynidir. iki say1 da makinede yaklasik 16 anlamli basamakla saklan-
dig1 icin farklarmnin yalniz ilk dért basamagi dogru cikar: 2,718282 - 10712 olmasi gereken fark 2,718714 -
10712 bulundu. Bu, Python ile Ilk Adimlar béliimiinde gordiigiimiiz sadelesme hatasidir: birbirine ¢ok
yakin iki sayinin farkinda anlamli basamaklar kaybolur. Adimin kendisi bile tam degildir: 1 + h makinede
tam gosterilemedigi icin (1 + h) — 1 farki 10712 yerine 1,000089 - 1072 ¢ikar. Bu hatalarin etkisi bolme
sirasinda 1/h ile bityiir.

Onerme 11.2 (Yuvarlama Hatastyla Birlikte Toplam Hata). [ nin degerleri makinede f olarak hesap-
lansin ve x’in yakinindaki her t igin | f(t) — f(t) | < d olsun. Cikarma ve bolmenin kendi yuvarlamasini
ihmal edelim. D} f(z) ve Dy, f(z), fark boliimlerinin f degerleriyle hesaplanan karsiliklar: olsun.

1. z’in yakimindaki hert icin | f”(t) | < M, ise
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Myh 2
2 " h

| D f(z) = f'(2) | <

olur. Sag taraf en kiiciik degerini h, = 2./6/M, adiminda alir.
2. x’in yakimindaki hert icin | f”(t) | < Mj ise

Myh? 6
6 ' h

| Dy f(z) = f'(2) | <
olur. Sag taraf en kiigiik degerini hg = /30/Ms adiminda alir.

ispat. ~
Ileri fark. f(t) = f(t) + r(t) yazalim; | r(t) | < §°dw. Bu durumda

r(z+h) —r(x)

D} f(z) = Di f(@) + =

olur. Onerme 11.1 geregi birinci terimin f’(z)’ten farki 2 | f7(¢) | < Mo gir. Ikinci terimin mutlak

- 2
degeri en ¢ok lreth) |+ r@) | o 2h—5 'dir. Uggen esitsizligi birinci siniri verir.

Merkezi fark. Ayni ayristirmayla

r(z+h)—r(x—h)
2h

Dy f(z) — f'(2) = ( Dpf(x) = f'(z) ) +
olur. Parantezin mutlak degeri en ¢cok M%h2, ikinci terimin mutlak degeri en ¢ok % = %’dir.

En kiigiik deger. A, B > 0 icin g(h) = Ah + B/h fonksiyonunun tiirevi g'(h) = A — B/h? dir. Bu
tiirev yalniz h = \/B/A’da sifir olur ve g” (k) = 2B/h® > 0 oldugundan burasi (0, o) ‘daki en kiiciik
degerdir. A= M,/2 ve B =26 icin h, = \/46/M, = 2,/8/M, bulunur. Benzer bicimde g(h) =
Ah? + B/h i¢in g’ (h) = 2Ah — B/h? = 0 denklemi h® = B/(2A) verir ve g” (h) = 2A + 2B/h3 >
0’dir. A= M, /6 ve B =6 icin h} = 35/ Mj olur.

|

Yani toplam hata iki kaynaktan gelir: h kii¢iilditkce azalan kesme hatasi (truncation error) ve h kuigiil-
diikce bityiiyen yuvarlama hatasi (round-off error) (bkz. Niimerik Analiz ve Niimerik Analiz). Makinede
& kabaca €| f(z) | kadardur; burada e = 2752 & 2,2 - 1071® makine epsilonudur. f ve tiirevleri 1 merte-
besindeyse en iyi adimlar ileri fark icin h, = v/ ~ 1078, merkezi fark icin h, ~ ¢/ ~ 107° olur. Bu
adimlarda hata smirlar1 da yaklagik /2 ~ 1078 ve €2/3 ~ 10~'""dir. Demek ki merkezi fark yalniz daha
hizli yakinsamakla kalmaz, ulasabildigi dogruluk da daha yiiksektir.

Ornek 11.1 (Ustel Fonksiyonda En Iyi Adim). f(z) = e®i¢inz = 1'de § = ce ve M, = M; = e alin.
Onerme 11.2 ile verilen en iyi adimlar1 ve bu adimlardaki hata smirlarini hesaplayip adim taramasinin
tablosuyla kargilagtirin.

Coziim.

Formiiller. h, = 2/6/M, ve hy = {/36/M5 adimlarini ve siirlarn bu adimlardaki degerlerini
dogrudan koda dokeriz:

import math

eps = 2.0%*-52 # makine epsilonu

x = 1.0

delta = eps * math.exp(x) # bir f degerindeki yuvarlama hatasi

M = math.exp(x) # x yakininda |f''| ve |f'''| yaklasik e

h fwd = 2 * math.sqrt(delta / M)

bound fwd = M * h fwd / 2 + 2 * delta / h fwd

h cen = (3 * delta / M) ** (1 / 3)

bound cen = M * h cen**2 / 6 + delta / h cen

print(f"ileri fark : h = {h_fwd:.2e} sinir = {bound fwd:.2e}")
print(f"merkezi fark: h = {h_cen:.2e} sinir = {bound cen:.2e}")
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Ciktr:
ileri fark : h = 2.98e-08 sinir = 8.10e-08
merkezi fark: h = 8.73e-06 sinir = 1.04e-10

Karsilastirma. Ileri fark icin 6nerilen adim h L ~3- 10~®dir; tabloda en kiiciik hata (6,6 - 1072)
h =10"%de cikmisti. Merkezi fark icin onerilen adim h, ~ 8,7 - 10~%dur; tabloda en kiiciik hata
(5,9 -107) b = 10~%’te ctkmusts. Ayn1 hata h = 10~ "’de de cikmusti, ama orada yuvarlama hatalari
tesadiifen birbirini biiyiik 6l¢iide gétiirmiistiir. Sinir A = 10~ "’de 6 - 10~2’dur, yani bu adimda hata yiiz
kat bityiik de cikabilirdi; nitekim aradaki A = 10~® adiminda hata yeniden 1,6 - 10~19°dur. Giivenilir
olan yalmz h = 10~5teki sonuctur. Gergek hatalar sinirlarin altinda kalir, ¢iinkii sinir en kétii durumu
varsayar: iki yuvarlama hatasinin hem en biiyitk hem de ters isaretli oldugunu. Yine de sinirlar en iyi
adimin buyiikligini dogru tahmin eder.

]

Asagidaki sekil, tablonun iki siitununu ve teoremdeki iki sinir1 ayni logaritmik eksenlerde gosteriyor.
Hata egrileri V bicimindedir: sag kolda kesme hatasi, sol kolda yuvarlama hatasi baskindir.

hata

kesme hatas1 baskin

egim 1

egim -1
6 | yuvarlama

hatasi baskin

egim 2

—0— ileri fark
—&— merkezi fark

=== teoremdeki sinir

15 12 9

10 10

Sekil 11.1: e*fonksiyonunun x = 1'deki tiirevi i¢in ileri ve merkezi farkin hatas, iki eksen de logaritmik;

adim taramasi kodunun tablosundaki sayilarin aynisi. Sagda kesme hatasi baskindir ve dogrular 1 ile 2

egimiyle iner. Solda yuvarlama hatasi baskindir ve hata 1/h gibi buyiir. Kesikli egriler teoremdeki sinir-
lardir; i¢i bos halkalar sinirin en kiiciik oldugu adimlari, yaklasik 3-107® ve 9-107° degerlerini gosterir.

Adimi kiigtiltmek dogrulugu her zaman artirmaz

Fark béliimlerinde h kiiciilditkke yuvarlama hatasi 1/h gibi biiyiir. 1072 gibi ¢ok kiiciik bir adim,
10~° gibi orta bir adimdan ¢ok daha kétii sonug verir. Ayrica adim, z’in ve f’nin Slgegine gére
secilmelidir: z = 108 civarinda 1075 gibi bir adim z’in son basamaklarina diiser; x + h toplaminda
adimin yalniz birka¢ anlamli basamagi korunur.
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© Fark bolumiuyle tirev ti¢ adimda

1. Merkezi farki sec. Ileri ya da geri farki yalniz fonksiyon z’in bir yaninda taniml degilse kullan.

2. Adimu 6lgekle: 0 ~ | f(x) | ve M5 =~ | f”(z) | alarak h = {/36/Mj hesapla. Bu bilgiler yoksa
h = emax(1,| z |) kaba ama makul bir baglangigtir.

3. Tiirevi h ve 2h adimlariyla hesaplayip karsilastir. Iki sonucun farki hatanin biiyiikliigii hakkinda
fikir verir; fark beklenenden biiyiikse adimi yeniden diigiin.

Ornek 11.2 (Biiyiik Bir Noktada Logaritmanin Tiirevi). f(z) = Inz fonksiyonunun z = 10° nok-
tasindaki tiirevini merkezi farkla, adimi yukaridaki ii¢ adima goére secerek hesaplayin. Sonucu ezbere
secilmis h = 10~® adimimin sonucuyla karsilastirin. Kesin deger f/(10%) = 10~¢dur.

Coziim.

1. adim. ln z, 10’ nm iki yaninda da tanimlidir; merkezi farki kullaniriz.

2. adim. § = €In(105) ~ 3,1 - 10~ *’tir. f”(x) = 2/23 oldugundan My = 2 - 10~'® aliriz. Onerilen
adim h = {/30/M; ~ 16,6 ¢ikar. Bu adim ilk bakista biiyiik gériiniir, ama 106’ nin yaninda kiiciiktiir:
In x bu 6lgekte cok yavas degisir.

3. adim. h ile 2h adimlarinin sonuclarini karsilastiririz. Kiyas i¢in h = 1075 adimini da deneriz:

import math

def central diff(f, x, h):
return (f(x + h) - f(x - h)) / (2 * h)

eps = 2.0%*-52
X = 1.0e6
exact =1/ x # (Iln x)' = 1/x

# 2. adim: delta = eps |ln x| ve M3 = |[f''"'(x)| =2 / X3
delta = eps * abs(math.log(x))

M3 = 2 / x**3

h = (3 * delta / M3) ** (1 / 3)

print(f"onerilen h = {h:.2f}")

# 3. adim: h ile 2h karsilastirilar; kiyas ig¢in ezbere h = le-5
dl = central diff(math.log, x, h)
d2 = central diff(math.log, x, 2 * h)
print(f"D(h) ile D(2h) arasindaki bagil fark: {abs(dl - d2) / dl:.le}")
for step in [h, 2 * h, le-5]:
d = central diff(math.log, x, step)
rel = abs(d - exact) / exact
print(f"h = {step:8.3g} bagil hata = {rel:.le}")

Ciktr:

onerilen h = 16.63
D(h) ile D(2h) arasindaki bagil fark: 2.7e-10

h = 16.6 bagil hata = 1.0e-10
h = 33.3 bagil hata = 3.7e-10
h = le-05 bagil hata = 8.3e-08

Sonuc. D(h) ile D(2h) arasindaki bagil fark 2,7 - 10719"dur; gercek bagil hata da bu mertebededir (1,0 -
10710). Teoremdeki sinir, A = 10~ adiminda /A teriminden gelen 3 - 10~# kadar bir bagil hataya izin
verir. Bu ¢aligtirmada yuvarlama hatalar1 kismen birbirini gétirdagi icin gercek hata daha kigiik ¢ikt,
ama yine de 6nerilen adimdakinin yaklagik 800 katidur.

|
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Izgarada Tiirev: np.gradient

Simdiye kadar f’yi istedigimiz noktada hesaplayabiliyorduk. Fonksiyon bir tablo olarak verildiginde ise
adimi biz segemeyiz; elimizdeki noktalarla yetinmek zorundayiz.

Tamim 11.3 (np.gradient ile Izgarada Tiirev). z, < z; < ... < z,, noktalarinda y,, = f(z,) degerleri
verilsin. np.gradient(y, x) ¢agrisy, & indisli eleman1 f’(x,)’ye bir yaklasim olan n + 1 elemanli bir dizi
doéndirir.

« I¢ noktalarda (0 < k < n) zj,_;, ), T;4, noktalarindan gegen ikinci dereceden polinomun z, deki
tirevini alir. Araliklar esitse bu, merkezi fark bolimidir: (., — yr_1)/(2h).

+ Ug noktalarda varsayilan olarak tek yonlii fark bolimini kullanir: (y; — y,)/(2; — ) ve (y,, —
Yn_1)/ (T, —x,_1). edge_order=2 verilirse ilk ya da son ii¢ noktadan gecen ikinci dereceden polino-
mun ugtaki tiirevini alir.

Noktalar egit aralikliysa x dizisi yerine adim da verilebilir: np.gradient(y, h).

Yani np.gradient i¢ noktalarda ikinci mertebeden, uglarda ise varsayilan halde yalniz birinci mertebeden
bir yaklasim verir; edge _order=2 uglari da ikinci mertebeye ¢ikarir. Egit aralikta bunlar Niimerik Analiz
notlarindaki tig-nokta formiilleridir (bkz. Numerik Analiz). Dokuz noktali bir 1zgarada cos ’in tirevini
hesaplayip kesin tiirev — sin z ile kargilastiralim:

import numpy as np

X = np.linspace(0, np.pi, 9) # adim pi/8

y = np.cos(x)

exact = -np.sin(x)

gl = np.gradient(y, Xx) # uclarda birinci mertebe

edge order=2) # uclarda ikinci mertebe
print(np.round(gl, 4
print(np.round(g2, 4

X
g2 = np.gradient(y, x
)

( )
print(np.round(exact, 4) + 0.0) # + 0.0: -0. yerine 0. yazar

)
)

errl = np.abs(gl - exact)

err2 = np.abs(g2 - exact)

print("ic¢ noktalarda en buyutuk hata:", round(errl[1l:-1].max(), 4))

print("uclarda hata, varsayilan :", np.round(errl[[0, -1]1], 4))

print("uc¢larda hata, edge order=2 :", np.round(err2[[0, -111, 4))
Ciktr:

[-0.1938 -0.3729 -0.6891 -0.9003 -0.9745 -0.9003 -0.6891 -0.3729 -0.1938]
[-0.0148 -0.3729 -0.6891 -0.9003 -0.9745 -0.9003 -0.6891 -0.3729 -0.0148]

[ 0. -0.3827 -0.7071 -0.9239 -1. -0.9239 -0.7071 -0.3827 0. ]
i¢ noktalarda en buyuk hata: 0.0255
uglarda hata, varsayilan : [0.1938 0.1938]

uc¢larda hata, edge order=2 : [0.0148 0.0148]

I¢ noktalardaki en biiyiik hata 0,0255tir. Bu, Onerme 11.1 ile uyumludur: A = 7/8 icin %2 ~ 0,0257 eder.
Uclarda ise varsayilan tek yonlii fark 0,19 kadar sapar; edge_order=2 bu sapmay1 0,015’e indirir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 313 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/numerik-analiz/numerik-turev.html#prp-ntr-uc-nokta
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

314 Béliim 11. Sayisal Tiirev ve Integral

i¢ noktalar

uclar, varsayilan

@  uclar, edge_order=2

-0,5

0 /4 /2 3m/4 b

Sekil 11.2: np.gradient kodunun dokuz noktada buldugu tiirevler ve kesin tiirev —sin x. I¢c noktalardaki
merkezi farklar egriye cok yakindir. Uclardaki tek yonlii fark ise varsayilan halde 0,19 kadar sapar (ici bos
halkalar); edge order=2 ile bu sapma 0,015'e iner (yesil karolar).

Ornek 11.3 (Diizensiz Aralikli Ol¢iimlerden Hiz). Bir cismin konumu ¢ = 0; 0,5; 1,2; 2; 2,5; 3 sani-
yelerinde 6l¢iilmiis olsun ve konum s(¢) = 2t? metre kuralina uysun. Bu alt1 élgiimden cismin hizini
np.gradient ile hesaplayin ve kesin hiz v(t) = 4t ile kargilagtirin.

Coziim.

Cagr1. Olciim anlari esit aralikli olmadig1 icin zaman dizisini ikinci argiiman olarak veririz. Karsilag-
tirma icin son satirda t dizisini bilerek vermiyoruz:

import numpy as np

t = np.array([0.0, 0.5, 1.2, 2.0, 2.5, 3.0]) # saniye

s = 2 * t**2 # metre

print(np.gradient(s, t))

print(np.round(np.gradient(s, t, edge order=2), 6))

print(4 * t) # kesin hiz

print(np.gradient(s)) # YANLIS: adim 1 sanilir
Ciktr:

[ 1. 2. 4.8 8. 10. 11. ]

[ 0. 2. 4.8 8. 10. 12. ]

[ 0. 2. 4.8 8. 10. 12. ]

[0.5 1.44 3.75 4.81 5. 5.5 1]

Sonug. I¢ noktalarda sonuc tam olarak kesin hizdir, ¢iinkii ii¢ noktadan gecen ikinci dereceden polinom
s’nin kendisidir. U¢larda varsayilan tek yonlii fark 1 ve 11 verir (kesin degerler 0 ve 12); edge order=2
uclar1 da diizeltir. Son satir sik yapilan bir hatadir: x verilmezse np.gradient noktalar arasindaki
uzaklig1 1 sayar ve sonug¢ anlamsiz olur.

|

np.gradient ¢ok boyutlu dizilerde her eksen boyunca ayri ayr1 ¢alisir ve kismi tiirevleri bir demet olarak
déndiiriir. f(z,y) = sinz cosy fonksiyonunun kismi tiirevlerini [0, 2] x [0, 1] tizerindeki bir 1zgarada
hesaplayalim:
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import numpy as np

X = np.linspace(0, 2, 201) # adim 0.01
y = np.linspace(0, 1, 101) # adim 0.01
X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="ij") # X[1, j1 = x[i], YI[i, j1 = yl[jl

F = np.sin(X) * np.cos(Y)
Fx, Fy = np.gradient(F, x, y, edge order=2) # eksen 0 -> x, eksen 1 ->y
i, j = 100, 50

print(X[i, j1, Y[i, jI)

print(Fx[i, j1, np.cos(l) * np.cos(0.5

(

( ))
print(Fy[i, j1, -np.sin(1l) * np.sin(0.5))

( ))

( ))

0.
print(np.abs(Fx - np.cos(X) * np.cos(Y)).max())
print(np.abs(Fy + np.sin(X) * np.sin(Y)).max())

Ciktr:
1.0 0.5

0.4741519791538522 0.4741598817790379
-0.40341595643361927 -0.4034226801113349
3.333216667877892e-05
2.791296891380135e-05

indexing="1ij" secenegi, dizinin 0 numaral ekseninin z’e, 1 numarali ekseninin y’ye karsilik gelmesini
saglar; boylece np.gradient(F, x, y) énce 8f/0x’i, sonra df/Oy’yi verir. (1; 0,5) noktasinda iki kismi
tiirevin de ilk dért ondalik basamagi dogrudur. Biitiin 1zgaradaki en biiyik hata 3 - 1075 civarindadir;
adim 0,01 oldugundan bu, ikinci mertebeden bir yontemden beklenen buyiikluktiir.

Yamuk ve Simpson Kurallar:
Integrale gecelim. Belirli integrali hesaplamak icin [a, b] araligini n esit pargaya béler, her pargada f’yi
integrali kolay alian bir polinomla degistiririz.
Tanim 11.4 (Bilesik Yamuk Kurali). n > 1, h=(b—a)/nvek=0,1,...,n icin x;, = a + kh olsun.

f(zo) )

T, =h|2
n 2 2

+ f(@) + o+ flmq) +

sayisina f; f(z) dz icin bilesik yamuk kurali (composite trapezoidal rule) yaklagimi denir.

Yani her [z, z,,,] parcasinda f’yi uclardaki degerleri birlestiren dogruyla degistirip n yamugun alanini
toplariz (tek parca igin bkz. Niimerik Analiz). I¢ noktalar iki yamuga birden katildig igin agirliklar1 h, ug
noktalarin agirhigi h/2°dir.

Tanim 11.5 (Bilesik Simpson Kurali). nift, h = (b—a)/nvek =0,1,...,nicinz; = a + kh olsun.

S = 5 [ S00) + 45 (@1) + 24 (0) + 4f3) + .

sayisina f; f(z) dz i¢in bilesik Simpson kurali (composite Simpson’s rule) yaklagimi denir.

Yani [z, ©5)], [, 2,], ... ikili parcalarnin her birinde f’yi ii¢ noktadan gecen bir parabolle degistirip
parabollerin altindaki alanlar1 toplariz (tek parca igin bkz. Numerik Analiz). Agirliklar tek indisli nokta-
larda 4h/3, i¢ ¢ift indisli noktalarda 2h/3, uclarda h/3’tiir.

Iki kurali NumPy dilimleriyle birkac satirda yazabiliriz: y[1:-1] i¢ noktalari, y[1:-1:2] tek indisli
noktalari, y[2:-1:2] ise ic ¢ift indisli noktalar1 secer. Ornek olarak ilkeli elementer olmayan

2
/ e dx = \/—E erf(2)
0 2
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integralini alalim; kesin degeri math.erf ile hesaplariz.

import math

import numpy as np

def trapezoid rule(f, a, b, n):
"""Bilesik yamuk kurali, n esit alt aralik."""
X np.linspace(a, b, n + 1)
y = f(x)
h=(b-a)/n
return h * (y[0] / 2 + y[1:-1].sum() + y[-1] / 2)

def simpson rule(f, a, b, n):
"""Bilesik Simpson kurali; n ¢ift olmalzx.
if n % 2:
raise ValueError("Simpson kurali icin n c¢ift olmala")
X np.linspace(a, b, n + 1)
y = f(x)
h=(b-a)/n
return h / 3 * (y[0] + 4 * y[1:-1:2].sum()
+ 2 * y[2:-1:2].sum() + y[-1])

def f(x):
return np.exp(-x**2)

exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(2)

print(f”ke51n deger: {exact:.10f}")

print(f"T 4 = {trapezoid rule(f, 0, 2, 4)- 10f}")
print(f"S 4 = {simpson rule(f, 0, 2, 4):.10f}")

print(" n yamuk hatasi oran Slmpson hatasi1  oran")

old t = old s = None

for n in [4, 8, 16, 32, 64, 128, 256]:
et = abs(trapezoid rule(f, 0, 2, n) - exact)
es abs(simpson rule(f, 0, 2, n) - exact)
rt f'{old t / et:6.2f}" if old t else " -
rs = f"{old s / es:6.2f}" if old s else " -
print(f"{n:4d} {et:12.3e} {rt} {es:14.3e} {rs}")
old t, old s = et, es

Ciktr:

kesin deger: 0.8820813908
T 4 = 0.8806186341
S 4 = 0.8818124253
n yamuk hatasi oran Simpson hatasi oran

4 1.463e-03 = 2.690e-04 =
8 3.776e-04 3.87 1.588e-05 16.94
16 9.515e-05 3.97 9.942e-07 15.97
32 2.383e-05 3.99 6.212e-08 16.01
64 5.961e-06 4.00 3.882e-09 16.00
128 1.490e-06 4.00 2.426e-10 16.00
256 3.726e-07 4.00 1.516e-11 16.00

n = 4 i¢in iki yaklasimi agagidaki sekilde gorityoruz. Simpson kurali ayni bes fonksiyon degeriyle yamuk
kuralindan bes kat daha kiigiik hata veriyor.
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Yamuk kurali: T, = 0,8806 Simpson kuralr: S, = 0,8818

0,5 0,5

Sekil 11.3: e * fonksiyonunun [0, 2] araligindaki integrali, n = 4 alt aralikla; kurallar1 kendimiz yazdigimiz
kodun ilk iki sonucu. Solda her alt araliktaki yamuk, sagda ikiser alt aralig1 kaplayan iki parabol. Kesin
deger 0,8821'dir: parabollerin altindaki alan yamuklarin alanindan daha yakindur.

Tablonun “oran” siitunlari, n ikiye katlaninca hatanin yamuk kuralinda 4’e, Simpson kuralinda 16’ya
bolundugini gosteriyor. Bunun nedeni hata terimleridir.

Onerme 11.3 (Bilesik Kurallarin Hatas1). h = (b — a)/n olsun.
1. f € C%a,b] ise bir u € (a,b) igin

b — ) B2
[ rwyas—1, = -C=2E

olur.
2. n ¢ift ve f € C*[a, b] ise bir u € (a,b) icin

(b a) h? (4)
/ f(z) do D 0
olur.
ispat.
Yamuk. Tek bir [z, x| parcasinda yamuk kuralimin hatasi, bir §;, € (x}, T, ) icin — f (&) dir

(bkz. Niimerik Analiz). n parcay: toplariz:

b
[ t@yas-1, ———Zf” &)-

k=0

1 >, [ (&) ortalamasy, f” (&) sayilarinin en kiigugii ile en biiyiigi arasindadur. f” sirekli oldugundan,
ara deger teoremini bu iki degerin alindigi noktalar arasinda uygularsak ortalamaya esit olan bir f” (p)
degeri buluruz; ;1 bu iki nokta arasinda, dolayisiyla (a, b) igindedir. Boylece toplamnf” () olur venh® =
(b — a)h? esitligi birinci formiilii verir.

Simpson. Her [z, T5;, 5] parcasinda Simpson kuralinin hatas, bir §; igin — 90f (§ ) dir (bkz Niimerik
Analiz). n/2 pargay toplayip ayni ortalama argiimanini kullaniriz: toplam hata —5 - % f ) (1) olur ve
"h5 M esitligi ikinci formiilii verir.

.

Yani yamuk kurali ikinci, Simpson kurali dérdiincii mertebedendir. n ikiye katlaninca h yariya iner; yamuk
kuralinin hatas1 yaklasik 22 = 4’e, Simpson kuralininki 2* = 16’ya béliiniir. Simpson kurali derecesi en
cok 3 olan polinomlar: tam integre eder, ¢linkii onlarin dordiincii tiirevi sifirdir. Ayni tablo logaritmik
eksenlerde iki dogru verir ve dogrularin egimleri mertebeleri gosterir:
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yamuk: egim -2

Simpson: egim -4

10710

4 8 16 32 64 128 256

Sekil 11.4: Kurallar1 kendimiz yazdigimiz kodun tablosu, iki eksen de logaritmik. n her ikiye katlandiginda
yamuk kuralinin hatasi 4'e, Simpson kuralininki 16'ya bélintr: dogrularin egimleri -2 ve —4'tir, yani
hatalar h* ve h* ile orantilidir.

Orneklenmis Veriyle Integral

Kendi yazdigimiz fonksiyonlar f’yi bir Python fonksiyonu olarak aliyordu. Bir &l¢iim tablosunda ise
elimizde yalniz sayilar vardir; NumPy ve SciPy’nin hazir fonksiyonlar1 dogrudan bu sayilarla ¢aligir.

Tanim 11.6 (np.trapezoid ve scipy.integrate.simpson). y dizisi, x dizisindeki noktalarda fonksiyonun
degerlerini tutsun.

« np.trapezoid(y, x) her [z, ;] parcasinda bir yamugun alanini hesaplayip toplar: Zk(ack+1 —
xy) % Noktalarin esit aralikli olmasi gerekmez. Esit aralikta x yerine dx=h de verilebilir.
« scipy.integrate.simpson(y, x=x) bilesik Simpson kuralini uygular. Alt aralik sayisi tek oldugunda

da calisir; son aralig1 ayr1 bir formiille hesaba katar.

Yani bu iki fonksiyon, yukarida kendimiz yazdigimiz kurallarin veri dizisi alan siiriimleridir. NumPy’nin
eski siirimlerindeki np. trapz adi kaldirilmistir; yeni kodda np. trapezoid kullanilir.

import numpy as np
from scipy.integrate import simpson

X = np.linspace(0, 2, 5) # n = 4 alt aralik, h = 0.5
y = np.exp(-x**2)

print(np.trapezoid(y, x)) # x noktalari verilerek
print(np.trapezoid(y, dx=0.5)) # esit aralikta yalniz adim

print(simpson(y, x=x))

# Dlzensiz araliklar: yamuk kurali her parcanin kendi genisligini kullanir
Xu = np.array([0.0, 0.2, 0.5, 1.0, 1.4, 2.0])
print(np.trapezoid(np.exp(-xu**2), xu))

Ciktr:

0.8806186341245394
0.8806186341245394
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0.8818124252941161
0.8931873236709345

flk ii¢ say1, kendi kodumuzun n = 4 igin buldugu T, ve S, degerleriyle aynidir. Son satirda noktalar
diizensiz araliklidir; np.trapezoid her parcanin kendi genisligini kullanir.

O Bilesik kuralla integral iic adimda

1. Noktalar1 ve degerleri kur: x = np.linspace(a, b, n + 1) vey = f(x). Simpson kurali i¢in n’yi
cift sec.

2. np.trapezoid(y, x) yada simpson(y, x=x) ile yaklasimi hesapla.

3. n’yi ikiye katlayip yeniden hesapla. Yeni yaklagimin hatas1 yamuk kuralinda yaklasik (75, —
T,,)/3, Simpson kuralinda yaklagik (S,,, —S,,)/15tir.

Ornek 11.4 (ikiye Katlayarak Hata Tahmini). [ 12 d?x = In 2 integraline yamuk ve Simpson kuralla-

riyla n = 8,16, 32 alt aralik i¢in yaklasin. Her ikiye katlamada yeni yaklagimin hatasini tahmin edin ve
tahmini gercek hatayla karsilastirin.

Coziim.
Tahminin gerekgesi. I kesin deger olsun. Yamuk kuralinda I — T, ~ 4 (I — Tj,,,) oldugundan

olur,yaniI — T, ~ (T,,, — T,,)/3’tiir. Simpson kuralinda ayni hesap 16 carpamiyla I — S,,, ~ (S,,, —
S,,)/15 verir.
Kod. Ug adimi bir déngiide uygulariz:

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import simpson

exact = math.log(2)
old t = old s = None
for n in [8, 16, 32]:
# 1. adim: noktalar ve degerler
np.linspace(l, 2, n + 1)
1/ x
. adaim: kurallar
np.trapezoid(y, x)
simpson(y, X=x)
. adim: n'yi ikiye katlayinca hata tahmini
if old_t is not None:
est t = (t - old t) / 3
est s = (s - old s) / 15
print(f"n = {n:2d} yamuk: tahmin {est t:.2e}"
f" gercek {exact - t:.2e}")
print(f" Simpson: tahmin {est s:.2e}"
f" gercek {exact - s:.2e}")
old t, old s = t, s

H 0 + < X
Nl

w

Cikt1:
n =16 vyamuk: tahmin -2.44e-04 gercgek -2.44e-04
Simpson: tahmin -4.59e-07 gercek -4.72e-07
n = 32 vyamuk: tahmin -6.10e-05 gercgek -6.10e-05

Simpson: tahmin -2.95e-08 gercek -2.97e-08
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Sonu¢. Yamuk kurali i¢in tahmin ile gercek hata, yazilan {i¢ basamakta aynidir. Simpson kuralinda
da tahmin gercek hatanin yiizde ti¢li icindedir. Hatalar negatiftir, yani iki kural da integrali fazla
tahmin eder. Onerme 11.3 bunu aciklar: f(z) = 1/z icin f”(z) = 2/2° ve f*)(x) = 24/x° pozitiftir.
Yamuk kuralinda bunun geometrik anlami da vardir: 1/x digbiikey oldugu i¢in kirisgler egrinin iistiinde
kalir. Kesin degeri bilmedigimiz durumlarda bu tahmin, kag alt araligin yetecegine karar vermek icin
kullanilir.

|

Ornek 11.5 (Hiz Tablosundan Yol). Bir aracin hizi ilk bir dakika boyunca bes saniyede bir okunmus
ve sirasiyla 0; 8,5; 14,6; 19,0; 22,1; 24,3; 25,9; 27,1; 27,9; 28,5; 28,9; 29,2; 29,5 m/s bulunmus olsun. Aracin bu
siirede aldig1 yolu yamuk ve Simpson kurallariyla hesaplaym. Tablo v(t) = 30 (1 — e */1%) modelinden
retilip bir ondaliga yuvarlanmistir; sonuglari modelin verdigi f:o v(t) dt = 1350 + 450 e~ degeriyle
karsilagtirin.

Cozim.
Veri. 13 6l¢lim 12 esit alt aralik verir; n ¢ift oldugundan Simpson kurali dogrudan uygulanir.

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import simpson

t = np.arange(0, 61, 5.0) #0, 5, ..., 60 saniye
= np.array([0.0, 8.5, 14.6, 19.0, 22.1, 24.3, 25.9,
27.1, 27.9, 28.5, 28.9, 29.2, 29.5]) # m/s
print("yamuk :", np.trapezoid(v, t))
print("Simpson:", simpson(v, x=t))
print("model :", 1350 + 450 * math.exp(-4))
Cikt1:

yamuk : 1353.75
Simpson: 1357.8333333333335
model : 1358.2420374999303

Sonug. Simpson kurali modelin degerinden 0,4 metre, yamuk kural1 4,5 metre uzakta kald1. Verideki
yuvarlama tek basmma sonucu 60 - 0,05 = 3 metreye kadar degistirebileceginden Simpson sonucu,
verinin izin verdigi dogruluktadir. Yamuk kuralinin hatasi ise cogunlukla kuralin kendisinden gelir: v
icbiikeydir ve kirigler egrinin altinda kalir.

|

Bazen integralin yalniz son degeri degil, iist sinirin fonksiyonu olarak biitiin gidisat1 gerekir: F'(z) =

f; f(t)dt. scipy.integrate.cumulative trapezoid(y, x, initial=0) her z; icin f;k f(t) dt integ-
P 0

ralinin yamuk kuraliyla bulunan yaklagimim verir; initial=0 ilk elemani 0 yapar. Ornek olarak SymPy

ile Sembolik Hesap boliimiinde karsilastigimiz siniis integrali fonksiyonunu,

T sint

Si(z) = /O LY

[0, 20] araliginda hesaplayalim. t = 0°da sin ¢/t ifadesi 0/0 olur. np.sinc(u) ise sin(mu)/(7wu) degerini
hesaplar ve u = 0’da 1 verir; bu yiizden np.sinc(t / np.pi) sorunu ortadan kaldirir.

import numpy as np
from scipy.integrate import cumulative trapezoid
from scipy.special import sici
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t = np.linspace(0, 20, 401) # adim 0.05

y = np.sinc(t / np.pi) # sin(t)/t; t =0'da 1

Si = cumulative trapezoid(y, t, initial=0) # Si[k] = t[0]..t[k] integrali
exact = sici(t)[0] # sici, (Si, Ci) ikilisini verir
print(len(Si), Si[-1])

print("en buylk hata:", np.abs(Si - exact).max())

k = Si.argmax()
print("en biyik deger:", t[k]l, Si[k])

Ciktr:

401 1.5482454765212605
en biyik hata: 9.086494840016002e-05
en blylk deger: 3.1500000000000004 1.8518598626730711

Sonuglar, SciPy’nin 6zel fonksiyonu scipy.special.sici ile 107* duyarlikla uyusuyor. sici(t) iki dizi
dondiiriir, siniis integrali Si ve kosiniis integrali Ci; ilkini [0] indisiyle aldik. En buyik deger x =«
civarindadir, ¢iinkii Si'nin tiirevi olan sin z/z ilk kez orada sifir olur ve isaret degistirir.

2 (3,15; 1,8519)

Si(x)

sin t/t

Sekil 11.5: cumulative trapezoid kodunun 401 noktada hesapladig: Si(x) degerleri (mavi) ve integrali
alan sin #t fonksiyonu (gri). Si(x), sin #t pozitifken artar, negatifken azalir; en bityiik degerine x = nt
civarinda ulasir ve 71/2 dogrusu etrafinda sénen salinimlarla ona yaklagur.

Sekil, z — oo iken Si(z)’in 7/2’ye yaklastigim diisindiirityor. Bu genellestirilmis integrali birazdan quad
ile hesaplayacagiz.

Uyarlamali Integral: quad

Integrand bir Python fonksiyonu olarak verildiginde en pratik ara¢ scipy.integrate.quad fonksiyonu-
dur. Bu fonksiyon noktalar1 kendisi secer ve sonucun yaninda bir hata tahmini de verir.

Tanim 11.7 (scipy.integrate.quad). quad(f, a, b) cagrsi fj f(z) dz i¢in bir (deger, hata) ikilisi
dondiiriir; buradaki hata, degerin mutlak hatasi i¢in bir tahmindir. quad her alt aralikta integrali ve
hatasini yiiksek dereceli bir kuralla tahmin eder ve toplam hata tahmini istenen sinirin altina inene kadar
hata tahmini en biiyiik olan alt aralig1 ikiye boler. Sinirlar np. inf ya da -np.inf olabilir. Varsayilan hedef,
mutlak ya da bagil hatanin yaklagik 1,5 - 107%’in altina inmesidir (epsabs ve epsrel parametreleri).

Yani quad bizden n istemez: zor bolgelerde alt araliklar: siklastirir, kolay bolgelerde genis tutar. Bu tiir
yontemlere uyarlamali (adaptive) integral yontemleri denir. quad, uzun yillardir kullanilan QUADPACK
kiitiiphanesinin algoritmalarina dayanir.
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import math
import numpy as np

from scipy.integrate import quad

def f(x):
return np.exp(-x**2)

value, err = quad(f, 0, 2)
exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(2)

print(value, err)

print("gercek hata:", abs(value - exact))

info = quad(f, 0, 2, full output=1)[2]

print("fonksiyon cagrisi:", info["neval"])
Cikt1:

0.8820813907624215 9.793070696178202e-15
gercek hata: 0.0
fonksiyon cagrisi: 21

full output=1 verilirse quad ti¢iincii bir eleman olarak ayrintili bir bilgi s6zlugti de dondiiriir; kodda bu
demetin [2] indisli elemanini aldik. S6zliglin neval anahtari, fonksiyonun kac kez hesaplandigini verir.
quad sonucu yalniz 21 fonksiyon degeriyle makine duyarliginda buldu; Simpson kurali 257 noktayla ancak
10~"’e inmisti. Hata tahmini 10714 mertebesindedir ve gercek hata ondan da kiiciiktiir.

Integrand bagka parametrelere de baglysa bu parametrelerin degerleri args ile verilir.

Ornek 11.6 (Bessel Fonksiyonlarini integralle Hesaplamak). n bir tam say1 olmak iizere birinci tiir
Bessel fonksiyonu

1 s
J,(x) == [ cos(nt —zsinT)dr

integraliyle verilebilir. J;(2,5), J;(2,5) ve J,(2,5) degerlerini quad ile hesaplayip scipy.special.jv
fonksiyonunun degerleriyle karsilagtirin.

Coziim.
Parametreler. Integrand 7'nun yaninda n ve z’e de baghdir. quad integrali her zaman fonksiyonun
ilk argiimanina gore alir; geri kalan argiimanlarin degerleri args demetiyle verilir:

import numpy as np
from scipy.integrate import quad
from scipy.special import jv

def integrand(tau, n, x):
return np.cos(n * tau - x * np.sin(tau))

X = 2.5

for n in [0, 1, 2]:
value, err = quad(integrand, 0, np.pi, args=(n, x))
print(n, value / np.pi, jv(n, X))

Cikti:
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0 -0.048383776468198046 -0.048383776468197914
1 0.49709410246427405 0.4970941024642741
2 0.4460590584396172 0.44605905843961724

Sonug. Ug deger de SciPy’nin 6zel fonksiyonuyla son bir iki basamak disinda aynidir. args yerine
lambda tau: integrand(tau, n, x) de yazilabilirdi; args daha okunaklidir.
u

11.6.1 Gauss Kurallar

quad’in 21 degerle bu kadar iyi sonug vermesinin nedeni, digtimleri akillica segmesidir. Yamuk ve Simpson
kurallar1 diigtimleri esit aralikli alir. Diigiimleri de serbest birakirsak, n diigiimlii bir kural derecesi en ¢ok
2n — 1 olan biitin polinomlar: tam integre edecek bicimde kurulabilir. Bu kurallara Gauss-Legendre
kurallar1 denir; ispatlarini burada vermeyecegiz. NumPy’de np.polynomial.legendre.leggauss(n)
fonksiyonu [—1, 1] aralif1 i¢in diigiimleri ve agirliklar: verir:

import numpy as np

t, w=
print(t
print(w)
for k in range(7):

approx = (w * t**k).sum()

exact = (1 - (-1) ** (k + 1)) / (k + 1) # [-1, 1] lGzerinde x"k
print(f"k = {k} Gauss = {approx:.12f} kesin = {exact:.12f}")

np.polynomial.legendre.leggauss(3) # 3 digim ve agirlik
)

Cikti:

[-0.77459667 O. 0.77459667]
[0.55555556 0.88888889 0.55555556]

k = 0 Gauss = 2.000000000000 kesin = 2.000000000000
k =1 Gauss = 0.000000000000 kesin = 0.000000000000
k =2 Gauss = 0.666666666667 kesin = 0.666666666667
k =3 Gauss = 0.000000000000 kesin = 0.000000000000
k =4 Gauss = 0.400000000000 kesin = 0.400000000000
k =5 Gauss = 0.000000000000 kesin = 0.000000000000
k =6 Gauss = 0.240000000000 kesin = 0.285714285714

U¢ diigimlii kural k = 0,1, ...,5 icin kesin sonucu verir ve k = 6’da yanilir: 2 -3 — 1 = 5. Diigiimler
simetriktir ve araligin u¢ noktalar1 digiim degildir. f02 e~*" dz integralini # = 1 + t degiskeniyle [—1, 1]’
tasiy1p digiim sayisi artiralim:

import math
import numpy as np

exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(2)
for n in range(2, 9):
t, w = np.polynomial.legendre.leggauss(n)
# [0, 2] -> [-1, 1]: x =1+ t, dx = dt
approx = (w * np.exp(-(1 + t) ** 2)).sum()
print(f"n = {n} hata = {abs(approx - exact):.le}")

Cikt1:
n=2 hata = 3.7e-02
n=3 hata = 3.2e-03
n=4 hata = 1.5e-04
n=>5 hata = 3.4e-06
n==~6 hata = 3.5e-08
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n=7 hata = 6.8e-09
n=28 hata = 3.4e-10

Sekiz fonksiyon degeriyle hata 3 - 10719a iniyor; Simpson kurali bu dogruluk icin yaklagik 130 nokta
istiyordu. quad her alt aralikta 21 noktal1 bir Gauss—Kronrod kurali kullanir: bu kural 10 noktali Gauss
kuralinin digiimlerine 11 digiim ekler. Deger olarak 21 noktali kuralin sonucu alinir; iki kuralin sonuglar:
arasindaki fark ise hata tahmininin temelidir. quad bu fark: deneyimle belirlenmis bir formiille 6l¢ekler ve
tahminin yuvarlama diizeyinin altina inmesine izin vermez. ilk quad érnegindeki 9,8 - 10~!® tahmini bu
yuvarlama tabanidir: 50 € - 0,8821 ~ 9,8 - 1071°, yani makine epsilonunun 50 kat1 ile integralin degerinin
carpimi.

Zor Integrandlar

Uyarlamali bélmenin giicii, integrand bir yerde hizla degistiginde ortaya cikar. z = 0,3’te dar ve yiiksek
bir tepesi olan

1
(z —0,3)% + 104

fz) =

fonksiyonunu [0, 1]’de integre edelim. Kesin deger 100 (arctan 70 + arctan 30)’dur. quad’in hangi nokta-
lara baktigini gérmek icin fonksiyonu, her ¢agrida «’i bir listeye ekleyecek bigimde yaziyoruz:

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

calls = []

def f(x):
calls.append(x) # quad'in baktigi noktalari kaydet
return 1 / ((x - 0.3)**2 + le-4)

exact = 100 * (math.atan(70) + math.atan(30))

value, err, info = quad(f, 0, 1, full output=1)

print(value, err, abs(value - exact))

print("cagri sayisi:", len(calls), " alt aralik:", info["last"])

left = info["alist"][:info["last"]] # alt araliklarin sol ucglari
ends = np.sort(np.concatenate([left, [1.0]])) # sag uc 1'i de ekle
print(ends)

x = np.linspace(0, 1, 1001)

print("yamuk, 1001 nokta, hata:", abs(np.trapezoid(f(x), x) - exact))

Cikt1:

309.3986915124147 2.3722903395168027e-08 2.2737367544323206e-13

cagri sayisi: 315 alt aralik: 8

[0. 0.125 0.25 0.28125 0.296875 0.3125 0.375 0.5
1. 1

yamuk, 1001 nokta, hata: 6.6448414486330876e-06

Bilgi s6zliginde info["last"] alt aralik sayisi, info["alist"] alt araliklarin sol uglaridir; bu sol uclara
np.concatenate ile son sag u¢ 1’i ekleyip siralayinca biitiin uglar elde ederiz. quad 315 fonksiyon
degeriyle 10713 hataya ulasti; 1001 esit aralikli noktayla yamuk kurali ise 7 - 1075 hatada kald1. Sekil, alt
araliklarin tepeye dogru nasil daraldigini gosteriyor.
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10.000
) = 1/((x £ 0,3)> + 107%)

5.000
8 alt aralik

315 cagn

=
S Y AV B

X

T TAAACEY 0 T T Hllllli

0,25 0,5 0,75

Sekil 11.6: quad'mn x = 0,3'teki dar tepeyi nasil ¢6zdigii: tepe fonksiyonu kodunun kaydettigi veriler. Kesikli

cizgiler quad'in boldugi 8 alt araligin uglari, eksenin altindaki kisa ¢izgiler fonksiyonun hesaplandig 315

nokta. Alt araliklar tepenin yaninda ikiye boline béliine daralir; fonksiyonun diz oldugu yerde tek genis
aralik yeter.

quad, sonsuz araliklar1 ve u¢ noktada sonsuza giden integrandlar1 da ¢ogu zaman sorunsuz isler (genel-
lestirilmis integraller i¢cin bkz. Analiz 3 ve Analiz 3):

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

print(quad(lambda x: np.exp(-x**2), 0, np.inf), math.sqrt(math.pi) / 2)
print(quad(lambda x: np.exp(-x**2), -np.inf, np.inf), math.sqrt(math.pi))
print(quad(lambda x: 1 / np.sqrt(x), 0, 1))
print(quad(np.log, 0, 1))

Ciktr:

(0.8862269254527579, 7.101318390472462e-09) 0.8862269254527579
(1.7724538509055159, 1.4202636780944923e-08) 1.7724538509055159
(1.9999999999999984, 5.773159728050814e-15)
(-0.9999999999999999, 1.1102230246251563e-15)

fooo e dz = \/7/2, ffzo e dz = /7, fol 2 dx =2 ve fol Inzdr = —1 degerleri son bir iki
basamaga kadar dogru. Sonsuz aralikta quad once bir degisken degistirmeyle aralig1 sonlu yapar. Uctaki
tekillikleri ise integrand: u¢ noktada hi¢ hesaplamadan, uca dogru siklasan alt araliklar ve bir ekstrapo-
lasyonla agar. Tekillik araligin icindeyse quad’a yerini séylemek gerekir:

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def f(x):
return 1 / np.sqrt(abs(x))

with np.errstate(divide="ignore"): # 1/0 uyarisini sustur
print(quad(f, -1, 1))
print(quad(f, -1, 1, points=[0]))

Ciktr:
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(inf, inf)
(3.9999999999999813, 5.684341886080802e-14)

1/4/| z | fonksiyonu x = 0’da sonsuza gider. 21 noktali kuralin orta diigiimii [—1, 1]’in tam ortas1 oldu-
gundan quad fonksiyonu 0’da hesaplamaya ¢alisti ve inf dondiirdii. points=[0] parametresi aralig tekil
noktadan boler. Tekillik boylece iki alt araligin ucuna gelir ve sonug dogru ¢ikar: f_11| z |["Y2dz = 4.

Iraksak bir integralde ise quad yine bir say1 déndiiriir ve yalmz bir uyar1 verir. [ 01 dz/x integrali iraksaktir:

import warnings
from scipy.integrate import quad

with warnings.catch warnings(record=True) as caught:
warnings.simplefilter("always") # uyarilari yakala
value, err = quad(lambda x: 1 / x, 0, 1)

print(value, err)

print(caught[0].category. name )

print(str(caught[0].message).splitlines()[0])

Ciktr:

41.67684067538809 9.35056037314051
IntegrationWarning
The maximum number of subdivisions (50) has been achieved.

quad 50 alt aralik siirma takilip 41,68 degerini ve 9,35 gibi biiyiik bir hata tahmini déndiirdii; sonug
anlamsizdir. warnings.catch warnings(record=True) blogu, blok icinde verilen uyarilar1 bir listede
toplar; boylece uyariy: program icinde denetleyebiliriz.

Uyarilar ve hata tahminini okuyun

quad basarisiz oldugunda hata vermez; IntegrationWarning tiiriinde bir uyar1 basar ve bir say1
dondiirmeye devam eder. Hata tahmini degere gore bityiikse ya da bir uyari ¢iktiysa sonug giivenilir
degildir. Tersine, kiiciik bir hata tahmini de kamit degildir: integrand quad’in baktig1 noktalarin
arasinda beklenmedik bicimde davraniyorsa tahmin yanilabilir. Onemli bir sonucu bagimsiz bir yolla,
ornegin degisken degistirerek ya da integrali parcalara bélerek yeniden hesaplayin.
Yavas sénen salinimlar da quad’t zorlar. Sekildeki Si(x)’in limiti olan fooo A
Analiz 3) dogrudan hesaplamaya caligmak bagarisiz olur. Care, salinimi quad’a agirlik olarak bildirmektir:
weight="sin", wvar=1 secenekleri [ g(z)sinz dz bi¢cimindeki integraller i¢in ézel bir ydntem kullanr.

£ dx = 7 integralini (bkz.

import math
import warnings

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def sinc(x):
return np.sinc(x / np.pi) # sin(x)/x

with warnings.catch warnings(record=True) as caught:
warnings.simplefilter("always")
print(quad(sinc, 0, np.inf))
print(str(caught[0].message).splitlines()[0])

# [0, 1] olagan; [1, oo) lzerinde 1/x, sin(x) agirligiyla

partl, = quad(sinc, 0, 1)

part2, = quad(lambda x: 1 / x, 1, np.inf, weight="sin", wvar=1)
print(partl + part2, math.pi / 2)
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Ciktr:

(2.2478679634674115, 3.2903230521899287)
The integral is probably divergent, or slowly convergent.
1.5707963268467806 1.5707963267948966

Dogrudan ¢agr1 2,25 gibi yanlig bir deger ve “integral muhtemelen iraksak ya da yavag yakinsak” uyarisi
verdi. Integrali [0, 1] ve [1, c0) olarak ikiye béliip ikinci parcay1 g(x) = 1/ ve sinz agirligiyla hesapla-
yinca sonug 7/2’ye 5 - 10711 yakinlikta cikt1.

© quad ile giivenilir integral ii¢ adimda

1. Integrandi incele: aralik sonsuz mu, integrand bir yerde sonsuza gidiyor mu, yavas sénen bir
salinimi var m1?

2. Zorluklar1 quad’a bildir: tekil noktalar1 araligin ucuna getir (aralif1 bol ya da points ver), sonsuz
aralif1 ayr1 bir parca yap, salinimlar i¢in weight kullan.

3. Uyarilar1 ve hata tahminini oku; sonucu bilinen bir degerle ya da baska bir yolla denetle.

Ornek 11.7 (Gamma Fonksiyonunun Yarimdaki Degeri). ['(1/2) = fooo t=1/2¢~t dt degerini quad
ile hesaplayin ve /7 ile kargilagtirin (bkz. Analiz 3).

Coziim.
1. adim. Integrand ¢ = 0’da sonsuza gider ve aralik sonsuzdur; iki zorluk birden vardur.

2. adim. Integrali ¢t = 1’den béliip iki parcay1 ayr1 hesaplariz: [0, 1]’de tekillik araligin ucundadur,
[1,00)’da integrand iistel olarak soner.

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def g(t):
return np.exp(-t) / np.sqrt(t)

left, errl = quad(g, 0, 1) # t = 0'da tekil
right, err2 = quad(g, 1, np.inf) # sonsuz aralik
print(left, errl)

print(right, err2)

print(left + right)

print(math.sqrt(math.pi), math.gamma(0.5))

Ciktr:

1.4936482656248504 4.0730441241976223e-10
0.2788055852806195 4.764513549588497¢e-09
1.77245385090547

1.7724538509055159 1.7724538509055159

3. adim. Uyar1 ¢tkmadi ve iki parcanin hata tahminleri 10~ mertebesinde kald1. Toplam, /7 ile ve
math.gamma(0.5) ile 5 - 1071* yakinlkta uyusuyor.
u

Katl1 Integraller: dblquad ve tplquad

quad’1 i¢ ice kullanarak katl integraller de hesaplanabilir; SciPy bunu hazir fonksiyonlarla yapar.
Tanim 11.8 (dblquad ile ki Katli integral). dblquad(func, a, b, gfun, hfun) cagrisi
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b ph(z)
/ / func(y, z) dy dx
(z)

ardigik integralini hesaplar ve bir (deger, hata) ikilisi dondiriir. gfun ve hfun, 2’e bagl alt ve tist sinirlar
veren fonksiyonlardir; sinirlar sabitse say1 olarak da verilebilirler. func fonksiyonunun ilk argiimani i¢
degisken y, ikincisi dig degisken a’tir.

Yani dblquad, birinci tip bir bélgede (bkz. Integral Calculus) yazilan ardigik integrali (bkz. Integral
Calculus) i¢ ice iki quad ¢agrisiyla hesaplar: dis integral « tizerinden, i¢ integral y tizerinden alinir.

dblquad’da argiiman sirasi

func(y, x) sirasi, matematikteki f(z,y) aliskanhifinin tersidir. lambda x, y: ... yazmak hata
vermez ama sessizce bagka bir integral hesaplar; integrand z ile y’de simetrik degilse sonu¢ yanlis
¢ikar. tplquad’da sira func(z, y, x)‘tir: en icteki degigsken her zaman 6nce gelir.

Ornek 11.8 (iki Parabol Arasindaki Bolgede integral). D, y = 222 ve y = 1 + 22 parabollerinin

sinirladifs bolge olmak iizere || fD (x + 2y) dA integralini dblquad ile hesaplayin. Bu integral Integral

Calculus notlarinda elle hesaplanmis ve i’—g bulunmustur (bkz. Integral Calculus).

Sekil 11.7: dblquad 6rnegindeki D bolgesi. Dis integral x'i a = —1'den b = 1'e gotiiriir; her x i¢in i¢ integral
y'yi alttaki gfun(x) = 2x® paraboliinden tstteki hfun(x) = 1 + x* paraboliine kadar tarar (ok).

Coziim.

Sinirlar. Paraboller 222 = 1 + z2, yani z = +1 iken kesigir. —1 < z <1 i¢in 2 <1 oldugundan
alttaki parabol y = 22, iistteki y = 1 + 22’dir. Dolayisiyla @ = —1, b = 1, gfun fonksiyonu 22 ve
hfun fonksiyonu 1 + z%’dir.

Kod.
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from fractions import Fraction

from scipy.integrate import dblquad

value, err = dblquad(lambda y, x: x + 2 * vy, # Once y, sonra X
-1, 1, # x sinirlari
lambda x: 2 * x**2, # alttaki parabol
lambda x: 1 + x**2) # Ustteki parabol

print(value, err)
print(float(Fraction(32, 15)))

Ciktr:

2.1333333333333333 2.3684757858670007e-14
2.1333333333333333

Sonug. dblquad, % = 2,1333... degerini 1071 mertebesinde bir hata tahminiyle verdi; elle yapilan
hesapla ayni.
L

Tanim 11.9 (tplquad ile U¢ Katl Integral). tplquad(func, a, b, gfun, hfun, gfun, rfun) cagrisi

b rh(z)  pr(zy)
/ / / func(z,y,z) dzdy dz
a Yg(x) “q(=y)

ardigik integralini hesaplar. gfun ve hfun z’e, qfun ve rfun ise z ile y’ye bagh sinirlardir; sabit sinirlar
say1 olarak verilebilir.

Yani tplquad, tip 1 bir cisim i¢in (bkz. Integral Calculus) yazilan ardisik integrali hesaplar: en icte z, ortada
y, dista x izerinden integral alinir.

Ornek 11.9 (Bir Yiizeyin Altindaki Cisimde U¢ Katli Integral). E, birinci oktantta z = 122y yiizeyi
iley = z, z = 1 ve z = 0 diizlemleri arasinda kalan cisim olsun. [J] fE zdV integralini tplquad ile hesap-
layin ve Integral Calculus notlarinda bulunan 4 sonucuyla karsilastirin (bkz. Integral Calculus).

Coziim.

Sinurlar. Cisim 0 <z < 1,0 <y <z ve 0 < z < 122y esitsizlikleriyle betimlenir. Sabit alt sinirlar1
dogrudan 0 olarak yazariz:

from scipy.integrate import tplquad

value, err = tplquad(lambda z, y, x: z,

o1, # x sinirlaryi
0, lambda x: X, # y sinirlari
0, lambda x, y: 12 * x * vy) # z sinirlari

print(value, err)
Ciktr:
4.0 7.890024717707689%¢e-13

Sonug. Deger 4, hata tahmini 10~'2 mertebesinde; elle bulunan sonucla aynu
|
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Dért ve daha ¢ok katli integraller icin scipy.integrate.nquad vardir. Ancak boyut arttikca ic ice kural-
larin maliyeti iistel bityiir: her boyutta 21 nokta kullanilirsa d boyutta en az 21¢ fonksiyon degeri gerekir.
Yiiksek boyutlarda bu ytizden Monte Carlo yontemleri tercih edilir (bkz. Rastgele Sayilar ve Monte Carlo
Yontemleri).

Alistirmalar

Alistirma 11.1 (Kiip Fonksiyonunda fleri Farkin Hatas1). f(z) = 2® icin o = 2'deki ileri fark
boliimiiniin hatasinin tam olarak 6 + h? oldugunu gésterin ve bunu A = 0,1; 0,01; 0,001 icin Python ile
dogrulayin.

Cozim.
Hesap. (2 + h)3 = 8 + 12h + 6h2 + h? oldugundan

(24 h)®>—38
h
olur. f/(2) = 3-2% = 12 oldugundan hata 6h + h?’dir. Bu, Onerme 11.1 ile uyumludur: f”(£) = 6

oldugundan % f”(¢) = 3h&dir ve £ = 2 + h/3 icin 3h{ = 6h + h? olur.
Kod.

D f(2) = =12 + 6h + h2

def f(x):
return x**3

X = 2.0
for h in [0.1, 0.01, 0.001]:
err = (f(x + h) - f(x)) / h - 12.0 # f'(2) = 12

print(f"h = {h:5.3f} hata = {err:.10f}"
f" 6h + h"2 = {6 * h + h**2:.10f} hata/h = {err / h:.4f}")

Ciktr:
h = 0.100 hata = 0.6100000000 6h + h"2 = 0.6100000000 hata/h = 6.1000
h =0.010 hata = 0.0601000000 6h + h"2 = 0.0601000000 hata/h = 6.0100
h =0.001 hata = 0.0060010000 6h + h"2 = 0.0060010000 hata/h = 6.0010

Sonug. Kayan noktali hesap on ondalik basamaga kadar formiille ayni. Hata A ile orantilidir ve hata
bélii h oran1 f”(2)/2 = 6’ya yaklagir: ileri fark birinci mertebedendir.
]

Alistirma 11.2 (Bes Noktali Merkezi Fark). Begs noktali merkezi fark formiila
f(x —2h) —8f(x —h) +8f(z + h) — f(x + 2h)

ile verilir ve kesme hatasi g—; | fO)(¢) | kadardir. f(z) =sinz i¢in = 1'de bu formila h =
1071, ...,107% adimlariyla deneyin. Hatanin h* ile kiiciildiigii adimlar1 ve en iyi adim1 bulun.
Cozim.

Toplam hata. Formiildeki katsayilarin mutlak degerlerinin toplami 1 + 8 + 8 + 1 = 18’dir. Her fonk-

siyon degeri en cok § kadar yanlhgsa yu\garlamadan gelen hata en ¢ok % = % olur. Toplam hata sinir1
E(h) = 235~ + $°dir. B'(h) = 53"~ — 25 = 0 denklemi h® = 2% verir. § = esinl ve M =

cos 1 aliriz.

Kod.
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import math

def five point(f, x, h):
"""Bes noktali merkezi fark formilu.
return (f(x - 2 * h) - 8 * f(x - h)
+ 8 * f(x + h) - f(x + 2 * h)) / (12 * h)

x = 1.0

exact = math.cos(x)

old = None

for k in range(1l, 7):
h = 10.0%*-k

err = abs(five point(math.sin, x, h) - exact)
ratio = f"{old / err:8.0f}" if old else " -
print(f"h = {h:6.0e} hata = {err:.3e} oran = {ratio}")
old = err
eps = 2.0*%*-52
h best = (45 * eps * math.sin(x) / (4 * math.cos(x))) ** (1 / 5)
print(f"teorik en iyi h = {h best:.1le}")

Ciktr:

h = 1le-01 hata = 1.799e-06 oran = -
h = 1le-02 hata = 1.801e-10 oran = 9988
h = 1le-03 hata = 1.497e-13 oran = 1203
h = 1le-04 hata = 5.385e-14 oran = 3
h = 1e-05 hata = 4.665e-12 oran = 0
h = 1le-06 hata = 1.847e-11 oran = 0
teorik en iyi h = 1.3e-03

Sonuc. h = 10~1’den 10~%’ye gecerken hata yaklagik 10* kat kiigiilityor: formiil dérdiincii mertebe-
dendir. h = 10~ ’deki hata da g—; cos1~ 1,80 1075 tahminiyle uyusuyor. h = 10~%’te yuvarlama
hatas1 6ne gecmeye basliyor ve oran diisiiyor: bu adimda kesme hatasi yalniz 1,8 - 10714 kadardr,
gercek hata ise 1,5 - 10~ 3 tiir. Teorik en iyi adim 1,3 - 10~3’tiir. Gercekten de en kiiciik hatalar 1073
ve 107* adimlarinda, 10713 mertebesinde ¢ikti. Merkezi farkla ulasilabilen en iyi hata e2/3 ~ 10711
mertebesindeydi; dort fonksiyon degeri kullanan bu formil yaklasik yiiz kat daha iyi sonug veriyor.

|

Alistirma 11.3 (Karmagik Adimla Tiirev). f, gercel eksende gercel degerler alan analitik bir fonksiyon
olsun. Taylor agilimindan f'(z) a~ Im f(x + ih)/h yaklastmmin hatasinin h? mertebesinde oldugunu
gosterin. Bu karmagik adim (complex step) yaklasimini f(z) = e®sinz i¢in z = 1’de h = 1072, 1075,
10719, 1072° ve 107190 adimlariyla deneyin ve h ¢ok kiiciikken bile sadelesme hatasi olusmamasinin
nedenini aciklayin.

Cozim.

Taylor agilimu. i? =

—1ve i3 = —i oldugundan

. . /7 h2 V4 . h3 Va
flo+ih) = f(a) +ihf ()~ o (@) i T @) 4
olur. z gergel ve f’nin tiirevleri gergel oldugundan sanal kisim hjf’(z) — %3 f7(z) 4+ ---dir. h'ye

boliince

Im f(z + ih) h?

T @) @)
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bulunur; hata h? mertebesindedir.
Kod. np.exp ve np.sin karmagik sayilarla da ¢aligir; math.exp ve math.sin ¢alismaz. Kesin tiirev
f/(x) = e*(sinz + cos z)’tir.

import math

import numpy as np

def f(z):

return np.exp(z) * np.sin(z) # karmasik sayilarla da calaisir
X =1.0
exact = math.e * (math.sin(1l) + math.cos(1l))

for h in [le-2, le-5, 1le-10, 1le-20, 1le-100]:
d=f(x+ 1j * h).imag / h
print(f"h = {h:7.0e} tlirev = {d:.16f} hata = {abs(d - exact):.le}")

Ciktr:
h = le-02 tlirev = 3.7560765145542852 hata = 2.7e-05
h = le-05 tlirev = 3.7560492271220163 hata = 2.7e-11
h = le-10 tlirev = 3.7560492270947270 hata = 4.4e-16
hi = le-20 tlirev = 3.7560492270947274 hata = 0.0e+00
h = 1e-100 tlirev = 3.7560492270947279 hata = 4.4e-16

Sonug. Formiilde birbirine yakin iki sayinin fark: yoktur: hf’(z) terimi sanal kisim olarak dogrudan
hesaplanir. Bu yiizden yuvarlama hatasi h kiigiildiikge bityiimez. b < 10719 icin kesme hatas1 (h? mer-
tebesinde) makine duyarligimin altina diiser ve sonug son basamagma kadar dogru ¢ikar; h = 107190
bile sorun yaratmaz. Yontemin bedeli, f’nin karmasik sayilarla hesaplanabilmesinin gerekmesidir.

H

Alistirma 11.4 (Yuvarlanmis Ol¢iimlerden Ivme). Yukar: atilan bir topun yiiksekligi s(t) = 20t —
4,9t% metre olsun. Yiikseklik [0,4] saniye araliginda At araliklarla 6lciiliip santimetreye yuvarlanmis
olsun. np.gradient’iiki kez uygulayarak hizi ve ivmeyi At = 0,1; 0,05; 0,01 i¢cin hesaplayin ve en bityitk
hatalari kesin degerler v(t) = 20 — 9,8t ve a = —9,8 ile karsilagtirin.

Coziim.

Kesme hatas1 yok. s ikinci dereceden bir polinomdur; np.gradient (edge order=2 ile) boyle bir
fonksiyonun tiirevini tam verir. Hizin kendisi de birinci dereceden oldugundan ikinci uygulama da
tamdir. Demek ki biitiin hata yiikseklik degerlerinin yuvarlanmasindan gelir.

Kod.

import numpy as np

for dt in [0.1, 0.05, 0.01]:
t = np.arange(0, 4 + dt / 2, dt)
s = np.round(20 * t - 4.9 * t**2, 2) # santimetreye yuvarlanmis
v = np.gradient(s, t, edge order=2)
a = np.gradient(v, t, edge order=2)
err v = np.abs(v - (20 - 9.8 * t)).max()
err_ a = np.abs(a + 9.8).max()
print(f"dt = {dt:4.2f} hiz hatasi = {err v:.3f}"
f ivme hatasi = {err_a:.2f}")

Ciktr:
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dt = 0.10 hiz hatasi = 0.040 ivme hatasi = 0.45
dt = 0.05 hiz hatasi = 0.100 ivme hatasi = 3.20
dt = 0.01 hiz hatasi = 0.464 ivme hatasi = 40.20

Sonug. Olciim aralig1 kiiciildiikge hatalar bilyiiyor. Yuvarlama hatasi en ¢ok § = 0,005 metredir. Hizda
bu hata §/At ile, ivmede iki kez béliindiigii icin 6/At? ile biiyiir: At on kat kiiciiliilnce ivme hatasi
yaklagik ytiz kat buyiidii (0,45’ten 40,2’ye). Turev almak verideki hatay1 bytitir. Guriltiili bir veriden
tirev alirken ¢6ziim aralig kiiciiltmek degil, veriye 6nce diizgiin bir egri uydurmaktir (bkz. Polinomlar,
Interpolasyon ve Egri Uydurma).

|

Alistirma 11.5 (Yamuk Kurali I¢in Yeterli Alt Aralik Sayisi). fol e® dx integralini bilegik yamuk

kuraliyla 10-%°dan kiiciik hatayla hesaplamak i¢in Onerme 11.3 sinirina gore kag alt aralik yeter? Bu say1
icin gercek hatay1 hesaplayin ve gercekte yeten en kiiciik alt aralik sayisini Python ile bulun.

Coziim.
Sinur. [0,1]'de | f”(z) | = ” < eve h = 1/n oldugundan hata en ¢ok 17 dir. 7= < 107 esitsizligi

n > +/e/(12-1076) ~ 475,9 verir; sinir n = 476’y1 énerir.

Kod. Kesin deger e — 1'dir. Gercekte yeten en kii¢iik n’yi n = 1’den baslayip sayarak buluruz:

import math
import numpy as np
def trap error(n):

x = np.linspace(0, 1, n + 1)
return abs(np.trapezoid(np.exp(x), x) - (math.e - 1))

tol = le-6
n _bound = math.ceil(math.sqrt(math.e / (12 * tol)))
print("sinirin verdigi n:", n_bound, " hata:", trap _error(n_bound))
n=1
while trap error(n) > tol:
n+=1
print("yeterli en kigik n:", n, " hata:", trap error(n))
print("bir eksigi:", n - 1, " hata:", trap_error(n - 1))
Cikt1:

sinirin verdigi n: 476 hata: 6.319740037952215e-07
yeterli en kicik n: 379 hata: 9.96861172941621e-07
bir eksigi: 378 hata: 1.0021425469464162e-06

Sonug. Sinirin 6nerdigi n = 476’da hata 6,3 - 10~ ""dir; gercekte n = 379 yeter. Sinir kétimserdir,
cunkil f” yerine onun [0, 1]’deki en biiyiik degeri €’yi kullanir. Oysa f” () degeri f”’nin bir ortala-
masidir ve e”’in [0, 1]’deki ortalamasi e — 1 & 1,72’dir. Sinirdaki e yerine bu deger yazilirsa n > 378,4
bulunur; bu da gercekte yeten n = 379 ile uyusur.

u

1+22
2,4,8,16,32, 64 alt aralik icin hesaplayin. Ardigik hatalarin oranina bakin ve beklenen 16 yerine neden
baska bir oran ciktigini agiklayin.

Aligstirma 11.6 (Simpson Kuralinda Beklenmedik Hiz). fol 4 dx = wintegralini simpson ile n =
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Cozim.

Kod. Hatalarin yaninda f”’niin u¢ noktalardaki degerlerini SymPy ile hesapliyoruz; nedenini birazdan

gorecegiz:

import math

import numpy as np
import sympy as sp
from scipy.integrate import simpson

old = None
for n in [2, 4, 8, 16, 32, 64]:
X = np.linspace(0, 1, n + 1)
err = abs(simpson(4 / (1 + x**2),

ratio = f"{old / err:6.1f}" if o

print(f"n = {n:2d} hata = {err:
old = err
= sp.symbols("t")
d3 = sp.diff(4 / (1 + t**2), t, 3)
print(d3.subs(t, 0), d3.subs(t, 1))
Ciktr:
n= 2 hata = 8.259e-03 oran =
n= 4 hata = 2.403e-05 oran =
n= 8 hata = 1.511e-07 oran =
n =16 hata = 2.365e-09 oran =
n 32 hata = 3.696e-11 oran =
n = 64 hata = 5.773e-13 oran =
00

Oran. Kiiciik n’lerden sonra oran 16 de%ﬂ 6
Aciklama. Onerme 11 3 hatayl
gibidir: (b—a)f f f@

(Euler—Maclaurm formulu) hatanm

/ab f(z)dzx

n=—

bi¢iminde acildigimi gosterir. Burada f”(0) =

mertebesindeki terim kalir.
l

Alistirma 11.7 (Periyodik Fonksiyonda Yamuk Kurali).

scipy.special.i0 ile hesaplanan degistirilmis

180
z)dr = f’”(b)

x=x) - math.pi)
1d else "
.3e} oran

{ratio}")

343.
159.
63.
64.
64.

© O VW o W

4 = 25 cikiyor: hata hS ile kiiciiliiyor.
(4) () olarak verir. Ispattaki toplam bir Riemann toplami
— f”(a) degerine yaklasir. Daha ayrintili bir analiz

fm fm(a)] +—()(h6)

180 [

f”(1) = 0 oldugu icin h* terimi yok olur ve geriye h°

f;ﬂ €S dx = 2ml,(1)’dir; burada I,,
Bessel fonksiyonudur. Bu integrali yamuk kuraliyla n =

2,4,8,16, 32 alt aralik icin hesaplayin ve hatanin neden h?’den cok daha hizl kiiciildiigiinii aciklayin.

Cozim.
Kod.

import numpy as np
from scipy.special import i@

exact 2 * np.pi * i0(1)
print(exact)
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for n in [2, 4, 8, 16, 32]:
x = np.linspace(0, 2 * np.pi, n + 1)
err = abs(np.trapezoid(np.exp(np.cos(x)), x) - exact)
print(f"n = {n:2d} hata = {err:.1le}")

Ciktr:
7.954926521012844
n= 2 hata = 1.7e+00
n= 4 hata = 3.4e-02
n= 8 hata = 1.3e-06
n =16 hata = 0.0e+00
n = 32 hata = 0.0e+00

Aciklama. Hata n = 4’ten n = 8’e gecerken yirmi binden fazla kat kii¢iildii; n = 16’da makine duyar-
ligina ulast1. Simpson kuralindaki akil yiiritmenin yamuk kural: i¢in karsiligi, hatanin

b 2
[ S =1, =35 (56— 1 @] + 00

biciminde acilmasidur; sonraki terimler de f”, £, ... tiirevlerinin uc noktalardaki degerlerinin fark-

larini igerir. e®? fonksiyonu 27 periyotlu ve sonsuz kez tiirevlenebilir oldugundan biitiin tiirevleri 0
ile 27’de ayn1 degeri alir. Bu yiizden agilimin biitiin terimleri yok olur ve hata h’nin her kuvvetinden
hizli kii¢iilir. Periyodik fonksiyonlarin tam periyot tizerindeki integralinde en iyi kural, en basit kural
olan yamuk kuralidir.

u

Alistirma 11.8 (Siniis Egrisinin Uzunlugu). y = sinx egrisinin 0 < z < 7 arasindaki yayinin uzun-
lugunu

L:/ V14 cos?xdx
0

formiilityle quad kullanarak hesaplayimn. Sonucu, egri iizerindeki n + 1 esit aralikli noktay: birlestiren
kirik ¢izgilerin n = 4, 16, 64, 256 i¢in uzunluklariyla karsilagtirin.

Cozim.
Kirik ¢izgi. Ardigik noktalar arasindaki kirisin boyu 1/ (Az)? 4+ (Ay)?’dir; np. diff farklari, np. hypot

bu karekoki verir.

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

L, err = quad(lambda x: np.sqrt(l + np.cos(x)**2), 0, np.pi)
print(L, err)
for n in [4, 16, 64, 256]:
x = np.linspace(0, np.pi, n + 1)
chords = np.hypot(np.diff(x), np.diff(np.sin(x))) # kiris boylari
print(f"n = {n:3d} kirik ¢izgi = {chords.sum():.10f}"
£ fark = {L - chords.sum():.1le}")

Ciktr:

3.8201977890277115 1.3015768476030976e-13
n= 4 kirik ¢izgi = 3.7900913085 fark
n= 16 kirik ¢izgi = 3.8182749650 fark

3.0e-02
1.9e-03
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3.8200775044  fark
3.8201902708  fark

1.2e-04
7.5e-06

64  kirik ¢izgi
256  kirik ¢izgi

S5 S
|

Sonug. Integral elementer fonksiyonlarla hesaplanamaz (bir eliptik integraldir); quad onu 107! hata
tahminiyle L ~ 3,8201977890 olarak verdi. Kirik cizgilerin uzunluklar1 bu degere alttan yaklasur,
ciinki her kiris, gerdigi yaydan kisadir. n dort katina cikinca fark yaklasik 16 kat kiigiilityor; kirik
cizginin hatas1 h? ile orantilidur.

H

Alistirma 11.9 (Normal Dagilimda Bir, iki ve Ug¢ Standart Sapma). Standart normal dagilimin
yogunlugu o(z) = e =/ / V2mdir (bkz. Olasihk Teorisi). Z standart normal dagihimh olmak iizere
k=1,23icin P(| Z | < k)= ffk ¢() dz olasiliklarmi quad ile hesaplaym ve erf(k/+/2) degerleriyle
karsilagtirin.

Coziim.
Denetim. Once (’nin biitiin dogru iizerindeki integralinin 1 oldugunu, yani ¢’nin gercekten bir
yogunluk oldugunu dogrulariz. Sonra her k icin integrali alirz. z = v/2u degisken degistirmesi

f_kk o(x) dz = erf(k/V/2) verir.

import math

import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def phi(x):
return np.exp(-x**2 / 2) / np.sqrt(2 * np.pi)

print(quad(phi, -np.inf, np.inf))
for k in [1, 2, 3]:
p, err = quad(phi, -k, k)
print(f"k = {k} olasilik = {p:.10f}"
£ erf = {math.erf(k / math.sqrt(2)):.10f}")

Cikt:

(0.9999999999999998, 1.0178191320905743e-08)

k =1 olasilik = 0.6826894921 erf = 0.6826894921
k =2 olasilik = 0.9544997361 erf = 0.9544997361
k = 3 olasilik = 0.9973002039 erf = 0.9973002039

Sonug. Olasiliklar yaklasik 0,6827, 0,9545 ve 0,9973’tiir ve on ondalik basamaga kadar math.erf ile
aymdir. Istatistikteki “68-95-99,7 kurali” bu ii¢ sayidir.
u

Alistirma 11.10 (Paraboloidin Altindaki Hacim). z =1 — 22 — y? paraboloidi ile z = 0 diizlemi
arasidaki cismin hacmini dblquad ile 6nce dik koordinatlarda, sonra kutupsal koordinatlarda hesaplayin
ve sonuclar1 /2 ile karsilagtirm (bkz. Integral Calculus).

Cozim.

Sinirlar. Taban birim disktir. Dik koordinatlarda —1 <z <1 ve —V1 —22 <y < V1 — z2'dir.
Kutupsal koordinatlarda 0 < 6 < 27, 0 < r < 1’dir ve dA = r dr df oldugundan integrand (1 — r?)r
olur. dblquad’da i¢ degisken Once gelir: dik koordinatlarda func(y, x), kutupsal koordinatlarda
func(r, theta).

Acik Matematik - acik-matematik.com 336 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#def-normal-dagilim
https://acik-matematik.com/dersler/integral-calculus/kutupsal-koordinatlarda-iki-katli-integraller.html#exm-kki-paraboloit
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

11.8 Alistirmalar 337

import numpy as np
from scipy.integrate import dblquad

# Dik koordinatlar: -1 <= x <=1, -sqrt(l - x™2) <=y <= sqrt(l - x"2)
vl, el = dblquad(lambda y, x: 1 - x**2 - y**2 -1, 1,
lambda x: -np.sqrt(l - x**2),
lambda x: np.sqrt(l - x**2))
# Kutupsal koordinatlar: 0 <= theta <= 2 pi, 0 <= r <= 1, dA = r dr dtheta
v2, e2 = dblquad(lambda r, theta: (1 - r**2) * r, 0, 2 * np.pi, 0, 1)
print(vl, el)
print(v2, e2)
print(np.pi / 2)

Cikt1:

1.5707963267740037 2.2114190221070963e-08
1.5707963267948966 1.743934249004316e-14
1.5707963267948966

Sonug. Kutupsal koordinatlardaki sonug son basamagina kadar 7 /2°dir; dik koordinatlardaki sonug ise
2 - 107! kadar sapiyor. Fark integrandin diizgiinliigiinden gelir. Kutupsal koordinatlarda iki integral de
polinom integralidir. Dik koordinatlarda i¢ integral %(1 — 22)3/2 fonksiyonunu verir; bu fonksiyonun
x = +1’de ikinci tiirevi sinirsizdir ve dis integrali zorlastirir. ki sonug da varsayilan 1,5 - 1078 hede-
finin ¢ok altindadur.

u

Aligtirma 11.11 (Bir Dortyiizliiniin Hacmi). z + 2y + z = 2, z = 2y, x = 0 ve z = 0 dizlemleriyle
sinirlt dértyiizliiniin hacmini tplquad ile hesaplayin (bkz. Integral Calculus).

Cozim.

Sinirlar. Dértyiizlii alttan z = 0, Gistten z = 2 — z — 2y diizlemiyle sinirhdur. Ust diizlem z = 0 diizle-
mini y = 1 — z/2 dogrusu boyunca keser. Bu dogru y = /2 dogrusuyla z = 1’de bulugur. Dolayisiyla
cisim

x

S<y<l-—o

0<z<1, ,
ST 9

0<2<2—2—2y

N8

esitsizlikleriyle betimlenir. Hacim, 1 fonksiyonunun bu cisim tizerindeki integralidir.

from scipy.integrate import tplquad

value, err = tplquad(lambda z, y, x: 1.0,
0, 1,
lambda x: x / 2, lambda x: 1 - x / 2,
0, lambda x, y: 2 - x - 2 *y)
print(value, err, 1 / 3)

H H B
N < X

Ciktr:
0.3333333333333333 2.210813483580885e-14 0.3333333333333333

Sonug¢. Hacim %’tﬁr; Integral Calculus notlarindaki elle hesapla ayni.
u

Bu bolimde tiirev ve integrali fonksiyonun sonlu sayida noktadaki degerlerinden hesapladik. Fark
bolimlerinde kesme hatasi ile yuvarlama hatasinin dengesini, yamuk ve Simpson kurallarinda mertebenin
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anlamini, quad ile de uyarlamali yontemlerin giiciini ve sinirlarini gérdiik. Bu formiillerin ¢cogu ashinda
bir interpolasyon polinomunun tiirevi ya da integralidir. Sonraki bslimde, Polinomlar, Interpolasyon ve
Egri Uydurma, verilen noktalardan gecen ya da onlara en iyi uyan fonksiyonlar1 kuracagiz.
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12.1

12. Polinomlar, Interpolasyon ve Egri
Uydurma

Polinomlar bilgisayarin en rahat hesapladigi fonksiyonlardir: degerleri yalniz toplama ve carpmayla
bulunur, tirevleri ve integralleri yine polinomdur. Bu yiizden sayisal hesabin biiyiik bir kismi, karmagik
bir fonksiyonu ya da yalmiz birka¢ noktada bilinen bir bitytikliigi bir polinomla veya polinom parcalariyla
degistirme fikrine dayanir. Sayisal Tiirev ve Integral boliimiindeki yamuk ve Simpson kurallar1 da aslinda
bir interpolasyon polinomunun integralidir.

Elimizdeki veriyle iki farkli soru sorabiliriz. Degerler kesinse (bir tablodan okunmus ya da pahali bir
hesaptan gelmisse) verilen noktalari hepsinden gecen bir fonksiyon isteriz; buna interpolasyon denir.
Degerler 6lciimden geliyor ve giiriiltii iceriyorsa biitiin noktalardan gecmeye calismak guriltiyi de
kopyalamak olur. O zaman noktalarin gidisine en iyi uyan basit bir egri arariz; buna da egri uydurma
denir (bkz. Numerik Analiz).

Bu bolimde 6nce NumPy’1n Polynomial sinifiyla polinomlar iizerinde hesap yapiyor ve koklerin katsa-
yilara ne kadar duyarl olabildigini gériiyoruz. Ardindan interpolasyon polinomunu ii¢ yoldan kuruyor,
esit aralikli noktalarda derece artinca ortaya ¢ikan Runge olayini ve onu gideren Cebisev diigiimlerini
inceliyoruz. Sonra SciPy’in kiibik spline’larina geciyoruz. En sonda polyfit ve curve_fit ile 6l¢im veri-
sine model uyduruyor ve artiklara bakarak modelin yeterli olup olmadigina karar vermeyi 6greniyoruz.
Yontemlerin teorisi Nimerik Analiz notlarindadir; burada onlarin Python’daki kargiligini kuruyoruz.

NumPy’da Polinomlar

Polinomlarla ¢aligmak icin NumPy’in numpy . polynomial paketini kullanacagz.

Tanim 12.1 (Polynomial Nesnesi). numpy.polynomial.Polynomial sinifinin bir 6rnegine Polynomial
nesnesi denir. Polynomial([a0, al, ..., anl]) cagrisi

p(z) = ag + ayz + ayz® + ... + a, "

polinomunu temsil eden bir nesne kurar. Katsayilar artan derece sirasiyla verilir ve nesnenin coef
niteliginde saklanir.

Yani bir Polynomial nesnesi, katsayi listesini tasiyan ve bir polinom gibi davranan bir Python nesnesidir:
fonksiyon gibi cagrilir, bagka polinomlarla toplanip carpilir, tiirevi ve integrali alimir. Simiflar, Hata
Yakalama ve Dosyalar b6limiintin alistirmalarinda yazdigimiz Poly smifi bu fikrin kiigiik bir 6rnegiydi.
p(x) = (z — 1)(z — 2)(z — 3) polinomuyla baslayalim. A¢ilmis hali —6 + 11z — 6x? + 23 oldugundan
katsayi listesi [-6, 11, -6, 1]°dir:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

p = Polynomial([-6, 11, -6, 1]) # -6 + 11x - 6X72 + X"3
print(p)
print(p.coef, p.degree())
print(p(4))
print(p(np.array([0.0, 1.0, 2.5])))
Cikti:

-6.0 + 11.0 x - 6.0 x**2 + 1.0 x**3
[-6. 11. -6. 1.] 3

6.0

[-6. 0. -0.375]
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degree metodu polinomun derecesini verir. Nesne bir say1yla ¢agrilinca bir say1, bir NumPy dizisiyle cag-
rilinca dizinin her elemani i¢in ayri bir deger déndiriir; 6rnegin p(2,5) = 1,5- 0,5 - (—0,5) = —0,375’tir.
Polinomun yazdirilig bigimi igletim sistemine baglidir. Bu notlardaki ¢iktilar Windows’ta alind1 ve kuvvet-
leri x**2 bi¢iminde gosteriyor. Linux, macOS ve Colab’da ayni polinom -6.0 + 11.0:x - 6.0:x? + 1.0-x3
bi¢iminde yazilir. Isterseniz programin basinda np.polynomial.set default printstyle("ascii") ca-
girarak bicimi her yerde ayni yapabilirsiniz.

Polinomlar arasindaki iglemler alisilmig operatorlerle yazilir. divmod(p, q) bolimi ve kalam birlikte
verir; deriv tiirevi, integ ise sabit terimi sifir olan ilkel fonksiyonu dondiiriir:

from numpy.polynomial import Polynomial

p Polynomial([-6, 11, -6, 1])

g = Polynomial([1, 1]) # 1+ X
print(p + q)

print(p * q)

print(g**3)

quot, rem = divmod(p, q)

print(quot, "|", rem)

print(p.deriv())

P = p.integ() # P(0) = 0 olan ilkel fonksiyon
print(P)

print(P(1) - P(0))

Cikti:

-5.0 + 12.0 x - 6.0 x**2 + 1.0 x**3

-6.0 + 5.0 x + 5.0 x**2 - 5.0 x**3 + 1.0 x**4
1.0 + 3.0 x + 3.0 x**2 + 1.0 x**3

18.0 - 7.0 x + 1.0 x**2 | -24.0

11.0 - 12.0 x + 3.0 x**2

0.0 - 6.0 X + 5.5 x**2 - 2.0 x**3 + 0.25 x**4
-2.25

Bélme satir1 p(z) = (z + 1)(z? — Tz + 18) — 24 esitligini séylilyor. Kalan teoremine gére kalan p(—1) =
(—2)(—3)(—4) = —24 olmalidir ve Syle. Son satir, ilkel fonksiyonun ug¢ noktalardaki fark: olarak

! 9
/0 (z—1)(z—2)(z—3)dz = ~1

integralini hesapladi.
Bir polinomun degerini hesaplamanin en ekonomik yolu, onu i¢ ice ¢arpimlar biciminde yazmaktir.

Tanmim 12.2 (Horner Yontemi). p(z) = ay + a,2 + ... + a,,z™ polinomunun bir z noktasindaki dege-
rini

b, =a,, bp=a,+zb,, (k=n—-1,..,1,0)

n

yinelemesiyle hesaplayip p(z) = b, almaya Horner yéntemi denir.

Yani polinom
p(x)=ay+= (al +z(ag+...+z(a, 4 —|—xan)-~-))

bi¢iminde i¢ten disa dogru hesaplanir. Her adimda bir carpma ve bir toplama yapildigindan toplam maliyet
n carpma ve n toplamadir; her a, x* terimini ayr1 ayr1 hesaplamak ise yaklasik n2 /2 carpma ister. Yéntem
birkag satirda yazilir. NumPy islemleri dizilere eleman eleman uygulandigindan ayni kod biitiin bir diziyle
de caligir:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial
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def horner(coef, x):
"""Katsayilari artan sirada verilen polinomun x'teki degeri."""
result = 0.0
for a in reversed(coef):
result = result * x + a
return result

p = Polynomial([-6, 11, -6, 1])

X = np.array([0.0, 1.0, 2.5, 4.0])
print(horner(p.coef, x))
print(p(x))

Ciktr:

[-6. 0. -0.375 6. ]
[5=61 0. -0.375" 6. ]

Polynomial nesnesinin deger hesab: da ayni sonucu veriyor.

Iki ayr1 katsay1 sirast

NumPy’da polinomlar i¢in iki arayiiz vardir. Eski araytiziin fonksiyonlar1 (np.polyval, np.polyfit,
np.roots, np.polyld) katsayilar1 en yiiksek dereceden baslayarak ister; Polynomial smufi ise
artan sirada. Ayni listeyi iki araytize vermek higbir hata mesaji iretmez, yalniz yanlis sonug verir:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

c=1[1, -6, 11, -6
print(np.polyval(c
print(np.roots(c))
print(Polynomial(c
print(Polynomial(c

] # x*3 - 6x”2 + 11x - 6, biuyuk dereceden baslar
, 4))

)(4)) # yanlis: Polynomial c'yi artan sirada okur
[::-1])(4))

Ciktr:

6

[3. 2. 1.]
-231.0
6.0

Polynomial(c) listeyi 1 — 6z + 1122 — 62> olarak okudu ve x = 4’te —231 verdi. Yeni kodda
Polynomial sinifini kullanin; eski fonksiyonlarla ¢calisan bir kodla karsilaginca listeyi c[: : -1] ile ters
cevirin.

12.2 Kokler

Bir Polynomial nesnesinin koklerini roots metodu verir; Polynomial. fromroots ise tersini yaparak
verilen koklerden bag katsayisi 1 olan polinomu kurar.

from numpy.polynomial import Polynomial

p = Polynomial([-6, 11, -6, 1])
print(p.roots())

g = Polynomial([5, 0, 1]) #5 + x™2
print(q.roots())

r = Polynomial.fromroots([1, 1, -2]) # (x - 1)7°2 (x + 2)
print(r)

print(r.roots())

Ciktr:
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1, 2o 8o

0.-2.23606798j 0.+2.23606798j 1]
.0 - 3.0 x + 0.0 x*¥*2 + 1.0 x**3
2o

[
[
2
[ 0.99999998 1.00000002]

22 + 5 polinomunun kékleri +iv/5 ~ +2,23607 7°dir; kokler karmasik olunca sonu¢ da karmagik sayilar-
dan olusan bir dizidir ve Python sanal birimi j ile yazar. Son satira dikkat: (x — 1)2?(x + 2) polinomunun
cift katli kokii 1, 0,99999998 ve 1,00000002 olarak bulundu. Hata 108 mertebesindedir, yani makine
hassasiyeti 2,2 - 10716’nin karekokiine yakindir. Kath koklerin bu duyarliligini aligtirmalarda yeniden
gorecegiz (Alistirma 12.3).

Besinci ve daha yiiksek dereceden polinomlar i¢in genel bir kok formiilii olmadigindan kékleri bulan
yontem sayisal olmak zorundadir. NumPy’1n yolu, problemi bir 6zdeger problemine ¢evirmektir.

Tanim 12.3 (Eslik Matrisi). Bas katsayisi 1 olan
p(x) =ay+a;x+ ... +a, 2" + 2"

polinomu verilsin. Alt kdsegeni birlerden, son situnu —agy, —ay, ..., —a,,_; sayilarindan olusan ve 6teki
elemanlari sifir olan

00--0 —ag
100 —a
C=101-0 —ay
001 —a,

n X n matrisine p’nin eslik matrisi (companion matrix) denir.

Yani eslik matrisi, polinomun katsayilarini bir matrise yerlestirmenin standart bir yoludur. Onemi, 6zde-
gerlerinin (bkz. Lineer Cebir) polinomun kokleri olmasindan gelir.

Onerme 12.1 (Eslik Matrisinin Ozdegerleri). r, bas katsayist 1 olan p polinomunun bir kokii ise T,

p’nin eslik matrisi C 'nin bir 6zdegeridir. Ozel olarak p’nin n farkly kokii varsa C’nin ézdegerleri tam olarak
bu koklerdir.

Ispat.

v= (17,72, ...,r" 1) satir vektoriinii alip vC ¢arpimint siitun siitun hesaplayalim. j < n igin C’nin
J’inci siitununda yalmiz (§+ 1)’inci satirda bir 1 vardir; bu yiizden vC nin j’inci bileseni v’nin (j +
1)’inci bilesenidir, yani r% = r - ri=1dir. Son siitunda —ay, ..., —a,,_, sayilart bulunur ve p(r) =0
oldugundan

—(ag+ayr+..+a, ;v ) =r"=r. !

olur. Demek ki vC = rv’dir, yani CTvT = rvT. Ik bileseni 1 oldugundan v # 0’dir; dolayisiyla r,
CT nin bir 6zdegeridir. det(CT — X\I) = det(C — M) oldugundan C' ile CT ’nin 6zdegerleri aynidir ve
r, C’nin de bir 6zdegeridir. n x n bir matrisin en ¢ok n 6zdegeri oldugundan p’nin n farkh kokii varsa

C'’nin ozdegerleri tam olarak bunlardir. m

Aslinda daha fazlas1 dogrudur: C’nin karakteristik polinomu (bkz. Lineer Cebir) tam olarak p’dir; boylece
katli kokler de katliliklariyla birlikte 6zdeger olur. Bunu (x — 1)(z — 2)(z — 3) icin hem sayisal hem
sembolik olarak goérelim. polycompanion fonksiyonu, NumPy’in kullandig1 eslik matrisini verir:

import numpy as np
import sympy as sp
from numpy.polynomial import polynomial as P

C np.array([-6.0, 11.0, -6.0, 1.0]) # (x - 1)(x - 2)(x - 3)
C = P.polycompanion(c)
print(C)

Acik Matematik - acik-matematik.com 342 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/lineer-cebir/ozdegerler/ozdeger-ozvektor.html#def-ozdeger
https://acik-matematik.com/dersler/lineer-cebir/ozdegerler/karakteristik-polinom.html#def-karakteristik-polinom
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

12.3

12.2 Kokler 343

print(np.linalg.eigvals(C))
X = sp.symbols("x")
print(sp.Matrix(C.astype(int)).charpoly(x).as expr())

Cikt1:
[[ ©O. 0. 6.]
[ 1. 0. -11.]
[ o. i, 6.11]

[1.40.] 2.40.] 3.+0.7]
X*¥*3 - 6*x**2 + 11*x - 6

Matris tanimdaki bicimdedir: son siitunda 6, —11, 6 sayilar1 —ag, —a,, —a,’dir. np.linalg.eigvals
Ozdegerleri karmasik say1 olarak dondirdii, ama sanal kisimlar: sifirdir. SymPy’in charpoly metodu
(SymPy ile Sembolik Hesap) karakteristik polinomun p’nin kendisi oldugunu gésteriyor. roots metodu
da bu matrisin 6zdegerlerini np.linalg.eigvals ile hesaplar.

Koklerin Duyarlilig:

Ozdeger hesab1 ¢ok giivenilir bir algoritmadir, ama bu, katsayilardan hesaplanan koklerin her zaman
dogru oldugu anlamina gelmez. Kokleri 1, 2, ..., 20 olan

w(z) = (x — 1)(x — 2)---(z — 20)

Wilkinson polinomuna bakalim. Koékleri tam sayidir ve birbirinden iyi ayrilmistir; hesaplamas: en
kolay goriinen polinomlardan biri olmali.

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

w = Polynomial.fromroots(np.arange(l, 21)) # (x - 1)(x - 2)...(x - 20)
print(w.coef[19], w.coef[0])

r = w.roots()

err = np.abs(r - np.arange(1l, 21))

print(np.round(r[10:16], 4))

print(f"en biylik hata {err.max():.3f}, kok {np.argmax(err) + 1}")

Ciktr:

-210.0 2.43290200817664e+18
[11.0485 11.9087 13.1831 13.774 15.2444 15.792 ]
en biuyuk hata 0.244, kok 15

21%9’un katsayis1 —210, sabit terim 20! ~ 2,43 - 10'®°dir. Yazdirilan kékler 11°den 16’ya kadar olanlardur:
15 yerine 15,2444 bulundu ve en biiyiik hata 0,244. Kodda bir yanlishk yok. Bulunan kékler, katsayilar:
w’nin katsayilarindan yuvarlama hatas1 diizeyinde farkli olan bir polinomun neredeyse tam kokleridir;
sorun w’nin koklerinin katsayilara asir1 duyarli olmasidir. Bunu James Wilkinson'in iinlii deneyiyle
gorelim: yalniz 2% un katsayisini 2723 ~ 1,2 - 107 kadar azaltalim.

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

w = Polynomial.fromroots(np.arange(1l, 21))

c = w.coef.copy()

c[19] -= 2.0**-23 # x~19 katsayisi: -210 - 27(-23)

r = Polynomial(c).roots()

r = rlnp.argsort(r.real)]

print("karmasik kok sayisi:", np.sum(r.imag != 0))

for z in r[r.imag >= 0][6:]: # eslenik c¢iftlerden yalniz biri
print(f"{z.real:8.4f} {z.imag:+8.4f}i")

Ciktr:
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karmasik kok sayisi: 10
6.9997 +0.00001
8.0075 +0.00001
8.9153 +0.00001

10.0943 +0.6478i
11.7945 +1.6542i
13.9930 +2.5192i
16.7310 +2.8127i
19.5025 +1.94031i
20.8469 +0.00001

Yirmi kokiin onu karmasik oldu; eslenik ¢iftlerden yalmz st yar1 diizlemdekileri yazdirdik (ilk alti kok
1,...,6’ya ¢ok yakin oldugu i¢in atlandi). Bulunan kéklerin hepsi karmagik diizlemde soyle gériintiyor:

O  gercek kokler 1, 2, ..., 20

® ' katsayis: 27% azalinca

Im
31 16,73 + 2,81i
: °
°
2T °
°
.
°
o0 0 0 0 0 0 0 © OO0 OO0 0000000 0Oe
5 10 15 20 Re
°
4
°
21 °
°
Ll °
-3 16,73 - 2,81i

Sekil 12.1: Wilkinson polinomu w(x) = (x - 1)(x - 2)~(x - 20) i¢cin x** katsayis1 -210'dan -210 -
27'e degistirilince bulunan kokler (dolu noktalar) ve w'nin gergek kokleri (igi bos). Yaklagik 107"'lik bir
degisiklik on koki karmagik diizleme tagir.

Katsayidaki bagil degisiklik 2723 /210 ~ 5,7 - 10710 iken kokler 2,8 birime kadar yer degistirdi. Koklerin
katsayilardan hesaplanmasi bu ytizden kot kosullu bir problem olabilir: girdideki ¢cok kiigiik bir degisiklik
ciktiy1 ¢ok degistirir. Ayni kavramu lineer sistemler icin NumPy ile Lineer Cebir boliimiinde kosul sayisiyla
6lgmiigtiik. Bir polinom katsayilariyla degil de kokleriyle ya da degerleriyle biliniyorsa, onu katsayilara
cevirmeden ¢alismak ¢cogu zaman daha giivenlidir. Boliimiin geri kalaninda interpolasyonda da ayni ilkeyi
izleyecegiz.

Interpolasyon Polinomu

Simdi boliimiin asil sorusuna gecelim: verilen noktalardan gecen polinomu bulmak.

Teorem 12.1 (Interpolasyon Polinomunun Varhigi ve Tekligi). z,,z,,...,, birbirinden farkh
sayiar ve yy,Yq, ..., Y, keyfi sayiar olsun. Derecesi en fazla n olan ve k= 0,1,...,n icin p(z;) = y;
kosulunu saglayan bir ve yalniz bir p polinomu vardir.

Ispat1 icin bkz. Niimerik Analiz. Bu polinoma verinin interpolasyon polinomu, x;, noktalarina da diigiim-
ler denir.

Polinomu bulmanin en dogrudan yolu, bilinmeyen katsayilar1 bir lineer sistemin ¢6ziimii olarak yazmak-
tir. p(x) = ag + a1z + ... + a,2" icin p(z;,) = y,, kosullar
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2 n
L zg x5 - xp Qg Yo
2
1z, 7 - 2f a | _ | %
1z, 22 - z0 ) \a, Yn

sistemini verir. Katsay1 matrisi, NumPy Dizileri bolimiinde np.vander ile kurdugumuz Vandermonde
matrisidir ve teorem, diigtimler farkliyken bu sistemin tek bir ¢6ziimi oldugunu séyler. (0, 1), (1, 3), (2, 2)
ve (3,5) noktalarindan gegen kiibik polinomu bulalim:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

X = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0])

y = np.array([1.0, 3.0, 2.0, 5.0])

V = np.vander(x, increasing=True) # sutunlar: 1, x, x*2, x™3
a = np.linalg.solve(V, vy)

p = Polynomial(a)
print(p)
print(p(x))
print(p(1.5))

Cikt1:

1.0 + 5.83333333 x - 5.0 x**2 + 1.16666667 x**3
[l o 20 Dol
2.437500000000001

Polinom dért diigiimde de verilen degerleri aliyor. Kesin katsayilar a; = 3—65 ve ag = %’dlr, yani
35 7
p(z) = 1~|—€$—5x2 +6x3.

p(1,5) = % = 2,4375 degeri son basamakta kiiciik bir yuvarlama hatasiyla ¢iktu.

Ayni polinomu Polynomial.fit(x, y, deg) de verir. Bu yontem asil olarak en kiigiik kareler uydurmasi
i¢in yazilmigtir ve onu bolimiin sonunda kullanacagiz. Nokta sayis1 deg + 1 oldugunda interpolasyon
polinomu artiklar: sifir yaptigindan en kii¢tik kareler ¢6ztimii tam olarak interpolasyon polinomudur.

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

X = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0])
y = np.array([1.0, 3.0, 2.0, 5.0])
p = Polynomial.fit(x, y, deg=3)

print(p)

print(p.domain, p.window)
print(p.convert())
print(p(1.5))

Ciktr:

2.4375 - 1.9375 (-1.0 + 0.66666667x) + 0.5625 (-1.0 + 0.66666667x)**2 +
3.9375 (-1.0 + 0.66666667x)**3

[6. 3.1 [-1. 1.1

1.0 + 5.83333333 x - 5.0 x**2 + 1.16666667 x**3

2.4374999999999996
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Polynomial fit 6l¢ceklenmis bir degisken kullanir

Ciktinin ilk iki satir1 sasirtici goriinebilir. fit, verinin bulundugu [0, 3] araligini (domain) [—1, 1]
araligina (window) tagiyan u = —1 + %az dontisimiinii yapar ve katsayilar: v’ nun kuvvetlerine gore
saklar. Yazdirilan polinom

2,4375 — 1,9375u + 0,5625u2 + 3,9375u°

polinomudur. u = 0 noktas: z = 1,5’e karsilik geldiginden sabit terim p(1,5)’tir. Deger hesaplari
dogru cikar, ciinkii nesne doniisiimii kendisi yapar; ama p. coef alisilmis katsayilar degildir. Alisilmis
katsayilar icin convert() ¢agrilmalidir. Olgeklemenin nedeni sayisaldir: [—1, 1] araliginda u’nun
hicbir kuvveti 1’i agmaz ve Vandermonde matrisi ¢ok daha iyi kosullu olur (bkz. NumPy ile Lineer
Cebir bélumundeki Vandermonde alistirmasi).

Lineer sistem ¢bzmeden yazilan bir bi¢cim de vardir. Lagrange katsay1 polinomlar1

Ly(z) = [ — k=0,1,..,n

)
ik Tk L

ile interpolasyon polinomu p(z) = ZZ:O YL () biciminde yazilir. L, polinomu z;’de 1, 6teki diigiim-
lerde O degerini alir; bu yizden toplam her digiimde dogru degeri verir. Ly, ..., L, polinomlari,
derecesi en fazla n olan polinomlarin uzay1 i¢in bir taban olusturdugundan bunlara Lagrange taban poli-
nomlar1 da denir. Formiilii broadcasting ile vektorel olarak yazabiliriz (Vektérizasyon ve Broadcasting):
np.delete(xn, k), xn’den k indisli eleman1 ¢gikarilmig yeni bir dizi dondiiriir; x[:, None] - others
farki, her degerlendirme noktasi igin bir satir, her 6teki diigiim icin bir stitun igeren bir matristir ve
np.prod(..., axis=1) her satirin ¢arpimini alir.

import numpy as np

def lagrange basis(xn, k, Xx):
"""k'inci Lagrange taban polinomunun x noktalarindaki degerleri.
others = np.delete(xn, k) #x j, j =k
return np.prod((x[:, None] - others) / (xn[k] - others), axis=1)

def lagrange eval(xn, yn, X):
"""lLagrange bicimindeki interpolasyon polinomunun dedgerleri."""
return sum(yn[k] * lagrange basis(xn, k, x) for k in range(len(xn)))

xn = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0])
yn = np.array([1.0, 3.0, 2.0, 5.0])
print(lagrange basis(xn, 1, xn)) # digimlerde 0, 1, 0, 0

print(lagrange eval(xn, yn, np.array([1.5, 2.5])))
Ciktr:

[o0. 1. -0. 0.]
[2.4375 2.5625]

flk satir L,’in dért diigiimdeki degerleridir. Oradaki -0. eksi isaretli sifirdir: kayan noktal sayilar sifirm
isaretini de saklar, ama degeri yine 0’dir. fkinci satirdaki p(1,5) = 2,4375 Vandermonde yoluyla buldu-
gumuz degerdir; p(2,5) = 411—(13 = 2,5625’tir. Taban polinomlarini ve onlarin agirlikli toplamini yan yana
cizelim:

Acik Matematik - acik-matematik.com 346 CC BY-NC-SA 4.0


numpy-ile-lineer-cebir.qmd
numpy-ile-lineer-cebir.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/numerik-analiz/lagrange-interpolasyonu.html#def-lag-katsayi-polinomu
vektorizasyon-ve-broadcasting.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

12.4 Interpolasyon Polinomu 347

Lagrange taban polinomlar1 p=1Ly+ 3L, + 2L, + 5L,

L, L, L, L,

- + + + >
05+ ) )

Sekil 12.2: Sol: 0, 1, 2, 3 digtimlerinin Lagrange taban polinomlari. Her L, kendi diigiimiinde 1, 6teki
diigtimlerde 0 degerini alir (noktali ¢izgiler diigtimleri gosterir). Sag: bu polinomlarin veriyle agirhikli
toplamui olan interpolasyon polinomu p(x) = 1 + 35x/6 — 5x* + 7x°/6 dort noktanin hepsinden gecer.

Lagrange bicimi kavramsal olarak aciktir, ama her yeni noktada biitin L, leri bastan hesaplar ve nokta
basina maliyeti n? mertebesindedir. Ayni formiiliin kiigiik bir cebirle elde edilen bir yazilis1 hem daha hizli
hem de sayisal olarak daha giivenilirdir.

Onerme 12.2 (Barisentrik Interpolasyon Formiilii). x, ..., z,, birbirinden farkh diigiimler ve

1
H]%k(xk: - 'rj)’

wk:

k=0,1,...,n

olsun. Diigiimlerden farkly her x icin interpolasyon polinomu

n o wpy
p(z) = S
oy

k=0 x—x

esitligini saglar.

ispat.
L(z) = H;L:O(.’L‘ — x;) yazalim. z bir digiim degilse L (z)’in pay1€(z)/(z — ) 've, paydasidal/w) ye
esittir; yani

olur ve Lagrange bigimi

= Wi Yi
p(z)=L(z) ) ———
=0 r — :'Ek

halini alir. Aymi esitligi biitiin y,, degerleri 1 olan veriye uygulayalim. Bu verinin interpolasyon polinomu
sabit 1 polinomudur, ¢iinkii bu polinom biitiin digiimlerden gecer ve teklik (Teorem 12.1) baska bir
polinoma yer birakmaz. Dolayisiyla

1=((z) ) 2k

k:0$—xk

olur. Onceki esitligi bu esitlige bolmek £(x) ¢arpanini yok eder ve iddia edilen formiilii verir. m
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Yani w,, agirhklar diigiimlerden bir kez, n? mertebesinde islemle hesaplanir; sonra her yeni noktada

polinomun degeri n mertebesinde islemle bulunur. Formiilin bir giizelligi de biitin w;’ler aym
sabitle carpildiginda sonucun degismemesidir, ¢iinkii pay ve payda ayni sabitle carpilir. SciPy’in
BarycentricInterpolator sinifi bu formilia kullanir ve agirliklari, ¢ok bityiik ya da ¢ok kiiciik sayilar
olusmasin diye ortak bir sabitle 6lgekler:

import numpy as np
from scipy.interpolate import BarycentricInterpolator

xn = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0])

yn = np.array([1.0, 3.0, 2.0, 5.0])

diff = xn[:, None] - xn[None, :] # diff[k, jl = x k - x j

np.fill diagonal(diff, 1.0) # j = k carpanini disarida birak

w =1/ diff.prod(axis=1)

print(w)

b = BarycentricInterpolator(xn, yn)
print(b(np.array([1.5, 2.5]1)))

print(b.wi / w) # SciPy'in agirliklari w'nin kati
Ciktr:
[-0.16666667 0.5 -0.5 0.16666667]

[2.4375 2.5625]
[0.421875 0.421875 0.421875 0.421875]

Agirhiklarimiz —%, % —%, %’du; SciPy’in agirhiklari bunlarin 0,421875 = % katidir ve degerler yine

2,4375 ile 2,5625 cikt1. SciPy’daki eski scipy.interpolate.lagrange fonksiyonu sonucu tek terimlilerin
katsayilariyla verir, cok sayida diigiimde gilivenilmezdir ve kullanimdan kaldirilmistir; onun yerine
BarycentricInterpolator kullanilmalidir.

Interpolasyon polinomu bir f fonksiyonunun degerlerinden kuruldugunda, polinomun f’den ne kadar
saptigini su teorem soyler.

Teorem 12.2 (Interpolasyon Hatasi). z,...,x, noktalar: [a,b] arahginda birbirinden farkh, f €
C™*a,b] vep, f’nin bu diigiimlerdeki interpolasyon polinomu olsun. Her z € [a, b] igin

_ () T
f(z) —p(z) = mw(ff)’ w(z) = kl:[O(x — )

esitligini saglayan ve x’e bagh olan bir £ € (a, b) sayisi vardir.

Ispat1 i¢in bkz. Niimerik Analiz. Hata iki ¢arpandan olusur: f"*1)(¢)/(n + 1)! carpani fonksiyona, w(z)
carpani ise yalniz digiimlerin yerine baghdir. Fonksiyonu degistiremeyiz, ama diigiimleri secebiliyorsak
ikinci ¢arpani kii¢iik tutmaya ¢aligmaliy1z. Bunun neden 6nemli oldugunu Runge olay1 gosterir.

Runge Olay1

Diigim sayisini artirinca interpolasyon polinomunun fonksiyona yaklasmasini bekleriz. Weierstrass Yak-
lagim Teoremi de kapali bir aralikta siirekli her fonksiyona polinomlarla istenildigi kadar yaklasilabildigini
soyler. Ama bu, esit aralikli noktalardaki interpolasyonun fonksiyona yaklastig1 anlamina gelmez. Carl
Runge’un 1901'de verdigi 6rnegi inceleyelim:

1

f(x)=—1+25x2, z e [—1,1].

f'yi n+1 esit aralikli diigiimde interpolasyonla yaklasiyor ve en biiyiik hatayr 2001 noktali sik bir
1zgarada ol¢iiyoruz:

import numpy as np
from scipy.interpolate import BarycentricInterpolator
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def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x**2)

xx = np.linspace(-1, 1, 2001) # hatayi olctigimiz sik 1zgara
for n in range(2, 21, 2):

xn = np.linspace(-1, 1, n + 1) # n + 1 esit aralikli dagim

p = BarycentricInterpolator(xn, f(xn))

err = np.max(np.abs(p(xx) - f(xx)))

print(f"n = {n:2d} en blyik hata = {err:9.3e}")

Cikt1:
n= 2 en buyik hata = 6.462e-01
n= 4 en blylk hata = 4.384e-01
n= 6 en blylik hata = 6.169e-01
n = 8 en bluyuk hata = 1.045e+00
n =10 en blylk hata = 1.916e+00
n =12 en buyik hata = 3.663e+00
n =14 en blylik hata = 7.195e+00
n =16 en blylk hata = 1.439%e+01
n =18 en blylk hata = 2.919e+01
n =20 en buyuk hata = 5.982e+01

Hata n = 4’ten sonra azalmiyor, buyiiyor ve n = 20°de 60’a yaklasiyor. Oysa f son derece diizgiin bir
fonksiyondur, her mertebeden tiirevi vardir.

Tanim 12.4 (Runge Olayi). Esit aralikli digiimlerde kurulan interpolasyon polinomlarinin, derece
arttikca araligin uglarina yakin giderek bityliyen salinimlar yapmasina ve en biiyiik hatanin sifira gitmek
yerine biiylimesine Runge olay1 (Runge’s phenomenon) denir.

Yani daha ¢ok veri her zaman daha iyi bir polinom demek degildir. Hata teoremindeki iki ¢arpana
bakalim. Runge fonksiyonunun yiiksek mertebeden tiirevleri n ile ¢ok hizli bityiir. w(z) ise egit aralikli
digiimlerde araligin ortasinda kiigiik, uglarina yakin bityiiktiir; salinimlarin uglarda baglamasi bundandir.
Care, digtimleri w’y1 aralik boyunca kii¢iik tutacak bicimde se¢mektir.

Cebisev Diigiimleri

Diigiimleri araligin uclarina dogru siklastirirsak w’y1 araligin her yerinde ayni 6l¢tide kiiciik tutabiliriz.

Tamim 12.5 (Cebisev Diigiimleri). n > 0 i¢in [—1, 1] arahgindaki

(2k+ 1)m

E=0,1,..
2n+2 9 [ y

T}, = Cos

sayllarina n + 1 Cebisev diigiimii (Chebyshev nodes) denir. Bir [a, b] araligindaki Cebisev diigiimleri,

bu sayilarin ¢ — “T“’ + b*Ta t doniigiimilyle tasinmasiyla elde edilir.

Yani birim cemberin iist yarisin1 n + 1 esit yaya boliip her yaym orta noktasini = eksenine dik olarak
izdiigliriyoruz. Cember iizerinde esit aralikli olan noktalar, eksen iizerinde ucglara dogru siklagir. Bu
secimin degeri su 6nermededir.

Onerme 12.3 (Cebisev Diigiimlerinde Diigiim Polinomu). z,...,z,, [—1,1] araligindaki n + 1
Cebisev diigiimii ve w(z) = (z — ) (z — z,,) olsun. Her x € [—1,1] i¢in | w(z) | < 2™ dir ve bu sinira
x = +1°de ulasilir.

ispat.

Ty(xz) =1T(x) =z vek > 1icinT, (z) = 22 T),(x) — T},_; (x) yinelemesiyle tanimlanan polinom-
lara bakalim. Tiimevarimla, k > 1 i¢in T}, 'nin derecesi k ve bas katsayisi 251 dir: T} i¢in dogrudur ve
yinelemede en yiiksek dereceli terim yalniz 2z T}, 'den gelir.
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Her 6 i¢in T}, (cos 0) = cos k@ oldugunu yine tiimevarimla gosterelim. k = 0 ve k = 1 i¢in aciktir. Kosi-
niisiin toplam formiiliinden gelen

cos(k + 1) + cos(k — 1)8 = 2 cos 6 cos kb
ozdesliginden ve tiimevarim hipotezinden

T}, (cos0) = 2 cos O cos kb — cos(k — 1)0 = cos(k + 1)6

bulunur.
SimdiT,, ,, e bakalim. 0,, = (22167:2)" icin (n +1)0,, = M oldugundanT, | (z;) = cos(n +1)6, =

0’dir. 0y < 6, < ... <0, sayilari (0, ) araliginda oldugundan x,, = cos 0, diigiimleri birbirinden farkl-
dir. Boylece derecesin + 1 olan T, ’inn + 1 kokii tam olarak diigiimlerdir. Bas katsayisi 2" oldugundan
T, 11 (z) = 2" w(x) olur. x € [—1,1] ise bir§ € [0, 7] i¢in x = cos 6 yazilabilir ve

n

| w(z) | =2""|cos(n+1)0 | <27

bulunur.x =1 @0 = 0) ve x = —1 (§ = 7) noktalarinda esitlik vardir. B

Ispatta kullanilan T, polinomlarina Cebisev polinomlar: denir; NumPy’da
numpy . polynomial.Chebyshev sinifiyla temsil edilirler. Onermeyi esit aralikli diigiimlerle karsilastiralim.
w’nin en bityiitk mutlak degerini yine sik bir 1zgarada dl¢iiyoruz:

import numpy as np

def omega(xn, x):
"""omega(x) = (x - x 0)(x - x 1)...(x - x_n)
return np.prod(x[:, Nonel - xn, axis=1l)

def cheb nodes(n):
"""[-1, 1] araliginda n + 1 Cebisev digimi.
k = np.arange(n + 1)
return np.cos((2 * k + 1) * np.pi / (2 * n + 2))

xx = np.linspace(-1, 1, 2001)
for n in (5, 10, 15, 20):
eq = np.max(np.abs(omega(np.linspace(-1, 1, n + 1), xx)))
ch = np.max(np.abs(omega(cheb nodes(n), xx)))
print(f"n = {n:2d} esit: {eq:9.3e} Cebisev: {ch:9.3e}"
f 27°(-n): {2.0**-n:9.3e}")

Ciktr:
n= 5 esit: 6.923e-02 (Cebisev: 3.125e-02 27°(-n): 3.125e-02
n =10 esit: 8.532e-03 C(Cebisev: 9.766e-04 27(-n): 9.766e-04
n =15 esit: 1.345e-03 C(Cebisev: 3.052e-05 27(-n): 3.052e-05
n =20 esit: 2.336e-04 Cebisev: 9.537e-07 2”(-n): 9.537e-07

Cebisev digiimlerindeki en bityiik deger 6nermedeki 27" smurina esit; esit aralikli diigiimlerdeki deger
ise n = 20’de bunun yaklagik 245 kati. n = 10 i¢in iki w grafigi farki agikca gosteriyor:
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()
0,008 esit aralikli diigiimler
0,004
0
-0,004
-0,008
T ' . i ‘
-1 -0,5 0 0.5 1
x

Sekil 12.3: 11 digim (n = 10) i¢in w(x) = (x — xo)~(x — x10) carpimu. Egit aralikli digtimlerde ¢arpim uglara
yakin 8,5-107*'e ¢ikar; Cebisev diigtimlerinde araligin her yerinde aym yiikseklikte salinir ve hicbir zaman
27~ 9,8-107* siurim (kesikli ¢izgiler) asmaz.

Simdi Runge fonksiyonunu iki tir diigiimle, n = 10 i¢in c¢izelim. Kod iki alt grafikli bir sekil kurar
(Matplotlib ile Grafik Cizimi); sharey=True iki grafige ayn1 y eksenini verir.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from scipy.interpolate import BarycentricInterpolator

def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x*%*2)

n = 10
k = np.arange(n + 1)
nodes = {"esit aralikli dugumler": np.linspace(-1, 1, n + 1),
"Cebisev dugimleri": np.cos((2 * k + 1) * np.pi / (2 * n + 2))}

xx = np.linspace(-1, 1, 401)
fig, axes = plt.subplots(l, 2, figsize=(9, 3.5), sharey=True)
for ax, (title, xn) in zip(axes, nodes.items()):

p = BarycentricInterpolator(xn, f(xn))

ax.plot(xx, f(xx), color="black", label="f")

ax.plot(xx, p(xx), label="P10")

ax.plot(xn, f(xn), "o")

ax.set title(title)

ax.set ylim(-0.6, 2.1)

ax.legend()

err = np.max(np.abs(p(xx) - f(xx)))

print(f"{title}: en blylk hata {err:.4f}")
fig.savefig("runge.png", dpi=150)

Cikti:

esit aralikli digimler: en biyik hata 1.9156
Cebisev digimleri: en biliylik hata 0.1092
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Kod en biiyiik hatalar1 yazdirir ve grafigi runge.png dosyasina kaydeder. Asagidaki sekil ayni grafigin
ayni verilerle ¢izilmis halidir:

esit aralikli digiimler Cebisev diigiimleri
P
— f — f
—_— Py — Py
1,5
14
0,54
L
-0,5
T T T T T T T T T T
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

Sekil 12.4: flx) = 1/(1 + 25x%) ve 11 digiimden gegen onuncu dereceden interpolasyon polinomu P,o; yuka-

ridaki Matplotlib kodunun ¢izdigi grafigin ayni verilerle ¢izilmig hali. Esit aralikli diigimlerde polinom

uglara yakin bityiik salinimlar yapar (en biiytik hata 1,92); uclarda siklasan Cebisev diigiimlerinde salinim
kaybolur (en bityiik hata 0,11).

Derece arttikca iki dugim tiirinin nasil davrandigimi  bir tabloda gérelim. NumPy’in
Chebyshev.interpolate smif metodu, bir fonksiyonu Cebisev diigiimlerinde interpolasyonla yaklasan
polinomu tek satirda kurar:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Chebyshev
from scipy.interpolate import BarycentricInterpolator

def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x**2)

xx = np.linspace(-1, 1, 2001)
for n in range(4, 41, 4):
k = np.arange(n + 1)
xe = np.linspace(-1, 1, n + 1)
XC = np.cos((2 * k + 1) * np.pi / (2 * n + 2))
ee = np.max(np.abs(BarycentricInterpolator(xe, f(xe))(xx) - f(xx)))
ec = np.max(np.abs(BarycentricInterpolator(xc, f(xc))(xx) - f(xx)))
print(f"n = {n:2d} esit: {ee:9.2e} Cebisev: {ec:9.2e}")
c = Chebyshev.interpolate(f, 10) # Cebisev digimlerinde interpolasyon
print(f"Chebyshev.interpolate, n = 10: {np.max(np.abs(c(xx) - f(xx))):.2e}")

Ciktr:
n= 4 esit: 4.38e-01 Cebisev: 4.02e-01
n= 8 esit: 1.05e+00 Cebisev: 1.7le-01
n =12 esit: 3.66e+00 Cebisev: 6.92e-02
n =16 esit: 1.44e+01 Cebisev: 3.26e-02
n =20 esit: 5.98e+01 Cebisev: 1.53e-02
n =24 esit: 2.57e+02 Cebisev: 6.95e-03
n =28 esit: 1.13e+03 Cebisev: 3.08e-03
n = 32 esit: 5.06e+03 Cebisev: 1.40e-03
n =36 esit: 2.29e+04 C(Cebisev: 6.41le-04
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n = 40 esit: 1.05e+05 Cebisev: 2.89e-04
Chebyshev.interpolate, n = 10: 1.09e-01

Esit aralikh diigiimlerde hata n = 40’ta 10%’i gecti. Cebisev diigiimlerinde ise diizenli olarak azaliyor: n
her 4 arttiginda kabaca 2,2 kat kiiciiliiyor. Chebyshev.interpolate ayni 0,109 hatasini verdi, ¢iinkii o da
ayni digimleri kullanir. Tiirevi siurlt her f icin Cebisev diigiimlerindeki interpolasyon polinomlarinin
f’ye diizgiin yakinsadig bilinir; esit aralikli diigiimlerde boyle bir giivence yoktur. Digiimleri secebildi-
gimiz her durumda Cebisev diigimlerini tercih etmeliyiz.

Parcali Polinomlar ve Spline

Diigiimleri secemiyorsak, 6rnegin veri esit aralikli bir tablodan geliyorsa, baska bir yol izleriz: dereceyi
artirmak yerine araligi kii¢iik parcalara boliip her parcada diisiik dereceli bir polinom kullaniriz. En basit
secim, ardisik diigiimleri dogru parcalariyla birlestirmektir ve NumPy’da bunu np.interp yapar:

import numpy as np

def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x*%*2)

xn = np.linspace(-1, 1, 11) # 10 esit alt aralik
xx = np.linspace(-1, 1, 2001)
L = np.interp(xx, xn, f(xn)) # parcali dogrusal

print(f"en biylik hata: {np.max(np.abs(L - f(xx))):.4f}")
print(np.interp([0.05, 0.5], xn, f(xn)))

Ciktr:

en blyuk hata: 0.0674
[0.875 0.15 ]

np.interp(x, xn, yn), artan sirada verilmig xn diigiimleri arasinda dogrusal interpolasyon yapar: 0,05
noktasi 0 ile 0,2 diigiimleri arasinda kaldigindan deger 1 ile 0,5’in agirlikhi ortalamasi olan 0,875’tir. Aym
11 digimle en biryiik hata 0,067; ayn1 diigiimlerdeki P, polinomunun hatasi ise 1,92’ydi. Bu yontemin
hatasina hata teoremi dogrudan bir sinir verir.

Onerme 12.4 (Parcali Dogrusal Interpolasyonun Hatas1). f € C?[a,b], hert € [a,b] icin| f”(t) | <
Mvea=12,<z <..<z, =bardisik diigiimleri arasindaki en biiyiik uzaklik h olsun. Diigiimlerde f
ile ¢akisan parcali dogrusal L fonksiyonu igin her x € [a, b] noktasinda

Mh?

| f@)— Do) | < =

olur.

ispat.
x, bir [x;,x; ] aralifinda olsun. Bu aralikta L, f’nin x; ve x;, , digimlerindeki birinci dereceden
interpolasyon polinomudur. Hata teoremi (Teorem 12.2) n = 1 ile bir € icin

| ") |
£~ L) | = o - )@ — )
verir. Toplami sabit olan iki pozitif saymn ¢arpimi, sayuar esitken en biiyiiktir; bu yiizden (x —
z;)(x;.1 — @) carpimi aralifin orta noktasinda en biiyiik degeri olan M walr. | f7(€) | < M ve
z; — x; < h oldugundan

| f(z) = L(z) | <

M h®  Mh?
2 4 38

bulunur. m
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Yani diigiim sayisini iki katina ¢ikarmak hatay: yaklasik dortte birine indirir. Daha iyisini yapmak icin
parcalar1 daha yiiksek dereceden secer ve birlesme noktalarinda tiirevlerin de uyusmasini isteriz.

Tanim 12.6 (Kibik Spline). ¢ =z, < z; < ... < z,, = b dugamleri ve y,4, y;, ..., y,, degerleri verilsin.
Asagidaki ti¢ kosulu saglayan S : [a,b] — R fonksiyonuna bu verinin bir kiibik spline’: (cubic spline)
denir:

1. Her [z;, z; ;] alt arahginda S, derecesi en fazla 3 olan bir polinomdur.
2. Heri=0,1,...,ni¢in S(z;) = y, dir.
3. S, 5" ve S” fonksiyonlari [a, b] araliginda siireklidir.

Yani spline, diigiimlerde birbirine tiirevleriyle birlikte piiriizsiizce eklenmis kiibik parcalardan olusur.
Adiny, teknik cizimde egri ¢izmek icin kullanilan esnek cetvelden alir. Bilinmeyenleri sayalim. n parcanin
her biri 4 katsayi tasir; toplam 4n bilinmeyen vardir. Her parcanin iki ucunda veriyle cakigmasi 2n kosul,
i¢ dugiimlerde S’ ile S” niin siirekliligi 2(n — 1) kosul verir. Toplam 4n — 2 kogul eder; spline’1 tek kilmak
icin iki kogul daha gerekir. Bu iki kosul genellikle u¢ noktalara konur ve her se¢cim ayr1 bir spline tiiri
verir.

Tanim 12.7 (Dogal Spline). S”(a) = S”(b) = 0 kosullarini saglayan kiibik spline’a dogal spline
(natural spline) denir.

Yani dogal spline’in uglarda egriligi sifirdir: u¢ diigiimlerin 6tesinde bir dogru gibi devam etmeye hazirdur.
Fonksiyon hakkinda ek bilgi istemez, ama gercek f” uclarda sifir degilse orada hatasi bityiir (Alistirma
12.8).

Tanim 12.8 (Sabitlenmis Spline). Degerleri spline’a verilen fonksiyon f olsun. S’(a) = f'(a) ve
S’(b) = f’(b) kosullarin1 saglayan kiibik spline’a sabitlenmig spline (clamped spline) denir.

Yani uglardaki egimi biz veririz. Ek bilgi kullandig: icin genellikle en dogru secenektir; ama uglardaki
tirevler ¢ogu zaman bilinmez.

Tanim 12.9 (Diigiim Olmama Kosulu). Ik iki parcanin ve son iki par¢anin ayni kiibik polinom
olmasini, yani S”’niin z; ve z,,_; digimlerinde de siirekli olmasini isteyen kosula diigiim olmama
kosulu (not-a-knot condition) denir.

Yani z; ve z,,_; noktalarinda parca degismez; bu iki nokta yalmiz spline’in gectigi noktalar olarak kalir.
Degeri, turevleri ve ticiincii tiirevi bir noktada cakisan iki kiibik polinom 6zdes oldugundan iki tanim
ayni seyi soyler. Bu kosul ek bilgi istemez ve uclarda dogal spline’dan daha dogrudur. SciPy’in varsayilan
se¢imi budur.

@ Spline ile interpolasyon ii¢ adimda

1. Dugumleri artan sirada bir x dizisine, degerleri bir y dizisine koyun.

2. S = CubicSpline(x, y, bc type=...) ile spline’1 kurun. Secenekler "not-a-knot" (varsayilan),
"natural” ve ug tiirevlerini veren ((1, da), (1, db)) bicimidir.

3. S(t) ile deger, S(t, 1) veS(t, 2) ile tiirev, S.integrate(a, b) ile integral hesaplayin.

Ornek 12.1 (Runge Fonksiyonunun Spline’1). f(z) = mﬁ fonksiyonunun [—1, 1] araligindaki 11

esit aralikli digtimdeki degerlerinden kiibik spline kurunuz. En biiyiik hatayi bulunuz; x = 0,3’teki degeri
ve tiirevi ile [—1, 1] tizerindeki integrali gercek degerlerle karsilagtiriniz.

Coziim.

Tarifin ti¢c adimini uygulayalim. Gergek tirev f'(z) = —%, x=0,3te —

integral, [ H‘;ﬁ = % arctan 5z oldugundan % arctan 5’tir.

(1+%+5)2 "dir. Gergek

import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline
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def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x**2)

xn = np.linspace(-1, 1, 11) # 10 esit alt aralik
xx = np.linspace(-1, 1, 2001)
S = CubicSpline(xn, f(xn)) # varsayilan: not-a-knot
print(f"en blylk hata: {np.max(np.abs(S(xx) - f(xx))):.4f}")
print(S.c.shape) # 4 katsayi, 10 parca
print(S(0.3), f(0.3))
print(S(0.3, 1), -15 / (1 + 25 * 0.3**2)**2) # birinci tlrev
print(S.integrate(-1, 1), 0.4 * np.arctan(5)) # integral

Ciktr:

en buyuk hata: 0.0220

(4, 10)

0.29733288239958944 0.3076923076923077
-1.3660027056024633 -1.4201183431952662
0.5519677815614747 0.5493603067780064

Spline’mn en biiyiik hatasi 0,022°dir; bu, ayn1 diigiimlerdeki P, polinomunun hatasinin (1,92) yaklasik
87°de biridir. S. c dizisinin sekli (4, 10)’dur: ¢’inci sttun, [z;, z;,,] parcasinda

S(x) = cole —z;)* + ¢y (x — 2;)° + cy(@ — x;) + ¢3

yazilisimin dort katsayisidir. = 0,3’te deger 0,2973 (gercegi 0,3077), tirev —1,366 (gergegi —1,420),
integral 0,55197 (gercegi 0,54936) cikt1.

Spline’in pargalarini farkli renklerle cizersek birlesme yerleri goriintr:

--- f
—— spline (tek parcalar)

— spline (¢ift parcalar)

|
i
&
ST
=V

Sekil 12.5: fix) = 1/(1 + 25x%) (kesikli) ve onun 11 esit aralikli digiimdeki degerlerinden CubicSpline ile
kurulan kiibik spline. Renkler on kiibik parcay: birbirinden ayirir; parcalar digiimlerde birinci ve ikinci
turevleriyle birlikte birlegir. En biiytik hata 0,022'dir; ayn1 diigiimlerdeki P;, polinomunun hatas: 1,92'ydi.

Dugiim sayis1 artinca spline’in hatasi, pargali dogrusal interpolasyonunkinden ¢ok daha hizli azalir. Bu
hiz1 6l¢elim:
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import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline

def f(x):
return 1 / (1 + 25 * x*%*2)

xx = np.linspace(-1, 1, 20001)
for n in (10, 20, 40, 80, 160, 320): # alt aralik sayisi
xn = np.linspace(-1, 1, n + 1)
e lin = np.max(np.abs(np.interp(xx, xn, f(xn)) - f(xx)))
e spl = np.max(np.abs(CubicSpline(xn, f(xn))(xx) - f(xx)))
print(f"n = {n:3d} h={2/ n:.5f} dogrusal: {e 1in:8.2e}"
f spline: {e spl:8.2e}")

Cikt1:
n= 10 h = 0.20000 dogrusal: 6.74e-02 spline: 2.20e-02
n= 20 h=20.10000 dogrusal: 4.18e-02 spline: 3.18e-03
n= 40 h = 0.05000 dogrusal: 1.40e-02 spline: 2.78e-04
n= 80 h=0.02500 dogrusal: 3.80e-03 spline: 1.6le-05
n=160 h=0.01250 dogrusal: 9.70e-04 spline: 9.68e-07
n =320 h =0.00625 dogrusal: 2.44e-04 spline: 5.98e-08

n = 40’tan sonra alt aralik sayisi iki katina ¢ikinca parcali dogrusal interpolasyonun hatasi yaklasik 4
kat, spline’inki ise yaklasik 16 kat kiiciilityor; 6rnegin 9,70 - 1074 /2,44 - 10~ ~ 4,0 ve 9,68 - 1077 /5,98 -
10~® ~ 16,2. Daha kiiciik n’de oranlar daha kiiciiktiir (dogrusal icin 1,6 ve 3,0, spline icin 6,9 ve 11,4),
clinkii h, fonksiyonun 0 gevresindeki dar tepesine gére heniiz biiyiiktiir. Iki eksen de logaritmik olunca,
h? ile orantili bir hata egimi —p olan bir dogru ¢izer:

en bityiik hata

parcali dogrusal

1073 4 kiibik spliné

10 20 40 80 160 320

alt aralik sayisi n

Sekil 12.6: flx) = 1/(1 + 25x%) i¢in parcali dogrusal interpolasyonun (np.interp) ve kiibik spline'in

(CubicSpline) en biiyiik hatasi, iki ekseni de logaritmik olcekte; tablodaki sayilarin aynisi. n = 40'tan

sonra alt aralik sayisi iki katina ¢ikinca hatalar yaklasik 4 ve 16 kat kii¢tiliir; daha kigiik n'de iki egri de
daha yavas iner. Kesikli ¢izgiler bu hizlara karsilik gelen -2 ve -4 egimlerini gosterir.
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Spline’daki h* hiz1 genel bir teoremdir.

Teorem 12.3 (Sabitlenmis Spline’in Hatasi). f € C%[a,b], her t € [a,b] icin | fH(t) | < M ve S,
fnina=1zy, < ..<z, =0 digimlerindeki sabitlenmis spline’r olsun. Ardisik diigiimler arasindaki en
bityiik uzakhk h ise her z € [a, b] icin

| f(2) = 8(z) | < 507 M

olur.

Ispat1 bu bsliimiin kapsamini asiyor; sonucu sayisal olarak dogrulayacagiz. Diigiim olmama kosulu icin
de hata h* ile orantili olarak azalir. Dogal spline’da ise f” uclarda sifir degilse hata uclara yakin yalniz h?
hiziyla azalir.

Ornek 12.2 (Siniisiin Sabitlenmis Spline’1). [0, 7] araliginda sin z fonksiyonunu n = 4, 8,16, 32, 64
esit alt aralikla sabitlenmis spline ile yaklaginiz. En biyiik hatay: teoremdeki sinirla (Teorem 12.3) karsi-
lastiriiz.

Cozim.
Uclardaki tirevler cos0 =1 ve cosm = —1’dir. bc_type=((1, 1.0), (1, -1.0)) segenegi her
ucta birinci tiirevi (1) verilen degere esitler. | sin® z | = [sinz | < 1 oldugundan M = 1 aliriz; h =
m/n’dir.

import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline

xx = np.linspace(0, np.pi, 20001)

prev = None

for n in (4, 8, 16, 32, 64):
xn = np.linspace(0, np.pi, n + 1)
h =np.pi / n
# sabitlenmis spline: S'(0) = cos 0@ = 1, S'(pi) = cos pi = -1
S = CubicSpline(xn, np.sin(xn), bc type=((1, 1.0), (1, -1.0))
err = np.max(np.abs(S(xx) - np.sin(xx)))

)

bound = 5 / 384 * h**4 # max |sin''''| =1
ratio = "" if prev is None else f" oran: {prev / err:5.2f}"
print(f"n = {n:2d} hata: {err:8.2e} sinir: {bound:8.2e}{ratio}")
prev = err
Ciktr:

n= 4 hata: 1.12e-03 sinir: 4.95e-03

n= 8 hata: 6.32e-05 sinir: 3.10e-04 oran: 17.77

n =16 hata: 3.89e-06 sinir: 1.94e-05 oran: 16.26

n = 32 hata: 2.42e-07 sinir: 1.21e-06 oran: 16.06

n = 64 hata: 1.51e-08 sinir: 7.56e-08 oran: 16.01

Hata her satirda siirin altinda kaliyor ve ardigik iki hatanin orani 16’ya yaklasiyor: h yariya inince
hata 2* = 16 kat kiigiiliiyor. Sinir gercek hatanin yaklasik 5 katidir; teorem en kotii durumu kapsar. m

En Kiiciik Kareler ile Polinom Uydurma

Ol¢iim verisinde her deger bir miktar giiriiltii tasir ve verinin biitiin noktalarindan gecmeye ¢alismak
giriltilyi de modele katmak olur. Bunun yerine diisiik dereceli bir p polinomu se¢ip m 6l¢tim (x;, y;) icin

i ( Yi — p(xi))2

=1
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toplamin1 en kiiciik yapan katsayilar1 arariz. Bu, siitunlar1 1, z, ..., % olan bir Vandermonde matrisiyle
kurulan ve denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan fazla olan bir sistemin en kii¢iik kareler ¢oztimiidiir (bkz.
NumPy ile Lineer Cebir ve Niimerik Analiz). NumPy’da bu isi iki fonksiyon yapar: Polynomial.fit(x, v,

deg) ve eski araylizden np.polyfit(x, y, deg).Uydurmadan sonrar;, =y, — p(x;) artiklarina bakmak,
modelin yeterli olup olmadigini anlamanin en iyi yoludur.

Tanim 12.10 (Artik Grafigi). (z,,y,) verisine bir § modeli uydurulmus olsun. r, = y; — §(z;) artikla-
rinin z;’ye karsi ¢izildigi grafige artik grafigi (residual plot) denir.

Yani artik grafigi, modelin aciklayamadigi kismi gosterir. Model verinin yapisini yakalamigsa geriye yalniz
giriiltii kalir ve artiklar sifirin iki yanina diizensizce dagilir. Artiklarda bir desen goriilityorsa (bir kemer,
bir dalga ya da uglara dogru agilan bir yelpaze) model bir seyi kagiriyordur.

© Olgiim verisine ii¢ adimda polinom uydurmak

1. Bir derece secin; miimkiinse dereceyi problemin kendisinden ya da verinin grafiginden belirleyin.

2. p = Polynomial.fit(x, y, deg) ile uydurun; alisilmig katsayilar igin p. convert() . coef kullanin.

3. r =y - p(x) artiklarin1 hesaplayip ¢izin. Artiklarda bir desen varsa dereceyi artirin ya da modeli
degistirin.

Ornek 12.3 (Yukar1 Atilan Bir Cismin Yiiksekligi). 25 m yiikseklikten 3 m/s hizla yukar atilan bir
cismin yiiksekligi t € [0, 2] s araliginda 0,1 s arayla 21 kez 6l¢iilityor. Olgiimleri iiretmek i¢in h(t) = 25 +
3t — 4,905t degerlerine standart sapmasi 0,05 m olan normal dagilimh giiriiltii ekleniyor. Veriye birinci
ve ikinci dereceden polinom uydurup artik kareleri toplamlarini kargilagtiriniz.

Cozim.

rng.normal(@, 0.05, t.size) ortalamasi 0, standart sapmasi 0,05 olan normal dagilimdan t.size
tane say1 uretir (Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri); tohum sabit oldugundan her calistirmada
aym veri ¢ikar. Tarifin ilk iki adimin iki derece i¢in uygulayalim:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

rng = np.random.default rng(16)
t = np.linspace(0, 2, 21) # s
h =25+ 3*t - 4,905 * t**2 + rng.normal(0, 0.05, t.size) #m

for deg in (1, 2):
p = Polynomial.fit(t, h, deg).convert()
r=nh - p(t) # artiklar
print(f"derece {deg}: katsayilar {np.round(p.coef, 4)}")
print(f" artik kareleri toplami {np.sum(r**2):.4f}")

Ciktr:

derece 1: katsayilar [28.1307 -6.8326]
artik kareleri toplami 54.0890

derece 2: katsayilar [25.022 2.9842 -4.9084]
artik kareleri toplami 0.0435

Dogrunun artik kareleri toplami 54,1, paraboliinkii 0,0435’tir; parabol yaklagik 1200 kat daha iyi
uyuyor. Paraboliin katsayilar1 25,022; 2,984; —4,908 ve verinin tretildigi 25; 3; —4,905 degerlerine ¢ok
yakin.

Tarifin G¢iincii adimu artiklara bakmaktir. Asagidaki kod t¢ alt grafik kurar: ilkinde veri ve iki polinom,
otekilerde iki modelin artiklar: vardir.
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

rng = np.random.default rng(16)
t = np.linspace(0, 2, 21)
h=25+3%*+t - 4,905 * t**2 + rng.normal(0, 0.05, t.size)

tt = np.linspace(0, 2, 201)

fig, axes = plt.subplots(l, 3, figsize=(12, 3.5))

axes[0].plot(t, h, "o", color="black", label="06lc¢lim")

for deg in (1, 2):
p = Polynomial.fit(t, h, deg)
r=nh - p(t) # artiklar
axes[0].plot(tt, p(tt), label=f"derece {deg}")
axes[deg].plot(t, r, "0o")
axes[deg].axhline(0, color="gray", 1lw=0.8)
axes[deg].set title(f"derece {deg}: artiklar")
print(f"derece {deg}: en blyik |artik| {np.max(np.abs(r)):.3f} m")

axes[0].set xlabel("t (s)")

axes[0].set ylabel("h (m)")

axes[0].legend()

fig.savefig("artiklar.png", dpi=150)

Ciktr:

derece 1: en buylk |artik| 3.161 m
derece 2: en buytk |artik| 0.078 m

Kod en buiyiik artiklar: yazdirir ve grafigi artiklar.png dosyasina kaydeder. Asagidaki sekil ayni grafigin
ayni verilerle ¢izilmis halidir:

h (m) veri ve uyan polinomlar derece 1: artiklar derece 2: artiklar
0,1
3.
® °
2- [ ]
e®%% 0,05 1
[ ] P °®
14 ° ° °
° [ ] ° [ ] °
0- ® ° 04 e
°
° °
-1 ° [ ]
L4 ° LI
. -0051 @ °
®  Slcim -2 o °
= derece 1 ° °
_3 -
10 4 [ ] [ ]

: derece 2 . . : . T -0,1 T
0 1 2 0 1 2 0 1 2

t(s) t(s) t(s)

Sekil 12.7: Yukari atilan cismin 21 yiikseklik 6l¢timiine birinci ve ikinci dereceden polinom uydurulmasi

(sol) ve iki modelin artiklari; yukaridaki Matplotlib kodunun ¢izdigi grafigin ayni verilerle ¢izilmis hali.

Dogrunun artiklar1 belirgin bir kemer ¢izer: model, verideki egriligi yakalayamamistir. Paraboliin artiklar
ise sifirin iki yanina diizensizce dagilir ve 0,08 m'yi asmaz (eksen dlceklerinin farkina dikkat).

Dogrunun artiklar: diizgiin bir kemer ¢iziyor: ortada pozitif, uglarda negatif. Bu, modelin verideki egriligi
yakalayamadigini soyler. Paraboliin artiklar: ise sifirin iki yanina diizensizce dagiliyor ve buyiiklikleri,
giiriiltiiniin 0,05 m olan standart sapmasiyla uyumlu.

Modelin katsayilarinin fiziksel bir anlamu da var. h(t) = hg + vyt — £t oldugundan ¢*’nin katsayisinin
—2 kat1 yercekimi ivmesinin bir tahminidir. np.polyfit, cov=True secenegiyle katsayilarin kovaryans
matrisini de verir; bu matrisin kogsegenindeki sayilarin karekokleri katsayilarin standart hatalaridir.
polyfit’in katsayilari en yliksek dereceden baslattigina dikkat edin:

Acik Matematik - acik-matematik.com 359 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

360 Béliim 12. Polinomlar, interpolasyon ve Egri Uydurma

import numpy as np

rng = np.random.default rng(16)
np.linspace(0, 2, 21)
=25+ 3 *t - 4,905 * t**2 + rng.normal(0, 0.05, t.size)

0 +
I

c, C = np.polyfit(t, h, 2, cov=True) # c = [c2, cl, cO]

se = np.sqrt(np.diag(C)) # katsayilarin standart hatalari

g, se g = -2 * c[0], 2 * se[0] #h=ho + v0 t - (g/2) t"2

print(np.round(c, 4))

print(np.round(se, 4))
( i

print(f"g = {g:.3f} {se g:.3f} m/s"2")

Ciktr:

[-4.9084 2.9842 25.022 ]
[0.0328 0.068 0.0293]
g = 9.817 + 0.066 m/s"2

Tahmin g ~ 9,817 4 0,066 m/s* oldu; gercek 9,81 degeri tahminin bir standart hata yakininda. NumPy
bu standart hatalar1 artiklarin buyiikliigiinden kestirir: giiriiltiiniin varyansini, artik kareleri toplamim
serbestlik derecesine, yani 21 — 3 = 18’e bolerek tahmin eder.

Derece artirmak artiklar1 her zaman kigiiltir

Derecesi en fazla d olan polinomlar, derecesi en fazla d 4 1 olanlarin arasindadir. Bu yiizden en kii¢iik
kareler uydurmasinda artik kareleri toplami dereceyle hicbir zaman artmaz:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

rng = np.random.default rng(16)
t = np.linspace(0, 2, 21)
h=25+3%*+t - 4,905 * t**2 + rng.normal(0®, 0.05, t.size)

for deg in range(0, 9):
p = Polynomial.fit(t, h, deg)
rss = np.sum((h - p(t))**2)
print(f"derece {deg}: artik kareleri toplami {rss:.5f}")

Ciktr:
derece 0: artik kareleri toplami 413.55893
derece 1: artik kareleri toplami 54.08900
derece 2: artik kareleri toplami 0.04348
derece 3: artik kareleri toplami 0.04281
derece 4: artik kareleri toplami 0.03167
derece 5: artik kareleri toplami 0.02490
derece 6: artik kareleri toplami 0.02473
derece 7: artik kareleri toplami 0.02216
derece 8: artik kareleri toplami 0.01933

Ikinci dereceden sonraki diisiisler cok kiiciiktiir. Bunlar modelin iyilestigini degil, polinomun
giriltiye uymaya bagladigini gosterir; buna agir1 uyum (overfitting) denir. Dereceyi artik kareleri
toplaminin kiiciikliigiine bakarak degil, artik grafigine ve modelin anlamina bakarak se¢in. Uydur-
mada kullanilmayan test noktalar: da iyi bir 6l¢uttiir (Aligtirma 12.10).

12.9 Dogrusal Olmayan Modeller

Her model katsayilarina gore dogrusal degildir ve béyle modeller icin polyfit yetmez.
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Tanim 12.11 (Parametrelerine Goére Dogrusal Model). ¢4, ..., ¢,, bilinen fonksiyonlar ve ¢y, ..., ¢
parametreler olmak iizere

m

Y =c101(x) + oo () + .. + o, ()

bicimindeki modele parametrelerine gore dogrusal model denir. Bu bicimde yazilamayan modellere
dogrusal olmayan model denir.

Yani “dogrusal” sézii x’e gore degil, parametrelere géredir. y = ¢, + ¢;& + c,x? parabolii ya da y =
¢, sinz + cye” dogrusal modellerdir ve bunlarin en kiiciik kareler problemi bir lineer sistemin en kii¢iik
kareler ¢oziimiine indirgenir. y = ae™** yaday = Asinwt ise k ve w’ya gore dogrusal degildir. Dogrusal
olmayan bir modelde artik kareleri toplami parametrelerin genel bir fonksiyonudur; en kii¢itk degeri, bir
baglangi¢ tahmininden yola ¢itkan yinelemeli bir yontemle aranir. Bu bir optimizasyon problemidir (Kok
Bulma ve Optimizasyon) ve scipy.optimize.curve_fit fonksiyonu onu varsayilan olarak Levenberg-
Marquardt yontemiyle ¢ozer.

© Dogrusal olmayan bir modeli iic adimda uydurmak

1. Modeli, ilk argiimani bagimsiz degisken, 6tekileri parametreler olan bir Python fonksiyonu olarak
yazin: def model(t, a, b, c).

2. popt, pcov = curve fit(model, t, y, p0=...) ile uydurun. po, parametreler i¢in verinin
grafiginden okunan makul bir baglangi¢c tahminidir.

3. np.sqrt(np.diag(pcov)) ile parametrelerin standart hatalarini hesaplayin ve artiklara bakin.

Ornek 12.4 (Newton Soguma Yasasi). Ortam sicaklig1 7, olan bir odada soguyan bir stvinin sicaklig

T(t) =T, + (T, —T,) e

yasasmna uyar. t = 0, 2, ..., 30 dakikalarinda él¢iilen sicakliklar, T, = 22, T, = 90, k = 0,12 degerlerine
standart sapmas1 0,5 °C olan giiriiltii eklenerek iiretiliyor. T}, T, ve k parametrelerini curve_fit ile tahmin
ediniz.

Cozim.

Model k’ye gore dogrusal degildir, bu yiizden tarifi uygulariz. Baglangi¢ tahminini verinin kendisinden
okuruz. Kod 6nce ilk ve son 6l¢iimii yazdirtyor: son 6l¢iim 23 °C civarinda oldugundan ortam sicakligi
bunun biraz altinda olmali ve T, i¢in 20 deneriz. ik 8l¢iim 7j,"1n 90 civarinda oldugunu gésteriyor;
kaba bir tahmin olarak 80 yazmak yeter. k i¢in 0,1 deneriz.

import numpy as np
from scipy.optimize import curve fit

def model(t, Ta, TO, k):
"""Newton soguma yasasi: ortam Ta, baslangi¢ TO, hiz sabiti k."""
return Ta + (TO - Ta) * np.exp(-k * t)

rng = np.random.default rng(5)
t = np.arange(0, 31, 2.0) # dakika
T = model(t, 22, 90, 0.12) + rng.normal(0, 0.5, t.size) # °C

print("ilk ve son 6lgim:", np.round(T[[O, -1]1], 2))

popt, pcov = curve fit(model, t, T, p06=(20, 80, 0.1))

perr = np.sqrt(np.diag(pcov))

for name, v, e in zip(("Ta", "TO", "k"), popt, perr):
print(f"{name} = {v:.4f} = {e:.4f}")

r =T - model(t, *popt)

print(f"artik kareleri toplami: {np.sum(r**2):.3f}")
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Ciktr:

ilk ve son Olcim: [89.6 22.99]
Ta = 21.6914 + 0.3530

TO = 89.3752 + 0.4294

k = 0.1173 £ 0.0022

artik kareleri toplami: 3.439

+

Tahminler T, ~ 21,69 4 0,35, T;, ~ 89,38 £+ 0,43 ve k ~ 0,1173 4 0,0022 oldu. Verinin tretildigi 22,
90 ve 0,12 degerlerinin hepsi tahminlerden iki standart hatadan daha az uzakta. Artik kareleri toplami
3,44’tiir. Bunu serbestlik derecesine, yani 16 — 3 = 13’e boliince 0,26 cikar; bu, giiriiltiiniin 0,25 olan
varyansina ¢ok yakindir. B

Uydurulan egri 6l¢iimlerin arasindan geciyor ve zamanla tahmin edilen ortam sicakligina yaklagiyor:

T(°C)
® {lcuim
— uyan egri
80
60
T(t) = 21,7 + 67,7 e %117t
40 4
T, ~21,7°C

12 T

T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

t (dakika)

Sekil 12.8: Soguyan bir sivinin iki dakikada bir 6l¢iilen sicakliklar: ve curve_fit ile uydurulan Newton
soguma egrisi. Kesikli ¢izgi, tahmin edilen ortam sicakligidir; egri zamanla ona yaklasur.
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curve_fit baglangic tahminine duyarlidir

Yinelemeli yontem, baglangi¢ tahmininin yakinindaki bir yerel minimuma gider. y = A sin wt mode-
linde frekans igin kéti bir baglangic degeri yanlis bir sonug verir. Asagidaki veri A = 2, w = 3 ile
iiretildi. Kodda w, w adiyla yaziliyor; artik kareleri toplami (residual sum of squares) da kisaca RSS
diye yazdiriliyor:

import numpy as np
from scipy.optimize import curve fit

def model(t, A, w):
return A * np.sin(w * t)

rng = np.random.default rng(4)
t = np.linspace(0, 6, 40)
y = model(t, 2.0, 3.0) + rng.normal(0, 0.2, t.size)
for wo in (1.0, 2.5, 4.0):
(A, w), = curve fit(model, t, y, p0=(1.0, w0))
rss = np.sum((y - model(t, A, w))**2)
print(f"w0 = {w0}: A = {A:.4f} w = {w:.4f} RSS = {rss:.2f}")

Ciktr:
wo =1.0: A =0.2805 w = 1.7477 RSS = 78.95
wO = 2.5: A =1.9694 w = 2.9947 RSS = 1.75
wO = 4.0: A =0.2980 w = 4.2162 RSS = 78.73

Baslangic frekansi 1 ve 4 iken yéntem yanlis yerel minimumlarda durdu ve artik kareleri toplami 79
civarinda kaldi. Baslangi¢ frekans: 2,5 iken gercek degerlere ulasti ve toplam 1,75’e indi. Baslangic
tahminini verinin grafiginden okuyun (burada ardigik iki tepe arasindaki uzaklik 27 /w’dir) ve sonucu
her zaman artiklarla denetleyin.

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalar: 6nce kendiniz ¢6zmeye calisin; her ¢oziimde kod ve ¢iktist verilmistir.

Alistirma 12.1 (Bir Polinomun Yerel Ekstremumlari). p(z) = 3z* — 423 — 1222 + 5 polinomunun
yerel ekstremumlarini Polynomial smifinin deriv ve roots metodlariyla bulunuz ve ikinci tiirev testiyle
siniflandiriniz.

Cozim.

Adim 1. Bir polinom her yerde tiirevlenebilir oldugundan yerel ekstremumlar ancak p’(z) = 0 denk-
leminin koklerinde, yani kritik noktalarda olabilir. Bir kritik noktada p” > 0 ise yerel minimum, p” <
0 ise yerel maksimum vardir (bkz. Analiz 2).

Adim 2. deriv() birinci, deriv(2) ikinci tiirevi verir; kritik noktalar birinci tirevin kokleridir:

from numpy.polynomial import Polynomial

p = Polynomial([5, 0, -12, -4, 31]) # 3x™4 - 4x"3 - 12x"2 + 5

dp, d2p = p.deriv(), p.deriv(2)

print(dp)

for c in dp.roots(): # kritik noktalar
kind = "yerel minimum" if d2p(c) > 0 else "yerel maksimum"
print(f"x = {c:5.2f} p(x) = {p(c):6.2f} p''(x) = {d2p(c):5.1f}"

f {kind}")
Ciktr:
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0.0 - 24.0 x - 12.0 x**2 + 12.0 x**3

x =-1.00 p(x) = 0.00 p''(x) = 36.0 yerel minimum
X = 0.00 p(x) = 5.00 p''(x)=-24.0 yerel maksimum
X = 2.00 p(x) = -27.00 p''(x) = 72.0 yerel minimum

Adim 3. Tirevin carpanlarina ayrilmis hali
p'(z) = 1223 — 1222 — 24z = 122(x + 1)(x — 2)

oldugundan kritik noktalar —1, 0 ve 2’dir. z = —1 ve & = 2’de yerel minimum (p(—1) =0, p(2) =
—27), z = 0’da yerel maksimum (p(0) = 5) vardir. m

Alistirma 12.2 (Horner Yontemiyle Sentetik Bolme). Horner yontemindeki ara degerlerin, p(x)
polinomu z — r’ye bolindiginde bolimiin katsayilar: oldugunu gosteriniz. Bunu kullanarak bolimi
ve kalani veren bir synthetic_division(coef, r) fonksiyonu yazinmz ve (x — 1)(z — 2)(z — 3) polino-
munu z — 4’e boliip sonucu divmod ile karsilagtiriniz.

Cozim.
Adim 1. Horner yinelemesini « = r noktasinda yapalm: b,, = a,, ve b, = a,, +rb;,. q(x) = b, +
by + ... + b,z™ ! diyelim. Carpim1 agarsak

n—1

(@—7)q(x) = bya™ + Y (b, —rbpy1) " — b
k=1

bulunur. Yineleme geregi b, — r b, = a; ve b,, = a,,’dir. Ayrica by — r b; = ay oldugundan —rb, =
ag — by dir. Dolayisiyla (z — r) g(x) = p(x) — by, yani p(x) = (x — r) g(z) + by olur. Boliim g, kalan
da by, = p(r)’dir.

Adim 2. Fonksiyon ara degerleri bir listede biriktirir; son deger kalandir, 6ncekiler boliimiin katsayi-
laridir:

from numpy.polynomial import Polynomial

def synthetic division(coef, r):
"""p(x) = (x - r) q(x) + p(r) ayrismasi; katsayilar artan sirada."""
b = [coef[-1]]
for a in reversed(coef[:-11):
b.append(a + r * b[-1]) # Horner adimi
rem = b.pop() # son deger p(r)
return b[::-1], rem

coef = [-6, 11, -6, 1] # (x - 1)(x - 2)(x - 3)
g, rem = synthetic division(coef, 4)

print(q, rem)

quot, rem2 = divmod(Polynomial(coef), Polynomial([-4, 1]))

print(quot, "|", rem2)
Ciktr:
[3, -2, 1] 6

3.0 - 2.0 x + 1.0 x**2 | 6.0

Adim 3. Bolim 3 — 2z + 22, kalan 6 = p(4) = 3 -2 - 1'dir; divmod aymi sonucu verdi. Fonksiyon
bélimiin katsayilarini artan sirada déndirir, bu yiizden liste [3, -2, 1] bicimindedir. m
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Alistirma 12.3 (Bes Kath Bir Kokiin Hesab1). (z — 1) polinomunun koklerini roots metoduyla
hesaplayiniz. Bulunan koéklerin 1’e uzakliklarini aciklayiniz.

Cozim.
Adim 1. Polinomu kokiinden kurup koklerini ve koklerin 1’e uzakliklarini yazdiralim; karsilastirma
icin makine hassasiyeti ’un besinci kokiinii de hesaplayalim:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

p = Polynomial.fromroots([1, 1, 1, 1, 1]) # (x - 1)°5
print(p)

r = p.roots()

print(np.round(r, 5))

print(np.abs(r - 1))

print(np.finfo(float).eps ** (1 / 5))

Ciktr:

-1.0 + 5.0 x - 10.0 x**2 + 10.0 x**3 - 5.0 x**4 + 1.0 x**5
[0.99877+0.] 0.99962-0.00117j 0.99962+0.00117j 1.00099-0.00072j
1.00099+0.00072j ]

[0.0012277 ©0.00122816 0.00122816 0.0012289 0.0012289 ]

0.000740095979741405

Adim 2. Kokler 1 cevresinde, yaricap1 yaklasik 1,23 - 1072 olan bir ¢emberin iizerinde, diizgiin bir
besgenin koselerinde duruyor. Hesaplanan kokler, katsayilari yuvarlama hatasi diizeyinde degismis
bir polinomun kékleridir. (x — 1)3 = § denkleminin kékleri 1’in gevresinde, yarigapi | & |1/ 5 olan bir
cemberin iizerinde esit araliklarla dizilir. | § |'/° ~ 1,23 - 1073 ise | § | ~ 2,8 - 10~'®’tir; bu, makine
hassasiyetinin yaklasik 13 katidir.

Adim 3. Demek ki 10715 mertebesindeki bir degisiklik, bes katli kokii 103 mertebesinde oynatir.
Genel olarak m kath bir kék, katsayilardaki e bityiikligiindeki bir degisiklikle /™ mertebesinde yer
degistirir; son satirdaki /% &~ 7,4 - 10~ bu élcegi gosteriyor. m

Alistirma 12.4 (Boliitnmiis Farklarla Newton Bic¢imi). (0, 1), (1, 3), (2,2), (3, 5) verisinin bélinmiis
farklarini hesaplayan bir fonksiyon yaziniz. Interpolasyon polinomunun Newton bigimini Polynomial
nesneleriyle kurup Vandermonde yoluyla buldugumuz polinomla karsilagtiriniz.

Coziim.
Adim 1. Newton bi¢imi

p(z) = flzo] + flzo 21)(z — 20) + .. + flZg, -y T, ] (T — 3g) (2 — 2y q)
yaziligidir (bkz. Niimerik Analiz). Boliinmiis farklar f[z;] = y, ve

flwig, s xi+j] — flz;, ""xi+j—1]

flzis s $i+j] =

yinelemesiyle hesaplanir.

Adim 2. Fark tablosunu tek bir dizi tizerinde siitun siitun giincelleriz: j’inci adimdan sonra c[i] (¢ > j)
elemant f[z;_;, ..., x;|'yi tutar. Atamanin sag tarafi eski degerlerle hesaplandigindan giincelleme vek-
torel yapilabilir. Newton bi¢imini kurarken (z — z)---(x — x,_; ) ¢carpimuini basis adli bir Polynomial
nesnesinde biriktiririz:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial
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def divided differences(x, y):
"""Newton bi¢iminin katsayilari: f[x0], f[x0,x1], ..., f[x0,...,xn]."""
c = np.array(y, dtype=float)
for j in range(1l, len(x)):

# c[i] <- (c[i]l - c[i-11) / (x[i] - x[i-jI), i =73, ..., n
clj:1 = (clj:]1 - clj - 1:-11) / (x[3:1 - x[:-31)
return c

X = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0])

y = np.array([1.0, 3.0, 2.0, 0])

¢ = divided differences(x, y)

print(c)

p = Polynomial([0.0])

basis = Polynomial([1.0]) # (x - x0)...(x - x {k-1})

for ck, xk in zip(c, x):

p=p+ ck * basis

basis = basis * Polynomial([-xk, 1.0])
print(p)

Ciktr:

[ 1. 2o 5 1.16666667]
1.0 + 5.83333333 x - 5.0 x**2 + 1.16666667 x**3

Adim 3. Bolunmiis farklar 1, 2, —1,5 ve %’dlr, yani
3 7
p(z) =142z — éaf;(x—l) + 63:(;7:—1)(9:—2).

Ac¢ilmis hali Vandermonde yoluyla buldugumuz 1 + 3—53: — 512 + %x?’ polinomunun aynisidir. Son
boliinmiis fark, beklendigi gibi bas katsayiya esittir (bkz. Niimerik Analiz). m

Alistirma 12.5 (Siniis Interpolasyonunun Hata Simir1). [0, 7] arahigindaki 5 esit aralikli diigiimde
sin ¢ fonksiyonunun interpolasyon polinomunu kurunuz. Gergek en biiyiik hatay1 interpolasyon hatasi
teoreminin verdigi sinirla kargilastiriniz.

Cozim.
Adim 1.5 diigiim n = 4 demektir. |sin® z | = |cosz | < 1 oldugundan teorem (Teorem 12.2) her 2 €
[0, 7] i¢in

) max| w |
[sinz —p(z) | < —r—

sInirni verir.
Adim 2. Bes noktaya dordiincii dereceden Polynomial.fit interpolasyon polinomunu verir.
max| w |'y1 sik bir 1zgarada olgeriz:

import math

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

xn = np.linspace(0, np.pi, 5) # n = 4, bes digim

p = Polynomial.fit(xn, np.sin(xn), 4)
xx = np.linspace(0, np.pi, 4001)
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err = np.max(np.abs(p(xx) - np.sin(xx)))

omega = np.max(np.abs(np.prod(xx[:, None] - xn, axis=1)))

bound = omega / math.factorial(5) # max |[sin™(5)| =1
print(f"gercek hata: {err:.2e}")

print(f"max |omega|: {omega:.4f} sinir: {bound:.2e}")

Cikt1:

gercek hata: 1.81e-03
max |omega|: 1.0852 sinir: 9.04e-03

Adim 3. Gergek hata 1,81 - 1073, stur 9,04 - 10~3’tiir; sinir saglaniyor ve gercek hatanin yaklasik 5
kat1. Simirin kétiimser olmasinin nedeni, hata formiiliindeki | sin® ¢ | = | cos ¢ | carpaminin yerine en
kotii degeri olan 1’i koymasidir. Teoremdeki £ noktasi «’e baghdir ama z’in yakininda olmak zorunda
degildir; bu yiizden | cos z |'in 1’e yakin oldugu uglarda bile | cos ¢ | kiigiik olabilir. Gergek hatadan geri
hesaplanan | cos () | degeri, yani5!|sinz — p(z) | / | w(x) | oran, diigiimler disindaki her noktada
0,24’tin altinda kaliyor. m

Alistirma 12.6 (Runge’un Ozgiin Ornegi). Runge 6rnegini [—5, 5] arahginda g(z) = 1Lz fonksiyo-

nuyla vermisti. 11 esit aralikli diigiimle ve [—5, 5] araligina taginmug 11 Cebisev diigiimiiyle en biyiik
interpolasyon hatalarini hesaplayiniz. Sonuglarin béliimdeki 1,9156 ve 0,1092 degerleriyle ayni ¢tkmasin
aciklayimiz.

Coziim.

Admm 1. Cebisev diigiimlerini [—1, 1] araliginda hesaplayip ¢ - %t + 22 ¢ déniisiimiiyle [a, b] =
[—5, 5] araligina tasiriz (Tanim 12.5). Chebyshev.interpolate ayni isi domain secenegiyle yapar.
Adim 2. Hatalari sik bir 1zgarada 6lcelim:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Chebyshev
from scipy.interpolate import BarycentricInterpolator

def f(x):
return 1 / (1 + x**2)

a, b, n=-5.0, 5.0, 10
xx = np.linspace(a, b, 4001)
xe = np.linspace(a, b, n + 1)
k = np.arange(n + 1)
t = np.cos((2 * k+ 1) *np.pi / (2 *n + 2)) # [-1, 1] dugimleri
XxCc=(a+b)/2+(b-a)/2*t # [a, b] araligina tasi
for name, xn in (("esit aralikli", xe), ("Cebisev", xc)):

p = BarycentricInterpolator(xn, f(xn))

print(f"{name:13s}: {np.max(np.abs(p(xx) - f(xx))):.4f}")
c = Chebyshev.interpolate(f, n, domain=[a, bl)
print(f"{'interpolate':13s}: {np.max(np.abs(c(xx) - f(xx))):.4f}")

Cikti:

esit aralikli: 1.9156
Cebisev : 0.1092
interpolate : 0.1092

Acik Matematik - acik-matematik.com 367 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

368 Béliim 12. Polinomlar, interpolasyon ve Egri Uydurma

Adim 3. Hatalar béliimdeki f(z) = mﬁ icin bulunanlarla ayni. Nedeni, z = 5u dénisiimiiyle
9(5u) = 79572 = f(u) olmasidir. Bu déniisiim [—1,1]’deki esit arahkh diigimleri [—5, 5]’teki esit
aralikli digtmlere, Cebisev diigiimlerini de Cebisev diiglimlerine tagir. g’nin interpolasyon polinomu
P ise P(5u), u'nun derecesi en fazla 10 olan ve f’yi u-diigiimlerinde interpolasyonla yaklasan bir
polinomdur; teklik geregi f’nin interpolasyon polinomudur. Dolayisiyla iki problemin hatalari nokta

nokta aynidir. m

Alistirma 12.7 (Hiz Olciimlerinden Yol ve Ivme). Bir aracin hizi ¢ = 0, 1, ..., 6 saniyelerinde 6l¢iilii-
yor; 6lciimler () = 10 (1 — e~*/?) m/s fonksiyonundan alinyor. Kiibik spline ile [0, 6] araliginda alinan

yolu ve ¢ = 3’teki ivmeyi tahmin edip gercek degerlerle karsilastiriniz.

Cozim.
Adim 1. Yol hizin integrali, ivme hizin tirevidir. Gercek degerler

6
/ v(t)dt =10 [t+ 2e—t/2]g —40+20e73,  v/(3) = e 32
0

olur.
Adim 2. Spline’1 kurup integrate ve birinci tiirevle hesaplayalim:

import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline

t = np.arange(0.0, 7.0) #0, 1, ..., 6 saniye
v =10 * (1 - np.exp(-t / 2)) # m/s, Olculen hizlar
S = CubicSpline(t, v)

print(np.round(v, 4))

print(f"yol: {S.integrate(0, 6):.4f} gercek: {40 + 20 * np.exp(-3):.4f}")

print(f"ivme: {S(3, 1):.4f} gercek: {5 * np.exp(-1.5):.4f}")
Cikti:

[0. 3.9347 6.3212 7.7687 8.6466 9.1792 9.5021]
yol: 40.9908 gergek: 40.9957
ivme: 1.1164 gercgek: 1.1157

Adim 3. Yalniz 7 6l¢iimle yol 40,9908 m bulundu; gercek deger 40,9957 m, bagil hata yaklasik 1074

Ivme 1,1164 m/s? gercegi 1,1157 m/s*dir. m

Alistirma 12.8 (Dogal Spline’in Uclardaki Hatasi). [0,1] araliginda e fonksiyonunu n =
10, 20, 40, 80 esit alt aralikla dogal spline ve diigiim olmama kosullu spline ile yaklaginiz. Hatalarin azalma

hizlarim karsilastirip fark: aciklayiniz.

Cozim.
Adim 1. Iki spline’s her n i¢in kurup en biiyiik hatalarimni lcelim:

import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline

xx = np.linspace(0, 1, 20001)
for n in (10, 20, 40, 80):
xn = np.linspace(0, 1, n + 1)
errs = []
for bc in ("natural", "not-a-knot"):
S = CubicSpline(xn, np.exp(xn), bc type=bc)
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errs.append(np.max(np.abs(S(xx) - np.exp(xx))))
print(f"n = {n:2d} dogal: {errs[0]:8.2e} not-a-knot: {errs[1]:8.2e}")

Ciktr:
n =10 dogal: 1.33e-03 not-a-knot: 6.93e-06
n =20 dogal: 3.34e-04 not-a-knot: 4.56e-07
n =40 dogal: 8.34e-05 not-a-knot: 2.92e-08
n =80 dogal: 2.09e-05 not-a-knot: 1.85e-09

Adim 2. n iki katina ¢ikinca dogal spline’in hatast 4 kat (1,33 - 1073/3,34 - 10~ ~ 4,0), diigiim
olmama kosullu spline’inki yaklasik 16 kat (4,56 - 1077 /2,92 - 10~ & 15,6) kiigiiliiyor. Dogal spline
yalniz h?, 6teki h* hiziyla yakinsiyor.

Adim 3. Nedeni ug koguludur. (e*)” = e®, uclarda 1 ve e degerlerini alir; dogal spline ise uclarda S” =
0’1 zorlar. Bu yanlis bilgi uclara yakin parcalarda h? mertebesinde bir hata dogurur. Gercek f” uclarda
sifir olmadikca dogal spline’in bu zayiflig1 vardir. m

Alistirma 12.9 (Dogal Spline’in Kosullarini Denetlemek). (0; 1), (1;2), (2,5;0), (3;1) ve (4;3)
noktalarindan gecen dogal spline’1 kurunuz. S. ¢ katsayilarini kullanarak S”’niin i¢ diigiimlerde siirekli
ve uglarda sifir oldugunu dogrulaymniz.

Coziim.

Adim 1. 7’inci parcada u = x — x; ile S(x) = cyu® + c;u? + cyu + c5’tiir, burada ¢, c; sirasiyla
S.cl0, il veS.c[1, i]'dir. Ikinci tiirev S” = 6cyu + 2¢; olur. Parganin uzunlugu h, ise S” parganin
sag ucunda 6¢cyh; + 2¢;, sol ucunda 2¢; degerini alir. Bir i¢ diiglimde, soldaki parcanin sag ug¢ degeri
ile sagdaki parcanin sol uc degeri esit olmalidir.

Adim 2. Bu degerleri biitiin parcalar igin birden hesaplayalim; kodda ¢, ve ¢;, c3 ve c2 adlariyla
tutuluyor:

import numpy as np
from scipy.interpolate import CubicSpline

= np.array([0.0, 1.0, 2.5, 3.0, 4.0])
np.array([1.0, 2.0, 0.0, 1.0, 3.0])
= CubicSpline(x, y, bc_type="natural")

h = np.diff(x)

c3, c2 = S.c[0], S.c[1]

left =6 * c3 * h + 2 * ¢c2
right = 2 * c2
print(np.round(left[:-1], 10))
print(np.round(right[1:], 10))
print(S(x[0], 2), S(x[-1], 2))

n< X
1l

i'inci parga: c3 u™3 + c2 u"2 + ...
S'' parcanin sag ucunda (soldan)
S'' parcanin sol ucunda (sagdan)

i¢ digimlerde soldan

i¢ digimlerde sagdan

uc noktalarda S''

H OH H R R W

Cikt1:

[-4.89423077 6.98076923 -1.16346154]
[-4.89423077 6.98076923 -1.16346154]
0.0 0.0

Adim 3. i¢ diigiimlerde (x = 1; 2,5; 3) soldan ve sagdan hesaplanan S” degerleri on basamaga kadar
ayn1 ve ug noktalarda S” = 0. Spline, tanimdaki siireklilik kosulunu ve dogal spline’in u¢ kosulunu
saghyor. B

Alistirma 12.10 (Test Noktalariyla Derece Sec¢imi). [0, 1] araligindan rastgele secilmis 40 noktada
sin 2mx degerlerine standart sapmasi 0,2 olan giiriiltii eklenerek bir veri tiretiliyor. Her dérdiincii noktay1

Acik Matematik - acik-matematik.com 369 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

370 Béliim 12. Polinomlar, interpolasyon ve Egri Uydurma

test icin ayirip kalan 30 noktaya 1’den 10’a kadar her dereceden polinom uydurunuz. Uydurmada
kullanilan noktalardaki artik kareleri toplamini ve test noktalarindaki hatanin karesel ortalamasim karsi-
lagtirarak bir derece seciniz.

Cozim.
Adim 1. test adli mantiksal dizi, test noktalarini isaretler; ~test onun degilidir (Vektorizasyon ve
Broadcasting). Uydurma yalniz ~test noktalariyla yapilir. Test hatas: olarak

RMS = |2 3™ (3, — p(a))?

test

karesel ortalamasini kullaniriz.
Adim 2. Biitiin dereceleri bir dongiide deneyelim:

import numpy as np
from numpy.polynomial import Polynomial

rng = np.random.default rng(3)

X = np.sort(rng.uniform(0, 1, 40))

y = np.sin(2 * np.pi * x) + rng.normal(0, 0.2, x.size)

test = np.zeros(x.size, dtype=bool)

test[::4] = True # her dordinci nokta test igin

for deg in range(1l, 11):
p = Polynomial.fit(x[~test], y[~test], deg)
rss = np.sum((y[~test] - p(x[~test]))**2)
rms = np.sqrt(np.mean((y[test] - p(x[test]))**2))
print(f"derece {deg:2d} egitim RSS: {rss:6.3f} test RMS: {rms:.3f}")

Ciktr:
derece 1 egitim RSS: 8.859  test RMS: 0.565
derece 2 egitim RSS: 8.511 test RMS: 0.652
derece 3 egitim RSS: 1.294 test RMS: 0.184
derece 4 egitim RSS: 1.212 test RMS: 0.204
derece 5 egitim RSS: 0.927 test RMS: 0.284
derece 6 egitim RSS: 0.927 test RMS: 0.285
derece 7 egitim RSS: 0.902 test RMS: 0.325
derece 8 egitim RSS: 0.899 test RMS: 0.303
derece 9 egitim RSS: ©0.895 test RMS: 0.281
derece 10 egitim RSS: 0.889 test RMS: 0.251

Adim 3. Egitim noktalarindaki artik kareleri toplamu dereceyle hep azaliyor, uyarida gérdigiimiiz
gibi. Test hatasi ise 3’lincii derecede en kiiciik degerini (0,184) aliyor ve daha yiiksek derecelerde hep
bundan biyiik kaliyor; polinom giiriiltiiye uymaya baslhiyor. En kiiciik test hatasinin giiriiltiiniin 0,2
olan standart sapmasina yakin olmasi, modelin aciklanabilen yapiy1 yakaladigini diistindiiriir. Secilecek
derece 3’tiir. B

Alistirma 12.11 (Ustel Bir Modeli iki Yoldan Uydurmak). z € [0,4] araliginda esit aralikli 17
noktada y = 2¢%37 degerlerine standart sapmasi 0,5 olan giiriiltii ekleniyor. y = ae®® modelini once
Iny = Ina + bz dogrusuna polyfit uydurarak, sonra curve fit ile uydurunuz. iki sonucu artik kareleri
toplamuyla karsilagtiriniz.

Cozim.

Adim 1. Logaritma almak modeli Ina ve b parametrelerine goére dogrusal yapar; ama bunun i¢in
butiin 6lgiimlerin pozitif olmasi gerekir. curve fit icin baslangi¢c tahminini logaritma yonteminin
sonucundan aliriz.

Adim 2. Iki uydurmayi yapip artik kareleri toplamlarini 6zgiin 6lcekte hesaplayalim:
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12.10 Aligtirmalar 371

import numpy as np
from scipy.optimize import curve fit

def model(x, a, b):
return a * np.exp(b * x)

rng = np.random.default rng(5)
x = np.linspace(0, 4, 17)

y = model(x, 2.0, 0.8) + rng.normal(0, 0.5, x.size)
p

rint(f"en kicuk 6lgim: {y.min():.3f}") # log icin y > 0 gerekir
b log, ln a = np.polyfit(x, np.log(y), 1) #1ny=1na + b x
a log = np.exp(ln_a)

(a_cf, b cf), = curve fit(model, x, y, p0=(a log, b log))

for name, a, b in (("log + polyfit", a log, b log),
("curve fit", a cf, b cf)):
rss = np.sum((y - model(x, a, b))**2)
print(f"{name:13s} a = {a:.4f} b = {b:.4f} RSS = {rss:.2f}")

Ciktr:

en kiiciik 6lcim: 1.599
log + polyfit a = 1.8214 b = 0.8343 RSS
curve fit a =2.0259 b = 0.7954 RSS

14.61
3.93

Adim 3. Logaritma yontemi a = 1,82, b = 0,834 ve 14,61 artik kareleri toplami verdi; curve fit
ise a = 2,026, b = 0,795 ve 3,93 verdi. Fark, iki yontemin farkli seyleri en kiiciik yapmasindan gelir:
logaritma yéntemi Y (Iny, — Ing;)?yi, curve fit ise >_(y; — ;)%’yi en kiiciik yapar. Giiriiltii her
noktada ayni biiyiiklitkte oldugundan kiigiik y degerlerinde goreli olarak biiytktir (z = 0 civarinda
2’nin yaninda 0,5). Logaritma bu noktalarin sapmalarini biytitir ve uydurmay: onlara dogru ceker.
Asil dlcekteki hatay1 en kiiciik yapmak istiyorsak curve fit kullanilmalidir; logaritma yontemi yine
de iyi bir baslangi¢c tahmini verir. B

Bu bolimde polinomlarla NumPy’da hesap yapmayi, koklerin katsayilara duyarliligini, interpolasyonu
ve Runge olay1 gibi tuzaklarini, spline’larla parca parca yaklagimi ve l¢iim verisine model uydurmayi
gordik. Bu fikirler bir sonraki béliimde de is gorecek: adi diferansiyel denklemler i¢in kullanilan sayisal
yontemler, ¢oziimi kiiciik adimlarda polinomlarla yaklasir ve SciPy’in ¢oziiclileri adimlar arasindaki
degerleri de interpolasyonla verir. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziimii bolimiinde Euler ve
Runge-Kutta yontemlerini kendimiz yazip solve_ivp ile tanisacagiz.
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13.1

13. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal
Cozumu

Bir nifusun biytimesi, bir sarkacin salinimi, iki tiiriin birbirini beslemesi birer diferansiyel denklemle
anlatilir. Diferansiyel Denklemler notlarinda ayrilabilen, homojen ve tam denklemleri kapali bigimde
¢ozdiik; SymPy ile Sembolik Hesap boliimiinde de dsolve aymn isi bilgisayara yaptirdi. Ne var ki ¢oziimii
bir formiille yazilabilen denklemler azinliktadir. ' = ¢ — y? gibi masum gériinen bir denklemin ¢oziimii
elementer fonksiyonlarla yazilamaz; sarkacin §” = — sin # denkleminin ¢6ziimii ise eliptik fonksiyonlar
ad1 verilen 6zel fonksiyonlar gerektirir.

Boyle durumlarda ¢oziimiin formiliini degil, sonlu sayida noktadaki degerlerini hesaplariz. Bu bolimde
once bu fikrin en basit iki uygulamasini, Fuler ve d6rdiincii mertebe Runge-Kutta yéntemlerini, birkac
satirlik Python fonksiyonlar: olarak kendimiz yazacak ve hatalarinin adim uzunluguyla nasil ki¢iildagu-
nil 6l¢ecegiz. Ardindan ayni isi cok daha akillica yapan SciPy fonksiyonu solve_ivp’yi, kati denklemleri,
denklem sistemlerini ve faz diizlemini gorecegiz. Boliim, Lotka—Volterra av-avci modeli ve sarkagla bitiyor.
Bagimsiz degiskeni SciPy’nin aligkanligina uyarak ¢ ile gosterecegiz ve onu zaman olarak disiinecegiz;
Diferansiyel Denklemler notlarindaki ’in yerini tutar. Kodlar NumPy, SciPy ve bir yerde SymPy kullanir;
grafik kodlar1 Matplotlib ile Grafik Cizimi boliimiindeki nesne yo6nelimli yazimu izler.

Baslangi¢ Deger Problemi ve Yon Alani

Sayisal yontemlerin ¢6zdiigii problem, bir diferansiyel denklemle bir baslangi¢ kosulunun ikilisidir. Birinci
mertebeden bir baslangi¢c deger problemi (bkz. Diferansiyel Denklemler)

vy =f(ty),  ylto) =y

bicimindedir. f ve 0f/dy, (t,,y,) noktasin iceren bir bolgede siirekliyse problemin ¢,’mn bir komsulu-
gunda tek bir ¢6ziimii vardir (bkz. Diferansiyel Denklemler). Sayisal yontemler bu ¢6ziimii bulmaz, ona
yaklagir; varlik ve teklik teoremi de yaklastigimiz seyin gergekten var ve tek oldugunu gitvenceye alir. Bu
bolimdeki denklemlerin sag taraflari polinom, iistel ve trigonometrik fonksiyonlardan kurulu oldugundan
bu kosullar her yerde saglanir.

Denklemi ¢6zmeden 6nce bile f’nin bize bir sey soyledigini fark edebiliriz: her noktada ¢6ziimiin egimini.

Tanim 13.1(Yon Alami). y’ = f(t,y) denklemi verilsin. ¢ty-diizleminin her (¢, y) noktasina, o noktadan
gecen ve egimi f(t,y) olan kisa bir dogru parcasi iligtirelim. Bu dogru parcalarinin olusturdugu resme
denklemin yon alani (direction field) denir.

Yani (¢, y) noktasindan gegen ¢oziim egrisi o noktada tam olarak f(t,y) egimiyle ilerler; ¢oziim egrileri
bu yiizden y6n alanindaki dogru parcalarina her noktada tegettir. Baslangic deger problemini ¢ézmek,
(to, yo) noktasidan ¢ikip bu dogru parcalarinin gosterdigi yonii izlemek demektir.

Yo6n alanimi ¢izmek icin f’yi bir 1zgaranin her noktasinda hesaplamak yeter. Vektorizasyon ve Broadcas-
ting boliimiindeki np.meshgrid bunu tek satirda yapar. y’ = t — y? denkleminin egimlerini kiiciik bir
1zgarada hesaplayalim:

import numpy as np

def f(t, y):
return t - y**2

t = np.linspace(0, 2, 5) # 0; 0.5; 1; 1.5; 2
np.linspace(1l, -1, 5) # yukaridan asagiya: 1; 0.5; ...; -1
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13.2

13.1 Baslangic Deger Problemi ve Yon Alani 373

T, Y = np.meshgrid(t, y)
S = f(T, Y) # her 1zgara noktasindaki egim
print("t ", 1)

for yk, row in zip(y, S):
print(f"y = {yk:4.1f}:", row)

Ciktr:
t : [6. 0.51. 1.52. ]
y = 1.0: [-1. -0.5 0. 0.5 1. 1]
y = 0.5: [-0.25 0.25 0.75 1.25 1.75]
y = 0.0: [06. 0.51. 1.52. ]
y = -0.5: [-0.25 0.25 0.75 1.25 1.75]
y =-1.0: [-1. -0.5 0. 0.5 1. 1]

Her satir sabit bir y degerine, her siitun sabit bir ¢ degerine karsilik gelir; satirlari, sekildeki gibi yukaridan
asagiya dizdik. Egim y’ye yalniz y? iizerinden bagl oldugundan y = 1 ile y = —1 satirlar1 ve y = 0,5 ile
y = —0,5 satirlar1 aynidir. ¢ = y? olan noktalarda, 6rnegin (1, 1) ve (1, —1)’de, egim sifirdir. Bu paraboliin
i¢ tarafinda (¢ > y?) egim pozitiftir ve ¢oziimler artar; dis tarafinda ¢oziimler azalir. Asagidaki sekil ayni
hesab1 daha sik bir 1zgarada yapip her noktaya egimi kadar egik bir ¢izgi koyar:

P

1,5 I =
””””” - s
I = Y 4
/ / /
05 w2y ~119%6 /
/ / /
/ / /
/ / /
-0,5 / / /
/ / /
téyz Ve /
= 7~ 7

~‘:‘~:§_i t

0 05 1 1,5 2 2,5 =

Sekil 13.1: y" = t — y” denkleminin yon alani: her kisa ¢izgi, bulundugu noktadaki egimi gosterir. Kalin
egri y(0) = 0 kosulunu saglayan ¢6ziimdiir; ince egriler baska baglangic degerlerinden ¢ikan ¢6ziimlerdir.
Kesikli ¢t = y? parabolil iizerinde egim sifirdir: paraboliin i¢inde ¢oziimler artar, disinda azalir.

Sekil, denklemi ¢ozmeden ¢ok sey soyliiyor. y(0) > —0,6 olan ¢oziimler ¢ bitytiditk¢e birbirine yaklagip
paraboliin iist kolunun hemen altinda ilerliyor. y(0) < —0,8 olanlar ise paraboliin alt kolunun digina
dusiiyor ve orada egim gittikce diklesen negatif degerler aldigindan hizla asagi iniyor. Kalin egri y(0) =
0 kosulunu saglayan ¢6ziimdiir; onun ¢t = 2’deki degerini bu béliimde birka¢ yéntemle hesaplayacagiz.

Euler Yontemi

Yo6n alanini izlemenin en dogrudan yolu, bulundugumuz noktadaki egimle kisa bir adim atmak ve vardi-
gimiz yerde egimi yeniden okumaktir.

Tanmim 13.2 (Euler Yéntemi). y' = f(¢,y), y(¢;,) = yo problemi ve bir h > 0 adim uzunlugu (step
size) verilsin. t, = t; + 4h noktalarinda ¢6ziime yaklasan y, sayilar

yi+1 :y7,+hf(tz,yz)7 i:0,1725"'
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kuraliyla hesaplanir. Bu kurala Euler yontemi denir.

Yani her adimda ¢6ziimii bulundugumuz noktadaki teget dogrusuyla degistiririz: (¢;,y;) noktasindan
egimi f(t;,v;) olan dogru boyunca h kadar ilerleyip (¢, ;,;,,) noktasma variriz. Formiil Taylor acili-
mindan da okunabilir:

2
e+ B) = (t) + b/ (1) + o 4" (6)

esitliginde son terimi atip y'(t) = f (t,y(t) ) yazarsak Euler adim ¢ikar (bkz. Niimerik Analiz). Atilan

% y” () terimi, bir adimda yapilan hatadir.

Yontemi bir Python fonksiyonu olarak yazalim. Fonksiyon f’yi, baslangi¢ noktasini, adim uzunlugunu

ve adim sayisini alir; ¢; ve y; degerlerini iki NumPy dizisi olarak déndiiriir. Ik denemeyi, ¢éziimii y = e

olan ¢y’ = y, y(0) = 1 problemiyle h = 0,25 alarak yapalim:

import numpy as np

def euler(f, t0, y0, h, n):
iyt = f(t, y), y(t@) = y0 problemini n Euler adimiyla c¢Ozer.

t =t0 + h * np.arange(n + 1) #t0, tl, ..., tn
y = np.zeros(n + 1)
y[0] = yo

for i in range(n):
y[i + 11 = y[i] + h * f(t[i], y[i])
return t, y

t, y = euler(lambda t, y: y, 0.0, 1.0, 0.25, 4)
print(" t y n et hata")
for tk, yk in zip(t, y):
print(f"{tk:.2f} {yk:.6f} {np.exp(tk):.6f} {np.exp(tk) - yk:.6f}")

Ciktr:

y n e™t hata
1.000000 1.000000 0.000000
1.250000 1.284025 0.034025
1.562500 1.648721 0.086221
1.953125 2.117000 0.163875
2.441406 2.718282 0.276876

oo olNo)
O NU N O
© Ul o U o

Hesap elle de kolayca izlenir. f(t,y) = y oldugundan her adim y; ,, = y; + 0,25y; = 1,25y, olur, yani
y; = 1,25dir. t = 1’de 1,25* = 2,441406... degeri e = 2,718281...’den 0,277 kadar kiiciik kalir ve hata
her adimda biiyiir. Nedenini sekil gosteriyor:
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13.2 Euler Yontemi 375

Euler, h = 0,25

0 0,25 0,5 0,75 1

Sekil 13.2: y' =y, ¥(0) = 1 problemine h = 0,25 ile dort Euler adimi. Her adim, bulundugu noktadan gegen
¢Oziimiin tegeti boyunca ilerler; kesikli egriler bu ¢éziimlerdir (y = y;e’ %). Yontem her adimda bir alttaki
¢oziime atlar ve hatalar birikir: ¢ = 1'de 2,4414 degeri e ~ 2,7183'lin 0,277 altinda kalir.

e! konveks oldugundan teget dogrulari egrinin altinda kalir. Her Euler adim1 bu yiizden bir alttaki ¢dziim
egrisine iner ve sonraki adim artik o egrinin tegetini izler; kiigiik hatalar béylece birikir.

© Euler yontemini dort adimda uygulamak

1. Denklemin sag tarafini f(t, y) biciminde bir Python fonksiyonu olarak yazin.

2. Baslangi¢ noktasi (, )1, varmak istediginiz T' noktasim ve adim sayisi n’yi se¢in; adim uzun-
lugu h = (T — ty)/n olur.

3. euler(f, t0, y0, h, n) cagnsiylay,,...,y, degerlerini hesaplayimn.

4. Sonucu denetleyin: tam ¢6ztim biliniyorsa onunla karsilagtirin; bilinmiyorsa n’yi ikiye katlayip
sonucun ne kadar degistigine bakin.

Ornek 13.1 (Tam Coéziimii Bilinmeyen Bir Problemde Euler Yontemi). 3’ =t — 32, y(0) =0

probleminde y(2)’yi Euler yontemiyle n = 25, 50, 100, 200, 400 adimla hesaplayiniz. Sonucun kag basa-
magna giivenilebilecegini ardisik sonuclara bakarak kestiriniz.

Coziim.
Adim 1ve 2. f(t,y) =t — 4%ty =0,9y, = 0,T = 2ve h = 2/n’dir.
Adim 3. Yukarida tanimladigimiz euler fonksiyonunu kullaniyoruz; kod bir 6nceki kodun devamidir:

def f(t, y):
return t - y**2

ends = []
for n in [25, 50, 100, 200, 400]:
t, y = euler(f, 0.0, 0.0, 2 / n, n)
ends.append(y[-1])
print(f"n = {n:3d} h={2/ n:.3f} y(2) = {y[-1]:.6f}")
d = np.diff(ends)
print("ardisik farklar:", np.round(d, 6))
print("farklarin orani:", np.round(d[:-1] / d[1:], 3))

Cikt1:
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n= 25 h=20.080 y(2) = 1.194340
n= 50 h=20.040 y(2) = 1.193908
n=100 h=20.020 y(2) = 1.193731
n=200 h=20.010 y(2) = 1.193651
n=400 h=20.005 y(2) = 1.193613
ardisik farklar: [-4.31e-04 -1.78e-04 -8.00e-05 -3.80e-05]

farklarin orani: [2.429 2.214 2.107]

Adim 4. Tam ¢6zim bilinmediginden ardigik sonuglarin farklarina bakiyoruz. Adim yariya indikce

fark da kabaca yariya iniyor; farklarin orani 2’ye yaklagiyor. Hata adimla orantiliysa, yani y;, ~ y(2) +
Ch ise

h h
Yn — Ynj2 ® Ch*C§ =C§ ~ Yp2 — Y(2)
olur: son farkin bityiikliigii, son sonucun hatasi i¢in iyi bir kestirimdir. A = 0,005 ile bulunan 1,193613
degerinin hatasi bu yiizden yaklasik 3,8 - 10~5’tir ve giivenebilecegimiz kistm 1,1936 dir. Hatta kesti-
rilen hatay1 sonugtan cikarirsak ¢ok daha iyi bir deger elde ederiz: 1,193613 — 0,000038 = 1,193575.
Bu sayilar1 agsagida solve_ivp ile cok daha dogru bir hesapla karsilastiracagiz.
u

Euler yonteminin hatasinin adimla orantili oldugunu tam ¢6ziimii bilinen bir problemde kesin olarak
gorebiliriz.
Ornek 13.2 (Euler Yontemi ve e Sayis1). 3y’ =y, y(0) = 1 problemine [0, 1] araliginda n adimlik

Euler yontemi uygulandiginda y,, = (1 + %)n oldugunu gésteriniz ve bunun = 10, 100, 1000, 10000 i¢in
say1sal olarak dogrulayiniz.

Cozim.
Formiil. h = 1/n ve f(t,y) = y i¢cin Euler adim1

e bam (10)
Yi+1 = Yi ni’/i— nyi

olur. y, = 1 oldugundan tiimevarimla y; = (1 + %)Z ozel olarak y,, = (1 + %)n bulunur. Bu dizinin
limiti e’dir (bkz. Analiz 1); yani Euler yontemi h — 0 iken dogru degere yakinsar.
Sayisal dogrulama. Yine euler fonksiyonunu kullaniyoruz; kod 6nceki kodlarin devamidir:

print(" n Euler y(1) (1 + 1/n)"n n-(e - y(1))")
for n in [10, 100, 1000, 10000]:
t, y = euler(lambda t, y: y, 0.0, 1.0, 1 / n, n)
print(f"{n:6d} {y[-1]1:.106f} {(1 + 1 / n)**n:.10f}
f'{n * (np.e - y[-1]):.6f}")
print("e / 2 =", np.e / 2)

Cikt1:

n Euler y(1) (L +1/n)”n  n-(e - y(1))
10 2.5937424601 2.5937424601 1.245394
100 2.7048138294 2.7048138294 1.346800
1000 2.7169239322 2.7169239322 1.357896
10000 2.7181459268 2.7181459268 1.359016
e / 2 = 1.3591409142295225

[k iki siitun aynidir. Son siitundaki n (e — y,,) ¢arpimi e/2 ~ 1,3591’e yaklasiyor; yani hata yaklagik

o= = £ h’dir ve adim uzunluguyla orantihidir. Aym yaklagikhigi Python ile Ilk Adimlar béliimiindeki

2n
ornekte de gérmustiik.
u
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Dordiincii Mertebe Runge-Kutta Yontemi

Euler yonteminin zayifligi, egimi yalniz adimin baginda okumasidir; adim boyunca egim degistikce hata
birikir. Runge—Kutta yontemleri egimi adimin icinde birka¢ noktada 6lger ve bu odlciimlerin agirlikli
ortalamasiyla ilerler.

Tamim 13.3 (Dérdiincii Mertebe Runge-Kutta Yontemi). ¢ = f(¢,v), y(¢y) = y, problemi ve h >
0 verilsin. t; = ¢, + ¢h olmak tizere her adimda

kl = f(tza yz)7

h h
k2:f<ti+§,yi+§k1>,

h h
k3_f<ti+§ayi+§k2)a
ky = f(t; + h,y; + hk3)

egimleri hesaplanir ve
h
Yiv1 :yl"i_g(kl +2k2+2k3+k4)

alinir. Bu kurala dordiincii mertebe Runge-Kutta yontemi ya da kisaca RK4 denir.

Yani RK4 egimi dort kez 6lger: adimin basinda (k; ), ortasinda iki kez (k, ve k3) ve sonunda (k,). Ortadaki
ve sondaki 6l¢timler icin gereken y degerleri, bir 6nceki egimle atilan kisa Euler adimlaridir. Sonra bu
egimlerin 1,2,2,1 agirlikli ortalamasiyla tek bir adim atilir. Agirliklarin kaynagi Simpson kuralidir: f
yalniz t’ye baghysa ky = k5 olur ve adim

Yig1 — Y = %(f(tz) +4f<ti+g) + f(t; +h))

bi¢imini alir. Bu, f ith f(t) dt integrali icin Simpson kuralidir (bkz. Nimerik Analiz); kuralin Python’daki

kullanimi Sayisal Tiirev ve Integral bolimiindedir.
Tek bir adimu elle izleyelim. y* = y, y(0) = 1icin h = 1 alirsak f(¢,y) = y oldugundan

(0;1) =

(0,5; 1+05 1) = 1,5,
(

(

0,5;1+0,5-1,5) = 1,75,

f
f
f
FL141-1,75) =275

ve

1 10,25
y =1+ (1+3+35+275) =1+~ =27083

bulunur. Tek adimda Euler yontemi 2’ye varirken RK4, e = 2,71828... sayisina 0,01’den daha yakin bir
deger verir:
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g e~2,7183
RK4: 2,7083

Sekil 13.3: " = y, ¥(0) = 1 i¢in tek bir RK4 adimi (h = 1). Egim d6rt noktada 6l¢uliir: bagta (k, = 1), ortada iki

kez (k, = 1,5 ve k, = 1,75) ve sonda (k, = 2,75); kesikli dogrular bu noktalarin nasil bulundugunu gosterir.

Agirlikli ortalama egimle atilan adim 2,7083'e varir ve e ~ 2,7183'e ¢cok yaklasir; ayni adimi Euler yontemi
2'de bitirir.

RK4'i de bir fonksiyon olarak yazalim. Gévde Euler’inkiyle aynidir; yalniz dongiiniin ici dort egim
hesaplar. Ayni problemi h = 0,25 ile ¢ozelim:

import numpy as np

def rk4(f, t0, y0, h, n):
"ttty = f(t, y), y(t@) = y0 problemini n RK4 adimiyla c¢oézer.
t =10 + h * np.arange(n + 1)
y = np.zeros(n + 1)
y[0] = y@
for i in range(n):

kl = f(t[i], y[il])

k2 = f(t[i] + h / 2, y[i] + h / 2 * K1)
k3 = f(t[i]l + h / 2, y[i] + h / 2 * k2)
k4 = f(t[i] + h, y[i] + h * Kk3)

y[i+ 1] =y[il +h / 6 * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4)
return t, y

t, y = rk4(lambda t, y: y, 0.0, 1.0, 0.25, 4)
print(" t yn et hata")
for tk, yk in zip(t, y):
print(f"{tk:.2f} {yk:.8f} {np.exp(tk):.8f} {np.exp(tk) - yk:.2e}")

Ciktr:

y_n et hata
1.00000000 1.00000000 0.00e+00
1.28401693 1.28402542 8.49e-06
1.64869947 1.64872127 2.18e-05
2.11695803 2.11700002 4.20e-05
2.71820994 2.71828183 7.19e-05

O NUNO
U o U o

[ cloNoNo)
@
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Ayni dért adimda Euler’in 0,277 olan hatas1 RK4'te 7,19 - 10~°’e iner; yaklagik 3850 kat kiigiiktiir. RK4
adim bagina f’yi dort kez hesapladigindan adil bir karsilagtirma icin Euler’e dort kat, yani 16 adim vermek
gerekir. O zaman bile Euler’in hatasi e — (%) 0~ 0,080 olur.

Bu farkin nedenini gérmek icin tek bir RK4 adimini SymPy ile Sembolik Hesap boliimiindeki gibi sembolik

olarak acalim:

import sympy as sp

h, y = sp.symbols("h y")

def f(t, y):
return y
kl = f(0, y)
k2 = f(h /2, y+h/ 2*Kkl)
k3 =f(h /2, y+h/2%*Kk2)
k4 = f(h, y + h * k3)
step = sp.expand(y + h / 6 * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4))
print(sp.collect(step, y))
print(sp.series(sp.exp(h), h, 0, 6))
Ciktr:

y*(h**4/24 + h**3/6 + h**2/2 + h + 1)
1 + h + h**2/2 + h**3/6 + h**4/24 + h**5/120 + 0(h**6)

y’ = y denkleminde bir RK4 adim1 y,;’yi 1 + h + %2 + %3 + g—i ile carpar. Tam ¢oziim ise bir adimda e”
ile carpilir; RK4'iin carpani tam olarak e’ nin dérdiincii dereceden Taylor polinomudur. Adim basina hata
bu yiizden % mertebesindedir. Euler’in ¢arpani 1 + h ise yalniz birinci dereceden Taylor polinomudur
ve adim basina %2 mertebesinde hata yapar.

Adim Uzunlugu ve Hata

Iki yontemi tek bir adim uzunlugunda karsilastirmak yetmez; adim kiiciilditkce hatanin nasil kiiciildiigiinii
ol¢mek gerekir. Bundan sonra iki fonksiyonu sik kullanacagimiz i¢cin 6nce onlar1 bir modiilde toplayalim.
Siniflar, Hata Yakalama ve Dosyalar bolimiinde gordigiimiiz gibi asagidaki kodu odetools.py adiyla
kaydedelim. Fonksiyonlarda kiiciik bir degisiklik var: np.zeros(n + 1) yerine np.zeros((n + 1,) +
np.shape(y0)) yazdik. y0 bir sayiysa np.shape(y0) bos demettir ve hicbir sey degismez; yo m elemanli
bir diziyse y tablosu (n + 1) x m boyutlu olur. Boylece ayni fonksiyonlar ileride denklem sistemlerinde
de calisacak.

"""Baslangi¢ deger problemleri ig¢in Euler ve RK4 yontemleri."""
import numpy as np

def euler(f, t0, y0, h, n):
tetyt = f(t, y), y(t@) = y0 problemini n Euler adimiyla cozer."""
t =t0 + h * np.arange(n + 1)
y = np.zeros((n + 1,) + np.shape(y0))
y[0] = y0
for i in range(n):
y[i + 1] = y[i] + h * f(t[i], y[i])
return t, y

def rk4(f, t0, y0, h, n):
"ttty = f(t, y), y(t@) = y0 problemini n RK4 adimiyla c¢oOzer.
t =10 + h * np.arange(n + 1)
y = np.zeros((n + 1,) + np.shape(y0))
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y[0] = y@
for i in range(n):

kl = f(t[i], y[il])

k2 = f(t[i] + h / 2, y[i] + h / 2 * K1)
k3 = f(t[il + h / 2, y[i] + h / 2 * k2)
k4 = f(t[i] + h, y[i] + h * K3)

yl[i+ 1] =y[il + h / 6 * (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4)
return t, y

if npame == " main ":
# sinama: y' =y, y(0) = 1 probleminde y(1) = e olmal1
for method in (euler, rk4):
t, y = method(lambda t, y: y, 0.0, 1.0, 0.25, 4)
print(f"{method. name :5s} y(1) = {y[-1]:.8f}"
f hata = {np.e - y[-1]:.2e}")

Dosya dogrudan calistirildiginda (python odetools.py) sinama blogu sunu basar:
Cikti:

euler y(1) 2.44140625 hata
rk4 y(1l) = 2.71820994 hata

2.77e-01
7.19e-05

R
L}

Bundan sonra bu fonksiyonlar1 kullanan kodlar from odetools import euler, rk4 satirim icerir;
odetools.py dosyasi ¢alistirilan programla ayni klasérde olmalidir. $imdi hatay1 adim uzunluguyla iligki-
lendiren kavramlari tanimlayalim.

Tanmim 13.4 (Global Hata ve Yontemin Mertebesi). Bir yontem [t,, 7] aralifinda n adimla, yani h =
(T — ty)/n adim uzunluguyla uygulansin. E(h) = | y(T') — y,, | farkina yontemin 7”deki global hatas1
denir. f yeterince diizgiin oldugunda h’den bagimsiz bir C sabiti ve yeterince kiigiik her A i¢in E(h) <
Ch? oluyorsa, yonteme p-inci mertebeden denir.

Yani mertebe, adimu kii¢iiltmenin ne kadar kazandirdigini soyler: p-inci mertebeden bir yontemde adim
yariya indirmek hatay1 kabaca 2P’ye boler. Global hata, her adimda yapilan kii¢iik hatalarin birikmis
sonucudur. Adim bagina hata hP*! mertebesindeyse ve (T —t,)/h adim atiliyorsa, toplam hata hP
mertebesinde kalir. Euler’de adim basina hata h?, RK4'te h® mertebesinde oldugundan su sonuc beklenir:

Teorem 13.1 (Euler ve RK4 Yontemlerinin Mertebesi). f fonksiyonu, ¢oziim egrisini iceren bir bolgede
dordiincii mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Bu durumda [ty, T| araliginda Euler yontemi
birinci mertebeden, RK4 dérdiincii mertebedendir: bir C sabiti ve yeterince kiiciik her h i¢in sirasiyla E(h) <
Ch ve E(h) < Ch* olur.

Ispat, adim basina yapilan hatay1 Taylor teoremiyle kestirmeye ve bu hatalarin sograki adimlarda en fazla
ne kadar biiytiyebilecegini sinirlamaya dayanir; Euler’in adim bagina hatasinin % y” (§) oldugunu yuka-

rida gordiik. Biz teoremi sayisal olarak dogrulayacagiz. Bunun i¢in tam ¢6ztimi bilinen, dogrusal olmayan
bir problem segelim: lojistik denklem 3y’ = y(1 — y), y(0) = 0,1. Bu ayrilabilen denklemin ¢6ziimii (bkz.
Diferansiyel Denklemler)

1

v = Tge

dir. 7' = 4’teki hatay1 n = 8, 16, ..., 1024 adimla hesaplayalim:

import numpy as np

from odetools import euler, rk4

def f(t, y):
return y * (1 - y)
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def exact(t):
return 1 / (1 + 9 * np.exp(-t))

T=24.0
ns = 2 ** np.arange(3, 11) # 8, 16, ..., 1024
hs =T / ns

err e = np.array([abs(euler(f, 0, 0.1, T / n, n)[1]1[-1] - exact(T))
for n in ns])
err r = np.array([abs(rk4(f, 0, 0.1, T / n, n)[1][-1] - exact(T))
for n in ns])
print(" n h Euler hata oran RK4 hata oran")
for k in range(len(ns)):
ge = f'"{err e[k - 1] / err_e[k]:5.2f}" if k else " -
qgr = f"{err r[k - 11 / err r[k]:5.2f}" if k else " -t
print(f"{ns[k]:5d} {hs[k]:.5f} {err e[k]:.3e} {q e}"
" {err_r[k]:.3e} {q_r}")

Ciktr:
n h Euler hata oran RK4 hata oran
8 0.50000 1.349e-02 - 5.828e-05 -
16 0.25000 5.489e-03 2.46 3.730e-06 15.62
32 0.12500 2.496e-03 2.20 2.365e-07 15.77
64 0.06250 1.192e-03 2.09 1.490e-08 15.88
128 0.03125 5.825e-04 2.05 9.348e-10 15.94
256 0.01562 2.880e-04 2.02 5.854e-11 15.97
512 0.00781 1.432e-04 2.01 3.663e-12 15.98
1024 0.00391 7.138e-05 2.01 2.286e-13 16.03

“oran” stitunu, bir 6nceki satirin hatasinin bu satirin hatasina bolimiidiir. Euler’de oran 2’ye, RK4'te 16 =
2%’e yaklasiyor; teoremin soyledigi tam olarak budur. n = 1024’te RK4'iin hatas1 2,3 - 107'®’tiir. Adim
daha da kugcultiiliirse hata, kayan noktali sayilarla hesap yapmanin getirdigi yuvarlama hatasi diizeyine
iner ve oradan agag1 inmez (bkz. Niimerik Analiz).

Mertebe en iyi log-log grafikte goriniir. E ~ Ch? ise log F =~ log C' + plog h olur ve noktalar egimi p
olan bir dogru iizerinde dizilir. Egimi en kiiciik kareler dogrusuyla (np.polyfit, bkz. Polinomlar, Inter-
polasyon ve Egri Uydurma) 6lgelim ve grafigi loglog ile ¢izelim. Kod bir 6nceki kodun devamidir:

import matplotlib.pyplot as plt

p e = np.polyfit(np.log(hs), np.log(err e), 1)[0]
p r = np.polyfit(np.log(hs), np.log(err r), 1)[0]
print(f"Euler dogrusunun egimi: {p_e:.3f}")
print(f"RK4 dogrusunun egimi : {p r:.3f}")

fig, ax = plt.subplots(figsize=(6, 4.5))

ax.loglog(hs, err e, "o-", label="Euler")

ax.loglog(hs, err r, "s-", label="RK4")

ax.loglog(hs, 0.05 * hs, "k--", lw=0.8, label="egim 1")
ax.loglog(hs, 0.002 * hs**4, "k:", 1lw=0.8, label="egim 4")
ax.set xlabel("adim uzunlugu h")

ax.set _ylabel("t = 4'teki hata")

ax.legend()

fig.savefig("hata-adim.png", dpi=150)

Cikt1:

Euler dogrusunun egimi: 1.067
RK4 dogrusunun egimi : 3.990
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Kod grafigi hata-adim.png dosyasina kaydeder; asagidaki sekil ayni grafigin ayni verilerle ¢izilmis
halidir:

hata

10~ 10~

Sekil 13.4: y" = (1 - y), 1(0) = 0,1 probleminde ¢ = 4'teki hatanin adim uzunluguna gore degisimi; Matplotlib

kodunun ¢izdigi log-log grafigin ayni verilerle ¢izilmis hali (h = 4/n, n = 8, 16, ..., 1024). Euler'in noktalar1

egimi 1, RK4'inkiler egimi 4 olan kesikli ve noktali dogrulara paraleldir: adim1 yariya indirmek Euler'in
hatasini yariya, RK4'tin hatasini on altida bire indirir.

RK4"tin egimi 3,99 ile tam beklendigi gibi. Euler’in egimi 1’den biraz biiytik ¢ikty, ¢iinkii bityiik adimlarda
hatanin h?’li terimi de hissediliyor; tablodaki oranlarin kii¢iik adimlarda 2°ye oturmasi bunu dogruluyor.

SciPy ile Coziim: solve_ivp

Kendi yazdigimiz fonksiyonlar yontemleri anlamak icin idealdir, ama gercek iste iki eksikleri var:
adim uzunlugunu bizim se¢memiz gerekir ve sonucun ne kadar dogru oldugunu séylemezler. SciPy’nin
scipy.integrate.solve ivp fonksiyonu ikisini de kendisi halleder.

Tanim 13.5 (Uyarlamali Adim Kontrolii). Her adimda o adimin hatasini kestirip adim uzunlugunu bu
kestirime gore ayarlayan yontemlere uyarlamali adimli (adaptive step size) yontemler denir. Kestirilen
hata istenen hata paymin altindaysa adim kabul edilir ve sonraki adim biiyiitiilebilir; tistiindeyse adim
kugultilerek yeniden atilir.

Yani yontem, ¢ozlimiin yavas degistigi yerlerde uzun, hizli degistigi yerlerde kisa adimlar atar.
solve ivp’nin varsayilan yontemi RK45, her adimda ayni f degerlerinden hem dérdiincii hem beginci
mertebeden bir sonug iretir; ikisinin farki adimin hatasinin kestirimidir. Hata pay1 rtol (bagil) ve atol
(mutlak) parametreleriyle verilir: her bilesende adim basina hata kabaca atol + rtol * abs(y) degerinin
altinda tutulur. Varsayilan degerler rtol=1e-3 ve atol=1e-6'dir.

@ solve_ivp ile bir baslangic deger problemini dért adimda ¢6zmek

1. Sag tarafi fun(t, y) biciminde yazmn: ilk argiiman zaman, ikincisi bilinmeyenlerin dizisidir.
Fonksiyon y’ degerlerini bir liste ya da dizi olarak dondiiriir.

2. Aralig1 t_span=(t0, T), baslangic degerini yo=[...] listesi olarak hazirlayin; tek bir denklemde
bile y0 tek elemanl bir listedir.

3. sol = solve ivp(fun, t_span, y0, rtol=..., atol=...) cagrisini yapin. Belirli anlardaki
degerler gerekiyorsa t eval ya da dense output=True ekleyin.

4. sol.success degerini denetleyin. Sonu¢ sol.t (zamanlar) ve sol.y (her satir1 bir bilinmeyen)
dizilerindedir.
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Ornek 13.3 (SciPy ile Tanjant Fonksiyonu). 3’ =1+ y%, y(0) = 0 problemini [0; 1,5] araliginda
solve_ivp ile varsayilan ayarlarla ¢6ziintiz ve sonucu tam ¢6zim y = tant ile kargilagtiriniz.

Cozim.

Adim 1 ve 2. Tam ¢6ziimiin tan ¢ oldugunu Diferansiyel Denklemler notlarinda gérmistiik (bkz. Dife-
ransiyel Denklemler); ¢dziim ¢ — 7/2 =~ 1,5708 iken sonsuza gider. Sag taraf f(t, y) fonksiyonudur,
t span=(0, 1.5) ve y0=[0.0]"dir.

Adim 3. Hata paylarini vermeden ¢agiriyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def f(t, y):
return 1 + y**2

sol = solve ivp(f, (0, 1.5), [0.0])
print(sol.success, sol.message)
print("y'nin sekli:", sol.y.shape, " f cagrisi:", sol.nfev)
for tk, yk in zip(sol.t, sol.y[0]):
print(f"t = {tk:.6f} y = {yk:10.6f} tan t = {np.tan(tk):10.6f}")

Cikt1:

True The solver successfully reached the end of the integration interval.
y'nin sekli: (1, 10) f cagrisi: 74

t =0.000000 y = 0.000000 tan t = 0.000000
t =0.000100 y = 0.000160 tan t = 0.000100
t =0.001100 y = 0.001160 tan t = 0.001100
t =0.011160 y = 0.011160 tan t = 0.011100
t =0.111160 y = 0.111559 tan t = ©0.111559
t =0.822584 y = 1.077292 tan t = 1.077281
t =1.083655 y = 1.887806 tan t = 1.887783
t =1.344726 y = 4.348962 tan t = 4.347783
t =1.447468 y = 8.071618 tan t = 8.067294
t = 1.500000 y = 14.114791 tan t = 14.101420

Adim 4. sol.success degeri True’dur. sol.y’nin sekli (1, 10)’dur: tek bilinmeyen ve 10 zaman noktast,
yani 9 adim. flk adimlar 0,0001, 0,001, 0,01 ve 0,1 uzunlugundadir; yéntem énce 6lcegi yoklar,
sonra adimi biyttir. Sonug ise beklenenden kaba: ¢t = 1,5’te bulunan 14,114791 degeri tan1,5 =
14,101420’den 0,013 kadar sapryor. Bagil hata 0,013/14,1 ~ 10~ ’tiir, yani varsayilan rtol=le-3
kadardur.

||

Varsayilan hata paylar1 ve argiiman sirasi

solve ivp’nin varsayilan rtol=1e-3 degeri yalniz ti¢ basamaklik bir dogruluk hedefler; sonucun
kac basamagina ihtiyaciniz varsa rtol ve atolu acik¢a verin. Argiiman sirasina da dikkat edin:
solve_ivpsagtarafi fun(t, y) bicimindeister. Eskiscipy.integrate.odeint fonksiyonuise fun(y,
t) swrasii kullanir; odeint igin yazilmig bir fonksiyon solve ivp’ye verilirse ¢ ile y yer degistirir ve
sonug sessizce yanlis ¢ikar.

Hata payin sikilastirinca ne oldugunu gérelim. Ayni problemi varsayilan RK45 ve sekizinci mertebeden
DOP853 yontemleriyle, atol=1e-12 sabit tutup farkli rtol degerleriyle ¢6zliyoruz:
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import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def f(t, y):
return 1 + y**2

print("yontem

rtol
for method in ["RK45",

adim

f cagrisi y(1l.5) hatasi")
"DOP853"]:

for rtol in [le-3, le-6, le-9, le-12]:

sol = solve ivp(f, (0, 1.5), [0.0], method=method,
rtol=rtol, atol=le-12)

- np.tan(1.5))

Cikt1:

yontem
RK45
RK45
RK45
RK45
DOP853
DOP853
DOP853
DOP853

err = abs(sol.y[0, -1]
print(f"{method:6s} {rtol:.0e} {sol.t.size - 1:4d}"
{sol.nfev:9d}

rtol
le-03
le-06
le-09
le-12
le-03
le-06
le-09
le-12

adim f cagrisi

9
24
80

289

8
12
24
46

74
248
494

1748

134
218
506
566

W A NWULNO -

{err:.2e}")

y(1.5) hatasi

.33e-02
.20e-05
.14e-08
.75e-11
.36e-03
.55e-06
.74e-09
.03e-12

rtol bin kat kiigildiik¢e hata da kabaca 200 ila 1600 kat kii¢iilityor; bedeli daha ¢ok adim ve daha ¢ok f
cagrisidir. Yitksek dogrulukta sekizinci mertebeden DOP853 ¢ok daha ekonomiktir: rtol=1e-12 i¢in RK45
1748, DOP853 ise 566 cagriyla ve daha kiiciik hatayla bitirir. RK45in rtol=1e-6 ile att1g1 24 adim soyle

dagiliyor:

¢Oziim ve adim noktalar1

y=tant

adim uzunluklar:

0,2

0,15

0,1

0,05

Sekil 13.5: solve_ivp'nin y = 1 + 3%, $(0) = 0 problemini rtol=1e-6 ile ¢ézerken attig1 24 adim. Solda

adim noktalar1 y = tan f egrisi tizerinde, sagda her adimin uzunlugu (siitunun genisligi adimin kapladig:

aralik, yiiksekligi adim uzunlugu). Ik dért adim, yéntemin élgegi yoklarken attigi 0,0001, 0,001, 0,01 ve
0,1 uzunlugundaki adimlardir; sonra adimlar en fazla 0,21'e ¢ikar ve ¢6ziim diklestikce kiigiilir.

Coztim ¢ = 7/2’deki dikey asimptotuna yaklastik¢a diklesiyor; yontem de adimlarimi kisaltarak buna
uyuyor. Sabit adimli bir yontem ayni dogruluga ulagsmak i¢in ¢éziimiin en dik yerinde gereken kiiciik
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adimi bastan sona kullanmak zorunda kalirdi. Siki bir hata payiyla solve ivp, tam ¢6ziimi bilinmeyen
problemlerde bir referans deger tiretmek i¢in de kullanilir.

Ornek 13.4 (Euler Kestirimini Dogrulamak). y' =t — 42, y(0) = 0 probleminde y(2)’yi solve_ivp
ile sik1 bir hata pay1yla hesaplayiniz ve daha énce buldugumuz Euler sonuglarinin (bkz. Ornek 13.1) gercek
hatalarini bulunuz.

Cozim.
rtol=le-12 ve atol=1e-14 ile bulunan degeri dogru kabul edip Euler sonuclarindan ¢ikariyoruz:

from scipy.integrate import solve ivp

from odetools import euler

def f(t, y):
return t - y**2

ref = solve ivp(f, (0, 2), [0.0], rtol=le-12, atol=le-14).y[0, -1]
print(f"solve ivp: y(2) = {ref:.10f}")
for n in [100, 200, 400]:
t, y = euler(f, 0.0, 0.0, 2 / n, n)
print(f"Euler, n = {n}: hata = {y[-1] - ref:.2e}")

Cikti:

solve ivp: y(2) = 1.1935759753

Euler, n = 100: hata = 1.55e-04
Euler, n = 200: hata 7.48e-05
Euler, n = 400: hata 3.67e-05

Referans deger y(2) ~ 1,1935759753’tiir. n = 400 igin gercek hata 3,67 - 10~ tir; ardisik farklardan
kestirdigimiz 3,8 - 1075 buna ¢ok yakindir. Kestirilen hatay1 ¢ikararak buldugumuz 1,193575 degeri
ise referanstan yalnizca yaklasik 107 kadar farklidir. Hatalar her satirda yariya iniyor: Euler yéntemi
birinci mertebedendir.

L

Cozumin adim noktalar1 digindaki degerleri de ¢ogu zaman gerekir. t_eval=[...] parametresi sonucu
istenen anlarda verir. dense_output=True ise sol.sol adinda, her ¢’de cagrilabilen bir fonksiyon dén-
dirir; bu fonksiyon her adimin i¢inde yontemin kendi ara deger polinomunu kullanir. Bir de events
parametresi var.

Tanim 13.6 (Olay Fonksiyonu). solve ivp’ye events parametresiyle verilen ve g(t, y) biciminde
¢agrilan fonksiyona olay fonksiyonu (event function) denir. C6ziim boyunca g ( t,y(t) ) isaret degis-
tirdiginde solve_ivp sifir yerini bulup sol.t_events listesine yazar. Fonksiyonun terminal niteligi True
ise ¢oztim ilk olayda durdurulur; direction niteligi +1 ya da —1 ise yalniz artarak ya da azalarak sifirdan
gecisler sayilir.

Yani olay fonksiyonu “¢6ziim su kosulu ne zaman sagliyor?” sorusunu yanitlar: bir topun yere distigi
an, bir sarkacin en alttan gectigi an ya da bir niifusun belli bir sayiya ulastigr an. Sifir yeri, adimin
icindeki ara deger polinomu tizerinde K6k Bulma ve Optimizasyon boliimiindekilere benzer bir kék bulma
yontemiyle bulunur. events parametresine birden ¢ok olay fonksiyonu da verilebildigi igin sol.t_events,
her olay fonksiyonu i¢in bir dizi igeren bir listedir. Tek olay fonksiyonunda olay anlar1 sol.t events[0]

dizisindedir ve ilk olay an1 sol.t events[0][0]°dir. Olay anlarindaki ¢6ziim vektorleri de ayni diizende
sol.y events listesinde durur: sol.y events[0] dizisinin her satiri, bir olay anindaki ¢6ziim vektoridiir.
Tanjant probleminde ¢6zimin 10’a ulagtifl ani bulalim ve ara noktalardaki degerleri yogun ¢iktidan
okuyalim:

Acik Matematik - acik-matematik.com 385 CC BY-NC-SA 4.0


kok-bulma-ve-optimizasyon.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

386 Boliim 13. Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziimii

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def f(t, y):
return 1 + y**2

def reachl0(t, y):
return y[0] - 10 # y = 10 oldugunda sifir

reachl0.terminal = True # olay olunca ¢ozimi durdur

sol = solve ivp(f, (0, 1.5), [0.0], rtol=le-10, atol=le-12,
dense output=True, events=reachl0)
print(f"olay ani1 : {sol.t events[0][0]:.12f}")
print(f"arctan 10: {np.arctan(10):.12f}")
print(f"son nokta: t = {sol.t[-1]:.12f}, y = {sol.y[0O, -1]:.12f}")
t = np.array([0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25])
err = sol.sol(t)[0] - np.tan(t)
print(f"ara noktalardaki en blylik hata: {np.max(np.abs(err)):.le}")

Cikt1:

olay ani1 : 1.471127674330

arctan 10: 1.471127674304

son nokta: t = 1.471127674330, y = 10.000000000000
ara noktalardaki en biyik hata: 2.9e-10

tant = 10 denkleminin ¢6ziimii arctan 10’dur ve olay ami onunla on ondalik basamakta uyusuyor.
terminal=True oldugundan ¢6ziim ¢ = 1,5’e gitmeden olay aninda durdu. Ara noktalardaki en biiyiik
hata 2,9 - 1071%°dur: yogun ¢ikt1, istenen hata payma uygun dogruluktadir.

Ornek 13.5 (Sonlu Zamanda Patlayan Bir Céziim). 3y’ = y?, y(0) = 1 problemini [0, 2] araliginda
solve ivp ile ¢ozmeye caliginiz ve ne oldugunu tam ¢oziimle aciklayiniz.

Cozim.
Tam ¢6ziim. Denklem ayrilabilir: y~2 dy = dt integrallenince —1/y = ¢ + ¢ bulunur ve y(0) = 1
kosulu ¢ = —1 verir. C6ziim

dir ve t — 17 iken sonsuza gider; t = 1’in 6tesine uzatilamaz.
Sayisal ¢6ziim.

from scipy.integrate import solve ivp

def f(t, y):
return y**2

sol = solve ivp(f, (0, 2), [1.0])
print(sol.status, sol.success)
print(sol.message)
print("son t:", sol.t[-1],

son y:", sol.y[0, -1])

Ciktr:
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-1 False
Required step size is less than spacing between numbers.
son t: 0.9999286400563746 son y: 480848617754195.6

status degeri —1 ve success degeri False’tur: ¢oziim basarisiz oldu. Yontem ¢ = 1’e yaklastikca
adimu kiiciilttis ve gereken adim, ¢’nin yakinindaki iki ardigik kayan noktali say1 arasindaki araliktan
bile kiiciik olunca durdu. Son y degeri giivenilir degildir; o anda ﬁ ~ 14 000 olmaliydi. Bu ¢iktidan
6grendigimiz asil sey, ¢céziimiin ¢ = 1 civarinda patladigidir.

|

solve_ivp basarisiz olunca hata vermez

solve_ivp ¢ozemedigi bir problemde istisna firlatmaz; o ana kadar hesapladig1 degerleri dondiiriir ve
durumu sol.status, sol.success ve sol.message alanlarina yazar. Sonucu kullanmadan 6nce bu
alanlar1 mutlaka denetleyin.

Kat1 Denklemler
Bazi denklemlerde adim uzunlugunu dogruluk degil kararlilik belirler. A > 0 biiyiik bir say1 olmak iizere
y = —A(y — cost), y(0)=0

problemini diisiinelim. Bu birinci mertebeden dogrusal denklemin ¢6ziimi, integrasyon carpaniyla (bkz.
Diferansiyel Denklemler)

A2 sint x
y(t)ZAz—H(COSt‘FT*e t)

bulunur. e terimi ¢ok hizli séner ve ¢oziim kisa siirede cost’ye yapisir; sonrasinda ¢éziim yavas ve
dizgiindiir. Euler yontemini A = 50 i¢in [0, 3] araliginda farkli adimlarla caligtiralim:

import numpy as np
from odetools import euler

lam = 50.0

def f(t, y):
return -lam * (y - np.cos(t))

def exact(t):
a = lam**2 / (lam**2 + 1)
return a * (np.cos(t) + np.sin(t) / lam - np.exp(-lam * t))

for h in [0.01, 0.03, 0.0375, 0.04, 0.05]:
n = round(3 / h)
t, y = euler(f, 0.0, 0.0, h, n)
err = abs(y[-1] - exact(t[-1]))
print(f"h = {h:6.4f} h-A = {h * lam:5.2f} y(3) hatasi = {err:.3e}")

Ciktr:
h =0.0160 h-A= 0.50 y(3) hatas1 = 9.839%e-05
h=0.0300 h-A= 1.50 y(3) hatasi = 2.956e-04
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h =0.0375 h-A = 1.88 y(3) hatasi = 3.926e-04
h = 0.0400 h-A = 2.00 y(3) hatasi = 9.996e-01
h = 0.0500 h-A = 2.50 y(3) hatasi = 3.677e+10

hA < 2 oldugu siirece hata kiigiiktiir ve kabaca h ile orantilidir. hA = 2’de hata 1 civarinda takilir, hA >
2’de ise sayilar patlar. Oysa tam ¢6ziim | y | < 1 araliginda kalan zararsiz bir fonksiyondur. Nedeni su
Onermedir:

Onerme 13.1 (Euler Yonteminin Kararlilik Kosulu). X > 0 olsun. y’ = —\y, y(0) = y, # 0 proble-
mine h adimli Euler yontemi uygulandiginda y;, = (1 — h\)® y, olur. Bu dizi ancak ve ancak 0 < h < 2/
ise sifira yakinsar; h > 2/X ise | y; | — oo olur.

ispat.

Euler adimiy; = y; — hAy,;, yaniy, ., = (1 — h\) y, ‘dir; timevarimlay; = (1 — h\) y, bulunur. Bir
q" geometrik dizisi ancak ve ancak | q | < 1 ise sifira gider ve | q | > 1 ise mutlak degerce sonsuza gider.
q=1—h\icn

lgl<le-1<1—-hA<1le0<hi<2

olur.h > 2/Xiseq < —1, yani| g | > 1'dir.
H

Tam ¢bziim yoe~* her A > 0 iin sénerken, Euler dizisi ancak h < 2/ ise soner. Yukaridaki denklem de
dogrusal oldugundan, iki Euler dizisinin fark: her adimda tam olarak 1 — A ile carpilir. hA > 2 iken bu
carpanin mutlak degeri 1’den buyiiktiir ve her adimda yapilan kiigiik hata katlanarak bitytir; A = 50 i¢in
siur h = 0,04’tiir. Euler, RK4 ve RK45 gibi, yeni y; ; degerini bilinen degerlerden dogrudan hesaplayan
yontemlere agik (explicit) yontem denir.

Tanim 13.7 (Kat1 Denklem). Co6ziimiinde ¢ok hizli sénen bir bilegsenle yavag degisen bir bilegenin bir
arada bulundugu ve bu yiizden acik yéntemlerin adim uzunlugunu dogrulugun degil kararliligin smir-
ladig1 denklemlere katu (stiff) denklem denir.

Yani kat1 bir denklemde hizli bilesen kisa siirede séner ve sonrasinda ¢6ziim yavas degisir; yine de acik
yontemler, sonmis bilesen kararsizlasmasin diye bastan sona kiiciik adim atmak zorundadir. Bu tiir
denklemler i¢in kapali (implicit) yontemler gelistirilmigtir: her adimda yeni degeri bir denklemin ¢6ziimi
olarak bulurlar ve biiyiik adimlarda da kararli kalirlar. solve_ivp’de bunlar Radau ve BDF yontemleridir;
LSODA ise denklemin kati olup olmadigini kendisi sezip yontem degistirir. A = 1000 igin dért yéntemi
kargilagtiralim:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

lam = 1000.0

def f(t, y):
return -lam * (y - np.cos(t))

def exact(t):
a = lam**2 / (lam**2 + 1)
return a * (np.cos(t) + np.sin(t) / lam - np.exp(-lam * t))

print("yéntem adim f cagrisi y(10) hatasi")
for method in ["RK45", "Radau", "BDF", "LSODA"]:
sol = solve ivp(f, (0, 10), [0.0], method=method,
rtol=1le-6, atol=1le-9)
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err = abs(sol.y[0, -1] - exact(10))
print(f"{method:6s} {sol.t.size - 1:5d} {sol.nfev:9d} {err:.le}")

Ciktr:
yontem adim f cagrisi y(10) hatasi
RK45 3587 21548  4.5e-07
Radau 81 624 2.1e-08
BDF 209 478 2.1le-09
LSODA 272 542 5.1e-09

Coztum ilk birkag binde birlik stireden sonra cos t kadar yavas degismesine karsin RK45 3587 adim atiyor;
ortalama adim 10/3587 = 0,0028’dir. Adumu dogruluk degil kararlilik sinirliyor. Radau 81, BDF 209 adimla
ve daha kiigiik hatayla bitiriyor. Kapali yontemler her adimda f’nin Jacobi matrisine (bkz. Kok Bulma ve
Optimizasyon) ihtiya¢ duyar; buradaki gibi tek bir denklemde bu matris yalmizca 0 f /0y tiirevidir. jac
parametresiyle verilmezse yontemler onu sonlu farklarla kendileri hesaplar.

Denklem Sistemleri ve Yiiksek Mertebeden Denklemler

Gercek modellerin ¢cogunda birden ¢ok bilinmeyen birbirini etkiler; bu yiizden tek bir denklem yerine bir
denklem sistemi ¢ozeriz.

Tanim 13.8 (Birinci Mertebeden Denklem Sistemi). y(t) = (y;(t),...,¥,(t) ) bilinmeyen bir
vektor fonksiyonu ve F : R x R™ — R™ verilmis bir fonksiyon olsun.

Y =Fty), ylt)=yo
problemine birinci mertebeden bir denklem sistemi icin baslangi¢ deger problemi denir.
Yani tek denklemdeki her sey aynen gecerlidir; yalniz y bir say1 degil bir vektor, f de vektor degerli bir

fonksiyondur. Euler ve RK4 formiilleri hi¢ degismeden vektorler i¢in de anlamlidir ve solve_ivp zaten
vektorlerle caligir. Yitksek mertebeden bir denklem de boyle bir sisteme ¢evrilir.

@ Yiiksek mertebeden bir denklemi ii¢c adimda sisteme ¢evirmek

Lym=yg (ty, 9, ym=b ) denkleminde yeni bilinmeyenler tanimlaym: uy =y, u, = ¢/, ...,
Upy =y,

2. Sistemi yazin: u] = Ug, ..., Ury 1 = U,, Ve U, = G(E,Up,y .oy Uy, )-

3. Baglangic kosullarim bir vektorde toplaym: u(t,) m bilesenleri y(t,), 3’ (o), ..., y™ 1 (t,) dur.

Ornek 13.6 (Harmonik Salinict). y” +y = 0, y(0) = 1, 3’ (0) = 0 problemini birinci mertebeden bir
sisteme cevirip solve_ivp ile [0, 27] araliginda ¢oziiniiz; sonucu tam ¢dziim y = cost ile kargilagtiriniz.

Coziim.
Adim 1. u; = yve uy =y’ diyelim.
Adim 2. u] =y = uy veu) =y” = —y = —uy olur; yani u’ = (uq, —uy).

Adim 3. u(0) = (1,0)’dur.
Kodda vektorii u, bilesenlerini okunakli olsun diye y, v adlariyla aciyoruz. Sonucu ¢eyrek periyotlarda
istiyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def oscillator(t, u):
y, V =uU #u=(y, y")
return [v, -yl
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t = np.pi / 2 * np.arange(5) # 0, n/2, n, 3n/2, 2n
sol = solve ivp(oscillator, (0, 2 * np.pi), [1.0, 0.0], t eval=t,
rtol=1e-10, atol=le-12)
print("sol.y sekli:", sol.y.shape)
for tk, yk, vk in zip(sol.t, sol.y[0], sol.y[1l]):
print(f"t = {tk:.4f} y = {yk:+.10f} y' = {vk:+.10f}")
print("cos ile en biytuk fark:", np.max(np.abs(sol.y[0] - np.cos(t))))

Cikti:
sol.y sekli: (2, 5)
t =0.0000 y = +1.0000000000 y' = +0.0000000000
t =1.5708 y = -0.0000000000 y' = -1.0000000000
t =3.1416 y = -1.0000000000 y' = +0.0000000000
t =4.7124 y = +0.0000000000 y' = +0.9999999999
t =6.2832 y = +0.9999999999 y' = -0.0000000000

cos ile en biylk fark: 7.59422524865272e-11

sol.y artik iki satirhdir: ilk satir y, ikinci satir 4’ degerleridir. Degerler cost ve —sint ile 10710
duyarlikla uyusuyor; ¢iktidaki -0.0000000000 gibi degerler, sifira ¢cok yakin negatif sayilardir.
u

Kendi yazdigimiz fonksiyonlar da sistemlerde caligir; tek kosul, sag tarafin bir NumPy dizisi dondiirme-
sidir, ¢tinki bir liste h / 2 gibi bir kayan noktali sayiyla (float) ¢arpilamaz. Euler ve RK4'i harmonik
salmicida h = 27/40 ile bir tam tur caligtiralim ve faz dizleminde (y,y’) noktasmn orijine uzakligini,
r = +/y? + y’?’yi izleyelim. Tam ¢dziimde r = v/cos? t 4 sin? t = 1 sabittir:

import numpy as np

from odetools import euler, rk4

def oscillator(t, u):

return np.array([u[l], -u[O]]) # NumPy dizisi dondirmeli
n = 40
h=2%*np.pi/n # bir tam tur: t = 2n

for method in (euler, rk4):
t, u = method(oscillator, 0.0, np.array([1.0, 0.0]), h, n)
r = np.hypot(ufl:, 0], u[:, 11) # faz dizleminde orijine uzaklik
print(f"{method. name :5s} wu sekli: {u.shape} "
f'y(2m) = {ul[-1, 0]:.6f} r(2m) = {r[-1]:.6f}")
print("(1 + h2)~(n/2) =", (1 + h**2) ** (n / 2))

Cikt1:

euler u sekli: (41, 2) y(2m) = 1.626114 r(2m) 1.628225
rk4 u sekli: (41, 2) y(2m) = 0.999996 r(2m) = 0.999996
(L + h?2)”~(n/2) = 1.6282250240481193

RK4 tur sonunda r = 0,999996 ile neredeyse bagladig1 yere doner. Euler’in yaricapi ise 1,628’e ¢cikmugtir
ve bu say1 tam olarak (1 4+ h2)™?"dir. Nedeni sudur: v = y’ yazarsak Euler adimi

Yiri ) _ (1 R\ (v

Vi1 —h 1) \v;
matris carpimudir. Bu matris, v/1 + h?2 sayisiyla bir dsnme matrisinin ¢arpimidir; her adim vektérii biraz
déndiiriir ve boyunu v/1 + h2 kat uzatir. n adimda boy (1 + h?)"/? katina ¢ikar:
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y

Euler: r = 1,628

0,5

-0,5

-1,5

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5

Sekil 13.6: y"" + y = 0 sisteminin faz diizleminde h = 27t/40 ile bir tam tur. Tam ¢6ztim kesikli birim ¢emberi
saat yoniinde dolagir. RK4'iin 41 noktasi cemberin {izerinde kalir; Euler'in noktalar1 her adimda orijinden
J(1 + h?) kat uzaklagir ve tur sonunda yaricap 1,628 olur.

Euler yontemi saliniml sistemlerde enerjiyi yapay olarak biiyttiir; adim kigiilditkge bu etki azalir, ama
her h > 0 i¢in vardir ve uzun siirelerde birikir. RK4 gibi ytliksek mertebeden acik yontemlerde de enerji
siiriiklenir, yalnizca ¢ok daha yavas: yukarida RK4'iin yarigap: bir turda 0,999996’ya indi. Uzun siireli
salinim hesaplarinda bu yiizden ya hata pay1 siki tutulan yiiksek mertebeden yontemler ya da enerji hatas:
zamanla birikmeyecek bicimde kurulmus simplektik (symplectic) yontemler kullanilir.

Faz Duzlemi

Iki bilinmeyenli bir sistemin ¢éziimiinii, zamam gizleyip (y;, y,) noktasinin diizlemde ¢izdigi egri olarak
da diistinebiliriz. Bu bakis 6zellikle sag tarafl zamana bagli olmayan sistemlerde verimlidir.

Tanim 13.9 (Otonom Sistem). Sa§ tarafi ¢’ye agik¢a bagli olmayan y’ = F(y) sistemine otonom
(autonomous) sistem denir.

Yani otonom bir sistemde hareket kurali zamanla degismez: ayni noktadan bugiin de yarin da ayni bicimde
cikilir. Harmonik salinicy, asagidaki Lotka-Volterra modeli ve sarkag¢ otonomdur.

Tanim 13.10 (Faz Diizlemi ve Yériinge). Iki bilinmeyenli otonom bir ' = F(z,y), v’ = G(z,y) sis-
teminin bir ¢6zimd, ¢ degistikce zy-dizleminde bir egri ¢izer. Bu egriye ¢oziimiin yoriingesi (trajectory),
yoriingelerin ¢izildigi diizleme faz diizlemi (phase plane) denir. Tipik yoriingeleri bir arada gosteren
resme de faz portresi (phase portrait) denir.

Yani faz diizlemi zamani eksenlerden ¢ikarip yalniz durumu gosterir. Harmonik salinicinin yoriingesi bir
cemberdir: cemberin her noktasi bir an, bir tam tur bir periyottur. F' ve G nin kismi tiirevleri siirekli oldu-
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gunda varlik ve teklik teoremi sayesinde iki farkli yoriinge kesisemez; kesigselerdi kesisim noktasindan
iki farkli ¢oztim gegerdi.

Tamim 13.11 (Denge Noktas1). F(y*) = 0 esitligini saglayan y* noktasina otonom y’ = F(y) siste-
minin denge noktasi (equilibrium point) denir.

Yani denge noktasindan baglayan ¢oziim hi¢ kipirdamaz: y(¢) = y*. Bir denge noktasinin yakinindaki
davranig hakkinda F’nin o noktadaki Jacobi matrisi J ¢ok sey soyler (Jacobi matrisini K6k Bulma ve
Optimizasyon bolumiinde Newton yénteminde kullanmistik). y = y* + u yazip F’yi dogrusallastirinca
kiigiik u i¢in u’ &~ Ju olur ve bu dogrusal sistemin davramsini J’nin 6zdegerleri belirler (bkz. Lineer
Cebir). Ozdegerler +iw biciminde saf sanal sayilarsa dogrusal sistemin ¢dziimleri 27 /w periyotla doner.
Asil sistemin denge noktas: ¢evresindeki yoriingeleri kapaliysa, ki asagidaki iki 6rnekte 6yledir, noktaya
¢ok yakin yériingelerin periyodu da 27 /w’ya yaklagir. Harmonik salinicida J = 701 é) "dir, 6zdegerler
+1¢ ve periyot 27 dir.

Lotka—-Volterra Av-Avci Modeli

Faz diizleminin en inlii 6rneklerinden biri, bir av tiiriyle onu yiyen bir aver tiiriin niifuslarinm birlikte
modelleyen Lotka-Volterra denklemleridir.

Tanim 13.12 (Lotka—Volterra Modeli). a,b, c, d pozitif sabitler olmak tizere
' = ax — bxy, y = —cy +dxy

sistemine Lotka—Volterra modeli denir. Burada z(t) > 0 av, y(¢) > 0 avc niifusudur.

Yani avcr yokken av uistel olarak cogalir (ax terimi), av yokken avci uistel olarak azalir (—cy terimi); iki
tiirtin kargilagmalar1 (xy terimleri) avi azaltip aveiyr ¢ogaltir. " = z(a — by) ve y' = y(dz — ¢) yazili-
sindan, sistemin z,y > 0 bolgesindeki tek denge noktasmnin (g, %) oldugu goériilir. Bu boliimde a = 1,

b=0,5c=0,75,d = 0,25 alacagiz; denge noktasi (3, 2)’dir. Once denge noktasindaki Jacobi matrisini
J= a—by* —ba* (0 =15
“\ dy* —c+dz*) \05 0
yazip 6zdegerlerini NumPy ile Lineer Cebir bolumiindeki gibi hesaplayalim:

import numpy as np

a, b, ¢, d=1.0, 0.5, 60.75, 0.25
xeq, yeq=c/d, a/b # denge noktasi (3, 2)
J = np.array([[a - b * y eq, -b * x eql,
[d *y eq, -c +d* x eqll) # dengedeki Jacobi matrisi

print("denge noktasi:", (x eq, y eq))
print(J)
print("6zdegerler :", np.linalg.eigvals(J))
print("2m / V(ac) :", 2 * np.pi / np.sqrt(a * c))
Cikt1:
denge noktasi: (3.0, 2.0)
[[ 6. -1.5]
[ 0.5 0. 1]
O0zdegerler : [0.+0.8660254j 0.-0.8660254j]
2n / V(ac) 1 7.255197456936871

Ozdegerler +iv/ac ~ 40,866 °dir; ciinkii J’ nin izi sifir, determinant1 ac = 0,75’tir. Denge noktas1 ¢ev-
resindeki kiigitk salimmlarin periyodu bu yiizden 27/+/ac ~ 7,2552 olmalidir. Yoriingelerin gergekten
kapali oldugunu gérmek igin bir korunan buytiklik kullanacagiz.

Acik Matematik - acik-matematik.com 392 CC BY-NC-SA 4.0


kok-bulma-ve-optimizasyon.qmd
kok-bulma-ve-optimizasyon.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/lineer-cebir/ozdegerler/ozdeger-ozvektor.html#def-ozdeger
https://acik-matematik.com/dersler/lineer-cebir/ozdegerler/ozdeger-ozvektor.html#def-ozdeger
numpy-ile-lineer-cebir.qmd
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

13.9 Lotka—Volterra Av-Avci Modeli 393

Tamim 13.13 (Korunan Bityiikliik). Bir V(y) fonksiyonu sistemin her y(t) ¢6ziimii boyunca sabit
kaliyorsa, yani %V (¥(t) ) = Oise, V’ye sistemin korunan bityiikliigii (conserved quantity) ya da ilk
integrali denir.

Yani her y6riinge V'’nin bir seviye egrisinin tizerinde kalir. Fizikteki enerjinin korunumu bunun en bilinen
ornegidir. Korunan biyiiklitk sayisal ¢6ztiim icin de degerli bir denetimdir: V' sayisal ¢6ziim boyunca ne
kadar degisiyorsa ¢ozlim en az o dl¢iide hatalidir.

Onerme 13.2 (Lotka-Volterra Modelinin Korunan Biiyiikliigii). z,y > 0 bolgesinde
V(z,y) =dz—clnz+by —alny
fonksiyonu Lotka—Volterra modelinin korunan biiyikligidir.

ispat.
Zincir kuraliyla

%V (z(t),y(t) ) = (d— %)x/ + (b— §>y/

olur. ' = x(a — by) vey’ = y(dz — c) yerine konursa

%V =(dr—c)(a—by)+ (by —a)(dz—c) =0
bulunur.
|

V, iki konveks tek degiskenli fonksiyonun toplamidir: dz — ¢ In x ifadesi en kiiciik degerini z = ¢/d’de,
by — alny ifadesi y = a/b’de alir ve ikisi de 0’a ya da sonsuza giderken sonsuza gider. Bu yiizden
V’nin seviye egrileri (3, 2) noktasin ¢evreleyen kapali egrilerdir; her yoriinge kapalidir ve her ¢dziim
periyodiktir.

Sistemi solve_ivp ile (6,2) baslangicindan ¢dzelim. Parametreleri fonksiyonun i¢ine gémmek yerine
args parametresiyle veriyoruz: solve ivp, args=(a, b, c, d) demetini hem sag tarafa hem olay
fonksiyonuna ek argiiman olarak gecirir. Avin denge degeri 3’ti yukaridan asagiya kestigi anlar1 bir olay
fonksiyonuyla yakalayip periyodu dl¢iiyor, V’nin ¢6ziim boyunca ne kadar degistigine de bakiyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def lotka(t, z, a, b, c, d):
X, Yy =2

return [a * X - b * x *y, -c*y+d* x *y]

def V(x, y, a, b, c, d):
return d * x - ¢ * np.log(x) + b *y - a * np.log(y)

def prey down(t, z, a, b, c, d):

return z[0] - ¢ / d # av, denge degerini yukaridan asagi keser
prey down.direction = -1
p= (1.0, 0.5, 0.75, 0.25) #a, b, c, d

sol = solve ivp(lotka, (0, 30), [6.0, 2.0], args=p, events=prey down,
rtol=1e-10, atol=le-12, dense output=True)
for tk in [0, 2, 4, 6, 8]:
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X, y = sol.sol(tk)
print(f"t = {tk}: av = {x:6.3f} avci = {y:6.3f}")
v = V(sol.y[0], sol.y[1], *p)

print("V'nin en blyik sapmasi:", np.max(np.abs(v - v[0])))

print("olay anlari:", np.round(sol.t events[0], 6))

print("periyot :", np.round(np.diff(sol.t events[0]), 6))
Ciktr:

t=20 av = 6.000 avci = 2.000

t =2 av = 1.817 avci = 3.303

t=4 av = 1.361 avcl = 1.447

t = 6: av = 3.402 avcl = 0.942

t = 8: av = 5.591 avcl = 2.695

V'nin en blylk sapmasi: 3.400024706223803e-11
olay anlari: [ 1.350724 8.934098 16.517472 24.100846]
periyot : [7.583374 7.583374 7.583374]

V, 30 birimlik siire boyunca 3,4 - 10~!1°den fazla degismiyor; ¢6ziim hata pay1 élgiisiinde dogru. Olay
anlar arasindaki siire, yani periyot, 7,583374’tiir. Tablo modelin déngiistiinii gosteriyor: av cokken avci
cogalir (t = 2), avci cogalinca av azalir, av azalinca aver da azalir (¢ = 4) ve aver azalinca av yeniden ¢ogalir
(t=6vet=238).

Periyodun genlige nasil bagli oldugunu gérmek icin birka¢ yoriingeyi birlikte cizelim. Kod bir énceki
kodun devamudir; sol, lotka, prey down ve p oradan gelir:

import matplotlib.pyplot as plt

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 4))
t = np.linspace(0, 30, 601)

X, y = sol.sol(t)

axl.plot(t, x, label="av x(t)")

axl.plot(t, y, label="avci y(t)")

axl.set xlabel("t")

ax1l.legend()

for x0 in [3.5, 4.5, 6.0, 8.0]:
s = solve ivp(lotka, (0, 30), [x0, 2.0], args=p, events=prey down,
rtol=1le-10, atol=le-12, dense output=True)
T =s.t events[0][1] - s.t events[0][0]
tt = np.linspace(0, T, 400)
ax2.plot(*s.sol(tt))
print(f"x(0) = {x0}: periyot = {T:.4f}")
ax2.plot(3, 2, "ko")
ax2.set xlabel("av x")
ax2.set ylabel("avci y")
fig.savefig("lotka-volterra.png", dpi=150)

Ciktr:
x(0) = 3.5: periyot = 7.2684
x(0) = 4.5: periyot = 7.3556
x(0) = 6.0 periyot = 7.5834
x(0) = 8.0: periyot = 7.9976

Kod iki grafigi lotka-volterra.png dosyasina kaydeder; asagidaki sekil ayni grafiklerin aym verilerle
cizilmis halidir:
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av x avcery avcr 'y

6

0 t 0 avx

Sekil 13.7: Lotka-Volterra modeli, a = 1, b = 0,5, ¢ = 0,75, d = 0,25; Matplotlib kodunun ¢izdigi iki grafigin

ayni verilerle ¢izilmis hali. Solda (6; 2) baslangicindan ¢ikan ¢6ziimiin zamana gore degisimi: avcl sayisinin

tepeleri av sayisiminkinden sonra gelir. Sagda x(0) = 3,5; 4,5; 6; 8 ve 1(0) = 2 baslangiclarindan ¢ikan kapali
yoriingeler; hepsi (3; 2) denge noktasinin ¢evresinde saat yoniiniin tersine dolanir.

Yoriinge denge noktasina yaklastik¢a periyot kiiciilityor ve dogrusallastirmanin verdigi 7,2552 degerine
yaklastyor: 2(0) = 3,5 i¢in periyot 7,2684 tiir.

Sarkacg

Bolimiin son 6rnegi, uzunlugu L olan agirliksiz bir cubugun ucundaki noktasal bir kiitleden olusan basit
sarkagtir. Sarkacin diiseyle yaptig1 a¢1 0(t) ise Newton’un ikinci yasasi

0 = —% sin 6

denklemini verir; g yercekimi ivmesidir. Zaman birimini g/L = 1 olacak bi¢imde secersek denklem §” =
— sin 0 olur. Agisal hizi w = 6 ile gésterip denklemi sisteme cevirirsek

0 =w, w' = —sinf

otonom sistemi elde edilir. Kii¢iik agilarda sin  ~ 6 oldugundan denklem harmonik saliniciya, §” = —0
denklemine doéniisiir ve periyot 27 olur. Buytk acilarda ise durum degisir. Sistemin korunan buyuklagi
enerjidir:
2
E,w) = % —cosf.

Gergekten
d . , . .
%E =ww +sinff = —wsinf + wsinf =0
olur. “’72 terimi kinetik, — cos 6 terimi potansiyel enerjiye karsilik gelir. Enerjinin korunumu, periyot i¢in

kapali bir formiil verir.

Teorem 13.2 (Sarkacin Periyodu). 0 < 0, < 7 olsun. 8” = —sin6, 8(0) = ,, 8'(0) = 0 sarkacinin
periyodu
T(6,) = 4K(k), k= sin?O

dir. Burada
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/2 d

@
K(k) = -
(k) /0 v/1—k2sin2 ¢

birinci tiirden tam eliptik integraldir.
I$pat )
Enerjinin korunumundan % — cos @ = — cos f, yani w? = 2(cos 0 — cos 8) ‘dir. Sarkag 0, °dan biraki-

Iinca w < 0 olur ve sarka¢ 0 = 0°a varana kadar béyle kalir. Denklem 0 — —0 ve t = —t doniisiimleri
altinda degismediginden hareketin dort ¢eyregi esit siirer; 0, ’dan 0°a inis bunlardan biridir. dt = df/ | w |

oldugundan
T /"o df
4 0 2(cos @ — cosby)
i

bulunur. cos = 1 — 2sin? & 6zdesligiyle 2(cos — cos ) = 4(k? — sin? &) olur. sin & = ksin g de-
Sisken degistirmesini yapalim: 6, 0°dan 6, ’a giderken @, 0’dan 7 /2’ye gider. Ayrica

1 0 0
icosidezkcosgodga, cos§=\/1—k2sin290
ve \/4(k2 — k2 sin2 ) = 2k cos o dir. Bunlar yerine konunca

T_/"/2 1 2k cos p dp
0

4 2k00580'\/1—k23in2<p

/2 d
:/ % K (k)
0 1—k2Zsin? ¢

elde edilir. Ilk integralin 6 = 0, ’daki tekilligi degisken degistirmeyle ortadan kalkt.
L

Yani 6, — 0 iken k¥ — 0, K (k) — 7/2 ve T — 27 olur: harmonik salmicinin periyodu. 8, — 7 iken ise
k — 1ve K (k) — oo’dur: tepeye yakin birakilan sarkacin periyodu sinirsiz biiyiir. Teoremi sayisal olarak
simayalim. Periyodu, §’nin asagidan yukariya sifirdan gectigi ardigik iki anin farki olarak 6l¢tiyoruz; K
icin SciPy’nin scipy.special.ellipk fonksiyonunu kullaniyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp
from scipy.special import ellipk

def pendulum(t, z):
theta, omega = z
return [omega, -np.sin(theta)]

def upward(t, z):
return z[0] # 06 = 0 gecgisleri

upward.direction = 1 # yalniz asagidan yukariya gecgisler

print(" 60 T (sayisal) 4K (sin2(60/2)) T/ 2n")
for theta® in [0.1, 1.0, 2.0, 3.0]:
sol = solve ivp(pendulum, (0, 60), [theta®, 0.0], events=upward,
rtol=1e-10, atol=le-12)
te = sol.t events[0]
T num = te[l] - te[0]
T ell 4 * ellipk(np.sin(theta® / 2) ** 2)
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print(f"{theta0:3.1f} {T num:13.10f} {T ell:13.10f}"

f {T num / (2 * np.pi):.4f}")
Ciktr:

00 T (sayisal) 4K(sin2(60/2)) T/ 2n
0.1 6.2871145493 6.2871145493 1.0006
1.0 6.6999756642 6.6999756644 1.0663
2.0 8.3497529262  8.3497529269 1.3289
3.0 16.1555393359 16.1555393724 2.5712

Iki siitun en az sekiz anlamli basamakta uyusuyor. 6, = 0,1 radyanda (yaklasik 5,7°) periyot 27r’den yalniz
binde 0,6 uzundur ve harmonik yaklasim cok iyidir. 6, = 3 radyanda (yaklasik 172°) ise periyot 27’ nin
2,57 katidur.

ellipk fonksiyonunun argiimani

scipy.special.ellipk(m) fonksiyonu argiiman olarak k’yi degil m = k2’yi alir. Yukaridaki kodda
bu ylizden ellipk(np.sin(theta® / 2) ** 2) yazdik; ellipk(np.sin(theta® / 2)) yazmak
sessizce yanlis bir periyot verirdi. Ozel fonksiyonlarin hangi gésterimi kullandigini belgelerinden
denetleyin.

Son olarak sarkacin faz portresini ¢izelim. Bir periyodu 17°den kisa olan begs salinimi ve sarkacin tepeyi
asarak dondugi iki hareketi ¢6ziip her birinin enerjisini yazdiriyoruz. Dénen yoriingeleri § = —n’den
baslatip § = 7’ye varinca bir olay fonksiyonuyla durduruyoruz; ters yonde donen yoriingeler, denklemin
simetrisi sayesinde (6, w) — (—0, —w) yansimasiyla elde ediliyor:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def pendulum(t, z):
return [z[1], -np.sin(z[0])]

def energy(theta, omega):
return omega**2 / 2 - np.cos(theta)

def at right(t, z):
return z[0] - np.pi # sag kenar: 6 = m

at right.terminal = True
opts = dict(rtol=1le-10, atol=le-12, dense output=True)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 4.5))

starts = [(th, 0.0) for th in [0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5]]
starts += [(-np.pi, om) for om in [0.8, 1.6]1]

for z0 in starts:

if z0[1] == 0.0: # salinim: t = 17 bir tam periyottan uzun
s = solve ivp(pendulum, (0, 17), z0, **opts)
else: # donme: 6 = m olana kadar

s = solve ivp(pendulum, (0, 20), z0, events=at right, **opts)
th, om = s.sol(np.linspace(0, s.t[-1], 400))
ax.plot(th, om, "C0" if z0[1l] == 0.0 else "C1")
if z0[1] '= 0.0:

ax.plot(-th, -om, "Cl") # ters yonde donen simetrik ydriinge
E = energy(th, om)
print(f"baslangic ({z0[0]:+.3f}, {z0[1]:.1f}): E = {E[O]:+.4f}"
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f sapma = {np.max(np.abs(E - E[0])):.1le}")
th = np.linspace(-np.pi, np.pi, 400)
ax.plot(th, 2 * np.cos(th / 2), "k--", th, -2 * np.cos(th / 2), "k--")
ax.set xlabel("8")
ax.set ylabel("w = 6'")
fig.savefig("sarkac-faz.png", dpi=150)

Ciktr:
baslangi¢ (+0.500, 0.0): E = -0.8776 sapma = 5.5e-11
baslangi¢ (+1.000, 0.0): E = -0.5403 sapma = 2.6e-10
baslangi¢ (+1.500, 0.0): E = -0.0707 sapma = 8.8e-10
baslangi¢ (+2.000, 0.0): E = +0.4161 sapma = 5.0e-10
baslangi¢ (+2.500, 0.0): E = +0.8011 sapma = 5.6e-10
baslangi¢ (-3.142, 0.8): E = +1.3200 sapma = 8.4e-10
baslangi¢ (-3.142, 1.6): E = +2.2800 sapma = 1.7e-09

Her yoriingede enerji sabit kaliyor; en biiyiik sapma 1,7 - 10~2"dur. Kod grafigi sarkac- faz.png dosyasina
kaydeder; asagidaki sekil ayni grafigin ayni verilerle ¢izilmis halidir:

salinim

Sekil 13.8: Sarkacin faz portresi; Matplotlib kodunun ¢izdigi grafigin ayni verilerle ¢izilmis hali. Kapali

egriler 6, = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5 genlikli salinimlardir; dalgali egriler, sarkacin tepeden asarak dondiigi

hareketlerdir. Kesikli ayiric1 egri (E = 1) iki tiir hareketi ayirir. Dolu nokta kararli denge (0; 0), ici bos
noktalar tepedeki kararsiz denge (+7; 0).

Faz portresinde iki tiir hareket goriilityor. E' < 1 ise sarkag tepeye ulasamaz ve orijin ¢evresindeki kapali
yoriingelerde salinir. E > 1 ise sarkag tepeyi asarak hep ayni yonde doner; 8 stirekli artar ya da azalir ve
sekilde bu yorungeler 0=47 kenarlarmdan girip cikar. Iki tiirti E = 1 seviye egrisi ayirir: 7 —cosf =
1 esitligi w? = 2(1 + cos#) = 4cos? § verir, yani bu ayirict egri (separatrix) w = +2 cos ’dir. (0,0)
kararli bir denge noktasidir: Jacobi matnsinin Ozdegerleri 4+4’dir ve yakinindaki yoriingeler onu gevreler.
(1) ég)’nin Ozdegerleri
+1’dir ve yoriingelerin bir kismi noktaya yaklagirken bir kismi ondan uzaklagir. § = 7 ile § = —7 aym
fiziksel konumdur.

(&, 0) ise sarkacin tam tepede durdugu kararsiz dengedir: oradaki Jacobi matrisi

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda béliimiin yontemlerini yeni problemlerde deneyecegiz. Coziimlerdeki bazi kodlar
odetools.py modiliinii kullanir; modiil, caligtirilan programla aym klasérde olmalidir.
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Aligtirma 13.1 (Dogrusal Bir Denklemde Euler Yontemi). 3’ =t —y, y(0) = 1 probleminin tam
¢ozimit y =t — 1 4 2e ¥dir. y(1)’i Euler yéntemiyle h = 0,1 ve h = 0,05 alarak hesaplayiniz ve iki
hatanin oranini bulunuz.

Cozim.
Adim 1. f(t,y) = t — y’dir. Tam deger y(1) = 1 — 1 + 2e~1, yani yaklagik 0,73575888 dir.
Adim 2. h = 1/n olmak iizere n = 10 ve n = 20 adimla euler fonksiyonunu ¢agiriyoruz:

import numpy as np

from odetools import euler

def f(t, y):
return t - y

exact = 2 * np.exp(-1.0) #y(l) =1 -1+ 2e"(-1)
errs = []
for n in [10, 20]:
t, y = euler(f, 0.0, 1.0, 1 / n, n)
errs.append(abs(y[-1] - exact))
print(f"h = {1 / n:.2f} y(1l) = {y[-1]:.8f} hata = {errs[-1]:.3e}")
print(f"tam deger: {exact:.8f} hata orani: {errs[0] / errs[1]:.3f}")

Ciktr:
h=0.10 y(1l) = 0.69735688 hata = 3.840e-02
h =0.05 y(1l) = 0.71697184 hata = 1.879e-02

tam deger: 0.73575888 hata orani: 2.044

Adim 3. Hatalar 0,0384 ve 0,0188°dir; oranlar1 2,04 ~ 2’dir. Adim yar1iya inince hata da yariya iniyor:
Euler yontemi birinci mertebedendir.

Denetim. Bu dogrusal denklemde Euler dizisi kapal bicimde de yazilabilir: y; ., = (1 — h)y; + ht;
adimindan tiimevarimla y; = t; — 1 + 2(1 — h)? bulunur. A = 0,1 icin y;, = 2 - 0,9'° ~ 0,69735688
¢iktiyla aynidir. Tam céziimdeki e carpanimin yerini (1 — )" almugtir ve h — 0 iken (1 — h)!/* —
e Vdir.

L

Alistirma 13.2 (Dogrusal Bir Denklemde RK4). y' =t —y,y(0) = 1 probleminde y(1)’iRK4 ile h =
0,1 ve h = 0,05 alarak hesaplaymniz. Hatalarin orani, RK4'{in dérdiincii mertebeden olmasiyla uyumlu
mudur?

Cozim.
Adim 1. Tam deger yine y(1) = 2e~1’dir. Dérdiincii mertebeden bir yontemde adimi yariya indirmek

hatay1 kabaca 2* = 16’ya bolmelidir.
Adim 2. Bu kez rk4 fonksiyonunu ¢agiriyoruz:

import numpy as np

from odetools import rk4

def f(t, y):
return t - y
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exact = 2 * np.exp(-1.0)
errs = []
for n in [10, 20]:
t, y = rk4(f, 0.0, 1.0, 1 / n, n)
errs.append(abs(y[-1] - exact))
print(f"h = {1 / n:.2f} y(1) = {y[-1]:.10f} hata = {errs[-1]:.3e}")
print(f"tam deder: {exact:.10f} hata orani: {errs[0] / errs[1]:.2f}")
Cikti:
h=0.10 vy(l) = 0.7357595488 hata = 6.665e-07
h=0.05 y(l) = 0.7357589223 hata = 3.995e-08
tam deger: 0.7357588823 hata orani: 16.68

Adim 3. Hatalar 6,7 - 10~7 ve 4,0 - 10~%'dir; oran 16,68dir ve 16’ya yakindir. Yanit evettir. Ayni adim
sayisiyla Euler’in hatas1 0,038 idi; RK4'tinki yaklagik 58 000 kat kiigtiktiir.

Alistirma 13.3 (Heun Yontemi). Heun yontemi nce bir Euler adimuiyla § = y, + h f(¢,, y;) tahminini
yapar, sonra iki uctaki egimin ortalamasiyla ilerler:

h
Yiy1 = Y; + 3 (f(ti)yi) + f(tis1,9) ) .

Yéntemi bir heun fonksiyonu olarak yazimiz ve lojistik problemde (y" = y(1 —y), y(0) = 0,1, T = 4)
mertebesini adimi yariya indirerek dl¢iintiz.

Coziim.

Adim 1. Fonksiyon euler’in déngiisiine ikinci bir egim ekler. f yalniz ¢t’ye baglysa adim, |

1 fdticin

yamuk kurali olur (bkz. Niimerik Analiz); bu ylizden y6ntemin ikinci mertebeden olmasin1 bekleriz.
Adim 2. Tam deger y(4) = 1/(1 + 9e~4)’tiir. n = 16,32, ..., 256 adimla hatalar1 ve ardisik oranlar
hesapliyoruz:

import numpy as np

def

def

heun(f, t0, y0, h, n):

"yt = f(t, y), y(t@) = y0 problemini n Heun adimiyla cozer.
t =1t0 + h * np.arange(n + 1)

y = np.zeros(n + 1)

y[0] = yo
for i in range(n):
kl = f(t[i], y[i]) # bastaki egim
k2 = f(t[i] + h, y[i] + h * K1) # Euler tahminindeki egim

y[i + 1] = y[i]l + h / 2 * (k1 + k2)
return t, y

f(t, y):
return y * (1 - y)

exact =1/ (1 + 9 * np.exp(-4.0))
prev = None

for

n in [16, 32, 64, 128, 256]:
t, y = heun(f, 0.0, 0.1, 4 / n, n)
err = abs(y[-1] - exact)
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ratio = f"{prev / err:.3f}" if prev else "-"
print(f"n = {n:3d} hata = {err:.3e} oran = {ratio}")
prev = err
Cikti:

n= 16 hata = 2.150e-03 oran = -

n 32 hata = 5.402e-04 oran = 3.980

n= 64 hata = 1.356e-04 oran = 3.983

n = 128 hata = 3.400e-05 oran = 3.989

n = 256 hata = 8.512e-06 oran = 3.994

Adim 3. Oranlar 4 = 22°ye yaklagiyor: Heun yontemi ikinci mertebedendir. Adim basina iki f ¢agri-
styla Euler (1) ile RK4 (4) arasinda durur; dogrulugu da dyle: n = 256’da hatas1 8,5 - 10-5’dwr. Ayni n
icin Euler’in hatas1 2,9 - 10~%, RK4'iinki 5,9 - 10~ *dir.

H

Alistirma 13.4 (Aym1 Dogruluk I¢in Kag¢ Adim?). 3’ =y, y(0) = 1 probleminde y(1) = e degerini
10~%°dan kiigiik bir hatayla bulmak icin Euler ve RK4 yontemlerinin kacar adim ve kacar f ¢agrisi
gerektirdigini karsilagtiriniz.

Cozim.

Adim 1. RK4 igin n’yi birer birer artirip hatanm 10~%nn altina ilk diistiigii adim sayisin1 arryoruz.
Adim 2. Euler i¢in e — y,, ~ 5= yaklagikigin kullaniyoruz (bkz. Ornek 13.2): 5% < 1076 kosulu n >
5 108 ~ 1359 141 verir. Kestirimi, bu sayinin iki yanindaki n = 1350 000 ve n = 1360 000 degerle-
riyle siiyoruz:

import numpy as np

from odetools import euler, rk4

def f(t, y):
return y

n=1

while abs(np.e - rk4(f, 0.0, 1.0, 1 / n, n)[1][-1]) >= le-6:
n+=1

err = abs(np.e - rk4(f, 0.0, 1.0, 1 / n, n)[1][-1])

print(f"RK4 : n = {n} hata = {err:.2e} f cagrisi = {4 * n}")

for n in [1 350 000, 1 360 000]:
err = abs(np.e - euler(f, 0.0, 1.0, 1 / n, n)[1]1[-1])
print(f"Euler: n = {n} hata = {err:.4e} f cagrisi = {n}")

Cikt1:
RK4 = 13 hata = 7.44e-07 f cagrisi = 52
Euler: n = 1350000 hata = 1.0068e-06 f cagrisi = 1350000
Euler: n = 1360000 hata = 9.9937e-07 f cagrisi = 1360000

Adim 3. RK4'e 13 adim, yani 52 cagr1 yetiyor. Euler’de 1350000 adim yetmiyor, 1360000 adim
yetiyor; kestirim dogru. Euler yaklagik 1,36 milyon ¢agr ister, yani RK4 tin yaklagik 26 000 kat1. Yitksek
mertebenin degeri budur.

H
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Alistirma 13.5 (Lojistik Bityiimede Yar1 Doygunluk Ami). 3’ =0,5y(1 — 1%5). y(0) = 5 lojistik
denkleminin ¢6ziimiiniin 50 degerine ulastigi an1 solve ivp’nin olay fonksiyonuyla bulunuz ve tam
¢oziimden elde edilen degerle karsilastiriniz.

Coziim.
Adim 1: tam ¢dziim. vy’ = ry(1 — y/K), y(0) = y, denkleminin ¢dziimii
K
y(t) =
1+ (K - 1)e—rt
Yo
dir.7 = 0,5, K = 100,y, = b iciny(t) = ng% olur. y = 50 kosulu 19¢ %2 = 1,yanit = 2In19 ~

5,8889 verir.
Adim 2: olay fonksiyonu. y — 50 fonksiyonu aranan anda sifir olur; terminal=True ile ¢6ziimii orada
durduruyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

r, K=20.5, 100.0

def logistic(t, y):
return r * y * (1 - y / K)

def half(t, y):
return y[0] - K / 2

half.terminal = True

sol = solve ivp(logistic, (0, 50), [5.0], events=half,
rtol=1e-10, atol=1le-10)

print(f"sayisal : t = {sol.t events[0][0]:.10f}")

print(f"2 1n 19 : t {2 * np.log(19):.10f}")

Ciktr:

5.8888779596
5.8888779583

sayisal : t
2 1ln 19 : t

Adim 3. iki deger sekiz ondalik basamakta uyusuyor; aradaki 1,3 - 10~2’luk fark verdigimiz hata pay1
diizeyindedir. Nifus, doygunluk degerinin yarisina ¢ ~ 5,889’da ulagir; biiytime hizi da bu anda en
bityiiktiir.

|

Alistirma 13.6 (Soniimlii Salinic1). y” + 2y" + 5y = 0, y(0) = 1, y’(0) = 0 problemini birinci merte-
beden bir sisteme cevirip solve ivp ile ¢dziiniiz. t = 1,2, 3’teki degerleri tam ¢oziim y = e * (cos 2t +
% sin 2t) ile karsilastiriniz.

Coziim.

Adim 1. u; =y, uy =y’ dersek uj = uy ve uh = y” = —2uy — 5u; olur; baslangi¢ vektori (1, 0)’dur.
Adim 2. Tam ¢6ziimii denetleyelim. Karakteristik denklem r2 4+ 2r 4+ 5= 0" kokleri —1 + 2¢’dir,
dolayistyla y = e~ *(A cos 2t + Bsin 2t) olur. y(0) = A =1 ve 4’ (0) = —A + 2B = 0 kogullar1 B =
5 Verir.

Adim 3. Sistemi t_eval ile istenen anlarda ¢oziiyoruz:
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import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def damped(t, u):
y, V= u
return [v, -2 * v - 5 * y] #y'' = -2y' - Sy

def exact(t):
return np.exp(-t) * (np.cos(2 * t) + 0.5 * np.sin(2 * t))

t = np.array([1.0, 2.0, 3.0])
sol = solve ivp(damped, (0, 3), [1.0, 0.0], t eval=t,
rtol=1e-10, atol=le-12)
for tk, yk in zip(sol.t, sol.y[0]):
print(f"t = {tk:.0f} sayisal = {yk:+.10f} tam = {exact(tk):+.10f}")

+0.0141640490  tam
-0.1396720846  tam
+0.0408484245  tam

+0.0141640489
-0.1396720846
+0.0408484245

t =1 sayisal
t =2 sayisal
sayisal

—+
1l
w
1l
1l

Adim 4. Degerler on ondalik basamakta (ilk satirda dokuz basamakta) uyusuyor. Céziim e~ zarfi
icinde salinarak sifira iner.
|

Alistirma 13.7 (Dogrusal Sistem ve Matris Usteli). x’ = Ax, x(0) = (1,0) sisteminde A =

_02 _13 ’tiir. Kare bir A matrisinin tsteli (matrix exponential), e*’in kuvvet serisinde x yerine tA yazi-
larak et4 = Zkz 0 % bi¢iminde tanimlanir. Céztimiin ¢ = 1°deki degerini solve_ivp ile hesaplaymiz

ve eAx(O) ile karsilagtiriniz. Matris tsteli i¢in scipy.linalg.expm fonksiyonunu kullaniniz.
Cozim.
Adim 1. e*4 serisi her ¢ icin yakinsar ve terim terim tiirevlenebilir:

2
(ehY = A+tA% + %A3 o= At

€94 = T oldugundan x(t) = e*4x(0) fonksiyonu hem x’ = Ax denklemini hem de baslangi¢ kosulunu
saglar; yani sistemin ¢oziimiidiir. Bu yiizden ¢ = 1’de ex(0)’1 karsilastirmaliy1z. A’nin 6zdegerleri —1
ve —2°dir. Sistemin ilk bileseni y” + 3y’ + 2y = 0 denklemini saglar ve y(0) = 1, ¢’ (0) = 0 kosulla-
nylay = 2e~t — e %,y = —2e7t + 2¢2! bulunur.

Adim 2. Sag tarafi A @ x ile tek satirlik bir lambda olarak yaziyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp
from scipy.linalg import expm

A = np.array([[0.0, 1.0],

[-2.0, -3.01])
X0 = np.array([1.0, 0.0])
print("6zdegerler:", np.linalg.eigvals(A))

sol = solve ivp(lambda t, x: A @ x, (0, 1), x0, rtol=1le-10, atol=le-12)
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print("solve ivp :", sol.y[:, -11)

print("expm(A)x0 :", expm(A) @ x0)

el, e2 = np.exp(-1.0), np.exp(-2.0)

print("formil 2", np.array([2 * el - e2, -2 * el + 2 * e2]))
print("en buyik fark:", np.max(np.abs(sol.y[:, -1] - expm(A) @ x0)))

Cikt1:

6zdegerler: [-1.+0.j -2.+0.j]

solve ivp : [ 0.6004236 -0.46508832]
expm(A)x0 : [ 0.6004236 -0.46508832]
formil [ 0.6004236 -0.46508832]
en blylk fark: 1.0809686479262837e-11

Adim 3. NumPy 6zdegerleri karmagik say: tiriinde dondiirdii; sanal kisimlari sifirdir ve 6zdegerler —1
ile —2'dir. U¢ yol ayn1 vektérii veriyor; solve_ivp ile expm arasindaki fark 1,1 - 10~!1°dir. Tki 6zdeger
de negatif oldugundan ¢oziim sifira séner.

|

Alistirma 13.8 (Van der Pol Salinicisinin Limit Cevrimi). y” — (1 —y?)y’ +y = 0 van der Pol
denkleminin ¢éziimleri, baglangic kosulundan bagimsiz olarak ayni periyodik harekete yaklasir. Denklemi
(y,9") = (0,5; 0) ve (3; 0) baslangiclarindan [0, 100] aralifinda ¢oziip son tam turdaki periyodu ve genligi,
yani y’nin en biiytik degerini, 6l¢iiniz.

Coziim.

Adim 1. u; =y, uy = ¢/ ile sistem u} = u,, uy = (1 — u?) uy — u,; olur. Kodda katsaytyimu = 1.0
adiyla genel biraktik.

Adim 2. Periyodu, ¢’nin agagidan yukariya sifirdan gegtigi son iki anin fark: olarak 6l¢iiyoruz; genligi
de bu son tur boyunca yogun ¢iktidan okuyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

return [v, mu * (1 - y**¥2) * v - y]

def upward(t, u):
return u[0]

upward.direction = 1

for u0 in [[0.5, 0.0], [3.0, 0.0]]:
sol = solve ivp(vdp, (0, 100), u®, events=upward,
rtol=1e-10, atol=le-12, dense output=True)
te = sol.t events[0]
T = te[-1] - te[-2] # son tam tur
tt = np.linspace(te[-2], te[-1], 2001)
amp = np.max(sol.sol(tt)[0])
print(f"baslangi¢ {u@}: periyot = {T:.6f} genlik = {amp:.6f}")

Ciktr:
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baslangi¢ [0.5, 0.0]: periyot
baslangi¢ [3.0, 0.0]: periyot

6.663287 genlik
6.663287 genlik

2.008619
2.008619

Adim 3. Iki baglangic da periyodu 6,663287, genligi 2,008619 olan ayni harekete variyor. Faz diizle-
minde bu hareket, 6teki yoriingeleri kendine ¢eken yalitilmis bir kapali yoriingedir ve limit ¢evrim
(limit cycle) adin1 alir. Lotka—Volterra modelinden farki buradadir: orada her baslangi¢ kendi kapali
yoriingesinde kaliyordu. Van der Pol denkleminde | y | < 1 iken —(1 — y?) 3y’ terimi harekete enerji
katar, | y | > 1 iken enerji ¢eker; kiigitk salimmlar biiyiir, bityiikler séner.

|

Alistirma 13.9 (Lotka-Volterra Modelinde Ortalama Niifuslar). Lotka-Volterra modelinde (a = 1,
b=0,5, ¢ = 0,75, d = 0,25) bir periyot boyunca av ve avci nifuslarinin zaman ortalamalarinin yoriin-
geden bagimsiz olarak denge degerlerine, ¢/d = 3 ve a/b = 2’ye esit oldugunu gosteriniz. Sonucu y(0) =
2 ve z(0) = 4,5; 6; 8 yoriingelerinde sayisal olarak dogrulayimiz.

Cozim.
Adim 1: ispat. T periyot olsun. fkinci denklem
yazilabilir. [0, T iizerinde integralleyince, y(T') = y

@ =

= —c+dz, yani (Iny)’ = —c + dz biciminde
0) oldugundan

—~~

T
0=Iny(T)—Ilny(0) = —cT—i—d/ xdt
0

bulunur; buradan 7 fOT xdt = < cikar. Ayni bicimde (Inz)’ = a — by esitligi fOT ydt = § verir.
Adim 2: sayisal dogrulama. Periyodu olay fonksiyonuyla 6l¢iip ortalamalar1 yogun cikti tizerinde
scipy.integrate.quad ile (bkz. Sayisal Tiirev ve Integral) hesaplyoruz:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp, quad

def lotka(t, z, a, b, c, d):
X, Yy =2

return [a * x - b * x ¥y, -c *y+d* x *y]

def prey down(t, z, a, b, c, d):
return z[0] - ¢

~
o

1l
'
=

prey down.direction

p=(1.0, 0.5, 0.75, 0.25)
for x0 in [4.5, 6.0, 8.0]:
sol = solve ivp(lotka, (0, 30), [x0, 2.0], args=p, events=prey down,
rtol=1le-10, atol=le-12, dense output=True)
tl, t2 = sol.t events[0][:2] # bir tam periyot
T=12 - tl
mx = quad(lambda t: sol.sol(t)[0], t1l, t2)[0] / T
my = quad(lambda t: sol.sol(t)[1], t1l, t2)[0] / T
print(f"x(0) = {x0}: T = {T:.4f} ort. x = {mx:.8f}"
f ort. y = {my:.8f}")

Cikt1:
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x(0) = 4.5: T =7.3556 ort. x = 3.00000000 ort. y = 2.00000000
x(0) = 6.0: T =7.5834 ort. x = 3.00000000 ort. y = 2.00000000
x(0) = 8.0: T =7.9976 ort. x = 3.00000000 ort. y = 2.00000000

Adim 3. Periyotlar farkli olsa da ortalamalar sekiz ondalik basamakta 3 ve 2°dir. Niifuslar dengeden
uzakta salinsa bile ortalamalar1 hep denge degerleridir.
u

Alistirma 13.10 (Séniimlii Sarka¢ Ka¢ Tur Atar?). Siirtiinmeli bir sarkacin denklemi §” = —sin 6 —
0,20 olsun. Sarkac en alttan (#(0) = 0) §’(0) = 4 hiziyla itiliyor. Sarkag tepe noktasindan kag kez geger
ve sonunda hangi acida durulur?

Cozim.

Adim 1. Tepe noktas1 § = 7 konumudur; sarka¢ dondiikge 6 artmaya devam eder, bu yiizden tepeden
gw@a@zﬁﬁm&UHMMMm&mwmmme®aﬁg:Odﬁﬁmmn&MmhﬂmMWMm
cos(theta / 2), hepsini yakalar.

Adim 2. Baslangic enerjisi E = 42—2 —cos0 = 7’dir ve tepeyi agmak i¢in F > 1 gerekir. Siirtiinme
enerjiyi yavas yavas tiiketir; denklemi uzun bir siire boyunca ¢oziip gecisleri sayiyoruz. Gegis anla-
rindaki agilar1 sol.y events[0] dizisinden okuyoruz; bu dizinin her satir1 bir gecis anindaki (6,6”)
vektorii oldugundan acilar ilk stitundadir:

import numpy as np
from scipy.integrate import solve ivp

def damped pendulum(t, z):
theta, omega = z
return [omega, -np.sin(theta) - 0.2 * omegal

def top(t, z):
return np.cos(z[0] / 2) #06 =mn, 3m, 5n, ... iken sifir

sol = solve ivp(damped pendulum, (0, 100), [0.0, 4.0], events=top,
rtol=1e-10, atol=le-12)

print("tepeden gegis anlari:", np.round(sol.t events[0], 4))

print("o anlardaki 6 / m :", np.round(sol.y events[O][:, O] / np.pi, 6))

theta end, omega end = sol.y[:, -1]

print(f"6(100) / 2n = {theta end / (2 * np.pi):.6f}")

print(f"w(100) {omega end:.le}")

Ciktr:

tepeden gecis anlari: [0.936 3.6575]

o0 anlardaki 6 / m :[1. 3.]
0(100) / 2m = 1.999975
w(100) = -3.0e-05

Adim 3. Sarkac tepeden iki kez geciyor: t =~ 0,94’te § = 7’den, t ~ 3,66’da § = 37’den. Sonra enerjisi
I’in altina diiger ve 6 = 47 cevresinde séniimlii salimm yaparak durulur: 6(100) /27 & 2’dir. Sarkag
iki tam tur atip yine en alttaki konumda durulmustur; 47 acisi fiziksel olarak 0 ile ayni1 konumdur.

u

Bu bolimde baslangi¢ deger problemlerini sayisal olarak ¢ozmeyi 6grendik: Euler ve RK4 yontemlerini
kendimiz yazdik, mertebelerini log-log grafikte olctiik, solve_ivp ile uyarlamali adimli ve kat1 denklem-
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lere uygun yontemleri kullandik, olay fonksiyonlariyla belirli anlar1 yakaladik ve faz diizleminde Lotka-
Volterra modelini ve sarkaci inceledik. Buraya kadarki biitiin modeller deterministikti: ayni baglangi¢ her
seferinde ayn1 sonucu verdi. Bir sonraki bolim Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yéntemleri, rastlantiy1
hesaba katiyor: rastgele say1 tiretmeyi, olasilik yasalarim simiilasyonla gérmeyi ve integralleri rastgele
orneklemle hesaplamayi anlatiyor.
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14.1

14. Rastgele Sayilar ve Monte Carlo
Yontemleri

Iki zar atildiginda toplamin 7 gelme olasilig1 kagtir? Sayma teknikleriyle (bkz. Olasilik Teorisi) esit olasi-
likli 36 sonucun 6’sinin toplami 7 oldugunu gériir ve 1/6 buluruz. Ayni soruyu bilgisayara deneyi yiiz bin
kez yaptirarak da sorabiliriz:

import numpy as np

rng = np.random.default rng(1l)

n = 100 000

dl = rng.integers(1l, 7, size=n) # birinci zar: 1, 2, ..., 6
d2 = rng.integers(1l, 7, size=n) # ikinci zar

seven = dl + d2 == 7 # toplam 7 mi?

print(d1[:8])
print(d2[:81)
print(seven.sum(), seven.mean(), 1 / 6)

Ciktr:

561
[546 35
6

1
4
16450 0.1645

o) — —

666666666666666

rng.integers(1l, 7, size=n) 1 ile 6 arasinda n tane tamsay1 uretir; iist sinir olan 7 dahil degildir. d1
+ d2 == 7 bir boolean dizidir: sum dogru olan elemanlari sayar, mean ise dogrularin oranini verir, ¢linkii
hesapta True 1, False 0 sayilir. Yiiz bin denemenin 16450’sinde toplam 7 geldi; géreli siklik 0,1645, gercek
olasilik ise 1/6 ~ 0,1667 dir.

Bir olasiligl, bir beklenen degeri ya da bir integrali, ilgili rastgele deneyi ¢ok kez tekrarlayip sonuclarin
ortalamasini alarak kestirme yontemine Monte Carlo yontemi denir; adin1 kumarhaneleriyle tnli
Monte Carlo sehrinden alir. Vektorizasyon ve Broadcasting boliimiinde 7 sayisini rastgele noktalarla
kestirirken bu yontemi bir kez kullanmistik. Kestirim tam degildir: kodu baska bir tohumla ¢alistirinca
baska bir say1 ¢ikar. Bu boliim iki soruyu birlikte ele aliyor: rastgele sayilar: bilgisayarda nasil tiretiriz
ve onlarla yaptigimiz kestirimlerin hatasi ne kadardir? Once NumPy’1n iiretecini ve temel dagilimlari
taniyacagiz. Sonra bilyiik sayilar yasasini ve merkezi limit teoremini simiilasyonla gozleyecegiz; bu iki
teorem Monte Carlo yonteminin neden calistigim ve hatasmm neden 1/+v/N hiziyla kiiciildiigiinii aciklar.
Boliim Monte Carlo integrali ve rastgele ylriiyiisle bitiyor.

Sozde Rastgele Sayilar

Bir bilgisayar programi ayni girdiyle her zaman ayni isi yapar; bu yiizden gercekten rastgele bir say1
iretemez. Kullandigimiz “rastgele” sayilar, rastgele goriinen ama tamamen belirlenmis bir diziden gelir.

Tanim 14.1 (S6zde Rastgele Say1 Ureteci). Bir s6zde rastgele say1 iireteci (pseudorandom number
generator) sonlu bir S durum kiimesinden, bir T : S — S gecis fonksiyonundan ve bir G : S — [0,1)
cikt1 fonksiyonundan olusur. Baslangic durumu s, € S tohum (seed) ile belirlenir ve tireteg

s =T(sp_1), uy, = G(s,), k=1,2,..

sayilarini iiretir.

Yani bir iiretec, deterministik bir dizidir: ayni tohum her seferinde ayni u;, us, ... sayilarm verir. Iyi bir
iiretecin sayilari, bagimsiz ve U (0, 1) dagilimli (bkz. Olasilik Teorisi) sayilardan istatistiksel testlerle ayirt

Acik Matematik - acik-matematik.com 408 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/sayma-teknikleri.html
vektorizasyon-ve-broadcasting.qmd
https://acik-matematik.com/dersler/olasilik-teorisi/temel-surekli-dagilimlar.html#def-surekli-duzgun-dagilim
https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.1 Sozde Rastgele Sayilar 409

edilemez. S sonlu oldugundan dizi bir yerden sonra kendini tekrarlar; tekrarlanan par¢anin uzunluguna
iiretecin periyodu denir.

Ornek 14.1 (Dogrusal Kongriians Ureteci). En eski iireteclerden biri olan dogrusal kongriians iire-
tecinde (linear congruential generator) durumlar {0, 1, ..., m — 1} kiimesindedir, gecis ., = (az; +
¢) mod m kuraliyla yapilir ve ¢ikt1 u), = z;,/m’dir. m = 16, a = 5, ¢ = 3 ve x, = 7 i¢in dizinin ilk 20
terimini tretin ve periyodunu bulun.

Coziim.
Kurali bir déngiiyle uyguluyoruz. Periyodu bulmak i¢in ilk terimin listede ikinci kez gériindiigii yeri
artyoruz. Karsilagtirma igin ayni tireteci bir de ¢ = 2 ile calistirtyoruz.

def lcg(seed, a=5, c=3, m=16, n=20):
"tix {k+1} = (a*x_k + c¢) mod m dizisinin ilk n terimi.
X = seed
= [1]
for _ in range(n):
X =(a*x+c)%m
xs.append(x)
return xs

= lcg(7)

prlnt( s)

print([x / 16 for x in xs[:5]]) # [0, 1) araligina
("

print("periyot:", xs[1l:].index(xs[0]) + 1)
ys = lcg(7, c=2) # c cift: kotl secim
print(ys)
print("periyot:", ys[1l:].index(ys[0]) + 1)
Cikt1:

[6, 1, 8, 11, 10, 5, 12, 15, 14, 9, 0, 3, 2, 13, 4, 7, 6, 1, 8, 11]
[0.375, 0.0625, 0.5, 0.6875, 0.625]

periyot: 16
[5, 11, 9, 15, 13, 3, 1, 7, 5, 11, 9, 15, 13, 3, 1, 7, 5, 11, 9, 15]
periyot: 8

flk 16 terim 0,1, ..., 15 sayilarinin her birini tam bir kez igerir ve 17. terimden itibaren dizi bagtan
tekrarlanir: periyot 16’dir, yani m kadar olabilecek en uzun degerdir. Bu bir rastlant: degildir. Sayilar
teorisinde bilinen bir sonuca (Hull-Dobell teoremi) gére ¢ # 0 iken periyot ancak ve ancak su ti¢ kosul
saglaninca m olur: ¢ ile m aralarinda asaldir, a — 1 sayis1 m/’nin her asal bolenine boliniir ve 4 | m ise
a — 1 sayis14’e de béliiniir. Burada ged (3, 16) = 1, m’nin tek asal béleni 2°dir ve a — 1 = 4 oldugundan
ti¢ kogul da saglanir. ¢ = 2 segince ilk kogul bozulur ve dizi yalniz 8 say1 arasinda déner. B

Boyle kiiglik bir uiretecin sayilar: rastgele gériinmez; gercek uretegler ayni fikri cok daha bityiik durum
kiimeleri ve daha karmagik T' ve G fonksiyonlariyla uygular. NumPy’m varsayilan tireteci PCG64 tiir:
128 bitlik bir durumla calisir ve periyodu 2128 ~ 3,4 - 103%’dir. Saniyede bir milyar say1 iiretseniz bile bu
periyodu evrenin yas1 boyunca titketemezsiniz.

Tanim 14.2 (Generator Nesnesi). np.random.default rng(seed) cagrisi, PCG64 tiretecini seed tam-
sayisini tohum alarak baslatir ve bir Generator nesnesi dondiiriir. Bu nesnenin random, integers, normal
gibi metotlari tiretecin durumunu ilerleterek istenen dagilimdan sayilar iiretir; metotlarin size argiimamn
ciktinin seklidir. seed verilmezse tohum igletim sisteminden alinan 6ngoriillemez bir sayidur.
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Yani biitiin rastgelelik tek bir nesnede, genellikle rng adin: verdigimiz iretecte toplanir. Her ¢agr1 yeni
sayilar verir, ¢linkii durum ilerler; ayni sayilar1 yeniden gormek i¢in tireteci ayni tohumla yeniden kurmak
yeterlidir:

import numpy as np

rng = np.random.default rng(42)
print(rng.random(3))
print(rng.random(3)) # durum ilerledi: yeni sayilar

rng = np.random.default rng(42) # ayni tohumla bastan
print(rng.random(3))
print(type(rng). name , type(rng.bit generator). name )

Ciktr:

[0.77395605 0.43887844 0.85859792]
[0.69736803 0.09417735 0.97562235]
[0.77395605 0.43887844 0.85859792]
Generator PCG64

Ikinci rng. random(3) cagrisi birincinin devamidir ve bagka sayilar verir. Ureteci 42 tohumuyla yeniden
kurunca ilk ii¢ say1 aynen geri gelir. Bu notlardaki her kod sabit bir tohum kullanir; béylece kodu ¢alistiran
herkes ayni ¢iktiy1 alir ve bir sonucu tekrarlamak miimkin olur.

Ureteci bir kez kurun

Ureteci bir déngiiniin i¢inde ayni tohumla yeniden kurmak, her turda ayni sayilari iiretir:

import numpy as np

for trial in range(3):
rng = np.random.default rng(0) # YANLIS: her turda ayni tohum
print(rng.integers(l, 7, size=5))

rng = np.random.default rng(0) # DOGRU: iiretec bir kez kurulur
for trial in range(3):
print(rng.integers(1l, 7, size=5))

Cikt:
[6 4 42 2]
[6 4 42 2]
[6 442 2]
[6 4 42 2]
[11125]
[4 6 446]

Uretec programin baginda bir kez kurulur ve sonra hep o kullanilir. Eski kodlarda sik gériilen
np.random.seed(0) ve np.random.rand(5) yazilisi ise biitiin programin paylastig1 gizli, ortak bir
tireteci kullanir. NumPy bu arayiizii yalniz eski kodlar ¢alismaya devam etsin diye tutar; yeni kodda
default_rng kullanilir.

Temel Dagilimlardan Orneklem

Generator nesnesinin metotlari, Olasilik Teorisi notlarinda tanidigimiz dagilimlarin hepsinden 6rneklem
tiretir. En sik kullanilanlar sunlardir:

Metot Dagilim

rng. random(size) U(0,1), degerler [0,1) araliginda
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Metot Dagilim

rng.uniform(a, b, size) U(a,b)

rng.integers(lo, hi, size) {lo,lo + 1, ..., hi — 1} iizerinde kesikli diizgiin
rng.normal(mu, sigma, size) N(u,o?)

rng.exponential(scale, size) Ustel ()), scale = 1/X

rng.binomial(n, p, size) B(n,p)

rng.poisson(lam, size) Poisson ()

rng.geometric(p, size) Geo (p)

rng.choice(a, size, p=p) a’nin elemanlar: arasindan p olasiliklariyla se¢im
rng.permutation(x) x’in elemanlarinin rastgele bir siralamasi

import numpy as np

rng = np.random.default rng(7)

print(rng.uniform(-1, 1, size=3))

print(rng.integers(l, 7, size=10)) # 7 dahil degil
print(rng.normal (10, 2, size=3)) # ortalama 10, std 2
print(rng.exponential(0.5, size=3)) # O0lcek 1/lambda = 0.5
print(rng.binomial(10, 0.3, size=10))

print(rng.poisson(4, size=10))

print(rng.choice(["yaz1", "tura"], size=5))

print(rng.permutation(8))

print(rng.random((2, 3))) # size bir sekil de olabilir

Ciktr:

[0.25019093 0.7944276 0.55137138]
[6212266135]

[ 9.01558696 8.7590502 10.9796841 ]
[0.15607281 0.44988508 0.53685033]
[3374362231]
[253045336 3]

['yazi' 'tura' 'tura' 'yazi' 'yazi']
[76 035124]

[[0.84507432 0.94494817 0.90391679]
[0.56971915 0.14545995 0.19246349]]

rng.choice bir listeden eleman secer; p verilmezse biitiin elemanlar esit olasiliklidir, replace=False ile
ayni eleman ikinci kez se¢ilmez. rng.permutation(8) ise 0,1, ..., 7 sayilari karigtirir. Bir diziyi yerinde
karistirmak icin rng.shuffle(x) de vardir.

Parametrelerin anlam

Uc parametre sik karisir. rng.integers(lo, hi) iist stmir1 dahil etmez: zar icin integers(1, 7)
yazilir (ya da integers(1l, 6, endpoint=True)). rng.normal(mu, sigma) ikinci parametre olarak
varyansi degil standart sapmay1 alir: N(1,4) igin normal(1, 2) yazilir. rng.exponential(scale)
oran parametresi \’y1 degil ortalama 1/X’y1 alir: Ustel (2) i¢in exponential(0.5) yazilr.

Bir 6rneklemin dagilimina uyup uymadigini gérmenin ilk yolu, 6rneklem ortalamasini ve 6rneklem
varyansini (bkz. Matematiksel Istatistik) kuramsal degerlerle karsilastirmaktir. x.mean() ortalamayz,
x.var(ddof=1) ise n — 1’e bolen 6rneklem varyansini verir; ddof yazilmazsa NumPy n’ye béler.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(2025)
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n = 10**6

samples = { # orneklem, E(X), Var(X)
"B(10, 0.3)": (rng.binomial(10, 0.3, n), 3.0, 2.1),
"Poisson(4)": (rng.poisson(4, n), 4.0, 4.0),
"Ustel(2)": (rng.exponential(0.5, n), 0.5, 0.25),
"N(1, 4)": (rng.normal(l, 2, n), 1.0, 4.0),
"U(e, 3)": (rng.uniform(0@, 3, n), 1.5, 0.75),

}
print(f"{'dagilim':11}{'ort."':>9}{'E(X)"':>7}{'varyans':>10}{'Var':>7}")
for name, (x, mean, var) in samples.items():
print(f"{name:11}{x.mean():9.4f}{mean:7.2f}"
f"{x.var(ddof=1):10.4f}{var:7.2f}")

Ciktr:
dagilam ort. E(X) varyans Var
B(10, 0.3) 3.0014 3.00 2.1064 2.10
Poisson(4) 3.9993 4.00 4.0023 4.00
Ustel(2) 0.4995 0.50 0.2493 0.25
N(1, 4) 1.0002 1.00 3.9952 4.00
u(e, 3) 1.5013 1.50 0.7509 0.75

Kuramsal degerler Olasilik Teorisi'nin moment formiillerinden gelir: binom i¢in np ve np(1 — p) (teorem),
Poisson icin A ve A (teorem), iistel dagilim icin 1/ ve 1/A? (teorem), normal dagilim igin u ve o2 (teorem),
Ul(a,b) igin (a + b)/2 ve (b — a)?/12 (teorem). Bir milyon elemanli 6rneklemlerde farklar binde birkag
mertebesindedir. Farkin neden tam bu biiyiiklitkte oldugunu merkezi limit teoremi aciklayacak.

Histogram ve Ters Doniisiim Yontemi

Ortalama ve varyans, bir dagilimin yalniz iki sayisal 6zetidir. Dagilimin bigimini gérmek icin 6rneklemin
histogramina bakariz.

Yogunluk 6l¢eginde histogrami Matplotlib ile Grafik Cizimi béliimiinde tanimlamistik: z4, ..., x,, 6rnek-
leminde [a;_, a;) kutusuna c; eleman diisiiyorsa histogram o kutuda

hiz) = ——L—— a;, 1<z <a,
( ) n(a~—aj71>, -1 = 7

degerini alan basamak fonksiyonudur.

Boylece her ¢ubugun alani, o kutuya diisen elemanlarin oramdir; biitiin elemanlar kutulara digiiyorsa
cubuklarin toplam alani 1’dir. Orneklem f yogunluklu bir dagilimdan geliyorsa cj/n oram P(a; ; <
X<ay)= f;’ ) f(z) dz olasiigima yakindir. Bu yiizden yogunluk histogram, biiyiik n ve dar kutular

icin yogunluk Jfonksiyonunun grafigine benzer. NumPy’da sayimi np.histogram yapar:

import math
import numpy as np

rng = np.random.default rng(3)

n =10 000

X = rng.normal(0, 1, size=n)

counts, edges = np.histogram(x, bins=8, range=(-4, 4))
print(counts, counts.sum())

print(edges)

width = np.diff(edges) # kutu genislikleri

dens = counts / (n * width) # yogunluk histogrami
print(dens.round(4))

print((dens * width).sum()) # cubuklarin toplam alani

# kuramsal kutu olasiliklari: Phi(a j) - Phi(a {j-1})
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Phi = [0.5 * (1 + math.erf(a / math.sqrt(2))) for a in edges]
print(np.diff(Phi).round(4))

Ciktr:

[ 8 216 1361 3401 3433 1364 206 10] 9999

[-4. -3. -2. -1. 0. 1. 2. 3. 4.]

[0.0008 0.0216 0.1361 0.3401 0.3433 0.1364 0.0206 0.001 ]
0.9999

[0.0013 0.0214 0.1359 0.3413 0.3413 0.1359 0.0214 0.0013]

np.histogram(x, bins=8, range=(-4, 4)) aralif1 8 esit kutuya boler ve iki dizi dondiiriir: kutulardaki
eleman sayilar1 ve 9 kutu sinir1. Son kutu digindaki kutular sagdan agiktir; son kutu [3, 4] kapalidir. Ara-
ligin disinda kalan degerler sayilmaz: on bin elemandan biri [—4, 4] digina diistiigii i¢in sayilarin toplami
9999, gubuklarin toplam alani da 0,9999’dur. Son satirda kuramsal kutu olasiliklar1 ®(a;) — ®(a;_;) var;
® standart normal dagilim fonksiyonudur ve math.erf hata fonksiyonuyla ®(z) = 3 (1+erf (2/ V?2) )
bi¢iminde hesaplanir. Histogramin degerleri bu olasiliklarla iki ti¢ basamak uyusuyor. Matplotlib’de ayn1
histogrami ax.hist(x, bins=8, range=(-4, 4), density=True) cizer (bkz. Matplotlib ile Grafik
Cizimi); yalmz density=True, alan1 araligin icine diigen eleman sayisina gére 1 yapar.

Diizgiin dagilimli sayilar iiretebiliyorsak bagka her dagilimdan da 6rneklem tiretebiliriz. Bunu saglayan
olgu sudur.

Onerme 14.1 (Ters Déniisitm Yontemi). F bir dagilim fonksiyonu, 0 < u < 1 i¢in F~*(u) = inf{z €
R: F(z) > u} ve U ~U(0,1) olsun. O zaman X = F~1(U) rastgele degiskeninin dagihm fonksiyonu
Fdir.

Ispat1icin bkz. Olasilik Teorisi. F' siirekli ve kesin artan oldugunda F'~! siradan ters fonksiyondur ve u =
F(x) denklemini z i¢in ¢6zerek bulunur. Onerme, rng. randon ile iirettigimiz sayilari istedigimiz dagilima
tasimanin bir yolunu verir.

@ Ters doniisiimle 6rneklem tic adimda

1. Istenen dagilimin F' dagilim fonksiyonunu yazin.
2. u = F(z) denklemini z icin ¢ozerek F~!(u)’yu bulun.
3. u = rng.random(n) ile diizgiin sayilar iiretip x = Finv(u) hesaplayin.

Ornek 14.2 (Ustel Dagilimdan Ters Doniisiimle Orneklem). A = 2 icin Ustel (\) dagilimindan ters
déniigiim yéntemiyle 10° elemanli bir 6rneklem iiretin. Orneklemin ortalamasini, varyansmi ve P(X >
1) i¢in verdigi kestirimi kuramsal degerlerle kargilagtirin.

Asagidaki sekil yontemin igleyisini ve tirettigi 6rneklemin histogramini gosteriyor.
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y u— x =F(u) 100 000 6rnegin histogrami
1
// ,
Fx)=1-¢* \
1
2e7%*
X 0 X
1,5 2 2,5 0 1 2 3

Sekil 14.1: Ters doniisiim 6rnegindeki kodun verisi. Solda yontemin kendisi: default_rng(11) iiretecinin

ilk alt1 u say1s1 dikey eksenden F(x) = 1 - e**egrisine, oradan yatay eksendeki x = -In(1 - u)/2 noktasina

taginur. Egri sifirin yakininda dik oldugundan u ekseninin genis bir parcasi kiigiik x'lerin dar bir araligina

tasinir; x'ler bu yiizden sifirin yakininda siklagir. Sagda 100 000 degerin 30 kutulu yogunluk histogrami
ve Ustel(2) yogunlugu 2¢7*

Cozim.
Ug¢ adim1 uyguluyoruz.

1. Ustel ()\) dagilimmin yogunlugu = > 0 i¢in Ae 2 tir (bkz. Olasilik Teorisi); integralini alarak = >
0icin F(z) = 1 — e~ buluruz.

2. u =1 — e denkleminden e ** =1 — u, yani F~*(u) = —In(1 — u)/\ olur.

3. Kodda u dizisine bu formiilii uyguluyoruz.

import numpy as np

lam = 2.0

n = 100 000

rng = np.random.default rng(11)

u = rng.random(n)

x = -np.log(l - u) / lam # x = F~{-1}(u)
print(u[:4].round(4))

print(x[:4].round(4))

print(x.mean(), x.var(ddof=1)) # teori: 0.5 ve 0.25
print((x > 1).mean(), np.exp(-lam)) # P(X > 1) = e™(-2)

counts, edges = np.histogram(x, bins=30, range=(0, 3))
dens = counts / (n * np.diff(edges))

mid = (edges[:-1] + edges[1l:1) / 2

print(np.abs(dens - lam * np.exp(-lam * mid)).max())

Cikt1:

[0.1286 0.4993 0.6015 0.0287]

[0.0688 0.3459 0.46 0.0146]
0.5001468651191905 0.2495862780343443
0.1359 0.1353352832366127
0.011336413931975042

Kuramsal degerler E(X) = 1/A = 0,5, Var (X) =1/A\2 = 0,25 ve P(X > 1) = ¢ 2 ~ 0,1353’tiir;

s

6rneklem bunlar1 0,5001, 0,2496 ve 0,1359 olarak veriyor. Son satir, 30 kutulu yogunluk histograminin
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yiiksekliklerinin kutu ortalarindaki 2e~2% degerlerinden en ¢ok 0,011 saptigini gosteriyor. 1 — U de
U(0,1) dagiliml oldugundan -np.log(u) / lam da ayni dagilimi verir. NumPy’in rng.exponential
metodu ise daha hizli olan bagka bir yontem kullanir. m

Olasiliklar: ve Beklenen Degerleri Kestirmek

Girig 6rneginde bir olasiligl, deneyi tekrarlayip goreli sikliga bakarak kestirmistik. Ayni fikir her beklenen
deger icin caligir.

Tanim 14.3 (Monte Carlo Kestiricisi). X bir rastgele degisken ya da rastgele vektor, g bir fonksiyon
ve § = E[g(X)] sonlu olsun. X7, ..., X, X ile ayn1 dagilimli ve bagimsiz ise

. 1
Oy = N Zg(Xi)
i=1

sayisina @’'nin N 6rneklemli Monte Carlo Kkestiricisi denir.

Yani beklenen degeri, deneyi N kez yapip ¢’nin aldig1 degerlerin ortalamasiyla kestiriyoruz. Bir A olay1
icin g, A gerceklesince 1, gerceklesmeyince 0 degerini alan gosterge fonksiyonu olursa E[g(X)] = P(A)
olur ve ~» Anin N denemedeki goreli sikligidir. NumPy’da X, ’ler bir dizinin satirlari, g vektorel bir
ifade, 0 v de bir mean ¢agrisidir.

© Bir olasilig1 simiilasyonla kestirmek ti¢ adimda

1. N denemenin hepsini tek bir diziyle tiretin: her satir bir deneme olsun, 6rnegin size=(N, k).

2. Olay1 her satir icin bir boolean degere cevirin; karsilastirmalar ve axis=1 ile any, all, sum bunun
araclaridir.

3. Bu boolean dizinin mean degerini alin.

Ornek 14.3 (Dogum Giinii Problemi). Bir yil 365 giin olsun ve herkesin dogum giinii bu giinlerden
birine esit olasilikla, birbirinden bagimsiz olarak diigsiin. 23 kisilik bir grupta en az iki kisinin dogum
giiniiniin ayn1 olma olasiligini 10° denemeyle kestirin ve tam degerle karsilastirin.

Cozim.
U¢ adim1 uyguluyoruz. Her deneme 23 kisinin dogum giinleridir, yani (N, 23) sekilli bir dizinin bir

satir1. Bir satirda ayni giin iki kez geciyor mu sorusunu yanitlamak icin satir1 siralariz: sirali bir listede
esit elemanlar yan yana gelir, dolayisiyla ardisik farklardan biri 0 olur.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(23)

N, k = 100 000, 23
days = rng.integers(0, 365, size=(N, k)) # her satir bir grup
days.sort(axis=1) # satirlari sirala

shared = (np.diff(days, axis=1) == 0).any(axis=1)
print(shared[:6])
print(shared.mean())

exact = 1 - np.prod((365 - np.arange(k)) / 365)
print(exact)

Cikt1:

[ True True False True True True]
0.50956
0.5072972343239857
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days.sort(axis=1) her satir1 yerinde siralar, np.diff(days, axis=1) satir icindeki ardigik farklar
alir, .any (axis=1) her satirda sifir fark olup olmadigini sdyler. Simiilasyonun kestirimi 0,5096°dir. Tam
deger, hi¢ cakisma olmamasi olasiliginin tiimleyenidir:

P(cakigma) = 1 —

365364343 12-2[ 365k _ 0 som3

3652% 117365

Bu formilin sayma ile ¢ikariligt icin bkz. Olasilik Teorisi. Kodun son satir1 ¢arpimi np.prod ile
hesapliyor. Kestirim ile tam deger arasindaki fark 0,002 civarindadir; bu bityiiklitkteki farklarin neden
beklendigini merkezi limit teoremi gésterecek. W

Bityiik Sayilar Yasasi

Monte Carlo kestiricisinin dogru degere gittigini garanti eden teorem biiyiik sayilar yasasidir. Once bir
zar1 on bin kez atip ortalamanin nasil degistigini izleyelim. Bir dizinin ilk n elemaninin ortalamasina, n
ilerledikce giincellendigi icin kosu ortalamasi (running mean) denir.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(5)

n = 10 000

rolls = rng.integers(1l, 7, size=(5, n)) # bes ayri deney

k = np.arange(1l, n + 1)

means = rolls.cumsum(axis=1) / k # satir satir X 1, ..., Xn

for m in [10, 100, 1000, 10 000]:
print(m, means[:, m - 1].round(3))

Ciktr:

10 [3.6 3.3 3.2 3.3 2.9]

100 [3.3 3.59 3.27 3.7 3.47]

1000 [3.451 3.422 3.41 3.477 3.523]
10000 [3.5 3.49 3.497 3.528 3.512]

rolls.cumsum(axis=1) her satirin kismi toplamlarini, yani X; + --- + X, degerlerini verir. Bunu broad-
casting ile k = [1, 2, ..., n] dizisine bdlince biitiin kosu ortalamalar: tek ifadeyle hesaplanir. On
atista ortalamalar 2,9 ile 3,6 arasinda daginiktir; on bin atista hepsi 3,5’e ylizde birden daha yakindur. Bir
zarin beklenen degeri (1 +2 + -+ + 6)/6 = 3,5’tir.

Teorem 14.1 (Giiclii Biiyiik Sayilar Yasas1). X, X,, ... bagimsiz, ayni dagibmlive E | X; | < oo olan
rastgele degiskenler, u = E(X;) olsun. O zaman olasihgi 1 olan bir olay iizerinde
S X1 _|_X2_|_..._|_Xn

X, - (n — o)
n

olur.
Asagidaki seklin solunda yukaridaki kodun bes zar deneyi, saginda ise teoremin hipotezini saglamayan bir
dagilimin bes yolu var.
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zar: ortalama 3,5'e yaklasir Cauchy: ortalama yerlesmez

20

. o% s
p=35

=20

-40

Sekil 14.2: Kosu ortalamalar, yatay eksen logaritmik. Solda biiyiik sayilar yasasi 6rnegindeki bes zar deneyi:

X, her yolda 3,5'e yerlesir. Sagda uyar: kutusundaki Cauchy kodunun bes yolu: arada bir gelen ¢ok biiyiik

bir deger ortalamay: sigratir (bir yolda -46'ya kadar) ve yollar hi¢bir sayrya yerlesmez; Cauchy dagiliminin
beklenen degeri yoktur.

Yani bir deneyi yeterince ¢ok tekrarlarsak sonuclarin ortalamasi neredeyse kesinlikle beklenen degere
yaklagir. Monte Carlo kestiricisi 6y, g(X; ) degerlerinin ortalamasi oldugundan F | g(X) | < ocoise 8, —
6 olur. Teoremin zayif bicimi ve ispati icin bkz. Matematiksel Istatistik, giiclii bigimi i¢cin ayn1 béliimdeki
teorem.

Beklenen degeri olmayan dagilimlar

Teoremdeki E | X; | < co kogulu bir ayrint1 degildir. Yogunlugu m olan standart Cauchy
dagiliminda [| z | /(7(1 + 2?)) dz integrali iraksar, yani beklenen deger yoktur:

import numpy as np

rng = np.random.default rng(6)
n = 10 000
x = rng.standard cauchy(size=(5, n))
means = x.cumsum(axis=1) / np.arange(l, n + 1)
for m in [10, 100, 1000, 10 000]:

print(m, means[:, m - 1].round(2))
print(np.abs(x).max().round(1))

Cikti:

10 [ 1.87 -0.9 -1.58 -0.85 0.87]

100 [ 2.96 6.21 -1.11 -0.34 -0.69]

1000 [-0.48 3.14 0.08 -0.72 13.03]

10000 [ -1.41 0.62 1.78 -14.78 5.75]
154047 .4

Kosu ortalamalar1 higbir sayiya yerlesmez. Arada bir gelen ¢ok biiytik bir deger (bes yoldaki elli bin
sayinin mutlak degerce en biiyiigii yiz elli binden biiytik) ortalamay1 birden sigratir. Hatta n tane
bagimsiz standart Cauchy degiskenin ortalamasi yine standart Cauchy dagilimlidir: ortalama almak
hicbir seyi iyilestirmez. Bir Monte Carlo hesabinda ortalamalar yerlesmiyorsa, kestirilen beklenen
degerin sonlu olup olmadigini kontrol edin.

14.6 Merkezi Limit Teoremi

Biiyiik sayilar yasas1 ortalamanin p’ye gittigini sdyler ama ne kadar hizh gittigini séylemez. Bu soruyu
merkezi limit teoremi yamtlar: X, — u farki o/1/n mertebesindedir ve yaklagik normal dagilimlidir.
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Bunu ¢ok carpik bir dagilimla, Ustel (1) ile deneyelim; bu dagihmda 4 = o = 1'dir. Her n icin 10° kez n
elemanli bir 6rneklem alip ortalamasimi Z = (X,, — u)/(o/+/n) bigiminde standartlastirtyor ve Z’lerin
histogramini standart normal yogunlukla karsilastiriyoruz:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default rng(8)

reps = 100 000 # her n igin tekrar sayisi
t = np.linspace(-4, 4, 201)

phi = np.exp(-t**2 / 2) / np.sqrt(2 * np.pi)

fig, axs = plt.subplots(l, 3, figsize=(12, 3.5), sharey=True,
layout="constrained")
for ax, n in zip(axs, [1, 4, 32]):
X = rng.exponential(1l.0, size=(reps, n)) # mu = sigma = 1
z = (x.mean(axis=1) - 1.0) * np.sqrt(n) # standartlastir
ax.hist(z, bins=40, range=(-4, 4), density=True, alpha=0.6)
ax.plot(t, phi, "k")
ax.set title(f"n = {n}")
pl, pO® = np.mean(z <= -1), np.mean(z <= 0)
print(f'n = {n:2d}: P(Z <= -1) ~ {pl:.4f}, P(Z <= 0) ~ {p0:.4f}")
fig.savefig("merkezi limit.png", dpi=150)

Ciktr:

1: P(Z <= -1) ~ 0.0000, P(Z <= 0) ~ 0.6308
4: P(Z <= -1) ~ 0.1427, P(Z <= 0) ~ 0.5657
n=32: P(Z <= -1) ~ 0.1558, P(Z <= 0) ~ 0.5205

rng.exponential(1.0, size=(reps, n)) her satir1 bir 6rneklem olan bir dizi iiretir ve x.mean (axis=1)
satir ortalamalarini alir. Standart normal dagilimda ®(—1) ~ 0,1587 ve ®(0) = 0,5’tir. n = 1’de Z =
X —1> —1 oldugundan P(Z < —1) = 0’dir ve P(Z <0) =1—e! ~ 0,632'dir. n biiytiditkge iki
olasilik da normal degerlerine yaklagiyor.

Teorem 14.2 (Merkezi Limit Teoremi). X, X,,... bagimsiz, aymi dagilimli, beklenen degeri p ve
varyansit 0 < 0% < oo olan rastgele degiskenler ve ® standart normal dagilim fonksiyonu olsun. O zaman

her z € R igin
X, —p
lim P| =2 <z|=a
i (a/ﬁ —2) )

olur.
Asagidaki sekil yukaridaki kodun ¢izdigi ii¢ histogramdir.

Acik Matematik - acik-matematik.com 418 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

14.6 Merkezi Limit Teoremi 419

0,5

Sekil 14.3: Merkezi limit teoremi kodunun ¢izdigi ii¢ histogram: Ustel(1) dagilimindan alinan n elemanl

orneklemlerin standartlastirlmis ortalamasi Z = vn (X, - 1), hern igin 100 000 tekrar. n = 1'de histogram iistel

yogunlugun kaydinlmisidir ve ¢ok carpiktir; n = 4'te ¢carpiklik azalir; n = 32'de histogram standart normal
yogunluk ¢(z) egrisine neredeyse oturur.

Yani ortalamanin p’den sapmasi, n biiyiiditkge o/+/n 6lgekli bir normal dagilima benzer; baslangictaki
dagilim ne kadar ¢arpik olursa olsun. Ozel olarak

P(| X, —n|<1,96-2=) ~ &(1,96) — B(—1,96) ~ 0,95
v

olur. Moment iireten fonksiyonun var oldugu durumda ispat icin bkz. Matematiksel Istatistik. Onceki
boliimlerdeki farklar bu yiizden beklenen biiyiikliikteydi. Ornegin dogum giinii probleminde bir deneme-
nin sonucu olasilig1 p &~ 0,507 olan bir Bernoulli degiskenidir, yani o = 1/p(1 — p) ~ 0,5’tir. N = 10°
icin o0/v/N a 0,0016 olur ve buldugumuz 0,002’lik fark bu élcekte siradandir.

Ornek 14.4 (On Iki Diizgiin Sayidan Yaklasik Normal Say1). U, ..., U}, bagmmsiz ve U(0,1)
dagilimli olmak iizere Z = U, + - + U;5 — 6 olsun. 106 tane Z iiretin. z = 0,5, 1 ve 2 icin P(Z < z)
kestirimlerini ®(z) ile, P(| Z | > 3) kestirimini de standart normal dagilimin degeriyle karsilastirin.

Coziim.

Once Z’nin ortalama ve varyansini bulalim. E(U;) = 1/2 ve Var (U;) = 1/12 oldugundan beklenen
degerin lineerligi ile E(Z) =12 - % — 6 =0, bagimsiz degiskenlerin varyanslar1 toplandig icin de
Var (Z) =12 75 =1 olur. Merkezi limit teoremine gére Z yaklasik N(0,1) dagimbdir. ®’yi
math.erf ile hesapliyoruz.

import math
import numpy as np

def Phi(z):
"""Standart normal dagilim fonksiyonu.
return 0.5 * (1 + math.erf(z / math.sqrt(2)))

rng = np.random.default rng(12)
N = 10*%*6
Z = rng.random((N, 12)).sum(axis=1) - 6 # her satir 12 dizgin sayi
print(Z.mean(), Z.var(ddof=1))
for z in [0.5, 1.0, 2.0]:

print(z, np.mean(Z <= z), Phi(
print(np.mean(np.abs(
print(np.abs(Z).max()

N

))
Z) >3), 2* (1 - Phi(3)))
)

Ciktr:
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.0008496661665800563 1.002624404897434
.5 0.688608 0.691462461274013

.0 0.838893 0.8413447460685428

.0 0.977393 0.9772498680518209

.002056 0.002699796063260207
.557258791575404

A ONRF OO

Orneklemin ortalamasi ve varyansi 0 ve 1’e yakindir. P(Z < z) kestirimleri ®(2) ile iki basamak
uyusuyor: dagilimin orta kismi icin on iki terim yeterlidir. Kuyrukta durum farklidir: P(] Z | > 3)
icin kestirim 0,0021, normal deger 0,0027’dir. Bu fark simiilasyon hatas1 degildir; toplamin tam dagili-
mindan hesaplanan deger de 0,0020 civarindadir. Z hicbir zaman [—6, 6] araliginin disina ¢ikamaz,
oysa normal dagilim her degeri alabilir; bir milyon Z arasinda en bityitk mutlak deger yalniz 4,56 dur.
Merkezi limit teoremi dagilimin merkezini iyi agiklar, u¢ olaylarin olasiliklarini ise ancak biiyiik n
icin. m

Monte Carlo ile Integral

Bir integral de bir beklenen deger olarak yazilabilir; bu gézlem Monte Carlo yontemini integral hesabinin
bir aracina gevirir. U ~ U(a, b) ise U’nun yogunlugu [a, b] tizerinde 1/(b — a) oldugundan

b T b
W)= [ f@) ;= yai [ fw)de =00 ElAO)

olur. Ayni akil yiiriitme birden ¢ok boyutta da gecerlidir.

Tanim 14.4 (Monte Carlo Integrali). D C R? hacmi | D | olan smirh bir bolge ve f, D iizerinde
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Uy, ..., Uy, D icinde bagimsiz ve diizgiin dagilimli noktalar ise

; _ 1Dy
IN—T;f(Uo

sayisma [ = [ D f integralinin N noktali Monte Carlo kestirimi denir.

Yani integral, bélgenin hacmiyle f'nin D iizerindeki ortalama degerinin (bkz. Integral Calculus) carpi-
mudir ve ortalama degeri rastgele noktalardaki degerlerin ortalamasiyla kestiriyoruz. Bu, Monte Carlo
kestiricisinin (Tanim 14.3) g = | D | f igin &6zel halidir. Ik 6rnek olarak e~**’nin [0,1] itizerindeki
integralini alalim. Bu fonksiyonun ilkeli elemanter fonksiyonlarla yazilamaz; integralin degeri hata fonk-
siyonuyla Y~ erf (1) a 0,746824’ti

yonuyla %= erf (1) ~ 0, tiir.

import math
import numpy as np

def f(x):
return np.exp(-x**2)

rng = np.random.default rng(14)

N = 10 000

u = rng.random(N) # [0, 1) araliginda diizgin noktalar
y = f(u)

I hat = y.mean() # (b - a) = 1 oldugu igin

print(u[:4].round(4))

print(y[:4].round(4))

exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(1)
print(I hat, exact, abs(I hat - exact))

Ciktr:
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14.7 Monte Carlo ile Integral 421

[0.831 0.3609 0.7027 0.8601]
[0.5013 0.8778 0.6103 0.4772]
0.7476505933702069 0.746824132812427 0.0008264605577799067

b — a = 1 oldugundan kestirim, f’nin rastgele noktalardaki degerlerinin ortalamasidir. On bin noktayla
bulunan 0,74765, gercek degerden yaklasik 8 - 10~* uzaktadir. Asagidaki sekil bu hesabi geometrik olarak
gosteriyor.

ortalama yiikseklik 0,7477

Sekil 14.4: Monte Carlo integral kodunun verisi. Noktalar, default rng(14) ile iiretilen ilk 30 u sayisinda

e * degerleridir. Kesikli dikdértgenin yiiksekligi, 10 000 degerin ortalamasi olan 0,7477 sayisidir; dikdort-

genin alani, egrinin altinda kalan tarali alanin (0,7468) kestirimidir. Egrinin dikdortgenin ustiine tasan
parcasiyla dikdortgenin icinde egrinin tstiinde kalan boslugun alanlar: yaklasik esittir.

Kestirimin hatasini kesin olarak bilemeyiz, ciinkii bilseydik integrali de bilirdik. Ama hatanin tipik
biyiikliiglint kestirebiliriz.

Onerme 14.2 (Monte Carlo Kestiriminin Hatas1). [ vwI=/ O f integralinin bir Monte Carlo kestirimi
(Tanim 14.4) ve 0 < 0® = Var ( f(Uy) ) < oo olsun. O zaman

. D 2 2
E(y) =1, Var (Iy)= %

olur. Ayrica N — oo iken

| Do
VN

P<| Iy—11<1,96 ) — ®(1,96) — ®(—1,96) ~ 0,95

olur.

ispat.
Y, = | D | f(U,) diyelim. U, ler bagimsiz ve ayni dagiliml oldugundan Y, 'ler de 6yledir ve Iy = Yy olur.
U, 'nin yogunlugu D iizerinde 1/ | D | oldugundan

B0) =D [ ) =1 Var (=D o
D

olur. Bagimsiz ve aymi ortalamali, ayni varyansh gézlemlerin ortalamast icin E(Yy) = E(Y;) ve
Var (Yy) = Var (Y;)/N ‘dir (bkz. Matematiksel Istatistik); bu ilk iki esitligi verir.

Son iddia i¢in Zy =N (Y —I)/(| D | o) diyelim; iddiadaki olay | Zy | < 1,96 olayidir. Y; lerin
beklenen degeri I, standart sapmasi | D | o oldugundan merkezi limit teoremi (Teorem 14.2) her z igin
P(Zy < z) = ®(2) verir. @ siirekli oldugu icin P(Zy < z) — ®(2) de gegerlidir. Boylece
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422 Boliim 14. Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri

P(| Zy | £1,96) = P(Zy < 1,96) — P(Zy < —1,96)
— ®(1,96) — ®(—1,96)

olur. Bu limitin degeri 0,950004..., yani yaklasik 0,95 tir. B

Yani kestirimin standart hatas1 (bkz. Matematiksel Istatistik) | D | o/v/N dir: hata N ile degil VN ile
kigulir. Hatayr 10 kat kugiltmek icin 100 kat fazla nokta gerekir. ¢’y1 bilmedigimiz icin onu, zaten
hesapladigimuz f(U;) degerlerinin 6rneklem standart sapmast s ile kestiririz. Boylece

| D s

VN

araligy, I icin yaklasik %95 diizeyli bir giiven aralig1 (bkz. Matematiksel Istatistik) olur. Onceki hesaba
standart hatayi ekleyelim:

Iy +1,96

import math
import numpy as np

def f(x):
return np.exp(-x**2)

rng = np.random.default rng(14)

N = 10 000

y = f(rng.random(N))

I hat = y.mean()

s = y.std(ddof=1) # sigma'nin kestirimi
se = s / math.sqrt(N) # standart hata
print(s, se)

print(f"I = {I hat:.4f} + {1.96 * se:.4f}")

print(I hat - 1.96 * se, I hat + 1.96 * se)

Ciktr:

0.2013487113344417 0.002013487113344417
I =0.7477 = 0.0039
0.7437041586280518 0.751597028112362

Standart hata 0,0020°dir ve %95 giiven araligi [0,7437; 0,7516] gercek deger 0,7468’1 icerir. Gergek hata
0,0008, standart hatadan kiiciiktiir. Gliven araliginin ne demek oldugunu bir deneyle gérelim: ayn1 hesab1
N = 1000 noktayla 20 kez bagimsiz olarak yapip her seferinde araligin gercek degeri icerip icermedigine
bakalim.

import math
import numpy as np

def f(x):
return np.exp(-x**2)

exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(1)
rng = np.random.default rng(16)
N, runs = 1000, 20
hits = 0
for k in range(runs):
y = f(rng.random(N))
I hat = y.mean()
h =1.96 * y.std(ddof=1) / math.sqrt(N) # yari genislik
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ok = I hat - h <= exact <= I _hat + h
hits += ok
if k < 3:

print(f"[{I _hat - h:.4f}, {I hat + h:.4f}]", ok)

print(hits, "/", runs)

# 10 000 tekrar: tek bir (10000, N) dizisiyle

Y = f(rng.random((10 000, N)))

I hats = Y.mean(axis=1)

hs = 1.96 * Y.std(axis=1, ddof=1) / math.sqrt(N)
print(np.mean(np.abs(I hats - exact) <= hs))

Ciktr:

[0.7291, 0.7544] True
[0.7303, 0.7551] True
[0.7324, 0.7573] True
19 / 20

0.9492

Yirmi araliktan 19'u gercek degeri iceriyor. Ikinci kisimda ayni deneyi tek bir (10000, 1000) sekilli
diziyle on bin kez yapiyoruz; araliklarin %94,9’u gercek degeri yakaliyor. “%95 giiven” sozii tek bir aralik

hakkinda degil, aralig1 ireten yontem hakkindadur.

I=0,7468

S ITT1T1 I

[ ]

[ ]

I K

0,72 0,73 0,74 0,75

0,76 0,77

Sekil 14.5: Giiven aralig1 kodunun ilk dongiisindeki 20 bagimsiz tekrar: her satirda N = 1000 noktali
kestirim (nokta) ve %95 giiven araligy. Kesikli ¢izgi gercek degerdir. 19 aralik onu igerir, biri (kirmizi)
1skalar. Araliklar tekrardan tekrara yer degistirir; uzun vadede yaklasik %95'i gercek degeri yakalar.

© Monte Carlo integrali dort adimda

e

standart hata araligiyla bildirin.

1. Bolgeyi hacmi bilinen bir kutunun icine alin; f’yi kutunun bélge disinda kalan kisminda 0 kabul
edin. Boylece integral kutu tizerinde bir integral olur.

2. Kutuda rng.uniformile N tane diizgiin dagilimli nokta tiretin.

Fonksiyon degerlerini vals dizisine yazip kestirimi vol * vals.mean() ile hesaplaym.

4. Standart hatay1 vol * vals.std(ddof=1) / np.sqrt(N) ile bulun ve sonucu kestirim + 1,96 -
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424 Boliim 14. Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri

Ornek 14.5 (Yarim Halka Uzerinde Iki Katli Integral). R, iist yar1 diizlemde 22 + y* = 1 ve 22 +
y® = 4 cemberleri arasinda kalan bélge olsun. || fR(3:c + 4y?) dA integralini 10 noktali Monte Carlo
yontemiyle, %95 giiven aralifiyla kestirin ve kutupsal koordinatlarla bulunan tam degerle karsilastirin.

Cozim.
Dort adimi uyguluyoruz.

1. R, [-2,2] x [0,2] kutusunun icindedir; kutunun alani1 8'dir. Kutu iizerinde R icinde 3z + 432,
disinda 0 olan fonksiyonun integralini alacagiz.

2. Kutuda 106 nokta iiretiyoruz; = ve y koordinatlar1 ayr1 ayr1 diizgiin dagilimlidir.

np.where noktanin R’de olup olmadigina gore fonksiyon degerini ya da 0’1 secer.

4. Standart hatay1 ve giiven araligini hesapliyoruz.

©w

import numpy as np

rng = np.random.default rng(18)

= 10**6

X = rng.uniform(-2, 2, N) # kutu: [-2, 2] x [0, 2]
y = rng.uniform(0, 2, N)

r2 = x**2 4 y**2

=

in R =(1<=1r2) & (r2 <= 4) # nokta yarim halkada mi?
vals = np.where(in R, 3 * x + 4 * y**2, 0.0)
vol = 4 * 2 # kutunun alani

I hat = vol * vals.mean()

se = vol * vals.std(ddof=1) / np.sqrt(N)

print(in R.mean(), 3 * np.pi / 16) # R'nin kutudaki payi
print(I hat, se)

print(I hat - 1.96 * se, I hat + 1.96 * se)

print(15 * np.pi / 2)

Cikti:

0.589537 0.5890486225480862
23.623947891599368 0.038170669799821234
23.54913337879172 23.698762404407017
23.561944901923447

[lk satir bir kontrol: noktalarin R’ye diisme orani 0,5895’tir ve R’nin alaninin kutunun alanina orani
olan M = ?—g ~ 0,5890’a yakindir. Kestirim 23,62, standart hata 0,038°dir. Kutupsal koordinat-
larla integral

7 1
/f(3rcos€+4r2sin2 O)rdrdd =0+4- g . 15 = ~ 23,562
0

olarak bulunur (ayrintili hesap icin bkz. Integral Calculus). Tam deger [23,549; 23,699] giiven aralifinin
icindedir. m

14.8 Monte Carlo Ne Zaman Kazanir?

1/+/N hiz1 yavas bir hizdir. Bir boyutlu integrallerde Niimerik Analiz notlarindaki yamuk kural ¢cok daha
iyi sonug verir. Asagidaki kod iki yontemi ayni sayida fonksiyon degeriyle karsilastiriyor. Monte Carlo
hatasi rastgele oldugu icin her IV degerinde hesab1 400 kez tekrarlayip hatalarin karelerinin ortalamasinin
karekokiinii aliyoruz. Bunu o /v/N ile karsilastirtyoruz; 02 = E[f(U)?] — I? ve E[f(U)?] = fol =27
yine hata fonksiyonuyla hesaplanir. Yamuk kurali icin Sayisal Tiirev ve Integral béliimiinde gordiigiimiiz
np.trapezoid fonksiyonunu kullaniyoruz.
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import math
import numpy as np

def f(x):
return np.exp(-x**2)

exact = math.sqrt(math.pi) / 2 * math.erf(1)

Ef2 = math.sqrt(math.pi / 8) * math.erf(math.sqrt(2)) # E[f(U)"2]
sigma = math.sqrt(Ef2 - exact**2)

print("sigma =", sigma)

rng = np.random.default rng(17)
reps = 400 # her N igin tekrar sayisi
print(f"{'N':>7}{'MC hatasi':>11}{'sigma/kok N':>13}{'yamuk':>10}")
for N in [10, 100, 1000, 10 000, 100 000]:
est = np.array([f(rng.random(N)).mean() for  in range(reps)])
rms = np.sqrt(np.mean((est - exact) ** 2))
X = np.linspace(0, 1, N) # yamuk kurali da N nokta kullanir
trap = np.trapezoid(f(x), x)
print(f"{N:7d}{rms:11.2e}{sigma / math.sqrt(N):13.2e}"
f"{abs(trap - exact):10.2e}")

Ciktr:
sigma = 0.2009918438899211

N MC hatasi sigma/kok N yamuk

10  6.20e-02 6.36e-02 7.57e-04

100 1.96e-02 2.0le-02 6.26e-06

1000 6.37e-03 6.36e-03 6.14e-08
10000 2.01e-03 2.01e-03 6.13e-10
100000 6.33e-04 6.36e-04 6.13e-12

Monte Carlo siitunu o/+v/N siitunuyla neredeyse aymdir: Onerme 14.2 tam olarak gézleniyor. N her 10
katina ¢iktiginda Monte Carlo hatasi yalniz v/10 = 3,16 kat kiigtiliir, yamuk kuralinin hatas: ise 100 kat
kiiciiliir; ¢iinkii yamuk kuralinin hatas1 h? ile, yani N~ ile orantilidir. Bir boyutta Monte Carlo acik ara
kaybeder.

yamuk kurali: egim -2

10712 N
10! 10 10 10! 10°

Sekil 14.6: Hata hizi kodunun tablosu, iki ekseni de logaritmik 6lcekte. Mavi: N noktali Monte Carlo

kestiriminin 400 tekrar iizerinden karekok ortalama kare hatasi (noktalar); kesikli ¢izgi kuramsal o/vN

degeridir ve noktalar onun istiine oturur. Kirmizi: ayni sayida nokta kullanan yamuk kuralinin hatasi.

Bir boyutta yamuk kurali ¢ok daha hizlidir; Monte Carlo'da bir basamak kazanmak i¢in nokta sayisini 100
ile carpmak gerekir.
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Tablo yiiksek boyutta tersine doner. d boyutlu bir kiipte her eksende m nokta kullanan bir 1zgara N =
m? fonksiyon degeri gerektirir ve yamuk kuralinm hatas1 h2 ~ m~2 = N—2/? ile kiiciiliir. d = 4’te bu
Monte Carlo’nun N~/2 hizina esittir, daha yiiksek boyutta ondan yavastir. Monte Carlo hatasimin hizi ise
boyuttan bagimsizdir: standart hata formiiliinde (Onerme 14.2) d hi¢ ge¢mez. Izgara yéntemlerinin boyut
arttikca caresiz kalmasina boyutun laneti (curse of dimensionality) denir.

Ornek 14.6 (On Boyutlu Birim Topun Hacmi). R!%’daki birim topun hacmi 75 /120 ~ 2,5502’dir. Bu
hacmi [—1, 1]!° kiipiinde 10° noktali Monte Carlo yontemiyle kestirin ve sonucu, yaklasik ayni sayida
(4'°) nokta kullanan orta nokta 1zgarasimin verdigi degerle karsilastirin.

Cozim.

Topun hacmi, topun icinde 1, disinda 0 olan fonksiyonun kiip tizerindeki integralidir. Kiipin hacmi
210 = 1024 oldugundan Monte Carlo kestirimi, topa diisen noktalarin oraninin 1024 katidir. Izgarada
ise her eksen [—1, 1] araliginin dért egit parcasinin orta noktalarina, yani 40,25 ve +0,75’e boliiniir.
Her 1zgara noktast hacmi (2/4)1°9 = 1/1024 olan bir kiiciik kiipii temsil eder.

import math
import numpy as np

d, N =10, 10**6

rng = np.random.default rng(19)

P = rng.uniform(-1, 1, size=(N, d)) # [-1, 1]1710 kupu, hacmi 2710
inside = (P**2).sum(axis=1) <=1

V_hat = 2**d * inside.mean()

se = 2**d * inside.std(ddof=1) / math.sqrt(N)

print(inside.sum(), V hat, se)

print(math.pi**5 / 120) # tam deger

# Orta nokta kurali: her eksende m = 4 nokta, toplam 4710 nokta
m=4

c = -1+ (np.arange(m) + 0.5) * 2 / m # -0.75, -0.25, 0.25, 0.75
G = np.stack(np.meshgrid(*[c] * d, indexing="1j"), axis=-1)

G = G.reshape(-1, d)
grid in = (G**2).sum(axis=1) <=1
print(len(G), grid in.sum(), grid in.sum() * (2 / m) ** d)

Ciktr:

2480 2.53952 0.05093154142760173
2.550164039877345
1048576 1024 1.0

Izgarayi kuran satirda [c] * d, c dizisinin 10 kopyasindan olusan bir listedir. Basindaki * bu listeyi acar
ve 10 elemanini meshgrid’e ayr1 ayr1 argiiman olarak verir; yani np.meshgrid(c, ¢, ..., c) yazmig
oluruz. meshgrid her biri (4,4, ...,4) sekilli 10 koordinat dizisi déndiriir. np.stack(..., axis=-1)
bunlar1 yeni bir son eksen boyunca yigar ve (4, ..., 4, 10) sekilli bir dizi kurar. reshape(-1, d) ise bu
diziyi (41°,10) sekline getirir: her satir bir 1zgara noktasinin 10 koordinatidir.

Bir milyon noktanin yalniz 2480’i topun i¢ine diistii; topun kiipteki pay1 2,55/1024 =~ 0,0025 kadardur.
Kestirim 2,540, standart hatasi 0,051°dir ve tam deger 2,550 giiven araliginin i¢indedir. Izgara ise
1,0 veriyor, yani gercek degerin yarisindan az. Nedeni basittir: bir 1zgara noktasinin koordinatlarimin
karelerinin toplami en az 10 - 0,252 = 0,625’tir ve tek bir koordinat 40,75 olursa toplam 0,625 +
0,5 = 1,125 > 1 olur. Topun i¢ine yalmiz biitiin koordinatlar1 +0,25 olan 2'° = 1024 nokta diiser. Her
eksende yalniz dort nokta kullanabilen bir 1zgara, topun bi¢imini géremez. Daha iyi bir 1zgara i¢in her
eksende 10 nokta bile 10'° fonksiyon degeri demektir. Topun hacmi icin genel formiil 7%/2 /T'(d/2 +
1)’dir; d = 10 igin 7 /5! = 7° /120 olur. m
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Rastgele Yiiriyiis

Simdiye kadar bagimsiz rastgele sayilari tek tek kullandik. Onlar: art arda toplayinca zamanla degisen
rastgele bir biiytikliik elde ederiz. Bunun en basit 6rnegi rastgele yiiriiytstiir.

Tanim 14.5 (Basit Simetrik Rastgele Yiuriiyiis). X, X, ... bagimsiz ve her biri 1 ve —1 degerlerini
1°ser olasilikla alan rastgele degiskenler olsun. Sy = 0 ve n > 1i¢in S, = X; 4 - + X, ile tanimlanan
(S,,) dizisine basit simetrik rastgele yiirityiis (simple symmetric random walk) denir.

Yani say1 dogrusunda 0’dan baglayan bir yiriyticii her adimda yazi tura atar; tura gelirse bir birim saga,
yazi1 gelirse bir birim sola gider. S,,, n adim sonraki konumdur. Bir sonraki konum yalniz simdiki konuma
ve yeni adima bagl oldugundan (S,,) bir Markov zinciridir (bkz. Raslant: Siirecleri). Beg bin yiriytsi
400’er adimla tek bir diziyle simiile edip ilk sekizini ¢izelim:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

rng = np.random.default rng(20)

m, n = 5000, 400 # 5000 yuruyls, her biri 400 adim
steps = rng.choice([-1, 1], size=(m, n))

S = np.zeros((m, n + 1), dtype=int)

S[:, 1:] = steps.cumsum(axis=1) # S[:, 0] = 0 baslangig

k = np.arange(n + 1)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 4.5), layout="constrained")
for path in S[:8]: # ilk sekiz ylruyus
ax.plot(k, path, linewidth=1)
for c in (1, 2):
ax.plot(k, ¢ * np.sqrt(k), "k--", k, -c * np.sqrt(k), "k--")
ax.set xlabel("n")
ax.set ylabel("$S n$")
fig.savefig("yuruyus.png", dpi=150)

print(S[0, :11])

end = S[:, n] # 400. adimdaki konumlar
print(end.mean(), (end**2).mean()) # teori: 0 ve 400
print(np.mean(np.abs(end) <= 2 * np.sqrt(n)))

Ciktr:

[6 1 0 -1-2-1-2 -3 -2 -3 -4]
0.0916 395.6552
0.9614

rng.choice([-1, 1], size=(m, n)) her satir1 bir yiriytsin adimlar olan bir dizi iretir;
cumsum(axis=1) adimlar1 satir boyunca toplayarak konumlar1 verir. S dizisinin ilk siitunu baslangi¢
konumu S, = 0’dir. Son tg¢ satir 400. adimdaki konumlarin ortalamasini, karelerinin ortalamasin ve
| Si00 | < 40 olan yiriyislerin oranini basiyor.

Onerme 14.3 (Yiiriiyiisiin Ortalamasi ve Varyansi). Basit simetrik rastgele yiiriiyiiste her n icin

E(S,) =0, Var (S,,) = E(S2) =n

n

olur ve (S,, + n)/2 rastgele degiskeni B(n, 3) dagihmhdir.
Asagidaki sekil yukaridaki kodun ¢izdigi sekiz yiiriiyiistiir; kesikli egriler ++/n ve +2+/n’dir.
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Sekil 14.7: Rastgele yiiriiyiis kodunun cizdigi ilk sekiz yol, her biri 400 adim. Kesikli egriler +vn ve +2vn'dir.
Yollar sifirin etrafinda dolasir ama uzaklastiklart mesafe n ile degil vn ile biiyiir: 400 adimda tipik uzaklik
20 civaridir ve 5000 yolun %96's1 40 bandinda biter.

Ispat.

Her adim icin E(X;) =1 -1+ 1-(=1) =0 ve E(X}?) = 1, dolayistyla Var (X;) = 1'dir. Beklenen
degerin lineerliginden E(S,,) = 0 olur. Bagimsiz defiskenlerin toplaminin varyansi varyanslarin toplami
oldugundan (bkz. Olasilik Teorisi; iki terimli esitlik tiimevarimla n terime genisler) Var (S,,) = n’dir.
E(S,) = 0 oldugundan E(S?) = Var (S,,) = n olur.

B, = (X, +1)/2 degiskenleri bagimsizdir ve 1 ile O degerlerini %’§er olasilikla alw, yani B(1, %)
dagilimhdwr. Toplamlar: Z?:l B; = (S,, + n)/2 oldugundan bagimsiz Bernoulli defiskenlerinin toplami
hakkindaki énerme (bkz. Olasilik Teorisi) (S, + n)/2 ~ B(n, 3) verir. ®

Yani yiiriiyiicii ortalamada basladig1 yerdedir, ama baslangigtan tipik uzakligs 1/ E(S2) = /n’dir: uzaklik
adim sayisiyla degil, onun karekokiiyle biiyiir. Simiilasyonda 400. adimdaki konumlarin ortalamas: 0,09,
karelerinin ortalamasi1 395,7°dir; kuramsal degerler 0 ve 400°diir. Merkezi limit teoremine gore S,,/v/n
yaklasik N (0,1) dagilimlidir, bu yiizden yiirilyiislerin yaklasik %95'i +21/n bandinda biter. Onermenin
binom kismindan tam deger de hesaplanabilir: | S, | < 40 olmas1 180 < (S, + 400)/2 < 220 demek-
tir ve bu olasilik 0,9598’dir. Simiilasyon 0,9614 buldu.

Ornek 14.7 (Kumarbazin iflas1). Bir oyuncu 3 lirayla baglyor ve her turda adil bir yazi tura oyununda
1 lira kazaniyor ya da kaybediyor. Parasi 0’a disiince ya da 10 liraya ulaginca oyun bitiyor. 20 000 oyun
simiile ederek oyuncunun 10 liraya ulagsma olasiligin kestirin.

Coziim.
Oyuncunun parasi, 3’ten basglayan ve 0 ya da 10’a degince duran bir rastgele yuriyistiir. Oyunlar
farkli siirelerde bittigi icin sabit uzunlukta bir dizi kullanamayiz. Bunun yerine biitiin oyunlar: birlikte
ilerletiyor ve hala siiren oyunlari bir boolean maskeyle izliyoruz: her turda yalniz maskenin dogru
oldugu oyunlara bir adim ekleniyor, maske de yeniden hesaplaniyor. Déngii biitiin oyunlar bitince
duruyor.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(21)
games, k, N = 20 000, 3, 10

pos = np.full(games, k) # her oyunda baslangig¢ sermayesi
steps = np.zeros(games, dtype=int) # oyunlarin slresi
active = np.ones(games, dtype=bool) # hala siliren oyunlar
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while active.any():
pos[active] += rng.choice([-1, 1], size=active.sum())
steps[active] += 1
active = (0 < pos) & (pos < N)

print((pos == N).mean(), k / N)

print(steps.mean(), k * (N - k))

print(steps.max())

Cikti:
0.2997 0.3
21.1472 21
265

Oyunlarin %29,97°si 10 lirayla bitti. Tam deger k/N = 3/10’dur. Bunu gormek icin p, k lirayla
baglayan oyuncunun 10’a ulagma olasilig1 olsun. Ilk atisa gére kosullaymca 0 < k < 10 igin

1 1
pk:_pk—1+§pk+1a Po=0, pp=1

2
olur. Bu, p; .y — py, = Py, — Pj_1 demektir: ardisik farklar sabittir, p;, dogrusal biiyiir ve sinir kosullar:
Py, = k/10 verir. Ayni simiilasyon oyunlarin siiresini de veriyor: ortalama siire 21,15 tur, en uzun oyun
265 tur. Ortalama siire dj, icin ayni kosullama dj, = 1+ 3(d;_; + dj,1), dy = dyy = 0 denklemlerini
verir; ¢oziimii dy, = k(10 — k)’dir ve k = 3 i¢in 21 olur. Bu iki sonug, durumu yutucu bir Markov zinciri
olarak yazip temel matrisi hesaplayarak da bulunabilir (bkz. Raslanti Siirecleri). m

Alistirmalar

Asagidaki aligtirmalarda her kod sabit bir tohumla calisir; kendi denemelerinizde tohumu degistirip
sonuclarin ne kadar oynadigina da bakin.

Alistirma 14.1 (iki Zarin Toplaminin Dagilimi). default rng(31) iireteciyle iki zar1 360 000 kez
atin. Toplamm 2,3, ..., 12 degerlerini alma sikliklarini np.bincount ile bulun ve P(T =t) = %
olasiliklariyla kargilagtirin.

Coziim.

Once formiilii dogrulayalim: toplami ¢ olan (a, ) iftleri 2 <t < 7 i¢in (1, — 1), ..., (t — 1, 1), yani
t — 1 tanedir; 7 < t < 12 icin 13 — ¢ tanedir. ki durumda da say1 6 — | t — 7 ]’dir ve 36 esit olasilikli
sonuca boéluntr.

np.bincount(s, minlength=13) dizisinin j. eleman, s i¢inde j degerinin kag¢ kez gectigidir. 0 ve 1
toplamlar1 imkansiz oldugundan [2:] ile atiyoruz.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(31)

N = 360 000
s = rng.integers(l, 7, N) + rng.integers(1l, 7, N)
freq = np.bincount(s, minlength=13)[2:] / N # toplam 2, 3, ..., 12

exact = (6 - np.abs(np.arange(2, 13) - 7)) / 36

for total, fr, ex in zip(range(2, 13), freq, exact):
print(f"{total:2d} {fr:.4f} {ex:.4f}")

print(np.abs(freq - exact).max())

Ciktr:
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2 0.0275 0.0278
3 0.0553 0.0556
4 0.0837 0.0833
5 0.1115 0.1111
6 0.1391 0.1389
7 0.1656 0.1667
8 0.1390 0.1389
9 0.1107 0.1111
10 0.0837 0.0833
11 0.0560 0.0556
12 0.0280 0.0278

0.001063888888888892

Sikliklar olasiliklardan en ¢ok 0,0011 sapiyor. Olasilifi p = 1/6 olan bir olayin N = 360 000 deneme-
deki géreli sikhiginin standart hatas1 y/p(1 — p)/N a 0,0006°dir; sapmalar bu dlcektedir. m

Alistirma 14.2 (Hileli Zar1 Kiimiilatif Toplamla Atmak). Bir hileli zarda 1, 2, 3,4, 5 yiizlerinin her
biri 0,1, 6 yiizii ise 0,5 olasilikla geliyor. default rng(32) ile iirettiginiz 10° diizgiin say1y1, olasiliklarin
kiimiilatif toplami ve np.searchsorted yardimiyla zar atiglarina cevirin; yiizlerin sikliklarini ve ortala-
may1 kontrol edin.

Cozim.

Bu, kesikli bir dagilim icin ters déniisiim yontemidir (Onerme 14.1). Kiimiilatif olasiliklar
0,1;0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 1’dir. u sayis1 [0; 0,1) aralifindaysa 1, [0,1;0,2) aralifindaysa 2, ..., [0,5;1)
araligindaysa 6 ylzini seceriz. Bu araliklarin uzunluklari tam olarak yizlerin olasiliklaridir.
np.searchsorted(cdf, u, side="right") her u icin u < cdf [j] olan ilk j indeksini déndiiriir;
bu indeks de faces dizisinde yiizii secer. Karsilagtirma igin hazir yol olan rng.choice(..., p=p)
sonucunu da yazdiriyoruz.

import numpy as np

faces = np.arange(1l, 7)

p = np.array([0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.5])
cdf = np.cumsum(p)

print(cdf)

rng = np.random.default rng(32)
N = 100 000

u = rng.random(N)

idx = np.searchsorted(cdf, u, side="right") # u < cdf[j] olan ilk j
x = faces[idx]

print(np.bincount(x, minlength=7)[1:1 / N)

print(x.mean(), (faces * p).sum())

y = rng.choice(faces, size=N, p=p) # hazir yol
print(np.bincount(y, minlength=7)[1:1 / N)

Ciktr:

[0.1 0.2 0.3 0.4 0.51. ]

[0.09994 0.09821 0.09993 0.10118 0.10079 0.49995]
4.50452 4.5

[0.09925 0.09895 0.10062 0.09792 0.09869 0.50457]

Sikliklar olasiliklara yakindir ve ortalama 4,5045, kuramsal deger 0,1-1540,5-6 = 4,5'tir.
rng.choice ayni dagilimi verir. B
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Alistirma 14.3 (Ters Déniisiimle Dogrusal Bir Yogunluktan Orneklem). [0,1] araliginda yogun-
lugu f(z) = 2z olan dagilimdan, default rng(33) ile ters doniisiim yontemini kullanarak 10° elemanli
bir 6rneklem iiretin. Orneklemin ortalamasini, varyansini ve P(X < 1/2) kestirimini tam degerlerle
kargilastirin.

Coziim.

Ug¢ adim1 uyguluyoruz.

1. 0<z <1ligin F(x) = foz 2t dt = z2°dir.

2. u = z? denkleminin [0, 1]’deki ¢dziimii z = \/u’dur, yani F~!(u) = /u.

3. np.sqrt(rng.random(n)) orneklemi verir.

Tam degerler: B(X) = fol 20% dz = 2, E(X?) = fol 223 dz = 1, dolayisiyla Var (X) =1 —
ayrica P(X < 1)=F(3) = 1.

ol
&l

import numpy as np

rng = np.random.default rng(33)
n = 100 000

X = np.sqrt(rng.random(n)) # F~{-1}(u) = kok u
print(x.mean(), 2 / 3)

print(x.var(ddof=1), 1 / 18)

print(np.mean(x <= 0.5), 0.25)

Ciktr:

0.666972682598439 0.6666666666666666
0.05534262966614402 0.05555555555555555
0.25007 0.25

Ug kestirim de tam degerlerle ii¢ basamak uyusuyor. m

Alistirma 14.4 (flk Altiya Kadar Atis Sayis1). Bir zar ilk kez 6 gelene kadar atiliyor ve T atis sayisi
olsun. Bu deneyi default_rng(34) ile bir while dongiisii kullanarak 10° kez simiile edin; 7 nin ortala-
masini, varyansini ve P(T > 10) olasiligini kestirip tam degerlerle karsilagtirin.

Cozim.

Tek bir deneyi bir fonksiyon yapiyor: zar 6 gelmedigi siirece sayaci artiriyor. T, basari olasihigip = 1/6
olan bagimsiz denemelerde ilk bagariya kadar yapilan deneme sayisidir, yani Geo (1/6) dagilimlidir. Bu
dagihimda E(T) = 1/p = 6, Var (T) = q/p? = 30 ve P(T > k) = ¢* olur, burada ¢ = 5/6°dir (bkz.
Olasilik Teorisi). Son iki satirda ayni dagilimdan hazir rng. geometric metoduyla da 6rneklem aliyoruz.

import numpy as np

def rolls until six(rng):
"""I1k 6 gelene kadar atilan zar sayisi.

count =1
while rng.integers(1l, 7) != 6:
count += 1

return count

rng = np.random.default rng(34)

T = np.array([rolls until six(rng) for _ in range(100 000)1)
print(T[:10])

print(T.mean(), T.var(ddof=1)) # teori: 6 ve 30
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print(np.mean(T > 10), (5 / 6) ** 10) # P(T > 10) = (5/6)"10
G = rng.geometric(l / 6, size=100 000) # hazir geometrik dagilim
print(G.mean(), G.var(ddof=1))

Cikti:

[410 2 4 2 7 1 2 1 1]
6.00385 30.22769745447455
0.16042 0.1615055828898458
6.00523 30.212884775947757

Ortalama 6,004, varyans 30,23 ve P(T > 10) kestirimi 0,1604’tiir; tam degerler 6, 30 ve (5/6)!° ~
0,1615’tir. Dongiilii simiilasyon yavas ama anlagilirdir; rng.geometric ayni isi tek cagrida yapar. m

Alistirma 14.5 (Monty Hall Problemi). Bir yarigsmada ii¢ kapidan birinin arkasinda araba, ikisinin
arkasinda keci vardir. Yarigmaci bir kapi seger. Arabanin yerini bilen sunucu, kalan iki kapidan arkasinda
keci olan birini agar; boyle iki kap1 varsa birini rastgele secer. Yarigsmaci kapisini kapali kalan diger kapiyla
degistirirse arabay1 kazanma olasilig1 nedir? default_rng(35) ile 10° oyun simiile ederek kestirin.

Coziim.

Kapilar1 0, 1, 2 diye numaralayalim. Her oyunda arabanin kapisini ve yarigmacinin ilk se¢imini diizgiin
dagilimla seciyoruz. Sunucunun acabilecegi kapilar, ne secilen ne de arabali olan kapilardir; bunlardan
birini rng.choice ile seciyoruz. U¢ kapinin numaralarinin toplami 3 oldugundan kapali kalan diger
kap13 - pick - host’tur.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(35)

N = 100 000

car = rng.integers(0, 3, N) # arabanin arkasindaki kapi
pick = rng.integers(0, 3, N) # yarismacinin ilk segimi
host = np.empty(N, dtype=int) # sunucunun ag¢tigi kapi

for i in range(N):
options = [d for d in range(3) if d !'= pick[i] and d != car[i]]
host[i] = rng.choice(options)

other = 3 - pick - host # kalan kapi1 (0 + 1 + 2 = 3)
print(car[:6], pick[:6], host[:6], other[:6])
print(np.mean(pick == car), np.mean(other == car))

Ciktr:

[012122][061021060][22100601] [1062122]
0.33427 0.66573

Kap1y1 degistirmeyen yarismaci oyunlarin %33,4’iinii, degistiren %66,6’sinm1 kazaniyor. Tam degerler
1/3 ve 2/3’tiir. Nedeni sudur: degistiren yarigmaci, ilk se¢imi yanligsa her zaman kazanur, ¢iinkii sunucu
oteki kegiyi agmistir ve kalan kap1 arabalidir. Ilk se¢imin yanlis olma olasilig1 2/3’tiir. m

Alistirma 14.6 (Binoma Normal Yaklagim). X ~ B(100, %) icin P(X < 55) olasiligini binom topla-
miyla tam olarak hesaplayim. Bu degeri default rng(36) ile 10 simiilasyonun kestirimiyle ve siireklilik
diizeltmeli normal yaklagimla karsilagtirin.

Coziim.

Tam deger P(X < 55) = E?io(lgo)Q_wo’dﬁr; bunu math. comb ile kesin tamsayilarla hesaplayabi-

liriz. X, 100 bagimsiz Bernoulli degiskeninin toplami oldugundan merkezi limit teoremine gore
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yaklasik N (i, 0?) dagilimhdir; burada g = np = 50 ve o = y/np(1 — p) = 5’tir. X tamsay1 degerli
oldugundan P(X < 55) = P(X < 55,5)’tir; normal yaklagimda 55 yerine 55,5 kullanmaya siirekli-
lik diizeltmesi denir (bkz. Matematiksel Istatistik).

import math
import numpy as np

def Phi(z):
"""Standart normal dagilim fonksiyonu.
return 0.5 * (1 + math.erf(z / math.sqrt(2)))

n, p =100, 0.5

exact = sum(math.comb(n, j) for j in range(56)) / 2**n # P(X <= 55)
rng = np.random.default rng(36)

X = rng.binomial(n, p, size=10**6)

mu, sd = n * p, math.sqrt(n * p * (1 - p))

print(exact)

print(np.mean(X <= 55))

print(Phi((55 - mu) / sd), Phi((55.5 - mu) / sd))

Cikt:

0.8643734879630827
0.864361
0.8413447460685428 0.8643339390536173

Tam deger 0,86437, simiilasyon 0,86436’dir. Diizeltmesiz normal yaklagim ®(1) ~ 0,8413 degeriyle
yaklagik 0,023 yaniliyor; diizeltmeli yaklagim ®(1,1) ~ 0,86433 ise dort basamak dogrudur. m

Alistirma 14.7 (Bir Integralle Pi Sayisin1 Kestirmek). fol ﬁ dz = 7’dir. Bu integrali Monte Carlo

yontemiyle 10~# standart hatayla hesaplamak icin ka¢ nokta gerekir? default rng(37) ile 105 noktali
bir 6n deneme yapip o’y1 kestirerek bulun.

Coziim.

Integralin degeri 4arctan1 = m'dir. f(z) = 4/(1 + z?) ve [0, 1] araliginin uzunlugu 1 oldugundan
Onerme 14.2 standart hatanin ¢ /v/N oldugunu séyler. On denemenin 6rneklem standart sapmast s ile
o’y1 kestiririz; s/v/N < 10~* kosulu N > (s/10~%)? demektir.

import math
import numpy as np

rng = np.random.default rng(37)

N = 10**5

y =4 / (1 + rng.random(N) ** 2)

I hat = y.mean()

s = y.std(ddof=1)

se = s / math.sqrt(N)

print(I hat, se, abs(I hat - math.pi))

print(s, math.ceil((s / le-4) ** 2)) # std. hata <= le-4 icin gereken N

Cikt1:

3.143196965868777 0.002028128191954597 0.0016043122789839437
0.6413504473375709 41133040
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On denemenin kestirimi 3,14320, standart hatas1 0,0020°dir; gercek hata 0,0016 bu &lgektedir. s ~
0,641 oldugundan yaklagik 4,1 - 107 nokta gerekir. Bunu standart hatanin davranisindan da gorebi-
liriz: standart hatay1 0,002’den 0,0001’e, yani 20 kat kiigiiltmek icin nokta sayisii1 20 = 400 katina
cikarmak gerekir. Kesin deger

1
1
02:/ (—62d:c—7r2:271'+4—7r2
0

oldugundan o ~ 0,643’tiir. m

Alistirma 14.8 (Karsit Degiskenlerle Varyansi Azaltmak). fol e*dr =e—1 integralini
default_rng(38) ile iki yolla kestirin: N = 10* noktali siradan Monte Carlo ile ve N /2 tane diizgiin
V; sayisi igin % ( eVi +el7Y ) degerlerinin ortalamasiyla. Tki yol da f’yi 10* kez hesaplar; hangisinin
standart hatasi daha kii¢ciktiir ve neden?

Cozim.

1—V de U(0,1) dagihmh oldugundan E [ eV + el=V) ‘l— e — 1’dir; ikinci kestirim de dogru
degeri hedefler. Ikinci yontemde birlikte kullamlan eV ve e!~V degerlerine karsit degiskenler (antit-
hetic variates) denir.

import math
import numpy as np

rng = np.random.default rng(38)

N = 10 000 # f'nin hesaplanma sayisi
plain = np.exp(rng.random(N)) # siradan Monte Carlo
v = rng.random(N // 2) # N/2 nokta, her biri iki kez

anti = (np.exp(v) + np.exp(l - v)) / 2 # karsit ¢iftlerin ortalamasi
for name, y in [("siradan", plain), ("karsit", anti)]:
= y.std(ddof=1) / math.sqrt(len(y))
prlnt (f"{name:8}{y.mean():.5f} std. hata = {se:.2e}")
print(math.e - 1)

Ciktr:
siradan 1.71762 std. hata = 4.93e-03
karsit 1.71803 std. hata = 8.84e-04

1.718281828459045

Karsit degiskenlerin standart hatasi 5,6 kat kiiciiktiir. Nedeni, e"" biiyiikken e!~"nin kiiciik olmasidir:

iki degerin kovaryansi negatiftir ve ortalamada hatalar birbirini kismen gétiiriir. Tam hesap:

2 _
Var (V) = ¢ 5 !

Cov (eV,el"V)=E[eVe! V] —(e—1)2 =e— (e — 1) &~ —0,2342.

—(e—1)? ~ 0,2420,

Bir ciftin ortalamasinin varyansi 4 (Var 4+ Cov), yani (0,2420 — 0,2342) ~ 0,0039’dur. Sradan yn-
temde 10? degerin ortalamasinin varyansi 0,2420/10%, karsit yontemde 5000 ciftin ortalamasinin
varyanst 0,0039/5000°dir. Oran yaklagik 31’dir; standart hatalarin orani da v/31 ~ 5,6 olur. Aym
dogruluga siradan Monte Carlo ancak yaklasik 31 kat fazla fonksiyon degeriyle ulagir. m

Alistirma 14.9 (Diskte Orijine Ortalama Uzaklik). Birim diskte diizgiin dagilimli noktalar,
default_rng(39) ile [—1, 1] karesinde iirettiginiz 10° noktadan diskin disinda kalanlar: atarak elde edin.
Bu noktalarla bir noktanin orijine ortalama uzakligini kestirin ve tam degerle karsilagtirin.

Coziim.
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Karede diizgiin dagiliml bir noktanin, diske diistigi bilindiginde, diskte diizgiin dagilimli oldugunu
kullaniyoruz: diskin icindeki her bolgenin kosullu olasiligi alaniyla orantilidir. Bu ytizden diske diigme-
yen noktalar1 atmak yeterlidir; bu yonteme reddetme yontemi (rejection sampling) denir. Noktalarin
yaklagik 7/4° kalur.

import numpy as np

rng = np.random.default rng(39)

N = 10*%*6

P = rng.uniform(-1, 1, size=(N, 2)) # [-1, 1172 karesinde noktalar
r = np.sqrt((P**2).sum(axis=1))

r=r[r<=1] # diskin disindakileri at

print(len(r), len(r) / N, np.pi / 4)
print(r.mean(), 2 / 3)
print(r.std(ddof=1) / np.sqrt(len(r)))

Cikt1:

785471 0.785471 0.7853981633974483
0.6664194817138088 0.6666666666666666
0.0002660426055334039

785471 nokta kaldi. Ortalama uzaklik kestirimi 0,66642, standart hatasi 0,00027’dir. Tam deger,
\/22 4 y2?’nin diskteki ortalama degeridir: kutupsal koordinatlarla £ fj‘: r-rdrdf = % (bkz. Integral

Calculus). Fark 0,00025, bir standart hatadan kiictiktiir. m

Alistirma 14.10 (Kumarbazin Iflas1 i¢in Temel Matris). Kumarbazin iflas1 6rnegindeki oyunu
(Ornek 14.7) 0,1, ...,10 durumlu ve 0 ile 10 durumlar1 yutucu olan bir Markov zinciri olarak yazin.
Q@ ve R matrislerini kurup (I — Q)t =1 ve (I — Q) B = R sistemlerini np.linalg.solve ile ¢ozerek,
simiilasyonun 3 liralik baslangi¢ i¢in buldugu 0,2997 ve 21,15 degerlerini tam degerlerle kargilagtirin.

Cozim.

Gegici durumlar 1, ...,9, yutucu durumlar 0 ve 10°dur. @), gegici durumlar arasindaki gegis olasilik-
larmin 9 x 9 matrisidir: ¢ durumundan ¢ — 1 ve i+ 1 durumlarina % olasilikla gidilir. R, gecici
durumlardan yutucu durumlara gegislerin 9 x 2 matrisidir; yalniz 1 — 0 ve 9 — 10 gegisleri sifirdan
farklhidir. Temel matris N = (I — Q)™ ’in (4,7) eleman, i’den baslayan zincirin yutulmadan énce j
durumunda gecirdigi ortalama adim sayisidir. Satir toplamlar1 t = N1 ortalama siireleri, B = NR
ise yutulma olasiliklarini verir (bkz. Raslanti Siirecleri). Ters matrisi acik¢a hesaplamak yerine ayni
sonuglari solve ile buluyoruz (bkz. NumPy ile Lineer Cebir).

import numpy as np

goal = 10 # durumlar 0, 1, ..., 10
T = goal - 1 # gecici durumlar 1, ..., 9
Q = np.zeros((T, T)) # i. satir: i + 1 durumu
for i in range(T - 1):
Q[i, 1 + 1] = Q[i + 1, i] = 0.5 # bir adim saga ya da sola
R = np.zeros((T, 2)) # sutunlar: 0 ve 10 durumlari
R[O, 0] = R[-1, 1] = 0.5
A = np.eye(T) - Q #1 -0Q
t = np.linalg.solve(A, np.ones(T)) # (I - Q)~{-1} 1: beklenen siire
B = np.linalg.solve(A, R) # (I - Q)~{-1} R: yutulma
print(t)
print(B[:, 1])
print(t[2], B[2, 11) # baslangi¢ sermayesi 3
Cikti:
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[ 9. 16. 21. 24. 25. 24. 21. 16. 9.]
[0.1 0.2 0.3 0.40.50.60.7 0.80.9]
21.0 0.2999999999999999

Ortalama siireler ¢, = k(10 — k), 10’a ulagsma olasiliklar1 k£/10 ¢ikiyor; Kumarbazin Iflas1 érneginde
fark denklemleriyle buldugumuz formiillerin aynisi. k¥ = 3 i¢in tam degerler 21 ve 0,3’tiir (son basa-
maktaki 0,2999999999999999 yuvarlama hatasidir). Simiilasyonun 21,15 ve 0,2997 degerleri bunlara
yakindir. m

Aligtirma 14.11 (Dizlemde Rastgele Yiirityiig). Diizlemde orijinden baglayan bir yiiriytci her
adimda saga, sola, yukar1 ya da asagy, esit olasilikla bir birim gidiyor. default_rng(41) ile 10* yiirityiisii
100’er adimla simiile edin ve 100 adim sonra orijine uzakligin karesinin ortalamasini kuramsal degeriyle
kargilastirin.

Cozim.

Dort yonii dirs dizisinin satirlarina yaziyoruz. rng.integers(0, 4, size=(m, n)) her adim i¢in bir
yon indeksi secer ve dirs[idx] gelismis indeksleme ile (m, n, 2) sekilli adim dizisini kurar (bkz.
NumPy Dizileri). Adimlar1 axis=1 boyunca toplayinca son konumlar1 buluruz.

Kuramsal deger séyle bulunur. Adim vektorleri X, ..., X,, ise | S,, |2 = > Zj X, - Xjdir. i # jicin
X, ile X; bagimsizdir ve her birinin beklenen degeri sifir vektoriidiir; bu yiizden E(X; - X;) = E(X) -
E(X;) = 0olur.i = ji¢in X, - X; = 1’dir. Dolayisiyla E | S,, |> = n = 100’diir.

import math
import numpy as np

rng = np.random.default rng(41)

m, n =10 000, 100

dirs np.array([[1, 0], [-1, O], [0, 1], [0, -1]1)

idx = rng.integers(0, 4, size=(m, n)) # her adimda bir yon

steps = dirs[idx] # sekil (m, n, 2)

pos = steps.sum(axis=1) # n adim sonraki konum

d2 = (pos**2).sum(axis=1) # uzakligin karesi

print(steps.shape, pos.shape)

print(d2.mean(), n)

print(np.mean(d2 == 0), (math.comb(n, n // 2) / 2**n) ** 2)
Ciktr:

(10000, 100, 2) (10000, 2)
100.7924 100
0.0058 0.006334446707872695

Kestirim 100,79’dur. Son satir, yiirilyiislerin 100. adimda orijine dénme oranmi ((1%)27100)2 ~
0,0063 tam degeriyle karsilastirtyor. Bu formiil soyle ¢ikar: v = z 4+ y ve v =  — y koordinatlarinda
her adim w’yu ve v’yi 41 degistirir ve dort yon dort isaret ¢iftine karsilik gelir. Dolayisiyla u ve v iki
bagimsiz basit simetrik yuriyiistiir ve orijine déonmek ikisinin de 0’da olmas1 demektir. Tek boyutta

P(S190 = 0) = ('%)27%0 oldugu ise yiirityiisiin binom dagilimuyla iliskisinden (Onerme 14.3) gelir. m

Bu boliimde sézde rastgele say1 iireteclerini, default_rng ile tekrarlanabilir simiilasyon yazmayi ve temel
dagilimlardan, gerekirse ters doniisiimle, 6rneklem iretmeyi gordiik. Bityiik sayilar yasast Monte Carlo
kestirimlerinin dogru degere gittigini, merkezi limit teoremi ise hatalarnm o/v/N 6lcekli ve yaklasik
normal oldugunu soyledi; bu da her kestirime bir standart hata ve bir giiven aralig1 eklememizi sagladi.
Siradaki Pandas ile Veri Analizi béliimiinde, simiilasyonlarin ve ol¢iimlerin iirettigi tablo bigimindeki
verileri okumayi, diizenlemeyi, gruplamay: ve 6zetlemeyi 6grenecegiz.
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15.1

15. Pandas ile Veri Analizi

Simdiye kadar verilerimiz hep ayni tirden sayilardan olusan dizilerdi: bir fonksiyonun 1zgaradaki deger-
leri, bir matrisin elemanlari, bir simillasyonun sonuglari. Gercek veriler cogu zaman bdyle gelmez. Bir
hava istasyonunun 6l¢iim kaydinda her satir bir giindiir ve satirda bir tarih, istasyonun adi, sicaklik ve
yagis yan yana durur. Stitunlarin tiirleri farklidir, bazi hiicreler bostur ve sordugumuz sorular “Erzurum’un
ortalama sicaklig1 nedir?” ya da “hangi ay en yagishdir?” gibi gruplara ve zamana bagli sorulardir. NumPy
dizisi biitiin elemanlarin ayni tiirden olmasini ister ve satirlara yalniz 0, 1, 2, ... konumlariyla ulagir; boyle
bir tabloyu tasimak icin tek basina elverisli degildir.

pandas bu boslugu dolduran kitiiphanedir. NumPy dizilerinin tizerine iki yapi kurar: etiketli bir boyutlu
dizi olan Series ve siitunlari adlandirilmig iki boyutlu tablo olan DataFrame. Satirlara ve siitunlara
adlariyla ulasilir, eksik degerler taninir, gruplama, birlestirme ve zamana gore 6zetleme gibi islemler tek
satirda yapilir. Kiitiphane geleneksel kisaltmasiyla import pandas as pd diye yiiklenir.

Bu boéliimde 6nce iki temel yapiyi taniyacak, sonra boliimiin iginde tirettigimiz bir veri kiimesini bir CSV
dosyasina yazip geri okuyacagiz: Ankara, Izmir ve Erzurum’daki ii¢ istasyonun 2025 yilma ait giinlitk
sicaklik ve yagis degerleri. Bu sayilar gercek 6lciim degildir; bir kosiniis dalgasina rastgele giriiltii ekle-
nerek tretilmistir, boylece her sonucu bildigimiz modelle karsilastirabiliriz. Ortalama, medyan, varyans
ve geyreklik gibi kavramlarin kurami Matematiksel Istatistik notlarindadir; burada onlar1 pandas ile
hesaplamay1 6greniyoruz. Once kisa bir tadimlik:

import pandas as pd

df = pd.DataFrame({

"istasyon": ["Ankara", "Izmir", "Ankara", "Erzurum", "Izmir",
"Erzurum"],
"ay": ["Ocak", "Ocak", "Temmuz", "Ocak", "Temmuz", "Temmuz"],
"sicaklik": [0.4, 9.1, 23.6, -8.9, 27.8, 19.7],
1)
print(df)
print(df.groupby("istasyon")["sicaklik"].mean())
Cikt1:
istasyon ay sicaklik
0 Ankara Ocak 0.4
1 izmir Ocak 9.1
2 Ankara Temmuz 23.6
3 Erzurum Ocak -8.9
4 izmir Temmuz 27.8
5 Erzurum Temmuz 19.7
istasyon
Ankara 12.00
Erzurum 5.40
Izmir 18.45

Name: sicaklik, dtype: float64

Alt1 satirlik tabloda her istasyonun ortalamasini tek satirla bulduk. Aym isi NumPy ile yapmak i¢in
istasyon adlarii ayr bir dizide tutmak, her istasyon i¢in bir maske kurmak ve sonuglar: elle bir araya
getirmek gerekirdi. Bu satirin nasil ¢alistigini gruplama basliginda ayrintili gérecegiz.

Series: Etiketli Bir Boyutlu Dizi

pandas’in en basit yapisi, her elemanina bir etiket ilistirilmis bir boyutlu dizidir. Asal say1 sayma fonksi-
yonu 7(x)’in, yani z’e kadar olan asal sayilarin sayisinin birka¢ degeriyle baglayalim:
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438 Boliim 15. Pandas ile Veri Analizi

import pandas as pd

# pi(x): x'e kadar olan asal sayilarin sayisi

pi x = pd.Series([4, 25, 168, 1229, 9592, 78498],
index=[10, 100, 10**3, 10**4, 10**5, 10**6],
name="pi(x)")

print(pi x)

print(pi x.index)

print(pi x.to numpy(), pi x.dtype)

Cikt1:
10 4
100 25
1000 168
10000 1229
100000 9592

1000000 78498

Name: pi(x), dtype: int64

Index([10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000], dtype='int64')
[ 4 25 168 1229 9592 78498] int64

Ciktinin solundaki siitun etiketleri, sagdaki siitun degerleri gosterir. index ozelligi etiketleri, to_numpy ()
yontemi degerleri bir NumPy dizisi olarak verir; degerlerin tiirti int64'tir. name ile verdigimiz ad ¢iktinin
en altinda gorintr.

Tanim 15.1 (Series). Bir Series, ayni tiirden n deger vy, vy, ..., v,,_; ile bu degerlere birer etiket veren
bir indeksin (index) £, ¢4, ..., ¢,_; birlesimidir. ¥ numarali konumdaki deger v, onun etiketi ¢, dir.
Degerlerin ortak tiiriine Series’in dtype’1 denir; Series’e istege bagl bir ad (name) da verilebilir.

Yani bir Series, bir NumPy dizisinin yanina bir etiketler siitunu eklenmis halidir. Etiketler birbirinden
farkliysa Series, etiket kiimesinden degerlere giden ¢;, = v;, fonksiyonu gibi okunabilir. Her degere iki
yoldan ulasilir: k¥ konumuyla ya da ¢, etiketiyle. Etiket verilmezse pandas 0,1,...,n — 1 etiketlerini
kendisi koyar; o zaman konum ile etiket ayn1 sayidir.

Bir sozlitkten kurulan Series’te anahtarlar etiket, degerler deger olur:

import pandas as pd

squares = pd.Series({"bir": 1, "iki": 4, "ug¢": 9, "dort": 16})
print(squares)
print(squares.index.tolist(), squares.size)

Ciktr:
bir 1
iki 4
ife 9
dort 16

dtype: int64
['bir', 'iki', 'Gg¢', 'dort'] 4

Konumla ve etiketle ulasmanin iki ayr1 arac1 vardir: loc etiketle, iloc konumla secer. kisi dilimlerde de
farkli davranur:

import pandas as pd

pi_x = pd.Series([4, 25, 168, 1229, 9592, 78498],
index=[10, 100, 10**3, 10**4, 10**5, 10**6])

print(pi x.loc[1000]) # etiketi 1000 olan eleman
print(pi x.iloc[2]) # 2 numarali konumdaki eleman
print(pi x.iloc[-1]) # son eleman
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print(pi x.loc[100:10**4]) # etiket dilimi: iki uc da dahil

print(pi x.iloc[1:3]) # konum dilimi: sag ug haric
Ciktr:

168

168

78498

100 25

1000 168

10000 1229

dtype: int64

100 25

1000 168

dtype: int64

pi x.loc[1000] etiketi 1000 olan elemani, pi_x.iloc[2] ise sifirdan saymaya baslayinca 2 numarali ko-
numdaki elemani verir; burada ikisi de 168’dir. Dilimlerdeki fark onemlidir: etiket dilimi Loc[100:10**4]

iki ucu da igerir, konum dilimi iloc[1:3] ise Python’daki biitiin dilimler gibi sag ucu disarida birakir.
Etiketler sirali olmak zorunda olmadigindan “son etiketten bir 6nceki etiket” diye bir kavram yoktur; bu
ytizden etiket dilimleri iki ucu da kapsar.

Series tizerindeki aritmetik, NumPy dizilerinde oldugu gibi eleman eleman yapilir ve etiketler korunur.
Asal say1 teoremi, m(x)’in 2/ ln z ile ayn1 hizda biiyiidiigiini, yani 7(z) In z /z oraninin x — oo iken 1’e
gittigini sdyler. Orani tablomuzdaki degerler i¢in hesaplayalim:

import numpy as np
import pandas as pd

pi x = pd.Series([4, 25, 168, 1229, 9592, 78498],
index=[10, 100, 10**3, 10**4, 10**5, 10**6])
X = pi x.index.to numpy()

ratio = pi x / (x / np.log(x)) # asal sayi teoremindeki oran
print(ratio.round(4))
print(ratio[ratio > 1.12]) # boolean maskeyle secim

print(ratio.idxmax(), round(ratio.max(), 4))

Cikti:
10 0.9210
100 1.1513
1000 1.1605
10000 1.1320
100000 1.1043

1000000 1.0845
dtype: float64
100 1.151293
1000 1.160503
10000 1.131951
dtype: float64
1000 1.1605

ratio yine bir Series’tir ve etiketleri hala = degerleridir. ratio > 1.12 bir boolean Series verir; onu koseli
parantez igine yazinca yalniz True olan satirlar kalir. idxmax en biiytik degerin konumunu degil etiketini
dondiiriir. Tablodaki noktalar arasinda oran en bityiik degerine (1,16) = 10 ’te ulagir, sonra yavas yavas
1’e dogru iner: z = 10°°da bile 1,08’dir. Teoremdeki yakinsama oldukca yavastir.

Iki Series arasindaki islemlerde pandas’i NumPy’dan en énemli farki ortaya cikar: degerler konumlarina
gore degil, etiketlerine gore eslenir.

import pandas as pd

a = pd.Series([1, 2, 31, index=["x", "y", "z"l)
pd.Series([10, 20, 301, index=["y", "z", "w"l)

o
]
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print(a + b)
print(a.add(b, fill value=0))

Ciktr:

w NaN
X NaN
y 12.0
z 23.0
dtype: float64
w 30.0
X 1.0
y 12.0
z 23.0
dtype: float64

Tanmim 15.2 (Indeks Hizalamasi). a ve b iki Series olsun. a + b toplaminin (ve Steki aritmetik islem-
lerin) indeksi, iki indeksin birlesimidir. Bu birlesimdeki her £ etiketi i¢in £ hem a’da hem b’de varsa sonug
a[f] + b[{] olur; ¢ yalniz birinde varsa sonug eksik deger NaN olur.

Yani pandas iki Series’i 6nce ortak bir etiket kiimesine hizalar, sonra islemi satir satir yapar. Etiketi
olmayan tarafa NaN (“not a number”) yazilir ve NaN iceren her toplam yine NaN olur. Eksik tarafin 0
sayillmasini istiyorsak + yerine add yontemini fill value=0 parametresiyle ¢agiririz; sub, mul ve div
yontemleri de ayni parametreyi alir. Sonucun etiketleri siralanmistir ve degerleri float64 tiiriindedir,
ciinkii NaN bir ondalikli say1 degeridir.

a
. birlesim indeksine hizalanmig
X
v 5 a b a+b fill_value=0
. 3 \ w NaN 30.0 w NaN 30.0
X 1.0 NaN topla X NaN 1.0

b y | 20 10.0 . y 12.0 12.0
y 10 Z 3.0 20.0 Z 23.0 23.0
z 20 eksik taraf 0 sayilir
w 30

Sekil 15.1: a + b isleminin iki adim1. Once iki Series etiketlerin birlesimi olan {w, x, y, z} indeksine hizalanir;

etiketi olmayan taraf NaN ile doldurulur. Sonra degerler satir satir toplanir. Yalniz iki tarafta da bulunan

y ve z etiketlerinde say1 ¢ikar. a.add (b, fill_value=0) ise eksik tarafl 0 sayar ve w ile x satirlarinda da
sonug verir.

Hizalama, aymi etiketin ayni seyi anlattig1 verilerde biiyiik kolayliktir: farkli sirada kaydedilmis iki
olciim listesini toplarken satirlarin karismasindan korkmayiz. Beklenmedik NaN degerleri goriirseniz ilk
bakmaniz gereken yer, iki tarafin etiketleridir.
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Koseli parantez konum degil etiket arar

Bir Series’te s[ . . . ] yazimu etiketle seger. Etiketler tamsayiysa bu kafa karigtirir: pi x[0] “ilk eleman”
degil “etiketi 0 olan eleman” demektir. pandas 3.0’dan itibaren metin etiketli bir Series’te de s[0]
konum olarak yorumlanmaz:

import pandas as pd

pi x = pd.Series([4, 25, 168], index=[10, 100, 1000])

print(pi x[100]) # koseli parantez: etiket 100
try:

pi x[0] # 0 diye bir etiket yok
except KeyError as err:

print("KeyError:", err)
s = pd.Series([3, 5, 7], index=["a", "b", "c"])
try:

s[0] # metin indekste de konum aranmaz
except KeyError as err:

print("KeyError:", err)

print(s.iloc[0], pi x.iloc[0])

Cikti:
25
KeyError: 0
KeyError: 0
34

Kural basittir: etiketle secerken loc, konumla secerken iloc yazin.

Bir Series’teki farkli degerlerin kagar kez gectigini value counts sayar. Sonug, etiketleri bu farkli degerler
olan bir Series’tir ve en sik degerden baslayarak siralanir. sort_index() sonucu etiketlere gore siralar,
normalize=True parametresi ise sayimlar yerine oranlari verir.

Ornek 15.1 (Asal Sayilarin Son Basamaklar1). 105°dan kiigiik asal sayilar1 Eratosthenes kalburunun
NumPy siiriimiiyle bulun ve son basamaklarinin dagilimini value counts ile ¢ikarin.

Coziim.

Vektorizasyon ve Broadcasting bolimiindeki maskeli kalburu kullaniriz: 0,1, ..., N sayilar1 icin bir
boolean dizi tutulur ve her asal p’nin p?’den baslayan katlari tek bir dilim atamasiyla silinir.
np.flatnonzero kalan True degerlerinin konumlarini, yani asallar: verir. Bunlar1 bir Series’e koyup
10’a bélimden kalanlarini sayariz. Son satirdaki to_dict () bir Series’i etiketlerden degerlere giden bir
sozluge cevirir; kisa sonuglari tek satirda yazdirmak icin boliim boyunca bunu kullanacagiz.

import numpy as np
import pandas as pd

N = 10**6
is prime = np.ones(N + 1, dtype=bool)
is prime[:2] = False
for p in range(2, int(N**0.5) + 1):

if is prime[p]:

is prime[p * p::p] = False

primes = pd.Series(np.flatnonzero(is prime))
last = primes % 10 # son basamaklar
counts = last.value counts().sort index()
print(len(primes))
print(counts)
print((counts / len(primes)).round(4).to dict())

Cikti:
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78498

1 19617
2 1
3 19665
5 1
7 19621
9 19593

Name: count, dtype: int64
{1: 0.2499, 2: 0.0, 3: 0.2505, 5: 0.0, 7: 0.25, 9: 0.2496}

78498 asalin son basamag1 yalmz bir kez 2 (asal 2) ve bir kez 5’tir (asal 5). Geri kalan her asal 10 ile
aralarinda asal oldugundan son basamag1 1, 3, 7 ya da 9’dur ve bu dort basamagin her biri asallarin
yaklasik dortte birinde goriiliir. Bu bir rastlanti degildir: asal say1 teoreminin aritmetik dizilerdeki
karsilifina gore, ged(a, 10) = 1 olan her a igin son basamag a olan asallarin pay1  — oo iken 1/4’e

yaklasir. B

DataFrame: Siitunlar1 Adlandirilmis Tablo

Series tek bir stitundur; birden ¢ok stitunu ayni satir etiketleriyle yan yana koyunca bir DataFrame elde
ederiz. 1lk yedi asal say1y, ikilik gosterimlerini, karekoklerini ve p + 2'nin de asal olup olmadigini bir

tabloda toplayalim:

import math
import pandas as pd

def is prime(m):

return m > 1 and all(m % d for d in range(2, math.isqrt(m) + 1))

p
df = pd.DataFrame({
"0": p,

"ikilik": [bin(q)[2:] for g in p],
"kok": [math.sqrt(q) for g in p],
"ikiz": [is prime(q + 2) for q in p],

= [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17]

1)
print(df)
print(df.shape)
print(df.columns.tolist())
print(df.dtypes)
Ciktr:

p ikilik kok  ikiz
0 2 10 1.414214 False
1 3 11 1.732051 True
2 5 101 2.236068 True
3 7 111 2.645751 False
4 11 1011 3.316625 True
5 13 1101 3.605551 False
6 17 10001 4.123106 True
(7, 4)
['p', 'ikilik', ‘'kok', 'ikiz']
p int64
ikilik str
kok float64
ikiz bool

dtype: object
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pd.DataFrame’e verdigimiz sozliigiin her anahtar1 bir siitunun adi, her degeri o siitunun degerleridir.
shape satir ve siitun sayisini, columns siitun adlarini, dtypes her siitunun tiiriinii verir. Dort siitunun dort
farkl: tiirds vardir: tamsay1 (int64), metin (str), ondalikli say1 (float64) ve mantiksal deger (bool). Bir
NumPy dizisinde bu miimkiin degildir. Stitun adlarinda Tirkge harf kullanmak serbesttir; biz bu béliimde
yazmasi kolay olsun diye ASCII harflerle yetiniyoruz.

Tanim 15.3 (DataFrame). Bir DataFrame, ayni indeksi paylasan Series’lerin siitun siitun yan yana
konmasiyla olusan iki boyutlu bir tablodur. Satir etiketlerine indeks (index), siitun etiketlerine siitunlar
(columns) denir ve her siitunun kendi dtype’1 vardir.

Yani DataFrame’in her stitunu tiirdes bir dizidir, ama tablonun biitiinii tiirdes olmak zorunda degildir. Bir
satir etiketi ve bir stitun ad1 verildiginde hiicre tek tiirli belirlenir; bu ytizden DataFrame, satir etiketleri ile
siitun adlarinin ¢arpim kiimesinden degerlere giden bir fonksiyon gibi diisiiniilebilir. Bir siitunu se¢gmek
bir Series verir; bir satir1 se¢cmek de bir Series verir, bu kez indeksi siitun adlaridir.

l columns: siitun etiketleri

p ikilik kok ikiz
0 2 10 1.414214 False
< df["kok"]
1 3 11 1.732051 True bir Series,
— 1 5 101 2.236068 True indeksi0, 1, ..., 6
index
satir 3 7 111 2.645751 False
etiketleri
4 11 1011 3.316625 True | <—| dfloc[4]
bir Series,
5 13 1101 3.605551 False ] o
indeksi stitun adlar1
6 17 10001 4.123106 True
dtypes  int64 str float64 bool

Sekil 15.2: Asal sayilar tablosu df'nin parcalari. Soldaki gri siitun satir etiketleri (index), iistteki satir siitun
etiketleridir (columns). Her siitun kendi tiiriinde bir Series'tir; tiirler en altta df . dtypes satirinda yazilidir.
Cerceveli siitun df [ "kok"], cerceveli satir df . loc[4] sec¢imidir; ikisi de birer Series olarak doner.

import math
import pandas as pd

p=1[2,3,5, 7, 11, 13, 17]
df = pd.DataFrame({"p": p, "kok": [math.sqrt(q) for q in pl})

col = df["kok"] # bir slOtun: Series
print(type(col). name , col.name)

row = df.loc[4] # bir satir: yine Series
print(row)

df["p2"] = df["p"] ** 2 # yeni sltun, vektdrel hesap

df["mod4"] = df["p"] % 4
print(df.head(4))
print(df["p2"].sum(), df["kok"].max())

Cikt1:
Series kok
p 11.000000

kok 3.316625
Name: 4, dtype: float64
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p kok p2 mod4
0 2 1.414214 4 2
1 3 1.732051 9 3
2 5 2.236068 25 1
3 7 2.645751 49 3

666 4.123105625617661

df["kok"], ad1 kok olan bir Series’tir. df.loc[4] ise etiketi 4 olan satirdir. Satirdaki p degeri 11.000000
diye yazldi, c¢iinkil bir Series’in biitiin degerleri tek bir tiirde olmalidir ve tamsay: ile ondalikli say1
ortak tiir olan float64'te bulusur. Yeni bir stitun, sézlige yeni bir anahtar ekler gibi atamayla eklenir;
sag taraftaki ifade butin stitun tizerinde vektorel olarak hesaplanir. head (n) ilk n satir1, tail(n) son n
satir1 gosterir. mod4 siitununda 2’den sonraki asallarin 4’e bolimiinden kalanlarin 1 ya da 3 oldugunu
goruyoruz.

Ornek 15.2 (Siniis Icin Taylor Polinomlarinin Hata Tablosu). z = 0;0,25; ...; 1,5 noktalarinda
sinz degerlerini, P(z) = z — 23/6 ve P;(z) = P;(z) + 2°/120 Taylor polinomlarini ve hatalarmni bir
DataFrame’in siitunlarinda toplayarak P;’iin hatasmin 10~2’yi astig1 en kiiciik tablo noktasini bulun.

Cozim.

Once x ve sin siitunlariyla tabloyu kurar, sonra her yeni siitunu var olan siitunlardan hesaplariz. abs ()
mutlak degeri alir. Son satirda t.loc[maske, "x"] hatas1 10~2’yi asan satirlarin x degerlerini secer,
min() bunlarin en kiigiigiinii verir.

import numpy as np
import pandas as pd

X = np.arange(0, 1.75, 0.25)
t = pd.DataFrame({"x": x, "sin": np.sin(x)})

t["P3"] = t["x"] - t["x"1**3 / 6
t["P5"] = t["P3"] + t["X"]**5 / 120
t["hata3"] = (t["sin"] - t["P3"]).abs()
t["hata5"] = (t["sin"] - t["P5"]).abs()

print(t.round(6))
print(t.loc[t["hata3"] > le-2, "x"].min())

Ciktr:
X sin P3 P5 hata3 hata5
0 0.00 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
1 0.25 0.247404 0.247396 0.247404 0.000008 0.000000
2 0.50 0.479426 0.479167 0.479427 0.000259 0.000002
3 0.75 0.681639 0.679688 0.681665 0.001951 0.000026
4 1.00 0.841471 0.833333 0.841667 0.008138 0.000196
5 1.25 0.948985 0.924479 0.949910 0.024505 0.000926
6 1.50 0.997495 0.937500 1.000781 0.059995 0.003286

1.25

PB;’in hatas1 = 1’de 0,0081, x = 1,25’te 0,0245’tir; aranan nokta z = 1,25’tir. sin fonksiyonunda
P, = P, oldugundan Taylor teoreminin kalan terimi (Niimerik Analiz) hatay1 2°/120 ile smirlar. x =
1,25 icin bu sinir 0,0254 tiir ve tablodaki hatanin hemen tstiindedir. F’in hatas1 ayni noktada 0,0009’a
iner.

CSV Dosyalari

Gergek veri cogu zaman bir dosyadan gelir ve tablo verisi i¢in en yaygin bigim CSV’dir (comma-separated
values): her satir bir kayit, satirdaki alanlar virgiille ayrilmis, ilk satir da siitun adlaridir. Siiflar, Hata
Yakalama ve Dosyalar boliimiinde csv modiiliyle satir satir okudugumuz bu dosyalar1 pandas tek bir
fonksiyonla okur ve yazar.
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Bolumiin geri kalaninda kullanacagimiz veri kiimesini tiretip olcumler.csv dosyasina yazalim. Model
sudur: ¢t = 0,1, ..., 364 yilin giinti olmak tizere bir istasyonun sicaklig1

27(t — 15)

s T e~ N(0;2,57)

T(t) = m — acos

olsun; burada m yillik ortalama, a genliktir. En soguk giin ¢ = 15 (16 Ocak), en sicak giin ise ondan yarim
yil sonrasidir. Her giin istasyona 6zgii bir p olasiligiyla yagishidir ve yagis miktar1 ortalamasi r olan tstel
dagilimdan gelir. Rastgele secilen 30 sicaklik 6l¢iimiinti de bozuk bir sensorii taklit etmek icin sileriz.
Rastgele say1 iiretecini Rastgele Sayilar ve Monte Carlo Yontemleri boliimiinde tanimigtik.

import numpy as np
import pandas as pd

rng = np.random.default rng(2025)
days = pd.date range("2025-01-01", "2025-12-31") # 365 gln
t = np.arange(days.size)
# istasyon: (yillik ortalama, genlik, yagis olasiligi, ortalama yagis)
params = {"Ankara": (12.0, 11.5, 0.25, 4.0),
"Izmir": (18.0, 8.5, 0.20, 8.0),
"Erzurum": (6.0, 14.0, 0.30, 3.5)}
names, temps, rains = [1, [1, []
for name, (m, a, p, r) in params.items():
wave =m - a * np.cos(2 * np.pi * (t - 15) / 365)
temps.append(wave + rng.normal(0, 2.5, t.size))
wet = rng.random(t.size) < p # yagisli giin mi?
rains.append(np.where(wet, rng.exponential(r, t.size), 0.0))
names += [name] * t.size

temp = np.concatenate(temps).round(1l) + 0.0 # -0.0 yerine 0.0
lost = rng.choice(temp.size, size=30, replace=False)
temp[lost] = np.nan # arizali sensor

df = pd.DataFrame({"tarih": np.tile(days, 3), "istasyon": names,
"sicaklik": temp,
"yagis": np.concatenate(rains).round(1)})

df.to _csv("olcumler.csv", index=False)

print(df.shape)

with open("olcumler.csv", encoding="utf-8") as f:

for in range(6): # dosyanin ilk alti satiri
print(f.readline(), end="")

Cikti:

(1095, 4)
tarih,istasyon,sicaklik,yagis
2025-01-01,Ankara,-4.7,0.0
2025-01-02,Ankara,0.9,0.0
2025-01-03,Ankara,-0.6,0.
2025-01-04,Ankara,-2.1,1.
2025-01-05,Ankara, ,0.0

0
3

pd.date_range iki tarih arasindaki biitiin giinleri bir tarih dizisi olarak tiretir; zaman serileri baghginda
ona donecegiz. Tablo 3-365 = 1095 satirlidir: 6nce Ankara’nin 365 giinii, sonra [zmir’in, en son
Erzurum’unki. Bu yiizden np.tile(days, 3) tarih dizisini u¢ uca ii¢ kez yazar (her istasyon i¢in bir
kopya); names listesi de her istasyonun adini 365 kez icerir. to csv tabloyu dosyaya yazar; index=False
satir etiketlerinin (0, 1, ..., 1094) dosyaya ayr1 bir siitun olarak yazilmasim engeller. Dosyanin ilk satirla-
rinda 5 Ocak’in sicaklik hiicresinin bos kaldigini gorityoruz: silinen 6l¢iimlerden biri. Béliimiin bundan
sonraki kodlar1 bu dosyanin ¢alisma klasériinde durdugunu varsayar.

Dosyay1 geri okumak igin pd.read csv yeterlidir. Tarih stitununun metin olarak degil tarih olarak
okunmasi i¢in parse dates parametresini veririz:

import pandas as pd
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= pd.read_csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
prlnt(df.shape)
print(df.dtypes)
print(df.head())
print(df.tail(3))

Ciktr:
(1095, 4)
tarih datetime64[us]
istasyon str
sicaklik float64
yagis float64

dtype: object
tarih istasyon sicaklik vyagis

0 2025-01-01 Ankara -4.7 0.0

1 2025-01-02 Ankara 0.9 0.0

2 2025-01-063 Ankara -0.6 0.0

3 2025-01-04 Ankara -2.1 1.3

4 2025-01-05 Ankara NaN 0.0
tarih istasyon sicaklik vyagis

1092 2025-12-29 Erzurum -7.5 0.0

1093 2025-12-30 Erzurum -4.7 0.0

1094 2025-12-31 Erzurum -7.9 0.0

Bos hiicreler kendiliginden NaN olarak okundu. tarih siitununun tiirii datetime64[us] dir (mikrosaniye
¢ozuintrlikli tarih), istasyon stitunu metindir. parse dates verilmeseydi tarihler de diiz metin (str)

olarak kalirdi. read csv’nin en ¢ok kullanilan parametreleri sunlardir:

Parametre Anlami

sep alan ayiricy, varsayilant ", "

decimal ondalik isareti, varsayilani "."

na_values eksik deger sayilacak ek metinler, 6rnegin " - "

parse_dates tarihe ¢evrilecek siitunlar

date_format tarihlerin bi¢imi, 6rnegin "%d.%m.%Y"

index_col indeks yapilacak siitun
usecols okunacak siitunlar
encoding karakter kodlamasi, varsayilani "utf-8"

to_csv de sep ve decimal parametrelerini alir: df.to_csv("dosya.csv",

sep=";", decimal=",",

index=False) Tiirkge ayarli bir hesap tablosu programinin dogrudan agabilecegi bir dosya yazar. Elimiz-
deki metin bir dosyada degil de bir degiskendeyse read csv(io.StringIO(metin)) bi¢ciminde okunabilir.

© Bir CSV dosyasini ii¢ adimda okumak

degerlerin yazilig1 (bos, NA, -) ve tarihlerin bi¢imi nedir?

parametreleriyle ¢agirin.

metre eksiktir.

1. Dosyanin ilk birka¢ satirina bakin: alan ayiric1 (, mi, ; mi), ondalk isareti (. mi, , mi), eksik
2. pd.read_csv’yibu bilgilere karsilik gelen sep, decimal, na_values, parse_dates ve date format

3. Sonucu denetleyin: shape beklenen boyutta mi, say1 olmasi gereken siitunlar say1 tiirinde mi,
isna().sum() kag eksik deger gosteriyor? Sayi olmasi gereken bir siitun str geldiyse bir para-

Ornek 15.3 (Tiirkce Bicimli Bir Dosyadan Yercekimi Ivmesi). Bir sarka¢ deneyinde farkli ip
uzunluklar1 L (metre) i¢in dl¢iilen periyotlar T (saniye), noktal virgiille ayrilmis, ondaliklar: virgiillii ve
tarihleri giin.ay.y1l bigiminde olan bir dosyaya yazilmistir; dl¢iilemeyen bir periyot - ile gosterilmistir.
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Dosyay1 okuyup kiiciik salinimlarda gecerli T' = 271/ L/g formiiliinden her 6l¢iim icin g = 472L/T?
degerini ve bunlarin ortalamasini hesaplayin.

Cozim.

Adim 1. Alan ayiric1 ;, ondalik isareti ,, eksik deger -, tarih bigimi %d.%m. %Y’ dir.

Adim 2. Bu dort bilgiyi parametre olarak veririz. Kodun kendi bagina ¢alismasi i¢in dosyay1 da Python
ile yaziyoruz.

Adim 3. Tirleri ve eksik deger sayilarini yazdiririz.

from pathlib import Path

import numpy as np
import pandas as pd

text = """tarih;uzunluk;periyot
03.03.2025;0,25;1,004
03.03.2025;0,50;1,417
04.03.2025;0,75;1,739
04.03.2025;1,00; -
05.03.2025;1,25;2,241

Path("sarkac.csv").write text(text, encoding="utf-8")

df = pd.read csv("sarkac.csv", sep=";", decimal=",", na values="-"
parse dates=["tarih"], date format="%d.%m.%Y")

print(df.dtypes)

print(df.isna().sum().to dict())

df["g"] = 4 * np.pi**2 * df["uzunluk"] / df["periyot"]**2

print(df.round({"g": 3}))

print(round(df["g"].mean(), 3))

Cikt1:
tarih datetime64[us]
uzunluk float64
periyot float64

dtype: object
{'tarih': 0, 'uzunluk': 0, 'periyot': 1}

tarih uzunluk periyot g
0 2025-03-03 0.25 1.004 9.791
1 2025-03-03 0.50 1.417 9.831
2 2025-03-04 0.75 1.739 9.791
3 2025-03-04 1.00 NaN NaN
4 2025-03-05 1.25 2.241 9.826
9.81

Biitiin stitunlar dogru tiirde geldi; tek eksik deger periyot siitunundadir. g stitunu vektorel olarak he-
sapland; periyodu eksik satirda g de NaN oldu ve mean bu satir1 atlayarak dort degerin ortalamasini ald:
g ~ 9,81 m/s*. Adim 1'in neden gerekli oldugunu gérmek i¢in ayni dosyay1 parametresiz okuyalim:

import pandas as pd

df = pd.read csv("sarkac.csv") # parametresiz okuma
print(df.shape)
print(df.head(2))

Cikt1:
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(5, 1)
tarih;uzunluk;periyot
03.03.2025;0 25;1 4.0
50;1 417.0

Varsayilan ayirici virgiil oldugundan baslik satirinin tamamu tek bir siitun ad1 oldu. Veri satirlarindaki
ondalik virgiiller ise alan ayirici sanildi; her satirdan fazladan alan ¢ikinca pandas bunlari satir etiketi
yapt1 ve 6rnegin 1,004 sayisinin 004 parcasi 4.0 diye okundu. Hata vermeden okunan ama anlamsiz
bir tablo: Adim 3’teki denetim bu yiizden gereklidir. m

Satir ve Siitun Secmek

Veri kiimemiz elimizde; simdi ondan istedigimiz parcalar: alalim. DataFrame’de se¢imin ii¢ araci vardir:
siitun adlariyla koseli parantez, etiketlerle loc ve konumlarla iloc.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

print(df["sicaklik"].head(3)) # tek sltun: Series
print(df[["istasyon", "sicaklik"]].head(3)) # liste: DataFrame
print(df.loc[365:367, ["tarih", "istasyon"]]) # etiketlerle
print(df.iloc[730, 1:31]) # konumlarla
Cikt1:
0 -4.7
1 0.9
2 -0.6
Name: sicaklik, dtype: float64
istasyon sicaklik
0 Ankara -4.7
1 Ankara 0.9
2 Ankara -0.6

tarih istasyon
365 2025-01-01 Izmir
366 2025-01-02 Izmir
367 2025-01-03 Izmir
istasyon Erzurum
sicaklik -3.4
Name: 730, dtype: object

Tek bir stitun ad1 bir Series, stitun adlarindan olusan bir liste ise bir DataFrame verir. loc[365:367,
["tarih", "istasyon"]] etiketi 365ten 367 ye kadar olan satirlar1 (iki ug dahil) ve iki siitunu secer; 365
etiketli satir Izmir’in ilk giiniidiir. iloc[730, 1:3] ise 730 numarali konumdaki satirin 1 ve 2 numaralt
stitunlarini verir: Erzurum’un ilk giind.

Tanim 15.4 (loc ve iloc ile Se¢im). df.loc[satirlar, situnlar] satirlari ve siitunlar etiketleriyle,
df.iloc[satirlar, situnlar] ise konumlariyla secer. Her iki yere tek bir etiket (ya da konum), bir
liste, bir dilim ya da bir boolean dizi yazilabilir; boolean dizinin uzunlugu satir yerinde satir sayisi, siitun
yerinde siitun sayis1 olmalidir. loc dilimleri iki ucu da igerir, iloc dilimleri sag ucu icermez.

Yani loc tabloya “adi su olan satir ve siitun”, iloc ise “su siradaki satir ve siitun” diye sorar. Iki yere de
tek bir deger yazilirsa sonug tek bir hiicredir, biri liste ya da dilim olursa bir Series, ikisi de liste ya da
dilim olursa bir DataFrame doner. Varsayilan indeksli bir tabloda etiket ile konum ayni sayilardir; ama
tablo stiziildiikten ya da siralandiktan sonra etiketler karisir ve iki arag farkl satirlari gosterir.

Cogu zaman satirlar1 konumlariyla degil bir kosulla seceriz. Bir siitunu bir say1iyla kargilastirmak boolean
bir Series verir; onu koseli parantez igine ya da loc’un satir yerine yazinca yalmz kosulu saglayan satirlar
kalir. Birden ¢ok kosul, Vektorizasyon ve Broadcasting bolumiindeki maskelerde oldugu gibi & (ve), |
(veya), ~ (degil) ile ve her kosul parantez icinde olmak tizere birlestirilir:
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import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
cold = df[df["sicaklik"] < -12]

print(len(cold), cold["istasyon"].unique().tolist())

hot dry = df[(df["sicaklik"] > 30) & (df["yagis"] == 0)]
print(hot dry["istasyon"].value counts())

print(df[df["istasyon"].isin(["Ankara", "Izmir"])].shape)
print(df.query("istasyon == 'Ankara' and yagis > 15"))
Cikt1:
3 ['Erzurum']
istasyon
Izmir 3
Ankara 2
Name: count, dtype: int64
(730, 4)
tarih istasyon sicaklik vyagis
38 2025-02-08 Ankara -1.4  33.3

Sicakligin —12 °C’nin altina indigi ti¢ giiniin hepsi Erzurum’dadir. Sicakligin 30 °C’yi ast1g1 ve yagisin
olmadig1 bes giiniin iicii Izmir’de, ikisi Ankara’dadir. isin bir siitundaki degerin verilen listede olup
olmadigini sorar. query ayni siizmeyi bir metin ifadesiyle yazar: situn adlar1 degisken gibi kullanilir, metin
sabitleri tirnak i¢ine alinir. Ankara’da 15 mm’den fazla yagisin diistiigi tek giin 8 Subat’tir.

sort_values tabloyu bir siituna gore siralar; nlargest(k, situn) ve nsmallest(k, sttun) bir siitunun
en buyiik ya da en kigiik k& degerini tagiyan satirlar verir:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
print(df.nlargest(3, "sicaklik"))
print(df.sort values('"yagis", ascending=False).head(3))

Ciktr:

tarih istasyon sicaklik vyagis
203 2025-07-23  Ankara 31.5 0.0
598 2025-08-22 Izmir 31.4 0.0
189 2025-07-09  Ankara 31.0 0.0

tarih istasyon sicaklik vyagis
521 2025-06-06 Izmir 21.0 33.7
38 2025-02-08 Ankara -1.4  33.3
629 2025-09-22 Izmir 22.3 24.6

Yilin en sicak ii¢ dl¢iimiiniin ikisi Ankara’da, biri Izmir’dedir; en yagish {i¢ giiniin ikisi Izmir’de, biri
Ankara’dadir. Soldaki 203, 598, 189 sayilar1 satirlarin 6zgiin tablodaki etiketleridir; satirlar siralanirken
etiketlerini yanlarinda tasir. Bu kiigiik tabloda iloc[0] 203 etiketli satir1 verir, Loc[0] ise hata verir, ¢liinkii
0 etiketi artik tabloda yoktur.
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Zincirleme atama tabloyu degistirmez

Bir kosulu saglayan satirlarda bir siitunu degistirmek isterken df [maske]["y"] = 0 yazmak dogal
goriniir. Ama df [maske] yeni bir tablodur; atama o gecici tabloya yapilir ve df degismez. pandas 3.0
bu durumda ChainedAssignmentError uyaris verir. Dogrusu, satirlar1 ve siitunu tek bir loc icinde
vermektir:

import warnings
import pandas as pd

df = pd.DataFrame({"x": [1, -2, 3, -4], "y": [10, 20, 30, 40]})
with warnings.catch warnings(record=True) as caught:
warnings.simplefilter("always")
df[df["x"] < O]["y"] =0 # zincirleme atama: etkisiz
print(caught[0].category. name )
print(df["y"].tolist())
df.loc[df["x"] < 0, "y"] =0 # dogru yol: tek bir loc
print(df["y"].tolist())

Ciktr:

ChainedAssignmentError
[16, 20, 30, 40]
[16, 0, 30, 0]

Kodda uyariy1 ekrana basmak yerine yakalayip tiriint yazdirdik. pandas 3.0’da bir tablodan secilen
her parca bir kopya gibi davranir; bir tabloyu degistirmenin yolu ona dogrudan df.loc[...] = ...
yadadf[sttun] = ... biciminde atama yapmaktir.

Ornek 15.4 (Erzurum’da Don Giinlerinin Aylara Dagilimi). olcumler.csv dosyasinda Erzurum’da
sicakligin 0 °C’nin altinda 6l¢iildiigi giinleri aylara gére sayin.

Coziim.
Once Erzurum satirlarmi, sonra bunlarin arasindan sicakligi negatif olanlari siizeriz. Tarih
sttunlarinin .dt erisimcisi tarihlerin parcalarini verir: .dt.month ay numarasini, .dt.day ayn gini-
ni, .dt.dayofyear yilin kacinci giinii oldugunu. Ay numaralarini value counts ile sayip aya gore
siralariz.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

erz = df[df["istasyon"] == "Erzurum"]
frost = erz[erz["sicaklik"] < 0]
months = frost["tarih"].dt.month # tarihten ay numarasi

print(len(frost))
print(months.value counts().sort index().to dict())

Cikti:

120
iz 3L, 28 27, 38 UE, Lilg 15, 12z i}

Ol¢iilmiis 120 don giinii vardir: ocakta ve aralikta her giin, subatta 27, martta 16, kasimda 15 giin.
Nisandan ekime kadar hi¢ don yoktur. Modelde Erzurum’un ocak ortas: sicakligr 6 — 14 = —8 °C
oldugundan ocakta her giiniin donlu ¢ikmasi beklenir. Sicaklig1 eksik olan giinler sayilmadi, ¢iinkii NaN
< 0 kargilagtirmasi False verir. B

Acik Matematik - acik-matematik.com 450 CC BY-NC-SA 4.0


https://acik-matematik.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.tr

15.5

15.4 Satir ve Siitun Se¢mek 451

Eksik Degerler

Veri kiimemizde 30 sicaklik ol¢iimii eksik. pandas eksik degerleri ondalikli say1 siitunlarinda NaN ile
gosterir ve onlar1 bulmak, saymak, atmak ya da doldurmak i¢in araclar sunar.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
print(df.isna().sum())

print(df["sicaklik"].count(), df["sicaklik"].size)
print(df[df["sicaklik"].isna()].head(4))

Cikt:
tarih 0
istasyon 0
sicaklik 30
yagis 0
dtype: int64
1065 1095
tarih istasyon sicaklik vyagis
4 2025-01-05 Ankara NaN 0.0
8 2025-01-09 Ankara NaN 0.0
45 2025-02-15 Ankara NaN 0.0
49 2025-02-19 Ankara NaN 0.0

isna() her hiicre igin eksik olup olmadigini séyleyen boolean bir tablo verir; sum() her stitundaki True
degerlerini sayar. count () bir siitundaki eksik olmayan degerleri, size ise biitiin degerleri sayar: 1095 —
30 = 1065. Eksik satirlar1 gérmek icin isna() maskesini siizmede kullaniriz.

Tanim 15.5 (Eksik Deger). Bir hiicrede deger bulunmadigini gosteren 6zel degere eksik deger denir.
pandas ondalikli say1 siitunlarinda eksik degeri IEEE 754 standardindaki NaN ile gosterir. isna() eksik
degerleri, notna() eksik olmayan degerleri True ile isaretler. Toplam, ortalama ve varyans gibi indirgeme
islemleri eksik degerleri varsayilan olarak atlar; eleman eleman aritmetik ise eksik degeri sonuca tasir.

Yani eksik degerli bir siitunun ortalamasi, yalmiz mevcut degerlerin ortalamasidir: toplam, satir sayisina
degil count() kadar degere boliiniir. Buna karsilik NaN + 1 yine NaN’dir; bir deger bilinmiyorsa ona 1
eklenmig hali de bilinmez. NaN kendisine bile esit olmadig; i¢in eksik degerler == ile degil isna() ile aranir:

import numpy as np
import pandas as pd

s = pd.Series([1.0, np.nan, 3.0])

print(s.sum(), s.mean(), s.count()) # toplamalarda NaN atlanir
print(s.sum(skipna=False)) # atlanmasin istenirse
print((s + 1).tolist()) # aritmetikte NaN yayilir
print(np.nan == np.nan, s.isna().tolist())

Ciktr:
4.0 2.0 2
nan

[2.0, nan, 4.0]
False [False, True, False]

Toplam 4, ortalama 4/2 = 2°dir: NaN hem toplamdan hem paydadan ¢ikarildi. skipna=False verilince
toplam da NaN olur.

Eksik degerlerle ii¢ sey yapilabilir: satir1 atmak (dropna), sabit bir degerle doldurmak (fillna) ya da degeri
komsularindan kestirmek. Kestirmenin en basit iki yolu, son bilinen degeri ileri tasimak (ffil1l, forward
fill) ve iki komsu bilinen deger arasinda dogrusal interpolasyon yapmaktir (interpolate). Hangisinin
daha iyi oldugunu gérmek i¢in dogru cevabi bildigimiz bir tablo kuralim: sin 2’in [0, 7] araliindaki dokuz
esit aralikli degerinden ti¢tinii silelim.
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import numpy as np
import pandas as pd

X
S

s.iloc[[2, 3, 6]]
print(s.dropna().size)
filled = pd.DataFrame({"kayipli": s,

np.linspace(0, np.pi, 9)
pd.Series(np.sin(x), index=x.round(3))

= np.nan

print(filled.round(4))
pd.Series(np.sin(x), index=s.index)

true
err =

"Il
"ortalama":
"dogrusal": s.interpolate()})

print(err.round(4).to dict())

Cikt1:

6

0.000
0.393
0.785
1.178
1.571
1.963
2.356
2.749
3.142
iz

kayipli
0.0000
0.3827
NaN

NaN
1.0000
0.9239
NaN
0.3827
0.0000

[clolNoNol oMo NoNol

ffill': 0.5412,

ffill
.0000
.3827
.3827
.3827
.0000
.9239
.9239
.3827
.0000

ortalama

0.
.3827
.4482
.4482
.0000
.9239
. 4482
.3827
.0000

[cl ol ool Sl oNoNo)

0000

# Uc deger kayip

s. ffill(),

s.fillna(s.mean()),

dogrusal

0.
.3827
.5885
.7942
.0000
.9239
.6533
.3827
.0000

[clcNoNoN oo NG

'ortalama': 0.4757,

0000

filled.drop(columns="kayipli").sub(true, axis=0).abs().max()

'dogrusal': 0.1297}

dropna() eksikleri atinca 6 deger kaldi. Hatalar1 hesaplayan satirda drop(columns="kayipli") kayipl
siitunu tablodan c¢ikarir. sub(true, axis=0) kalan her siitundan true serisini ¢ikarir; axis=0, serinin
etiketlerinin tablonun satir etiketleriyle eslenmesini soyler (varsayilan esleme siitun adlariyladir). Son
olarak abs().max() her stitunun en biiyitk mutlak hatasini verir. Doldurma yontemlerinin en bityitk
hatalar ¢iktinin son satirindadir: son degeri tasimak 0,54, ortalamayla doldurmak 0,48, dogrusal interpo-
lasyon 0,13 hata yapar. Dogrusal interpolasyonun hatasi Niimerik Analiz notlarindaki sinira gére en ¢ok
M H? /8dir; burada M ikinci tiirevin mutlak degeri icin bir iist sinir, H de iki bilinen komsu arasindaki
uzakliktir. Iki ardigik degerin eksik oldugu aralikta H = 37/8 ve M = 1 oldugundan smnir 0,17 dir ve
bulunan 0,13 bunun altindadur.
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0 /4 /2 3m/4 bd

@ bilinen deger O fhill() @ interpolate()

Sekil 15.3: sin x fonksiyonunun dokuz noktalik tablosunda kaybolan ti¢c deger (kesikli dikey cizgiler).

ffill() son bilinen degeri ileri tasir (bos daireler), en biiyiik hatas1 0,54'tiir. interpolate() iki komsu

bilinen degeri dogru parcasiyla birlegtirir (dolu daireler), en biyiik hatasi 0,13'e iner. Kesikli egri gercek
sin x'tir.

Hangi yontemin uygun oldugu verinin dogasina baglidir. Sicaklik gibi zamanla yavas degisen bir biiytik-
likkte interpolasyon iyi bir tahmindir. Bir giiniin yagis1 gibi giinden giine sicrayan bir bityiikliikte ise eksik
bir giinii komsularindan kestirmek anlamsiz olabilir; o zaman satir1 atmak daha diiriisttiir.

Ornek 15.5 (Eksik Ol¢iimleri Doldurmanin Ortalamaya Etkisi). olcumler.csv dosyasinda her
istasyon i¢in eksik sicakliklar1 dogrusal interpolasyonla doldurmanin yillik ortalama sicakligl ne kadar
degistirdigini hesaplayin.

Coziim.

Istasyon adlarini unique() ile alip her biri i¢in o istasyonun sicaklik siitununu siizeriz. Bir istasyonun
satirlari tarih sirasinda ve ardigik oldugundan interpolate() her eksik giinii 6nceki ve sonraki 6l¢im
arasinda dogrusal olarak doldurur.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
for name in df["istasyon"].unique():
temp = df.loc[df["istasyon"] == name, "sicaklik"]
filled = temp.interpolate()
print(f"{name:8} eksik: {temp.isna().sum():2d} ortalama:
f"{temp.mean():.3f} -> {filled.mean():.3f}")

Ciktr:

Ankara eksik: 8 ortalama: 12.143 -> 12.016
Izmir eksik: 9 ortalama: 17.848 -> 17.786
Erzurum eksik: 13 ortalama: 5.790 -> 5.880

Eksik ol¢iim sayilar1 8, 9 ve 13'tiir; toplamlar: 30°dur. Doldurmak ortalamalari en ¢ok 0,13 °C degistirir
(Ankara: 12,143 — 12,016). Eksikler yilin rastgele giinlerine dagildig: icin mevcut degerlerin ortala-
masi da iyi bir tahmindir ve doldurmak onu pek degistirmez. Eksikler belirli bir mevsimde toplansaydi,
ornegin sensor yalniz kisin bozulsaydi, mevcut degerlerin ortalamasi sistematik olarak yukar: kayardi
ve interpolasyon bu kaymayi azaltirdi. m
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Eksik deger tamsay: stitununu ondalikli sayiya ¢evirir

NaN bir ondalikli say1 degeri oldugu i¢cin tamsayi bir siituna eksik deger girince siitunun tiri float64
olur; tablolar1 birlestirirken bunun bir 6rnegini gorecegiz. Tamsay1 kalmasi gereken bir siitun i¢in
pandas’in eksik degeri <NA> ile gosteren "Int64" turii (biiyiik I ile) kullanilabilir:

import pandas as pd

print(pd.Series([1, 2, None]).dtype) # tamsayilar float64 olur
s = pd.Series([1, 2, None], dtype="Int64") # tamsayi kalan situn
print(s.tolist(), s.dtype, s.sum())

Ciktr:

float64
[1, 2, <NA>] Int64 3

Betimsel Istatistikler

Veri okunup temizlendikten sonra ilk ig onu birkag sayiyla 6zetlemektir. Ortalama, medyan, varyans ve
ceyreklik gibi betimsel istatistiklerin tanimlar1 Matematiksel Istatistik notlarindadir; pandas bunlarin
cogunu tek bir ¢agriyla verir:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
print(df[["sicaklik", "yagis"]].describe().round(2))

Ciktr:

sicaklik yagis
count  1065.00 1095.00
mean 11.95 1.03
std 9.78 3.01
min -13.60 0.00
25% 5.00 0.00
50% 13.00 0.00
75% 19.70 0.00
max 31.50 33.70

describe her sayisal siitun icin gozlem sayisini (count, eksikler harig), ortalamayi, standart sapmayi, en
kiguk degeri, ti¢c ceyrekligi (25%, 50%, 75%) ve en buyiik degeri verir. Yagis siitununun ¢ geyrekligi de
0’dur: glinlerin dortte tigiinden fazlasi kurudur. Ayni sayilar tek tek de alinabilir:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

t = df["sicaklik"]

print(round(t.mean(), 3), t.median())

print(round(t.var(), 3), round(t.std(), 3))

print(t.max() - t.min(), t.quantile([0.1, 0.9]).round(2).tolist())
print(round((df["yagis"] > 0).mean(), 3)) # yagisli ginlerin orani
print(df["istasyon"].value counts().to dict())

Ciktr:
11.95 13.0
95.721 9.784

45.1 [-2.96, 23.66]
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0.223
{'Ankara': 365, 'Izmir': 365, 'Erzurum': 365}

Yagish glinlerin oranmini (df["yagis"] > 0).mean() ile bulduk: True degerleri 1, False degerleri 0
sayildigindan boolean bir siitunun ortalamasi True degerlerinin oranmidir. pandas yontemlerinin karsilik
geldigi istatistikler sunlardir:

Yontem Istatistik

mean () aritmetik ortalama

median() medyan

mode () mod

var(), std() orneklem varyansi ve standart sapmasi
max() - min() aciklik

quantile(p) ytzdelik

cov(), corr() kovaryans ve korelasyon

value counts() frekans tablosu

var ve std 6rneklem varyansini, yani n — 1 paydali s2’yi ve onun karekokiinii hesaplar. NumPy’m np.var
ve np.std fonksiyonlari ise varsayilan olarak n’ye béler.

pandas ile NumPy’in standart sapmas: farklidir

Ayni veriye pd.Series(x).std() ile np.std(x) farkli sonug verir. Fark paydadadir ve ddof (“delta
degrees of freedom”) parametresiyle secilir: payda n — ddof’tur. pandas’ta varsayilan ddof=1,
NumPy’da ddof=0"dur:

import numpy as np
import pandas as pd

x = [2.0, 4.0, 4.0
print(pd.Series(x)
print(pd.Series(x)

.std
.std

s
Cikt:

2.138089935299395 2.0
2.0 2.138089935299395

Bu sekiz sayinin ortalamasi 5, sapma kareleri toplami 32°dir: 1/32/8 = 2 ve 1/32/7 &~ 2,138. Hangi
paydayi kullandiginiz1 her zaman belirtin.

Yiizdelikler icin de bir kural segmek gerekir. Matematiksel Istatistik notlar1 P. yiizdeligin sirali verideki
konumunu (n + 1) P/100 ile belirler. pandas’m quantile ydntemi ise varsayilan olarak bagka bir konum
kural: kullanir.

Tanim 15.6 (Dogrusal Yiizdelik Kural). z() < Z (g <. < T(n) sirali veri ve 0 < p < 1 olsun. h =
(n—1)p + 1 konumunu h = k + d (k tam say1, 0 < d < 1) bi¢iminde yazalim. pandas’in quantile(p)
degeri

Qp) =z +d( T(esr) = Ty )
sayisidir (d = 0 ise Q(p) = z ()
Yani pandas en kiigiik gozleme p =0, en biiyiigiine p =1 karsiigim verir ve aradaki p degerleri

icin iki komgu sirali gdzlem arasinda dogrusal interpolasyon yapar. Matematiksel Istatistik notlarda-
ki kuralla tek fark konum formiilidiir: orada h = (n + 1)p’dir. NumPy’m np.quantile fonksiyonu
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method="weibull" parametresiyle o kurali uygular. Biiyiikk veride iki kuralin fark: énemsizdir, kiicitk
veride ise goriiniir.

Ornek 15.6 (iki Yiizdelik Kuraliyla Ceyreklikler). Matematiksel Istatistik notlarindaki
12,15,17,20, 22,25, 28, 30, 34, 41 verisinin ¢eyrekliklerini dogrusal yiizdelik kuraliyla ve (n + 1)p kura-
liyla hesaplayip karsilagtirin.

Cozim.
n = 10’dur. Dogrusal kuralda @); icin h =9 - 0,25 + 1 = 3,25, ), icin h = 5,5, Q5 icin h = 7,75’tir:

Ql = CE(S) + 0,25( $<4) — .’13'(3) ) =17+ 0,25 -3 = 17,75,
Q2 = $(5> + 0,5( IE(G) — $(5> ) =22+ 0,5 -3 = 23,5,

Kodla dogrulayip (n + 1)p kuraliyla kargilagtiralim:

import numpy as np
import pandas as pd

x = pd.Series([12, 15, 17, 20, 22, 25, 28, 30, 34, 41])

q=[0.25, 0.5, 0.75]

print(x.quantile(q).tolist()) # pandas kurali
print(np.quantile(x, g, method="weibull").tolist()) # (n + 1)p kurali

Ciktr:

[17.75, 23.5, 29.5]
[16.5, 23.5, 31.0]

method="weibull" ile bulunan 16,5, 23,5 ve 31 degerleri notlardaki sonuglarin aynisidir. Medyan iki
kuralda da aymdur, ¢eyreklikler ise farklidir: dogrusal kural ¢eyreklikleri ortaya dogru, (n + 1)p kurali
uclara dogru yerlestirir. Ceyrekler arasi agiklik birinde 29,5 — 17,75 = 11,75, 6tekinde 31 — 16,5 =
14,5’tir. Yiizdelik iceren bir sonucu baska bir hesapla karsilastirirken hangi kuralin kullanildigini
kontrol edin. m

Bir ortalamanin ne kadar giivenilir oldugunu, onu olusturan gézlemlerin sayisi belirler. Béliimiin geri
kalaninda birkag kez kullanacagimiz su sonucu hatirlayalim.

Onerme 15.1 (Bagimsiz Gozlemlerin Ortalamasi). X, ..., X, bagimsiz ve her biri ju beklenen degerli,
o? varyansh rastgele degiskenler olsun. X = (X, + -+ X,,)/n i¢in E(X) = p ve Var (X) = o /n’dir;
yani X ’in standart sapmasi o //n’dir. Ispati i¢in bkz. Matematiksel Istatistik.

Ornek 15.7 (Zar Atislarinin Frekans Tablosu). default rng(7) iireteciyle atilan 6000 zarm goreli
frekanslarini, ortalamasini ve varyansini bir zarin kuramsal degerleriyle karsilastirin.

Cozim.

rng.integers(1l, 7, size=6000) {1,...,6} kiimesinden esit olasilikla se¢ilmis 6000 tamsay1 verir (iist
sinir dahil degildir). Tek bir atis X i¢in EF(X) = (1 + -+ 6)/6 = 7/2 ve E(X?) = 91/6’dwr. Buradan
varyans Var (X) = 91/6 — 49/4 olarak bulunur; bu say1 35/12 ~ 2,9167 dir.

import numpy as np
import pandas as pd

rng = np.random.default rng(7)

rolls = pd.Series(rng.integers(l, 7, size=6000))
freq = rolls.value counts(normalize=True).sort index()
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print(freq.round(4))
print(round(rolls.mean(), 4), round(rolls.var(), 4))
print (3.5, round(35 / 12, 4))

Cikti:

.1590

.1740

.1685

.1578

.1735

.1672

Name: proportion, dtype: float64
3.5143 2.9023

3.5 2.9167

o Uk WN -
ol oNoNoNoNol

Goreli frekanslar 0,158 ile 0,174 arasinda, 1/6 ~ 0,1667 ¢evresindedir. Ortalama 3,5143, varyans
2,9023’tiir. Onerme 15.1 geregi 6000 atisin ortalamasinin standart sapmasi 4/(35/12)/6000 ~ 0,022
oldugundan ortalamadaki 0,014’liik sapma beklenen biiyiikliiktedir; ayni soru Matematiksel Istatistik
notlarinda bityiik sayilar yasasiyla ele alinir. m

Gruplama: groupby

Bolumin basindaki kiigiik 6rnekte istasyonlarin ortalamasini groupby ile bulmustuk. Simdi bu iglemin ne
yaptigina yakindan bakalim.

Tanim 15.7 (Ayir, Uygula, Birlestir). Bir DataFrame’in satir etiketleri kiimesi I, bir anahtar siitunu da
k olsun ve k stitununun aldig: farkl degerler g4, ..., g,,, olsun. Satirlar

sz{iEI:ki:gj}, i=1..m

gruplarina ayrilir. Bir indirgeme fonksiyonu (ortalama, toplam, en biyik deger, ...) her grubun
degerlerine uygulanir ve m sonug, etiketleri g, ..., g,,, olan bir Series’te birlestirilir. df.groupby (k)
[sttun].mean() gibi bir ifade bu ti¢ adim1 yapar.

Yani groupby, satirlar kiimesini “anahtar1 ayn1” denklik bagintisinin denklik siniflarina ayirir ve her simfi
tek bir sayiya indirger. Sonugta grup sayis: kadar satir olur ve satirlar anahtarin siralanmig degerleriyle
etiketlenir.
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ayir uygula: mean() birlestir
istasyon sicaklik
Ankara 0.4 12.00
Ankara 0.4
Ankara 23.6
Izmir 9.1 istasyon sicaklik
Ankara 23.6 BT _89 5.40 Ankara 12.00
Erzurum -8.9 T 19.7 \ Erzurum 5.40
[zmir 27.8 Izmir 18.45
Erzurum 19.7 it 91 /

Izmir 27.8 18.45

Sekil 15.4: df.groupby("istasyon")["sicaklik"].mean() isleminin {i¢ adimi. Ayir: satirlar istasyon
adina gore ¢ gruba boluntir. Uygula: her grubun sicakliklarina mean uygulanir, 6rnegin Ankara icin (0,4
+ 23,6)/2 = 12. Birlestir: ii¢ sonug, indeksi grup adlari olan tek bir Series'te toplanir.

Simdi ayni iglemi biitiin veri kiimesine uygulayalim:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

g = df.groupby("istasyon")

print(g["sicaklik"].mean().round(2))

print(g.size())

stats = g["sicaklik"].agg(["count", "mean", "std", "min", "max"])
print(stats.round(2))

Cikt1:
istasyon
Ankara 12.14
Erzurum 5.79
izmir 17.85
Name: sicaklik, dtype: float64
istasyon
Ankara 365
Erzurum 365
izmir 365
dtype: int64
count mean std min max
istasyon
Ankara 357 12.14 8.40 -4.7 31.5
Erzurum 352 5.79 10.27 -13.6 25.6
izmir 356 17.85 6.27 6.4 31.4

g = df.groupby("istasyon") heniiz bir sey hesaplamaz, yalniz gruplari belirler. g[ "sicaklik"].mean()
her grubun ortalama sicakligini, g.size() her grubun satir sayisim verir. agg birden ¢ok indirgemeyi
birlikte uygular ve her biri i¢in bir siitun acar. count siitunu eksikleri saymaz: Erzurum’un 365 giiniin
352’sinde 6l¢timii vardir.

Sonuglar modelle uyumludur: ortalamalar m = 12, 6 ve 18 degerlerine yakindir. Standart sapmalar da
onceden kestirilebilir. a cos § dalgasinin bir tam periyottaki varyansi a? /2’dir ve giiriiltii bundan bagimsiz
olarak 2,52 ekler. Ankara icin 4/11,52/2 + 2,52 ~ 8,51, Erzurum icin 10,21, Izmir icin 6,51 ¢ikar; tablo-
daki degerler 8,40, 10,27 ve 6,27 dir.

agg’ye yeni ad=(sutun, fonksiyon) bi¢iminde adlandirilmis argimanlar verilirse her sonug stitununun
adin1 ve hangi siitundan hesaplanacagini biz seceriz:
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import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
summary = df.groupby("istasyon").agg(

en_dusuk=("sicaklik", "min"),
en_yuksek=("sicaklik", "max"),
toplam yagis=("yagis", "sum"),

)
summary["aciklik"] = summary["en yuksek"] - summary["en dusuk"]
print(summary.round(1))

Cikt1:
en dusuk en yuksek toplam yagis aciklik
istasyon
Ankara -4.7 31.5 349.2 36.2
Erzurum -13.6 25.6 373.7 39.2
Izmir 6.4 31.4 403.9 25.0

Erzurum’un yillik sicaklik acikligi 39,2 °C ile en biiyiik, Izmir’inki 25,0 °C ile en kiiciiktiir.
Gruplama birden cok siituna gére de yapilabilir. Tarihten ay numarasini yeni bir stitun olarak ¢ikarip
istasyon ve ay ciftlerine gore gruplayalim:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

df["ay"] = df["tarih"].dt.month

monthly = df.groupby(["istasyon", "ay"])["sicaklik"].mean()

print(monthly.head(3).round(2))

table = monthly.unstack("istasyon")

print(table.round(1))

pt = df.pivot table(index="ay", columns="istasyon", values="sicaklik",
aggfunc="mean")

print(pt.equals(table))

Cikt1:
istasyon ay
Ankara 1 0.51
2 2.16
3 6.83

Name: sicaklik, dtype: float64
istasyon Ankara Erzurum Izmir

ay

1 0.5 -8.0 9.9
2 2.2 -6.4 10.1
3 6.8 -1.0 13.9
4 11.0 5.5 17.1
5 17.0 12.6 21.5
6 21.0 17.4 24.7
7 24.2 19.4 26.3
8 21.9 18.0 25.0
9 17.4 13.5 21.7
10 12.1 6.2 17.9
11 6.8 -0.9 13.9
12 2.5 -6.3 11.2
True

Iki anahtarla gruplamanin sonucu, iki diizeyli bir indeksle (MultiIndex) etiketlenmis 36 elemanli bir
Series’tir. unstack("istasyon") istasyon diizeyini siitunlara tasiyip okunakli bir 12 x 3 tablo kurar. Aym
tablo pivot_table ile tek adimda da kurulur; equals iki tablonun ayni oldugunu dogruluyor. Tabloda
mevsim dalgasi acik¢a gorilir: her istasyonda en soguk ay ocak, en sicak ay temmuzdur.
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Gruplara quantile de uygulanabilir. Her istasyonun bes sayili 6zetini, yani en kii¢iik degerini, ti¢ ceyrek-
ligini ve en biiyiik degerini ¢ikaralim:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

q= [0, 0.25, 0.5, 0.75, 1]

five = df.groupby("istasyon")["sicaklik"].quantile(q).unstack()
print(five)

Cikt1:
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
istasyon
Ankara -4.7 .8 11.6 19.800 31.5
Erzurum -13.6 -3.9 5.9 15.250 25.6
Izmir 6.4 12.2 18.0 23.025 31.4

Bu bes say1, Matematiksel Istatistik notlarinda tanitilan kutu grafigiyle ¢izilir. Yaklagik 350 gozlemde iki
ytizdelik kuralinin konumlari yalniz yarim sira farklidir; fark ihmal edilebilir.

en kigiik [oX medyan Qs en biiyiik

Ankara |—| | |—|
Erzurum }—| | |—|

10 0 10 20 30

Sekil 15.5: Ug istasyonun sicakliklari i¢in kutu grafigi, quantile([0, 0.25, 0.5, 0.75, 1]) tablosundan.

Kutu birinci ¢eyreklikten tiginciiye uzanir, kalin ¢izgi medyandir, biyiklar en kiiciik ve en bityiik 6lgiime

gider. Izmir'in kutusu sagda ve dar, Erzurum'unki solda ve genistir: izmir hem daha sicak hem de y1l icinde
daha az degiskendir.

agg her gruptan tek bir say1 dondiiriir. Bazen ise her satirin yanina kendi grubunun bir 6zetini yazmak
isteriz; bunu transform yapar: grup sonucunu grubun her satirina yayar ve 6zgiin tabloyla ayni uzunlukta
bir Series dondiirir.

Ornek 15.8 (Aylik Ortalamadan Sapmalar). Bir 6l¢ciimiin anomalisi, 6lciimden ait oldugu istasyonun
o ayki ortalamasinin ¢ikarilmasiyla bulunur. En bityiik pozitif anomalinin hangi giin ve hangi istasyonda
gorildigiini bulun.

Coziim.

Gruplar istasyon ve ay ciftleridir. transform("mean") her satira kendi grubunun ortalamasini yazar;
anomali, 6l¢im ile bu ortalamanin farkidir. idxmax en biiyiik anomalinin satir etiketini verir, loc o
satir1 getirir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
df["ay"] = df["tarih"].dt.month

keys = ["istasyon", "ay"l]

df["normal"] = df.groupby(keys)["sicaklik"].transform("mean")
df["anomali"] = df["sicaklik"] - df["normal"]

cols = ["tarih", "istasyon", "sicaklik", "normal", "anomali"]
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15.7 Gruplama: groupby 461

print(df[cols].head(3).round({"normal": 2, "anomali": 2}))
print(df.loc[df["anomali"].idxmax(), cols])
print(df.groupby("istasyon")["anomali"].std().round(2))

Cikti:
tarih istasyon sicaklik normal anomali
0 2025-01-01 Ankara -4.7 0.51 -5.21
1 2025-01-02 Ankara 0.9 0.51 0.39
2 2025-01-03 Ankara -0.6 0.51 -1.11
tarih 2025-10-01 00:00:00
istasyon izmir
sicaklik 25.4
normal 17.903226
anomali 7.496774
Name: 638, dtype: object
istasyon
Ankara 2.81
Erzurum 2.92
Izmir 2.50

Name: anomali, dtype: float64

normal stitunu her satira kendi istasyonunun o ayki ortalamasim yazdi: Ankara’nin ocak ortalamasi
0,51°dir. En biiyiik pozitif anomali 1 Ekim’de Izmir’dedir: o giinkii 25,4 °C, Izmir’in ekim ortalamasinin
7,5 °C ustiindedir. Bu, giiriiltiiniin standart sapmasinin (2,5) ti¢ katidir; 1065 6l¢tim arasinda boyle bir ug
degerin bulunmasi sasirtic1 degildir. Anomalilerin standart sapmasi giiriiltiiniinkine yakindir. Ankara
ve Erzurum’da biraz daha biiytktiir, ¢linkii genligi buiyiik istasyonlarda aylik ortalama, sicakligin ay
icindeki yikselisini ya da diigiisiini izleyemez ve bu egilim de anomaliye karigir. m

pivot uzun bi¢imli bir tabloyu (her satirda bir tarih ve istasyon cifti) genis bicime (her satirda bir tarih,
her istasyon ayr1 bir siitunda) cevirir. Genis tabloda corr, siitunlar arasindaki korelasyon katsayilarinin
tablosunu verir:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

wide = df.pivot(index="tarih", columns="istasyon", values="sicaklik")
print(wide.head(3))

print(wide.corr().round(3))

Ciktr:
istasyon Ankara Erzurum Izmir
tarih
2025-01-01 -4.7 -3.4 9.5
2025-01-02 0.9 -5.8 12.1
2025-01-03 -0.6 -7.6 10.1
istasyon Ankara Erzurum Izmir
istasyon
Ankara 1.000 0.920 0.876
Erzurum 0.920 1.000 0.901
Izmir 0.876 0.901 1.000

Korelasyonlar 0,88 ile 0,92 arasindadir. Bu yiiksek degerler istasyonlarin birbirini etkiledigini gostermez:
ticii de ayn1 mevsim dalgasini izledigi icin sicakliklari birlikte yiikselip alcalir. Modelde giinliik giirtltiiler
bagimsizdir; mevsim etkisi ¢ikarilinca korelasyonun neredeyse sifira indigini bir alistirmada gérecegiz.
corr eksik degerli satirlar1 her siitun ifti i¢in ayr1 ayr atar.
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Tablolar:1 Birlestirmek

Veriler ¢ogu zaman birden c¢ok tabloya dagilmigtir: 6l¢imler bir tabloda, istasyonlarin bilgileri bagka
bir tabloda durur. Iki tabloyu ortak bir siitun {izerinden yan yana birlestirmek merge yénteminin isidir.
Asagida istasyonlarin ortalama sicakliklarimi plaka ve bolge bilgilerini tasiyan kiigtik bir tabloyla birles-
tiriyoruz. groupby’a verilen as_index=False, grup anahtarini indekse tagimak yerine siradan bir siitun
olarak birakir; boylece mean t, istasyon ve sicaklik siitunlu bir DataFrame olur ve merge anahtari iki
tablonun da istasyon siitununda bulur.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
mean t = df.groupby("istasyon", as index=False)["sicaklik"].mean()
mean_t["sicaklik"] = mean t["sicaklik"].round(2)
info = pd.DataFrame({"istasyon": ["Ankara", "Izmir", “"Trabzon"],
"plaka": [6, 35, 611,
"bolge": ["I¢ Anadolu", "Ege", "Karadeniz"l})
print(mean_ t)
print(info)
for how in ["inner", "left", "outer"]:
print(f"how={how!r}")
print(mean_t.merge(info, on="istasyon", how=how))

Cikt1:

istasyon sicaklik
0 Ankara 12.14
1 Erzurum 5.79
2 izmir 17.85

istasyon plaka bolge
0 Ankara 6 1Ic Anadolu
1 Izmir 35 Ege
2 Trabzon 61 Karadeniz
how="inner"'

istasyon sicaklik plaka bolge
® Ankara 12.14 6 Ic Anadolu
1 izmir 17.85 35 Ege
how="'1left'

istasyon sicaklik plaka bolge
0 Ankara 12.14 6.0 Ic Anadolu
1 Erzurum 5.79 NaN NaN
2 izmir 17.85 35.0 Ege
how="'outer'

istasyon sicaklik plaka bolge
0 Ankara 12.14 6.0 Ic Anadolu
1 Erzurum 5.79 NaN NaN
2 Trabzon NaN  61.0 Karadeniz
3 izmir 17.85 35.0 Ege

Tanim 15.8 (Anahtar Siitunuyla Birlestirme). L ve R iki DataFrame, k ikisinde de bulunan bir
stitun olsun. L.merge (R, on=k) sonucu, k degerleri esit olan her (¢,r) € L x R satir cifti i¢in £ ile r’nin
stitunlarini yan yana koyan bir satirdan olugur. how parametresi karsilig1 olmayan anahtarlara ne olacagini
belirler: "inner" yalniz iki tabloda da bulunan anahtarlar: tutar; "left" L’nin, "right" R’nin, "outer"
iki tablonun biitiin anahtarlarin tutar ve kargilig1 olmayan hiicrelere NaN yazar.

Yani birlestirme, iki tablonun satir ¢iftlerinden anahtarlar: eslesenleri secer; iligkisel veritabanlarindaki

join isleminin aynisidir. Anahtar kiimeleri A; ve Ay ise inner sonucunun anahtarlar1 A; N Ap, outer

sonucununkiler A; U Ag, left sonucununkiler A;  dir. Ornekte Erzurum yalniz solda, Trabzon yalniz
sagdadir.
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mean_t (sol) info (sag)
istasyon sicaklik istasyon plaka
Ankara 12.14 Ankara 6
Erzurum 5.79 Izmir 35
Tzmir 17.85 Trabzon 61
l i i
how="inner" how="left" how="outer"
istasyon sicaklik plaka istasyon sicaklik plaka istasyon sicaklik plaka
Ankara 12.14 6 Ankara 12.14 6.0 Ankara 12.14 6.0
Tzmir 17.85 35 Erzurum 5.79 NaN Erzurum 5.79 NaN
Izmir 17.85 35.0 Trabzon NaN 61.0
[] iki tabloda :
|:| yalniz solda Izmir 17.85 35.0
|:| yalniz sagda
Sekil 15.6: mean_t.merge(info, on="istasyon", how=...) sonugclari (bolge siitunu yer kazanmak i¢in

cizilmedi). inner yalniz iki tabloda da bulunan anahtarlari, left sol tablonun biitiin anahtarlarini, outer
iki tablonun biitin anahtarlarini tutar. Kargiig1 olmayan hiicreler NaN olur; bu yiizden left ve outer
sonuclarinda plaka siitunu ondalikli sayiya doner.

left ve outer sonuglarinda plaka stitunu 6.0 gibi yazildi: siituna NaN girdigi i¢in tiirti float64 oldu.

Tekrarlanan anahtar satirlar1 ¢ogaltir

Bir anahtar sagdaki tabloda iki kez geciyorsa soldaki tablonun o anahtarl her satir1 iki kez eglesir ve
sonug sessizce biiyiir. Istasyon tablosuna Ankara’y1 yanhshkla iki kez yazdigimiz1 diisiinelim:

import pandas as pd
from pandas.errors import MergeError

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
info = pd.DataFrame({"istasyon": ["Ankara", "Ankara", "Izmir", "Erzurum"],
"plaka": [6, 6, 35, 25]1}) # Ankara iki kez yazilmis
m = df.merge(info, on="istasyon")
print(len(df), len(m))
try:
df.merge(info, on="istasyon", validate="m:1")
except MergeError as err:
print("MergeError:", str(err).splitlines()[0])

Ciktr:

1095 1460
MergeError: Merge keys are not unique in right dataset; not a many-to-one merge

1095 ol¢iim satir1 1460 satira ¢ikti: Ankara’nin 365 giinti iki kez sayildi. validate="m:1" (“coktan
bire”) sagdaki tablonun anahtarlarinin tekrarsiz olmasim sart kosar ve kosul bozulursa MergeError
hatasi verir. Bir ol¢ciim tablosunu bir bilgi tablosuyla birlestirirken bu denetimi eklemek iyi bir
aligkanliktir.

merge tablolar1 yan yana birlegtirir. Ayni siitunlara sahip tablolar alt alta eklemek i¢in pd. concat kullani-
lir; ignore_index=True satirlar1 0’dan yeniden numaralar. Eski pandas siiriimlerindeki DataF rame . append
yontemi kaldirilmigtir.
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import pandas as pd

a = pd.DataFrame({"n": [1, 2], "kare": [1, 4]})
b = pd.DataFrame({"n": [3, 4], "kare": [9, 16]})
print(pd.concat([a, b], ignore index=True))
Ciktr:
n kare
0 1 1
1 2 4
2 3 9
3 4 16

Ornek 15.9 (Gozlenen Aylik Ortalamalar ile Modelin Karsilastirilmasi). Her istasyon ve ay icin
gozlenen ortalama sicakligi, modelin o ayin 15'indeki degeriyle iki anahtarli bir merge kullanarak karsi-
lasgtirin.

Cozim.

Gozlenen ortalamalar1 groupby ile, model degerlerini bir liste comprehension ile 36 satirlik bir tabloda
toplariz. as_index=False sayesinde istasyon ve ay anahtarlar1 obs tablosunda siradan siitunlar olarak
kalir; model tablosunda da aym iki siitun vardir. Her ayin 15'inin yilin kagincr giiniit oldugunu ay
baslarindan buluruz: freq="MS" (“month start”) ay baslarin tretir, iki tarihin farkinin .days o6zelligi
aradaki giin sayisidir. Birlestirmede iki anahtar vardir: on=["istasyon", "ay"]. Her istasyon ve ay
cifti iki tabloda da bir kez gectiginden validate="1:1" istenir.

import numpy as np
import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
df["ay"] = df["tarih"].dt.month
obs = df.groupby(["istasyon", "ay"l], as index=False)["sicaklik"].mean()
# Modelin her ayin 15'indeki degeri: m - a cos(2 pi (t - 15) / 365)
params = {"Ankara": (12.0, 11.5), "Izmir": (18.0, 8.5),
"Erzurum": (6.0, 14.0)}

starts = pd.date range("2025-01-01", periods=12, freq="MS") # ay baslaris
t = (starts - starts[0]).days.to numpy() + 14 # ayin 15'1
rows = [(name, k + 1, m - a * np.cos(2 * np.pi * (tk - 15) / 365))

for name, (m, a) in params.items() for k, tk in enumerate(t)]
model = pd.DataFrame(rows, columns=["istasyon", "ay", "model"])
both = obs.merge(model, on=["istasyon", "ay"l], validate="1:1")
both["fark"] = both["sicaklik"] - both["model"]
print(both.shape)
print(both.head(3).round(2))
print(round(both["fark"].abs().max(), 2), round(both["fark"].std(), 2))

Cikti:
(36, 5)
istasyon ay sicaklik model fark
0 Ankara 1 0.51 0.50 0.01
1 Ankara 2 2.16 2.00 0.16
2 Ankara 3 6.83 5.77 1.06
1.06 0.43

36 satirin hepsi eslesti. En buyiik fark 1,06 °C’dir (Ankara, mart), farklarin standart sapmasi 0,43’tiir. Bu
beklenen biiyiiklitktiir: bir ayin ortalamasi yaklasik 30 bagimsiz giiriiltii teriminin ortalamasini icerir
ve Onerme 15.1 geregi bu ortalamanin standart sapmasi 2,5/+/30 ~ 0,46’dir. m
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Zaman Serileri

Olgiimlerimizin her biri bir tarihe baghdir. Tarihleri indeks yapinca pandas zamanla ilgili sorular1 kolay-
lastirir: belirli bir donemi se¢mek, giinliik veriyi ayliga cevirmek, hareketli ortalama almak.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

ank = df[df["istasyon"] == "Ankara"].set index("tarih")["sicaklik"]
print(type(ank.index). name_ , ank.index.dtype)
print(ank.index[0], ank.index[-1])
print(ank.loc["2025-07-01":"2025-07-04"])
print(round(ank.loc["2025-02"].mean(), 2)) # yalniz subat
print(ank.idxmax().date(), ank.max())

Ciktr:

DatetimeIndex datetime64[us]

2025-01-01 00:00:00 2025-12-31 00:00:00
tarih

2025-07-01 23.9

2025-07-02 22.9

2025-07-03 23.2

2025-07-04 24.6

Name: sicaklik, dtype: float64

2.16

2025-07-23 31.5

set _index("tarih") tarih siitununu indekse tasir; Ankara satirlarindan sicaklik siitununu segince
indeksi tarihler olan bir Series elde ederiz. Boyle bir indekse DatetimeIndex denir. Tarih indeksinde etiket
dilimleri tarih metinleriyle yazilabilir ve iki u¢ dahildir. Yalniz ay1 yazmak ("2025-02") o ayin biitiin
giinlerini secer: Ankara’nin subat ortalamasi 2,16 °C’dir. En sicak giin 23 Temmuz’dur.

Giinlik veriyi ayliga ¢evirmek de bir gruplamadir: her giin ait oldugu aya goére gruplanir ve her gruba bir
indirgeme uygulanir. Zaman indeksli bir Series’te bunu resample yapar:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

ank = df[df["istasyon"] == "Ankara"].set index("tarih")["sicaklik"]
monthly = ank.resample("ME").mean()

print(monthly.round(2))

Cikt1:
tarih
2025-01-31 0.51
2025-02-28 2.16
2025-03-31 6.83

2025-04-30 10.97
2025-05-31 17.00
2025-06-30 20.99
2025-07-31 24.15
2025-08-31 21.93
2025-09-30 17.39
2025-10-31 12.12
2025-11-30 6.76
2025-12-31 2.45
Freq: ME, Name: sicaklik, dtype: float64

"ME" kodu (“month end”) giinleri aylara gore gruplar ve her ay1 son giiniiyle etiketler. Haftalik gruplama
icin "W", yillik icin "YE" yazilir. Sonug, gruplama bashiginda groupby ile buldugumuz aylik tablonun
Ankara stitunuyla aynidir.
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Aylik ortalama yili on iki pargaya béler ve her parcay: tek bir sayiyla temsil eder. Her giin i¢in o giiniin
cevresindeki bir pencerenin ortalamasini almak ise giinliik ¢oziinirliigii korur.

Tanim 15.9 (Merkezi Hareketli Ortalama). z(,z,...,z_; bir zaman serisi ve w = 2q + 1 tek bir
pencere uzunlugu olsun. ¢ <t < N — 1 — g icin

sayilarina serinin w uzunluklu merkezi hareketli ortalamasi denir. Pencerenin serinin digina tastig: ilk
ve son g ginde z, tanimh degildir. pandas’ta s.rolling(w, center=True).mean() ile hesaplanir.

Yani her giin, kendisinin ve iki yanindaki ¢’sar giiniin ortalamasiyla degistirilir. Giinden giine bagimsiz
olan giiriiltii bu ortalamada biiyiik 6lciide birbirini gétiiriir: Onerme 15.1 geregi w bagimsiz giiriiltii
teriminin ortalamasinin standart sapmasi o//w’dir ve w = 31, o = 2,5 i¢in bu 0,45’tir. Yavas degisen
mevsim dalgas ise neredeyse oldugu gibi kalir. center=True verilmezse pencere t —w + 1, ..., ¢ ginle-
rinden, yani yalniz o giine kadarki giinlerden olugur.

Tek bir NaN biitiin pencereyi bozar

rolling(...).mean() varsayilan olarak yalniz penceredeki degerlerin hepsi mevcutsa bir sonug
tretir. Ankara serisinde yalmz 8 giin eksik oldugu hélde 31 giinlik hareketli ortalamanin 124
degeri NaN cikar, ciinkii her eksik giin kendisini iceren 31 pencerenin hepsini bozar. Once eksikleri
interpolate() ile doldurmak ya da min_periods parametresiyle daha az degerle yetinmek gerekir:

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

ank = df[df["istasyon"] == "Ankara"].set index("tarih")["sicaklik"]
rl = ank.rolling(31, center=True).mean()

r2 = ank.interpolate().rolling(31, center=True).mean()
print(ank.isna().sum(), rl.isna().sum(), r2.isna().sum())
print(r2.loc["2025-07-13":"2025-07-17"].round(2))

print(round((ank - r2).std(), 3))

Ciktu:

8 124 30

tarih

2025-07-13 24.30

2025-07-14 24.17

2025-07-15 24.17

2025-07-16 24.15

2025-07-17 23.99

Name: sicaklik, dtype: float64
2.635

Eksikler doldurulunca yalniz bagtaki ve sondaki 15’er giin, toplam 30 deger tanimsiz kalir. Giinlik
degerlerin hareketli ortalamadan sapmalarimin standart sapmasi 2,635’tir ve giiriltiiniin standart
sapmasi olan 2,5’e yakindur.

Zaman serilerini en iyi grafik anlatir. Matplotlib ile Grafik Cizimi bélimiindeki nesne y6nelimli arayiizle
giinliik degerleri, hareketli ortalamay: ve aylik ortalamalar1 ayn1 eksenlere ¢izelim. ax.plot bir Series’in
indeksini ve degerlerini dogrudan kabul eder; tarih ekseni kendiliginden bicimlenir.

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

raw = df[df["istasyon"] == "Ankara"].set index("tarih")["sicaklik"]
ank = raw.interpolate()
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smooth = ank.rolling(31, center=True).mean()
monthly = raw.resample("ME").mean()
mid = monthly.index - pd.Timedelta(days=15) # ay ortalari

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 4))

ax.plot(ank.index, ank, lw=0.7, alpha=0.6, label="gunluik")
ax.plot(smooth.index, smooth, lw=2.2, label="31 glnlik ortalama")
ax.plot(mid, monthly, "o", label="aylik ortalama")

ax.set ylabel("sicaklik (°C)")

ax.legend()

fig.savefig("ankara.png", dpi=150)

print(len(ax.lines), monthly.idxmax().month, monthly.idxmin().month)

Ciktr:
371

Kod ti¢ ¢izgi ¢izip grafigi ankara. png dosyasina kaydetti; aylik ortalamalarin en bityigi1 7. ayda, en kii¢iigii
1. aydadir. Aylik ortalamalar ayin son giiniiyle etiketlendigi icin 15 giin geri kaydirilarak ay ortalarina
yerlestirildi. Asagidaki sekil ayni grafigin ayni veriden bu sitenin ¢izim araciyla yeniden ¢izilmis halidir.
pandas’in kendi plot yontemi de vardir: ank.plot(ax=ax) ayni ¢izgiyi Matplotlib ile ¢izer.

—— glinlik

30 === 31 giinliik ortalama

® aylk ortalama

20

10

Oca Sub Mar Nis May Haz Tem Agu Eyl Eki Kas Ara

Sekil 15.7: Ankara'nin 2025 sicakliklari; grafik ¢izme kodunun ¢izdigi ii¢ katman. Ince cizgi eksikleri

interpolasyonla doldurulmus giinliik degerlerdir. Kalin ¢izgi 31 glinliik merkezi hareketli ortalamadir ve

bastaki ile sondaki 15 giinde tanimli degildir. Noktalar resample("ME").mean() ile bulunan aylik ortala-

malardir ve ay ortalarina yerlegtirilmistir. Hareketli ortalama giinlik guriiltiiyi bastirir, mevsim dalgasi
kalir.

Zaman serilerinde sik kullanilan birka¢ igslem daha vardir: shift(k) seriyi & adim kaydirir, yani her
giine k giin 6nceki degeri yazar; diff() ardisik farklar1 x, — x,_; verir; cumsum() birikimli toplamui,
expanding().mean() ise baslangictan o giine kadarki ortalamay: hesaplar. Asagidaki 6rnek shift ile
ardigik donlu giinlerden olusan dizileri buluyor.

Ornek 15.10 (Erzurum’da En Uzun Don Dizisi). Eksik giinleri dogrusal interpolasyonla doldurarak
Erzurum’da sicakligin st iste 0 °C’nin altinda kaldig1 en uzun dénemi bulun.

Cozim.
Once her giiniin donlu olup olmadigini gésteren boolean bir frost serisi kurariz. Bir dizi, frost
degerinin bir dnceki giinden farkli oldugu giinde baslar; frost != frost.shift() bu giinlerde True

olur. Tk giin de True olur, ¢linkil shift ilk giine NaN yazar. Bu boolean serinin birikimli toplami, her
giine kacinci dizide oldugunu gésteren bir numara verir. Iki seriyi bir tabloda yan yana koydugumuzda
tarihler indekste durur; set_index’in tersi olan reset_index() onlari yeniden tarih siitununa tagur,
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ciinkii her dizinin tarihlerini bu siitundan alacagiz. Son olarak yalniz donlu giinleri alip dizi numarasima

gore gruplar, her dizinin ilk ve son tarihini ve uzunlugunu buluruz.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

erz = df[df["istasyon"] == "Erzurum"].set index("tarih")["sicaklik"]
frost = erz.interpolate() < 0 # don gunu mi?
run_id = (frost != frost.shift()).cumsum() # degisince yeni dizi

days = pd.DataFrame({"don": frost, "dizi": run_id}).reset index()
runs = days[days["don"]].groupby("dizi")["tarih"].agg(
["min”' "maX", “SiZe”])
print(len(runs))
print(runs.nlargest(3, "size"))

Cikti:

10

min max size
dizi
1 2025-01-01 2025-03-01 60
19 2025-11-20 2025-12-31 42
3 2025-03-03 2025-03-11 9

Y1l icinde 10 ayri don dizisi vardir. En uzunu 1 Ocak’tan 1 Mart’a kadar 31 428 +1 =60 giin
stirmiistiir. Tkinci en uzun dizi 20 Kasim’da baslar ve yilin son giintine kadar 42 giin siirer; veri yil

sonunda kesildigi i¢in bu dizinin ger¢ek uzunlugunu bilmiyoruz. m

Alistirmalar

Alistirmalarin ¢ogu, bélimde trettigimiz olcumler. csv dosyasini kullanir.

Alistirma 15.1 (Iki Zarin Toplaminin Dagilimi). default rng(12) iireteciyle iki zar1 36000 kez
atin. Toplamm goreli frekanslarini s =2,...,12 i¢in kuramsal olasiliklar (6 — | s — 7 |)/36 ile bir

DataFrame’de yan yana koyarak en biiyiik mutlak farki bulun.

Coziim.

rng.integers(1l, 7, size=(36000, 2)) her satir1 bir atis olan iki siitunlu bir tamsay1 dizisi verir;
satir toplamlari zarlarin toplamidir. value_counts(normalize=True).sort_index() goreli frekanslar
2’den 12’ye siralar. Kuramsal olasiliklar1 ayni indeksle bir Series olarak kurariz ki DataFrame’de satirlar

etiketlerine gore hizalansin.

import numpy as np
import pandas as pd

rng = np.random.default rng(12)

dice = rng.integers(1l, 7, size=(36000, 2))

total = pd.Series(dice.sum(axis=1))

freq = total.value counts(normalize=True).sort index()

s = freq.index.to numpy()

exact = pd.Series((6 - np.abs(s - 7)) / 36, index=freq.index)
table = pd.DataFrame({"goreli": freq, "kuramsal": exact})
table["fark"] = table["goreli"] - table["kuramsal"]
print(table.round(4))

print(round(table["fark"].abs().max(), 4))

Cikti:
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goreli kuramsal fark
2 0.0259 0.0278 -0.0019
3 0.0566 0.0556 0.0010
4 0.0826 0.0833 -0.0007
5 0.1130 0.1111 ©0.0019
6 0.1379 0.1389 -0.0010
7 0.1668 0.1667 0.0002
8 0.1402 0.1389 0.0013
9 0.1127 0.1111 ©0.0016
10 0.0816 0.0833 -0.0018
11 0.0569 0.0556 0.0014
12 0.0258 0.0278 -0.0020
0.002

Goreli frekanslar kuramsal olasiliklardan en ok 0,002 uzaktadir. Ornegin P(S = 7) = 6/36 ~ 0,1667,
gozlenen oran 0,1668’dir. 36000 atigta bir oranin standart sapmasi en ¢ok 4/0,25/36000 ~ 0,0026
oldugundan farklar beklenen biyiiklitktedir. m

Alistirma 15.2 (Collatz Adim Sayilari). Kontrol Yapilar: ve Fonksiyonlar béliimiindeki Collatz dizi-
sinde n’den 1’e ulagmak i¢cin gereken adim sayisinin = 1, ..., 9999 i¢in indeksi n olan bir Series’te toplayin
ve en ¢ok adim gerektiren ii¢ sayry1 bulun.

Cozim.
Adim sayisi bir fonksiyonla hesaplayip sonuclar: bir liste comprehension ile toplariz. index=n ile
etiketler 1, ..., 9999 olur; boylece idxmax ve nlargest dogrudan sayilar1 verir.

import pandas as pd

def collatz steps(n):
steps = 0
while n != 1:
n=n//2if n %2 ==0¢else 3 *n + 1
steps += 1
return steps

n = range(1l, 10**4)

steps = pd.Series([collatz steps(k) for k in n], index=n)
print(steps.idxmax(), steps.max())
print(steps.nlargest(3))

print(round(steps.mean(), 2), steps.median())

Ciktr:
6171 261
6171 261
9257 259
6943 256
dtype: int64
84.97 73.0

En ¢ok adimi 6171 gerektirir: 261 adim. Onu 9257 (259 adim) ve 6943 (256 adim) izler. Ortalama adim
sayist yaklasik 85, medyan 73’tiir; ortalamanin medyandan biiyiik olmasi, az sayidaki ¢ok uzun dizinin
dagilimi saga cektigini gosterir. B
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Aligtirma 15.3 (Ankara’da Sicak Temmuz Giinleri). olcumler.csv dosyasinda Ankara’da temmuz
ayinda sicakligin 28 °C’yi astig1 giinleri bulun.

Cozim.
Kosullari art arda uygulariz: 6nce Ankara satirlari, sonra bunlarin arasindan ay numarasi 7 olanlar, en
son sicaklig1 28’i asanlar. count () temmuzda eksik 6l¢lim olup olmadigini da gosterir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
ank = df[df["istasyon"] == "Ankara"]

july = ank[ank["tarih"].dt.month == 7]

hot = july[july["sicaklik"] > 28]

print(len(july), july["sicaklik"].count(), len(hot))
print(hot["tarih"].dt.day.tolist())
print(hot["sicaklik"].tolist())

Ciktr:
31 31 3
[9, 14, 23]

[31.0, 28.1, 31.5]

Temmuzun 31 gininiin hepsinde 6l¢iim vardir. Sicaklik yalniz 3 giinde 28 °C’yi agmustir: 9 Temmuz
(31,0), 14 Temmuz (28,1) ve 23 Temmuz (31,5). Modelde temmuz ortasi sicakligi 12 + 11,5 = 23,5 °C
oldugundan 28 °C, ortalamanin 1,8 standart sapma tstiindedir. B

Alistirma 15.4 (Dogrusal, Karesel ve Kiibik Interpolasyon). [0, 2] araliginda 0,2 adimli 1zgaradaki
€” degerlerinden 3, 4 ve 8 numarali konumdakileri silin. Eksikleri interpolate yonteminin "linear",
"quadratic" ve "cubic" secenekleriyle doldurup hatalar: karsilastirin.

Coziim.

"quadratic" ve "cubic" secenekleri SciPy’mn ikinci ve tg¢iincii dereceden spline interpolasyonunu
kullanir ve indeksin degerlerini = koordinati olarak alir. Spline’lar1 Polinomlar, Interpolasyon ve Egri
Uydurma béliimiinde ayrintil ele aliyoruz. "linear" degerleri esit aralikli sayar; bizim 1zgaramiz esit
aralikli oldugu icin bu bir sey degistirmez.

import numpy as np
import pandas as pd

X = np.linspace(0, 2, 11)

s = pd.Series(np.exp(x), index=x)

s.iloc[[3, 4, 8]] = np.nan

true = np.exp(x[[3, 4, 8]])

for method in ["linear", "quadratic", "cubic"]:
filled = s.interpolate(method=method)
err = np.abs(filled.iloc[[3, 4, 8]].to _numpy() - true)
print(f"{method:9}", err.round(5), f"{err.max():.le}")

Ciktr:

linear [0.07852 0.08392 0.09939] 9.9e-02
quadratic [0.00103 0.00332 0.00199] 3.3e-03
cubic [0.00086 0.00087 0.0009 ] 9.0e-04
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Dogrusal interpolasyonun en biiyiik hatasi 0,099, karesel spline’inki 0,0033, kiibik spline’inki
0,0009’dur. e* digbiikey oldugundan dogru parcalar1 egrinin hep iistiinde kalir ve hata f” ile orantilidir;
yiiksek dereceli spline’lar egriligi de izledigi i¢in cok daha isabetlidir. m

Alistirma 15.5 (Ceyrekler Aras1 Aciklik Kuraliyla Aykir: Degerler). Bir veride ceyrekler arasi
aciklik CAA = @3 — @), olmak tizere

[Ql - 175 QAA, QS + 175 QAA]

araliginin disindaki gozlemlere aykiri deger diyelim. Ankara’nin yagish giinlerindeki yagis miktarlarinda
dogrusal ylizdelik kuralina gore kag aykir1 deger vardir?

Coziim.

Yagisli Ankara giinlerini iki kosulla siizeriz. quantile([0.25, 0.75]) iki degerli bir Series dondiirir;
onu iki degiskene acabiliriz. Alt sinir negatif ¢ikacagindan (yagis negatif olamaz) aykir1 degerlerin hepsi
st taraftadir.

import numpy as np
import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])
wet = (df["istasyon"] == "Ankara") & (df["yagis"] > 0)
rain = df.loc[wet, "yagis"]

gl, g3 = rain.quantile([0.25, 0.75])

igr = g3 - ql

low, high = ql1 - 1.5 * iqr, g3 + 1.5 * iqr

out = rain[(rain < low) | (rain > high)]
print(len(rain), ql, g3, high)

print(len(out), round(len(out) / len(rain), 3))
print(round(np.exp(-(np.log(4) + 1.5 * np.log(3))), 3))

Cikti:

88 1.275 5.4 11.5875
3 0.034
0.048

88 yagish giinde (), = 1,275 mm, ()3 = 5,4 mm, ¢eyrekler arasi aciklik 4,125 mm ve tist siir 11,5875
mm’dir. Bu smir1 3 giin, yani giinlerin %3,4’ti agmigtir. Veride hicbir hata olmadigy halde kural birkag
giinii aykir1 saydi. Bunun nedeni dagilimin bi¢imidir: ortalamasi r olan iistel dagilimda @, = rIn(4/3)
ve Q3 = r1n4 oldugundan st smir 7(In 4 + 1,5 In 3)’tiir ve bir gézlemin bu sinir1 agma olasiligy

In4+1,5In3) _

e ~ 0,048

4315

olur. Carpik dagilimlarda bu kural hatali 6l¢iimlerden ¢ok dagilimin uzun kuyrugunu yakalar. m

Alistirma 15.6 (Grup Icinde Standartlastirma). Her sicaklik élgiimiinii kendi istasyonunun ortala-
mas1 z , ve standart sapmasi s, ile z = (z — z,,) /s, biciminde standartlastirin ve mutlak degerce en biiyiik
z degerinin hangi 6l¢iime ait oldugunu bulun.

Cozim.

Vektorizasyon ve Broadcasting boliimiinde bir veri matrisini siitun stitun standartlastirmistik; burada
siitunlarin yerini istasyonlar alir. transform("mean") ve transform("std") her satira kendi istasyo-
nunun ortalamasini ve standart sapmasini yazar, boylece formiil biitiin siituna tek ifadeyle uygulanir.
Dogrulama i¢in her istasyonda z’nin ortalamasina ve standart sapmasina da bakariz.
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import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

g = df.groupby("istasyon")["sicaklik"]

df["z"] = (df["sicaklik"] - g.transform("mean")) / g.transform("std")

check = df.groupby("istasyon")["z"].agg(["mean", "std"])

print(check.abs().round(10))

row = df.loc[df["z"].abs().idxmax()]

print(row["tarih"].date(), row["istasyon"], row["sicaklik"],
round(row["z"], 3))

Ciktr:
mean std
istasyon
Ankara 0.0 1.0
Erzurum 0.0 1.0
izmir 0.0 1.0
2025-07-23 Ankara 31.5 2.304

Standartlastirilmis degerlerin ortalamasi her istasyonda 0, standart sapmasi 1’dir (yuvarlama hatalari
1071%un altinda). Mutlak degerce en biiyiik z degeri 2,304 tiir ve Ankara'nin 23 Temmuz'daki 31,5
°C dl¢limiine aittir. Bir kosiniis dalgasi ile kiigiik bir giiriiltiniin toplaminda | z | degerleri 3’e pek
yaklasmaz, ciinkii a cos § dalgasmin tepesi ortalamasimdan yalniz v/2 standart sapma uzaktadir. m

Aligstirma 15.7 (Yagish Giinlerin Orani ve Ortalamasi). Her istasyon i¢in yagish giinlerin yil igindeki
oranimi ve yagish giinlerdeki ortalama yagis1 hesaplayip veri tiretiminde kullanilan p ve r degerleriyle
kargilastirin.

Coziim.
Once yagish giinleri siizer, sonra istasyona gére gruplayip agg ile giin sayisini, ortalamayi ve en bityiik
degeri aliriz. Oran, giin sayisinin 365’e bolumudir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

wet = df[df["yagis"] > 0]

table = wet.groupby("istasyon")["yagis"].agg(["size", "mean", "max"])
table["oran"] = table["size"] / 365

print(table.round(3))

Cikt1:
size mean max oran
istasyon
Ankara 88 3.968 33.3 0.241
Erzurum 101 3.700 22.0 0.277
Izmir 55 7.344 33.7 0.151

Oranlar Ankara icin 0,241 (p = 0,25), Erzurum i¢in 0,277 (p = 0,30), Izmir icin 0,151°dir (p = 0,20).
Yagish giin sayis1 n = 365 ve p parametreli binom dagilimina uyar. Izmir icin beklenen say1 73 giin,
standart sapma /365 - 0,2 - 0,8 ~ 7,6 giindiir; gézlenen 55 giin beklenenin yaklagik 2,4 standart sapma
altindadir. Bu seyrek ama imkansiz olmayan bir sapmadir. Yagish giinlerdeki ortalamalar 3,97, 3,70 ve
7,34 mm’dir ve r = 4, 3,5 ve 8 degerlerine yakindir. B
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Alistirma 15.8 (Yalniz Bir Tabloda Gecen Anahtarlar). a tablosunda Ankara, Erzurum ve Izmir’in
ortalama sicakliklari, b tablosunda Ankara, Izmir, Trabzon ve Van’in plaka numaralar: var. outer birles-
tirme ve indicator=True parametresiyle yalmz bir tabloda gecen istasyonlar1 bulun.

Cozim.

indicator=True sonuca merge adli bir siitun ekler. Bu stitunun degeri, anahtarin iki tabloda da (both),
yalniz solda (left_only) ya da yalmiz sagda (right_only) bulundugunu séyler.

import pandas as pd

a = pd.DataFrame({"istasyon": ["Ankara", "Erzurum", "Izmir"],
"sicaklik": [12.14, 5.79, 17.85]})
b = pd.DataFrame({"istasyon": ["Ankara", "Izmir", "Trabzon", "Van"],

"plaka": [6, 35, 61, 65]})
m = a.merge(b, on="istasyon", how="outer", indicator=True)

print(m)
print(m[" merge"].value counts().to dict())
print(m.loc[m[" merge"] !'= "both", "istasyon"].tolist())
Cikt1:
istasyon sicaklik plaka _merge
0 Ankara 12.14 6.0 both
1 Erzurum 5.79 NaN  left only
2 Trabzon NaN 61.0 right only
3 Van NaN  65.0 right only
4 Izmir 17.85 35.0 both
{'right only': 2, 'both': 2, 'left only': 1}
['Erzurum', 'Trabzon', 'Van']

Ankara ve Izmir iki tabloda da vardir; Erzurum yalmz solda, Trabzon ve Van yalmz sagdadir. Anahtar
kiimeleriyle séylersek aradigimiz kiime simetrik farktir: (A; U AR) \ (A, N Ag). ®

Alstirma 15.9 (Ayhik Ortalamalarin Yar1 Acikligi). pivot_table ile kurdugunuz ay ve istasyon
tablosundan her istasyonun aylik ortalamalarinin yari agikligini, yani en biiytik ile en kii¢iik aylik ortala-
manin farkinin yarisini hesaplayip modeldeki a genligiyle karsilastirin.

Cozim.
Tablonun her siitunu bir istasyondur. idxmax () ve idxmin() her siitunda en bityiik ve en kii¢iik degerin
etiketini, yani en sicak ve en soguk ayin numarasini verir; max() - min() de stitun siitun hesaplanir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

df["ay"] = df["tarih"].dt.month

pt = df.pivot table(index="ay", columns="istasyon", values="sicaklik",
aggfunc="mean")

print(pt.idxmax().to dict(), pt.idxmin().to dict())

print(((pt.max() - pt.min()) / 2).round(2).to dict())

Cikt1:

{'Ankara': 7, 'Erzurum': 7, ‘'Izmir': 7} {'Ankara': 1, 'Erzurum': 1, 'Izmir': 1}
{'Ankara': 11.82, 'Erzurum': 13.7, 'Izmir': 8.23}

Ug istasyonda da en sicak ay temmuz, en soguk ay ocaktir. Yar1 acikliklar 11,82, 13,70 ve 8,23’tiir;
model genlikleri 11,5, 14 ve 8,5’tir. Aylik ortalama dalganin tepesini biraz diizlestirir: tepe ¢evresindeki
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31 gunlik bir pencerede kosiniis dalgasinin ortalamasi, tepe degerinin yaklagik 0,988 katidir. Kalan
farklar ay ortalamalarina giren giiriiltiiden gelir; Onerme 15.1 geregi bir ay ortalamasindaki giiriiltiiniin
standart sapmasi yaklasik 2,5/1/30 &~ 0,46 dir. m

Alistirma 15.10 (Mevsim Dalgasin1 En Kiiciik Karelerle Kestirmek). w = 27/365 olmak iizere
Ankara’nin eksik olmayan 6l¢iimlerine

T(t) ~ ¢y + ¢1 coswt + ¢ sinwt

modelini en kiiciik kareler yontemiyle uydurun ve buradan yillik ortalama m’yi, genlik a’y1 ve en soguk
giinii veren ¢,’1 kestirin.

Coziim.

Model katsayilarda dogrusaldir; dolayisiyla bu bir dogrusal en kiiciik kareler problemidir. Siitunlar:
1, coswt ve sinwt olan A matrisiyle Ac ~ y sistemini NumPy ile Lineer Cebir bélimiindeki
np.linalg.lstsq ile ¢ozeriz. Giin numarasi ¢, tarihten 1 Ocak ¢ikarilarak bulunur. Katsayilardan
parametrelere gecmek icin

m —acosw(t —t,) = m — acoswty coswt — asinwt, sin wt

ozdesligini kullaniriz: ¢, = m, ¢; = —acoswt, ve ¢, = —asinwt,. Buradan a = \/c? + ¢ ve wt, =
atan2 (—cy, —cq) bulunur.

import numpy as np
import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

ank = df[df["istasyon"] == "Ankara"].dropna(subset=["sicaklik"])

t = (ank["tarih"] - pd.Timestamp("2025-01-01")).dt.days.to numpy()

y = ank["sicaklik"].to numpy()

w =2 * np.pi / 365

A = np.column stack([np.ones(t.size), np.cos(w * t), np.sin(w * t)])
coef, * = np.linalg.lstsq(A, y, rcond=None)

c0, cl, c2 = coef

amp = np.hypot(cl, c2)

t0 = np.arctan2(-c2, -cl) / w
resid =y - A @ coef
print(len(t), np.round(coef, 3))
print(round(c0, 2), round(amp, 2)

, round(to, 1))
print(round(resid.std(ddof=3), 3))

Ciktr:

357 [ 12.005 -10.924 -2.94 ]
12.01 11.31 15.3
2.65

357 6l¢timden m ~ 12,01, a ~ 11,31 ve t, ~ 15,3 giin kestirilir; gercek degerler 12, 11,5 ve 15’tir.
Artiklarin standart sapmasi 2,65’tir ve guriltinin 2,5°lik standart sapmasina yakindir; ddof=3, {i¢
parametre kestirdigimiz i¢in paydayi1n — 3 yapar. m

Alistirma 15.11 (Mevsim Etkisi Cikarilinca Korelasyon). Istasyonlarin sicakliklari arasindaki kore-
lasyonu, her istasyonun 31 giinlitk merkezi hareketli ortalamasini ¢ikardiktan sonra yeniden hesaplayin.

Cozim.

pivot ile genis tabloyu kurariz. DataFrame’in interpolate ve rolling yontemleri her siituna ayr1 ayr
uygulanir; boylece ii¢ istasyonun hareketli ortalamasi tek satirda bulunur. Olciilen degerden hareketli
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ortalamayi ¢ikarinca mevsim dalgasi gider, giirilta kalir. Eksik ginler ile bastaki ve sondaki 15er giin
NaN olur ve corr bunlar atar; count () her siitunda kullanilabilen deger sayisi1 gosterir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

wide = df.pivot(index="tarih", columns="istasyon", values="sicaklik")

trend = wide.interpolate().rolling(31, center=True).mean()
anom = wide - trend

print(wide.corr().round(3))

print(anom.corr().round(3))

print(anom.count().to dict())

Ciktr:

istasyon Ankara Erzurum Izmir

istasyon

Ankara 1.000 0.920 0.876
Erzurum 0.920 1.000 0.901
Izmir 0.876 0.901 1.000
istasyon Ankara Erzurum Izmir
istasyon

Ankara 1.000 0.057 -0.062
Erzurum 0.057 1.000 -0.016
Izmir -0.062 -0.016 1.000

{'Ankara': 330, 'Erzurum': 322, 'Izmir': 330}

Ham sicakliklar arasindaki 0,88-0,92 korelasyonlar, mevsim etkisi ¢ikarilinca —0,06 ile 0,06 arasina
iner. Modelde istasyonlarin giinliik giiriltileri bagimsizdir; yiiksek korelasyonun tek kaynagi ortak
mevsim dalgasiydi. Gergek verilerde komsu istasyonlarin sapmalari da birlikte hareket eder, ¢linkii ayn1
hava sistemlerinden etkilenirler; ama o iligkiyi gérmek icin de 6nce ortak egilimi ¢ikarmak gerekir.
Korelasyonun 0 olmasimin bagimsizlik anlamina gelmedigini Olasilik Teorisi notlarindaki 6rnek gos-

terir. ®

Alistirma 15.12 (Yillik Yagisin Yarisi). {zmir’de 2025 yili boyunca diisen toplam yagisin yarist hangi

giin tamamlanmigtir?

Cozim.

cumsum() her giin i¢in yilbasindan o giine kadar diisen toplam yagis1 verir. cum >= total / 2 boolean
serisi o giinden itibaren hep True’dur. Boolean bir serinin idxmax() degeri ilk True degerin etiketi
oldugundan aradigimiz giini verir. Son satir, aylik toplamlarin en bitytigiiniin hangi ayda oldugunu da

yazdirir.

import pandas as pd

df = pd.read csv("olcumler.csv", parse dates=["tarih"])

izm = df[df["istasyon"] == "Izmir"].set index("tarih")["yagis"]
cum = izm.cumsum()

total = cum.iloc[-1]

reached = cum >= total / 2

day = reached.idxmax() # ilk True degerin etiketi
print(round(total, 1), day.date(), round(cum.loc[day], 1))
print(izm.resample("ME").sum().idxmax().month)

Ciktr:
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403.9 2025-06-06 203.3
6

Yillik toplam 403,9 mm’dir ve yaris1 (201,95 mm) 6 Haziran’da asilmistir; o giiniin sonunda birikimli
toplam 203,3 mm’dir. Yilin ortasi 2 Temmuz oldugu halde yariya daha erken ulasildi: yilin en yagish
giint (33,7 mm) 6 Haziran’dir ve en yagish ay da hazirandir. Modelde yagis olasilig1 mevsime bagh
olmadigindan bu erkenlik yalniz bir rastlantidir. m

Bu bélimde pandas’in iki temel yapisini, Series ve DataFrame’i tanidik. Etiketlerin islemlerde nasil hiza-
landigini, CSV dosyalarini okuyup yazmayi, loc ve iloc ile se¢imi, eksik degerleri, betimsel istatistikleri,
groupby ile ayir, uygula, birlestir diizenini, merge ile tablo birlestirmeyi ve zaman serilerini gordiik. Bu,
dersin son boliimiuidiir: Python’in temel yapilarindan baglayip NumPy, Matplotlib, SymPy ve SciPy’dan
gecerek bir veri tablosunun analizine geldik. Burada hesapladigimiz ortalama, varyans, korelasyon ve
yiizdeliklerin arkasindaki kuram icin Matematiksel Istatistik notlarina gecebilir, dersin genel plani icin
Miifredat ve Giris sayfasina donebilirsiniz.
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